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Resumo

Os codigos lineares sao subespacgos vetoriais de F", em que F é um corpo finito.
Um codigo de grupo (esquerda) é um codigo linear que pode ser interpretado como um
ideal (ou um ideal 4 esquerda) em uma algebra de grupo FG, para G um grupo finito.
Neste caso, diremos que o codigo é um G-codigo (ou um G-codigo esquerda). Em [5],
Bernal, del Rio e Simoén apresentam um procedimento geral que decide quando um cédigo
linear C é um codigo de grupo (ou codigo de grupo a esquerda) e, em tal caso, é possivel
determinar o grupo associado ao codigo. Este procedimento explora o fato de que a
estrutura de codigo de grupo de um codigo linear C estd determinada pelo grupo de
automorfismos por permutagao, PAut(C), determinado pelo codigo. Sabin e Lomonaco,
em [20], mostraram que, se C é um G-codigo para G um produto semidireto de grupos
ciclicos, entao C é um codigo abeliano. Como uma aplicagao direta do método mencionado
e estendendo o resultado de Sabin e Lomonaco, em [5] se exibem os G-codigos nos quais G
é um grupo que tem decomposicao abeliana, e estes sao coédigos abelianos. Neste trabalho
mostramos uma condigao necessaria para que G-codigos a esquerda sejam codigos de
grupo abelianos. Pillado, Gonzéalez, Martinez, Markov e Nechaev, em [9], mostraram
algumas classes de grupos que satisfazem esta decomposi¢do. Motivados por [8], em
que se apresenta o menor grupo que nao tem decomposicao abeliana, e com a finalidade
de estender o resultado de grupos com decomposicao abeliana, estudamos grupos que
se decompoem em uma quantidade minima de trés subgrupos abelianos. Encontramos
condigoes sobre estes subgrupos para determinar coédigos de grupo abelianos. Verificamos
que o grupo Sy satisfaz tais condicoes. Estendendo ainda mais os resultados, investigamos
e obtivemos condicoes sobre uma classe G de grupos que podem ser escritos como produto
de subgrupos abelianos, denominamos G como classe dos grupos com decomposicao m-

abeliana, tais que os G-codigos para G' € G sejam codigos de grupo abeliano.

Palavras-chave: Anéis de grupo; Codigos de grupo; Codigos de grupo abeliano; Decom-

posicao abeliana; Decomposicao m-abeliana.



Abstract

Linear codes are subspaces of F", T being a finite field. A (left) group code is
a linear code that can be interpreted as a (left) ideal of a group algebra FG, G being a
finite group. In this case, we will say that the code is a (left) G-code. In [5]|, Bernal,
del Rio, and Simén, present a general procedure that decides when a linear code C is
a group code (left group code) and, in that case, it is possible to determine the group
associated with the code. This procedure explores the fact that the group code structure of
a linear code C is determined by the group of automorphisms by permutation, PAut(C),
determined by the code. Sabin and Lomonaco, in [20], proved that, if C is a G-code,
for G a semi-direct product of cyclic groups, then C is an abelian code. As a direct
application of the mentioned method and extending the result of Sabin and Lomonaco,
in [5], the G-codes in which G is a group having abelian composition are shown. Pillado,
Gonzalez, Martinez, Markov e Nechaev, in [|9], exhibited some classes of groups which
satisfy such a decomposition. Motivated by [8], where the smallest group which does
not have abelian decomposition is shown, and in order to extend the result on groups
with abelian decomposition, we have investigated and obtained conditions on the class of
groups G that can be determined by the product of the abelian subgroups, such a class
we shall call the class of groups with m-abelian decomposition, such that the G-codes for

G in G are abelian group codes.

Keywords: Group Ring; Group code; Abelian decomposition; m-abelian decomposition.
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Introducao

A Teoria dos Codigos Detetores e Corretores de Erros se origina em 1948 com

os trabalhos de Claude Shannon nos Laboratorios Bell [22]. Esta teoria apresenta va-
rias aplicacoes, tanto cientificas como tecnoldgicas nas quais uma mensagem ¢é codificada,
transmitida por um emissor através de um canal de comunicacao, decodificada e entregue
ao receptor. A ideia de codificar a informacdo antes de ser transmitida surge da neces-
sidade de comprimir informagoes para diminuir o tempo e o espago para executar uma
comunicagdo, garantir a confiabilidade dos dados a serem transmitidos e finalmente recu-
perar a mensagem original, de modo tal que seja possivel corrigir ou detectar os eventuais
erros.
Em esséncia, um Codigo Detector e Corretor de Erros, também chamado Cédigo de Erro,
¢ um modo organizado de acrescentar algum dado adicional a cada informacao que se
queira transmitir ou armazenar que permita, ao recuperar a informagao, detectar e/ou
corrigir erros [18], [16]. Esta tultima ideia ¢ o que se conhece como teoria de codigos
detectores e corretores de erros. Esta teoria se efetiva no ambiente da comunicagao por
intermédio de um canal o qual pode possuir interferéncias as quais chamamos de ruidos,
que muitas vezes provocam os erros de transmisao.

Seja A um conjunto finito, o qual chamaremos de alfabeto. Um cédigo de erro
¢ um subconjunto proprio de A", onde A" representa o conjunto de todas as palavras de
n letras, para algum natural n. Um codigo C sobre um alfabeto A possui trés parametros
fundamentais, [n, M,d], que sdo respectivamente; o seu comprimento, o nimero de
elementos de C e sua distancia minima, sendo que a distancia entre duas palavras é

o numero de posicoes em que estas diferem. Se C é um cédigo com distancia minima d,

entao C pode corrigir até TJ erros e detectar até d — 1 erros.

Para ter boas propriedades de decodificagdo, um cédigo deve possuir uma dis-
tancia minima grande, mas também um ntmero de palavras, M, suficientemente grande.
Além disso, um cédigo de comprimento, n, excessivo provoca gastos adicionais no canal
e, portanto, menor eficiéncia na comunicagao. Logo, os parametros (n, M, d) entram em
conflito. Assim, consideraremos um bom c6digo quando é obtido um equilibrio entre n, M
e d. Encontrar cédigos com bons parametros nao é suficiente; precisamos também que os
processos de codificacao e decodificacao sejam rapidos. Por isso, ¢ importante que os co-

digos possuam uma estrutura algébrica. Associamos o conjunto finito A com ¢ elementos
2



com um corpo finito F = [, e, para cada nimero natural n, um F-espaco vetorial F" de
dimensao finita n. Um coédigo C C F" é dito linear se C for um subespago vetorial de F".
Diremos que um codigo linear C C F™ é ciclico se, para todo v = (vg, v1,...,v,-1) €C,
o vetor (vy,va,...,0_1,09) € C.

Diversas classes de codigos podem ser vistas como ideais em &algebras de grupos
ou em varias classes de anéis, [3], [4], [12],[13].

A conexao entre codigos e anéis de grupo pode ser observada através da corres-
pondéncia entre cédigos ciclicos e ideais da algebra de grupo FC,, de um corpo finito F
sobre o grupo ciclico C,, de n elementos. Essa conexao permite estender a nogao de codigo
para um grupo finito GG arbitrario. Um cédigo de grupo é um ideal da algebra de grupo
FG. Nesse caso, dizemos que o codigo é um G-cddigo. Familias classicas de codigos
foram identificadas com ideais de c6digos de grupo. Por exemplo, os codigos de Reed-
Solomon no sentido restringido, e seus estendidos por paridade [13], e os codigos de Golay
e seus estendidos por paridade [14] sdo codigos de grupo.

A acao do grupo simétrico S,, sobre F" é fundamental para definir o grupo
PAut(C) o qual é chamado grupo de automorfismos por permutacao do cé6digo
linear C em F". Este grupo esta formado por todas as permutacoes de 5, que fixam o
codigo C. O grupo PAut(C) serd uma ferramenta importante neste trabalho pois, apesar
de oferecer informacao interessante sobre o codigo, ele é dificil de ser determinado.

Neste trabalho, estudaremos codigos de grupo. Em [5], J.J. Bernal, A. del Rio e
J.J. Simo6n apresentaram um resultado que decide quando um coédigo linear C é um codigo
de grupo a esquerda, a direita ou simplesmente um coédigo de grupo. Em qualquer um
desses casos, é possivel determinar o grupo G. Assim, C possuirad estrutura de G-codigo
a esquerda ou G-codigo a direita e, no caso de ambos, simplesmente G-cédigo. Sabin e
Lomonaco, em [20], provaram que, se C é um G-codigo, sendo G um produto semidireto
de grupos ciclicos, entao C também serd um K-c6digo, onde K é um grupo abeliano. Em
[5], este resultado é estendido para uma familia de grupos, tal que cada codigo de grupo
para um grupo desta familia é um cédigo de grupo abeliano. Esta familia é formada pelos
grupos G = AB, para A e B subgrupos abelianos.

Em [8], C. G. Pillado, S. Gonzéles, V. Markov, C. Martinez e A. Nechaev mostra-
ram que os G-codigos sobre F sdo abelianos se | G |< 24. Nesse trabalho, é apresentado
um exemplo de um grupo de ordem 24 tal que existe um G-codigo que nao ¢é abeliano.
Também & provado que todo p-grupo de ordem p? ou p* pertence & familia dos grupos no
qual todo cédigo de grupo é um coddigo de grupo abeliano. Além disso, é demonstrado
que, mudando o corpo base, os G-codigos abelianos continuam sendo abelianos.

Neste trabalho, primeiramente investigaremos sob quais condi¢oes os G-codigos
a esquerda ou a direita, com G = AB, sao co6digos de grupo abelianos.

Provou-se, em [8], que os S;-codigos nao necessariamente sao codigos abelianos.

Mostraremos que o grupo simétrico Sy se decompoe como um produto minimo de trés



subgrupos abelianos. Motivados pelo caso do grupo S4, consideramos um grupo H =
ABD, que se decompo6e como uma quantidade minima de trés subgrupos abelianos. Nosso
objetivo é encontrar condigoes sobre A, B e D para que os H-codigos sejam codigos de
grupo abelianos. Verificaremos que o S; € um grupo que satisfaz tais condi¢oes. Ademais,
estenderemos nosso estudo para grupos da forma K = A;... A,, com A;, i =1,...,n,
subgrupos abelianos de K . Mostraremos que K-codigos sao L-codigos laterais, onde
L = By,...,B;, comt < ne Bjsubgrupo abeliano para j = 1,...,t. Apresentaremos uma
familia de grupos que se escreve como produto de uma quantidade minima de subgrupos
abelianos e que verificam as condicoes de nossos resultados. A partir desta familia de
grupos é possivel deduzir uma familia de grupos nilpotentes na qual é possivel determinar
os codigos de grupos abelianos aplicando um ntmero finito de vezes os resultados obtidos.

Se F é um subcorpo de um corpo finito E e G = AB, um grupo com A e B
subgrupos abelianos, entao a partir de G-codigos a esquerda sobre F obtemos G-codigos
abelianos sobre E.

No primeiro capitulo apresentamos e introduzimos os fatos necesséarios sobre co-
digos corretores de erros.

No segundo capitulo, definimos anéis de grupo e, em seguida, exibimos a relacao
entre codigos e anéis de grupo, definindo assim os codigos de grupo. Encerramos este
capitulo mostrando uma caracterizacao dos codigos lineares que tem estrutura de codigo
de grupo.

No terceiro capitulo, comecamos apresentando grupos com decomposicao abeliana
e estudamos os codigos de grupo para grupos correspondentes a esta classe. Mostramos
que existem grupos de ordem 24, 48, 54, 60, 64, 72, 96, 108 e 120 e de ordem 64 que possuem
decomposicao abeliana e analisamos um grupo de ordem 48 que nao possui decomposi-
cao abeliana. Definimos a classe de grupos que possuem uma decomposicao minima em
trés subgrupos abelianos, que chamaremos grupos com decomposigao 3-abeliana, e
analisamos os codigos de grupo. Logo, estendemos nossa pesquisa para grupos com
decomposicao m-abeliana, isto é, grupos que se decompoem como produto de uma
quantidade minima de m subgrupos abelianos. Exibimos uma familia de grupos com de-
composicao m-abeliana. Finalizando o capitulo exploramos a mudanca de corpos para os
codigos de grupos.

No quarto capitulo apresentamos alguns exemplos comprovando a aplicacao de
alguns resultados. Analisamos os S3-cddigos sobre F5, mostramos que todo c6digo minimal
é um codigo abeliano e apresentamos S3-codigos a esquerda que sao codigos de grupo
abelianos abelianos. Também estudamos os S;-codigos sobre F5, onde S ¢ um grupo com
decomposicao 3-abeliana. Mostramos que existem Sj-codigos que sao Ki-codigos, para
K, um grupo com decomposicao abeliana e também mostramos a existéncia de Sy-codigos
que sao Ksy-codigos, onde Ky ¢ um grupo abeliano.

Finalmente, no quinto e ultimo capitulo apresentamos a proposta de analisar uma



familia de grupos com decomposicao m-abeliana com o objetivo de aplicar os resultados
obtidos iteradamente para determinar se um G-codigo C, onde GG é um grupo nesta familia,
¢ ou nao um co6digo abeliano. Vale entretanto ressaltar que esta é uma proposta na qual
ainda estamos trabalhando, ou seja, que ainda exige formalizacao todavia, tudo nos levar

a afirmar que ela pode ser inteiramente desenvolvida.



Capitulo 1

Codigos Corretores de Erros

Neste capitulo, introduziremos os conceitos basicos sobre a Teoria de Codigos

Detectores e Correstores de Erros que serao necessarios ao longo do trabalho.

A ideia basica da Teoria de Codigos Detectores e Corretores de Erros é codificar
uma informagao inicial, adicionando informacao redundante, de forma tal que, ao receber
o sinal modificado pelo ruido, seja possivel, de alguma forma, recuperar a mensagem ori-

ginal.

1.1 Conceitos Basicos

Seja A um conjunto finito com ¢ elementos o qual chamaremos alfabeto. Os
elementos de A sao ditos letras ou digitos. Uma palavra de comprimento n é uma
sequéncia de n letras, r = x1x5...x,. O conjunto de todas as palavras de comprimento n

¢ denotado por A™.

Definicao 1.1. Um cédigo C de comprimento n sobre A é um subconjunto prdprio de

A"

Um c6digo no qual todas as palavras possuem o mesmo comprimento é chamado
c6digo em bloco. Todos os codigos que estudaremos serao deste tipo. Chamaremos um
codigo C de um (n, M)-codigo sobre o alfabeto A se ele tem M elementos em A". Em
particular, se o cardinal de A é ¢, diremos que C é um coédigo ¢-ario. Nos casos onde
q = 2,3,4 o codigo chama-se binario, ternario e quaternario, respectivamente.

Um parametro importante de um codigo é a distancia entre as palavras desse
codigo. Dados dois elementos © = z1x3...2, € Yy = Y1Ya...y, de A", define-se a distancia

Hamming de z a y como:

d(z,y) =[ {ilz: # yi, 1 <i <n}|.
6



Se C C A™ é um codigo, entao a distdncia minima de C é dada por:

d = min{d(z,y)|z,y € C,x # y}.

Diremos que um (n, M)-codigo com distancia minima d é um (n, M, d)-codigo.

A distancia minima é a menor distancia entre as palavras de C e tem um papel
muito importante no momento de determinar a capacidade de correcao de erros do codigo.
Existe um critério que nos permite medir a capacidade de detecgao e correcao de erros.
Este nos permite verificar se a palavra recebida pertence ou nao ao cédigo C. Uma vez
detectado o erro, o critério de correcao seré substituir a palavra recebida pela palavra do
codigo mais proxima. Para que a correcao seja possivel, é necessario que nao tenhamos

duvida quanto a escolha do elemento do codigo.

Teorema 1.2. Seja C um cddigo com distincia minima d. FEntao C pode corrigir até

k = [%52] erros ou detectar até d — 1 erros.
Demonstragao. Ver [10], Teorema 1.9. O

Observe que fixado o comprimento e o nimero de palavras, o melhor codigo é
aquele com maior distancia minima. Por outro lado, um codigo eficiente é aquele no qual
podemos transmitir um nimero grande de palavras e que tenha uma distancia minima
d relativamente grande para ter uma boa capacidade de corregao de erros. No entanto,
estes parametros entram em conflito, j& que aumentar o nimero de palavras de um codigo
naturalmente diminui a distancia minima. A ideia é encontrar um equilibrio entre estes
valores. Isto é o problema principal da teoria de codigos.

Existe uma relagao entre o ntimero de palavras e o comprimento do cédigo de-

logy M .
9= Note que o conflito aparece quando
n

nominada taxa de transmissao e é dada por

queremos achar uma taxa grande e uma capacidade k alta. Assim, a ideia é fixar o

comprimento e a distacia minima e procurar o cédigo com maior nimero de palavras.
Dado um alfabeto A, A,(n,d) é o maior dos codigos de comprimento n e distancia

minima d em A”. Em simbolos, temos

A,(n,d) = maz{M | existe um (n,M,d) — codigo em A"}.
Definicao 1.3. Um (n, M, d)-codigo q-drio é chamado 6timo se M = A,(n,d).

Desta maneira, um codigo C C A™ é 6timo se seu tamanho é maximo dentre os
codigos que tém distancia minima d.
Dentre as varias limitacoes para A,(n,d), ha a Cota de Singleton apresentada no

Teorema a seguir.

Teorema 1.4. Seja C um (n, M,d)-cédigo q-drio. Entio A,(n,d) < ¢"~ .



Demonstrag¢ao. Ver |10], Teorema 10.17. O

Nos interessa também investigar quais sao os c6digos que tém os mesmos para-
metros. Para isto, introduziremos o conceito de codigos equivalentes por permutacao.

Considere S,, o grupo simétrico de ordem n agindo sobre A" de forma natural:

0(331, e ,:I?n) = (.%U(l), Ce ,xg(n)),

para todo o € S, e . = (x1,...,x,) € A". Aqui estamos identificando x = z; ... x, com
a n-upla (x1,...,2,).

Para um codigo C, de comprimento n e qualquer o € S, defina
o(C)={o(z) |z eC}.

Definicao 1.5. Dois cidigos C; e Cy de comprimento n sao equivalentes por permu-

tagao se existe o € S, tal que 0(Cy) = Cs.

Note que se C; é um (n, M, d)-codigo sobre o alfabeto A, equivalente por permu-
tagao ao codigo Co, entdo Co também é um (n, M, d)-codigo sobre A. Na pespectiva da

teoria de codigos, C; e Cy sao indistinguiveis.

Definigao 1.6. Seja C um cédigo de comprimento n. O grupo de automorfismos por

permutacao de C € dado por :
PAut(C) ={oc € S, | o(C) =C}.

O grupo de automorfismos por permutacao de um cédigo nos fornece informacoes
sobre as propriedades especificas do c6digo, mas nao é simples de calcular. Este grupo

serd uma ferramenta muito importante em nosso trabalho.

1.1.1 Cobdigos Lineares

Para simplificar os processos de codifica¢ao/decodificacao e facilitar o estudo dos
parametros, surge a necessidade de introduzir uma estrutura algébrica nos codigos. Desta
forma, nascem os codigos lineares e dentro deles temos uma outra classe muito especial

de codigos: os codigos ciclicos.

Antes de enunciar uma definicao formal, a partir de agora vamos considerar o
alfabeto A como um corpo finito F, = F, com ¢ elementos, onde ¢ é poténcia de um
namero primo. O conjunto A" correspondera a F" = {(z1, 2, ..., z,)| x; € Fy, 1 <i < n},
o qual tem estrutura de espaco vetorial sobre [F. Portanto, cada sequéncia de A", z1 ... z,,

serd identificada com o vetor (zy,...,z,).



Definigao 1.7. Um cddigo linear C de comprimento n € um subespago vetorial de Fy,

de dimensao m, com m < n.

Uma primeira vantagem que os codigos lineares oferecem ¢ a facilidade no calculo
da sua distancia minima, pois um codigo linear C é um subespacao vetorial e, claro, 0 € C.

Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.8. Dado o elemento x € C, o peso de x ¢ dado por:
w(z) =d(x,0)=|{i|z; #0, 1 <i<n}|
e o peso de um cédigo C ¢ dado por:
w(C) = min{w(x) | x € C, x # 0}.

Se C & um codigo linear, d(C) = w(C). O problema principal da teoria de codigos
admite uma versao analoga para codigos lineares, isto é, dados n e d, o que se procura
¢ um codigo linear eficiente que tenha o maximo de palavras. Se denota por By(n,d) o
niimero maximo de palavras que pode ter um co6digo linear em F” com distancia minima
d. E evidente que B,(n,d) < A,(n,d). A cota de Singleton para cddigos lineares ¢ dada

pelo Corolario a seguir.

Corolario 1.9. Se C C F" ¢ um codigo linear com dimensao m e distincia minima d,
entao
d<n—m-+1.

Demonstragao. Ver [16], Corolario 4 do Teorema 14. O

Exemplo 1.10. O cddigoC = {(a,...,a) € F" | a € F} é chamado cédigo de repetigao

de comprimento n. Neste caso note que PAut(C) = S,.

Exemplo 1.11. O conjunto C = {0000, 1011, 0110, 1101} é um subespago vetorial de Z5.
O conjunto B = {1011, 1101} ¢ uma base de C. Note que w(1011) = 3, w(0110) = 2 ¢
w(1101) = 3, Portanto, a distancia minima de C é 2. Logo, C € um (2,4,2)-cddigo

1.1.2 Cobdigo Ciclico

Dentro da Teoria de Codigos, a familia dos codigos ciclicos é uma das mais pes-
quisadas. Esta familia possui propriedades algébricas que facilitam a codificagao e deco-
dificagao. Este tipo de cédigo é fundamental para a construgao de outras familias como

os codigos nao lineares e os codigos abelianos.

Definicao 1.12. Um cddigo linear C é chamado cédigo ciclico se, para toda palavra

(2o, Z1, .0y Tp_1) € C, 0 vetor (T,_1,%0, ..., Tn_2) € C.
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Observe que é possivel identificar as palavras de um cédigo ciclico de comprimento

n sobre F com um polindémio de uma variavel de grau menor que n em F[z]|. Para isto,
Fx]
(z7 —1)
vetorial F" e, a partir deste isomorrfismo, é possivel identificar cada codigo ciclico com

definiremos um isomorfismo entre o anel quociente de polindémios e 0 espago

um ideal do anel quociente. De fato, note que dado o homomorfismo

¢:F" — —<:L’”—1>

n—l]

tal que (ag,ay,...,an_1) — [ag + @12 + ... + a1 entao

e ¢ é um isomorfismo de F-espacos vetoriais.

o O(an_1,0a0, ..., an_2) = dlag, a1, ..., an_1)[x].

e Dado C um codigo linear,
Flz]

C C F™ ¢ ciclico se, e somente se, ¢(C) é um ideal de w1
xn J—

Portanto, estudar codigos ciclicos de comprimento n sobre F é equivalente a
]

(r —1)

estudar ideais do anel quociente



Capitulo 2
Codigos de Grupo

Comecaremos este capitulo apresentando a definicao de um anel de grupo. O lei-
tor interessado pode buscar informacoes adicionais em [17|. Consideramos neste trabalho

somente anéis R associativos com unidade.

2.1 Anel de Grupo

Sejam R anel com unidade e G um grupo. Denotamos por RG o conjunto de

todas as combinacoes lineares formais da forma:

Z g9,

geG

com a4 € R e oy = 0, salvo para um nimero finito.

Daremos estrutura de anel com unidade a este conjunto definindo:

e soma de dois elementos em RG:

(Z %g) + (Z @g) =S (ay + B,)g.

geG geG geq

e produto de dois elementos em RG:

<Z agg> : (Z 5hh> = ) a,B gh.

geG heG g,heG

e a unidade em RG:

1RG = Z 044,

geG

onde a, =lea, =0se g # lg.

11
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e O produto de um elemento de RG por um elemento r € R

r (Z Ozgg> = (ray)g.

geG geqG

Com as operacoes acima, RG é um R-modulo. Além disso, se R é comutativo

entao RG é uma algebra sobre R.

Definicao 2.1. O conjunto RG com as operagoes definidas acima é chamado anel de
grupo de G sobre R. No caso em que R seja comutativo, RG € uma dlgebra com o
produto chamado algebra de grupo de G sobre R.

Dado um elemento, a = Zozgg € RG, definimos o suporte de o como o

geG
subconjunto de elementos de G que aparecem na expressao de o, isto €,

supp(a) = {g € G | ay # 0}.

Recordamos que um elemento e no anel R é chamado idempotente se e = e.
Dois idempotentes e; e e; sao chamados ortogonais se e; - e = 0. Um idempotente e é
chamado primitivo se nao existem idempotentes ortogonais e; e e; nao nulos tais que
e = e1 + e3. Um conjunto de idempotentes de um anel com unidade {ej,...,e,} é um
conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonais se e¢; +--- + ¢, = 1,
cada e; € primitivoe e; - e; =0,se ¢t # 7, 1 <1, <n.

Um anel R é simples ou irredutivel se R é nao nulo e seus tnicos ideais sdao o
nulo e o0 anel todo. O anel R é dito semissimples se todo ideal de R ¢ somando direto
de R e, neste caso, cada ideal é gerado por um idempotente.

Podemos usar idempotentes para obter a classica decomposicao de Pierce, isto é,
decompor o anel semissimples R como soma direta de ideis minimais a esquerda. Lembre-
mos também que cada ideal bilateral minimal é uma componente simples de R e é obtido
somando todos os ideais a esquerda minimais isomorfos entre si. Assim, a decomposi¢ao
do anel semissimples R como soma direta de ideais bilaterais minimais é tinica. Dado
que cada ideal bilateral é um ideal a esquerda, entao cada componente simples também é
gerada por um idempotente. Observe que nao basta dizer que todo ideal é gerado por um
idempotente. E importante saber se o niimero de idempotentes que geram as componen-
tes simples do anel R ¢ finito. O conjunto de idempotentes que geram os ideais minimais
bilaterais ¢ chamado conjunto completo de idempotentes ortogonais centrais pri-

mitivos de R.

O proximo resultado determina uma condicao necessaria e suficiente sobre R e G

para que o anel de grupo RG seja semissimples.
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Teorema 2.2. (Teorema de Maschke) Se G € um grupo, entdo o anel de grupo RG é

semissimples se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) R € um anel semissimples.
(i) G € finito.
(iii) |G| € invertivel em R.
Demonstragao. Ver [16], Teorema 3.4.7. O
O caso em que o anel é um corpo tem uma particular importancia.

Corolario 2.3. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entao KG é semissimples se,

e somente se, char(K) nao divide |G|.
Demonstragao. Ver [16], Corolario 3.4.8. O

Corolario 2.4. Se G € um grupo abeliano finito e K é um corpo tal que char(K) ndo

divide |G|, entdo KG é soma direta de corpos.
Demonstragao. Ver [16], Corolario 3.5.6. O

Um ideal em RG é dito idecomponivel se é diferente de 0 e se nao pode ser escrito
como soma direta de ideais nao nulos.

Em termos de anéis de grupo temos:

Teorema 2.5. Dados R um anel, G um grupo e e um idempotente de RG, sao equiva-

lentes:
(i) e € primitivo.
(11) RGe ¢ indecomponivel.

Assim, um anel de grupo RG é semissimples se existir um conjunto completo de

idempotentes centrais primitivos ortogonais {es, ..., e, } tais que

RG = RGe, @ --- @ RGey,.

Da mesma forma que para anéis, estudar a decomposicao semissimples de um anel de

grupo RG nos leva a estudar os idempotentes centrais primitivos de RG.

Apresentamos um interessante idempotente obtido a partir de um subgrupo do

grupo G em RG.
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Definic¢ao 2.6. Dado H um subgrupo finito de um grupo G com | H | invertivel, definimos

~ 1
H:mZh.

heH

o elemento H em RG por

-

Proposicao 2.7. Sejam R um anel e H um subgrupo finito de um grupo G. Se |H| é
mversivel em R, entao H é um idempotente de RG. Além disso, se H ¢ um subgrupo

normal em G, entao H ¢ central.
Demonstragao. Ver [16], Lema 3.6.6. O

Observacao 2.8. Chamaremos idempotente principal de RG o elemento G.

2.2 Codigos de Grupo

Vimos no capitulo anterior que um cédigo linear C é ciclico se é fechado para
permutacoes ciclicas. Além disso, se C possui comprimento n sobre F, entao C pode
Flz]

ser identificado com um ideal do anel P~ Dada a algebra de grupo FC),, com
xn _

C,, = (a) um grupo ciclico de ordem n, é possivel construirmos um isomorfismo de anéis
F[X]
(z — 1)

entre FC,, e o anel de polindémio . Este isomorfismo é determinado pelo seguinte

homomorfismo de anéis,

Y Flz] — FC,
flx) = fla)

Por conseguinte, F" é isomorfo como espago vetorial a FC,,. Assim, um cédigo ciclico de F"
é associado a um ideal de FC,,. Deste modo, o estudo de codigos ciclicos de comprimento
n sobre [F é equivalente ao estudo de ideais de F,C),.

Em geral, codigos sao identificados com ideais de dlgebras de grupo onde o grupo

nao necessariamente é ciclico.

Sejam F um corpo finito com ¢ elementos, &, = {e1,es,...,€e,} a base canonica

do espago ambiente F" e N,, = {1,2,...,n}. Dado C C F" um c6digo linear, definimos:

Definicao 2.9. Dado um grupo G de ordem n, diremos que C € um G-c6digo a esquerda
(G-codigo a direita ou G-cddigo) se existe uma bijecio ¢ : &, — G cuja extensao
linear a um isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : F* — FG mapeia o cidigo C em ¢(C),
um ideal & esquerda (ideal a direita ou ideal bilateral respectivamente) de FG.

O cddigo linear C define um co6digo de grupo a esquerda (codigo de grupo
a direita ou codigo de grupo), se este é um G-cddigo & esquerda (G-cddigo a direita

ou G-codigo) para algum grupo G.
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Esta definicao fornece uma estrutura de codigo de grupo em familias ja existentes
cujo objetivo é conhecer melhor o codigo através de propriedades algébricas da algebra de
grupo. Note também que os G-codigos a esquerda (ou G-codigos a direita ou G-codigo)
sao os codigos lineares de F™ equivalentes por permutagao a algum codigo ¢~ (I), onde [

¢ um ideal & esquerda ( ideal a direita ou ideal bilateral ) de FG.

Observacao 2.10. Em particular, os codigos de grupo ciclicos sao codigos lineares equi-
valentes por permutacao a codigos ciclicos. Nao obstante, nem todo C,,-codigo € um codigo
ciclico. Se consideramos o cddigo linear C = {(a,a,b,b) : a,b € F}, ele nao é ciclico mas
¢ um Cy-cddigo. De fato, a bijecio ¢ : Ex — Cy dada por d(e)) = 1, ¢(ez) = g%, ¢(e3) =
g, ¢(eq) = g2, induz um isomorfismo de F-espacos vetoriais ¢ : F* — FCy tal que ¢(C) ¢
um ideal de FCjy.

2.3 Uma caracterizacao de codigos de grupo

Os codigos ciclicos estao caracterizados em termos de certas permutagoes as quais
nos permitem identificar estes codigos com ideais de um &algebra de um grupo ciclico. Em
um contexto mais geral de codigos de grupo, J.J. Bernal, A. Del Rio e J.J. Simo6n, em
[5], caracterizaram os codigos lineares para que pudessem ser interpretados como ideais a
esquerda ou ideais bilaterais em um algebra de grupo, para um grupo nao necessariamente

ciclico, em termos do grupo de automorfismos por permutacao.

Um subgrupo H do grupo simétrico .S,, é transitivo se, para quaisquer ¢, 7 € N,,,
existe h € H tal que h(i) = j. O subgrupo H ¢ dito regular se, e somente se, este é
transitivo e tem ordem n, ou equivalentemente, | H |= n e o(z) # x, para todo 0 € H
tal que o # id .

Dado um grupo G, denotamos por Z(G) o centro de G, e por Cg(H) o centrali-
zador de H em G, para cada H subgrupo de G.

Antes de caracterizar os cddigos lineares, segue um lema que foi de grande im-

portancia ao longo do trabalho.

Lema 2.11. ([5], Lema 1.1) Sejam H um subgrupo regular de S,, ic € N, fizo e
Y H — N, a bijecao dada por (h) = h(ig), para qualquer h € H. Entao existe um anti-
1s0morfismo

o:H — Cs,(H) tal que o(h) = oy, definido por

on(i) =¥ (i)(h(io)) , i € N.

Ademais, o, = h, para todo h € Z(H) e, portanto, Z(H) = Z(Cs, (H)).
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Demonstracao. Dados H < S, regular e ig € N,, é sempre possivel obter a bijecao v :

H — N,,. Observemos que:

(I) Para cada i € N,,, ¥~'(i)(i,) = i. De fato,

i=9@7(0) = ¢ ()() (2.1)
——

h=97 (k) = ¥ (hio)). (2.2)

def. de v

Sejam h,k € H e i € N,,. Mostremos que o estd bem definida, isto é, o(H) C
Cs, (H).

def. o

= ¢~ (k)] (o)) (i) (2:3)
——

€H

=k (D) (hio)

(I

I
= k(1 (0)(h(io))) = kon(d),

para todo i € N, e, assim, o,k = koy. A seguir, provaremos que o é um anti-isomorfismo.
De fato,

oni(i) = 71 (0)(hk(io)) = (¥ ()h)(k(io))

\zf,w‘l(w‘l(i)h(io))(lﬁ(io)) =
(1 (2.4)

Como isto acontece para todo i € N,,, tem-se oy, = o,0y. Para a injetividade, note que
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se 0, = id, entdo o, (i) = i, para todo i € N,,. Dai,

W @h)Go) = ¥ (0)(h(io))

assoc. em H

def. o (25)

= i) (30), Vi€ N,.

Logo, ¥~ (i)h = ¥~ '(i), para todo ¢ € N,,. Como H é um subgrupo e ¥~ *(i),h €
H, segue h = 1y e assim fica demonstrada a injetividade de 0. Ja mostramos que o(H) C

Cs, (H), assim, para mostrar a sobrejetividade, basta verificar a inclusao Cs, (H) C o(H).
Para cada x € Cg, (H), tome h =1 (z(iy)) € H. Dai

h(io) = w*@@)(io)

\?x(io (2.6)

—
~

\(?x([wl(i)]l(i))-

~—

Dexz € Cs, (H) e [ '(i)]' € H,

Como consequéncia,

h(io) = x ([ (1)) (3))
= (z[v™" ()] 7)) (2.7)
= [ ()] ().

Isto implica que

para todo i € N,,. Dai, x = 0p,. Sex € Z(H) = HNCCs,(H), temos h = x = op,, 0 que
prova a ultima afirmacao.

]

Em [5], apresentou-se uma caracterizacao dos codigos lineares que tém estrutura
de codigos de grupo. Essa caracterizacao depende puramente das propriedades do codigo

como subespaco de F” e ¢ dada em termos do grupo dos automorfismos por permutacao.
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Teorema 2.12. (/5/, Teorema 2.1) Sejam C um cddigo linear de comprimento n sobre o

corpo F e G um grupo finito de ordem n.

(a) C é um G-codigo a esquerda se, e somente se, G € isomorfo a um subgrupo transitivo
de S,, contido em PAut(C).

(b) C é um G-cddigo se, e somente se, G é isomorfo a um subgrupo transitivo H de S,

tal que H U Cg, (H) C PAut(C).

Demonstragao. Sejam &, a base canonica de " e ¢ : £, — G, defina f = f4 : G = 5,
tal que

F(9)(0) = epya) = ¢ (go(es)). (2.8)

A ideia é mostrar que f é um homomorfismo de grupos injetor e tomar H = f(G). Sejam

g, 91, g2€Geei€€na

flg1)f(g2)(e:) = f(g1)(f(g2)ei)
= f(g1)(¢™ (g20(es)))
=0 (g19(¢ " (920(€4)))) (2.9)
= ¢ (g1920(e:))
= f(9192)(ei), Vi€ N,.

Se g € Ker(f), entao f(g) = lg,. Logo, e; = f(g)(e;) = ey = ¢ *(g99(e;)). Assim,
o(e;) = go(e;). Como G é grupo e ¢(e;) € G, g =1g. e G = f(G). Tomando H = f(G),
por definicao, H < S,, e | H |= n. Resta-nos verificar a transitividade. Suponha que
existe 1y # h € H tal que h(i) = i para algum i € N,,. Dado que h € H = f(G), existe
g € G distinto de e com f(g) = h e, como consequéncia, f(g)(e;) = €fg)u) = €;- Mas, isto
contradiz a injetividade de f implicando que H é regular.

Agora introduzimos outro resultado que precisaremos na demostracao. Fixe ip € N,, de
tal forma que ¢~'(1g) = e;,- Nas condigoes do Lema 2.11, existe o anti-isomorfismo
o:H — Cs, (H), sendo ¢ : H— N,, uma bijecao dada por 1(h) = h(ip) e verifica-se que
Y1) (i) = i para todo i € N,,.

Para cada : € N,,,

“ = W (i)
=01 (i)(i0)

= €f(f-1op1(i))(i0) (2.10)
= ¢ (f oy (i) plesy))
——

=lg

=67 o [ oyni()



Por (2.10) e usando o fato que f: G — H é um isomorfismo para cada h € H,

Tn(€i) = Copi) o G (i)(h(in))
def. Ohp

Como ¥ ~1(i)h € H, por definigao, ¢ (v~ (i)h) = (¥ =(i)h) (i) e dai

U O (G OUIT)E

Voltando a (2.11) temos

Assim,
anes) = o~ (lei) f1 ().

Estendendo por linearidade (2.12) para cada y € F", obtemos
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

para todo h € H. Sem perda de generalidade denotamos por ¢ : F* — FG a extensao

linear de &, — G.

Suponha que C < F" seja um G-codigo a esquerda, mostremos que C é isomorfo a um

grupo transitivo de S,, contido em PAut(C). Pelo que visto acima, H = Ge H < S, é
regular. Verifiquemos que H C PAut(C). Sejam h € H = f(G) e y € F". Logo, podemos

escrever h = f(g), para algum g € G ey = . y;e;, para y; € F. Assim,

(9)(2 yiei) = Z?/ief(g)( )
= Zy "(go(e))
= Z v (fH(h) ()

(2.14)



20

Logo, h(C) =C.

Considere agora C um G-codigo, provaremos que G é isomorfo a um subgrupo transitivo
de S, tal que H U Cg,(H) C PAut(C). Por (a), so falta verficar Cg, (H) C PAut(C).
Dado z € Cg,(H), pelo Lema 2.11, existe h € H tal que x = o3, Dai,

—C. (2.15)

Agora suponha que G é isomorfo a um subgrupo regular de S,,. Sem perda de generalidade,
tome G = H, o que implica que G ¢ regular. Seja ¢ : &, — G tal que ey = ¢~ (g).
Provemos que ¢(C) é ideal 4 esquerda de FG. Observe que acontece, para todos h, g € G,

hé(eg)) = hyg

=olengn) o olhegy).

acdo de S, em &,
Logo, ho(e;) = ¢(h(e;)), paratodoi € N, pois G é transitivo. Por hipotese, G C PAut(C)

e, assim,

Isto mostra (a).
Para mostrar a reciproca de (b) adicione Cs, (H) C PAut(C) a reciproca de (a),
so faltara verificar que ¢(C) é ideal a direita de FG. Consideref = f; : G — S, definida

no comeco da demonstracao. Se g € GG, entao
f9)ei=_o " €

(9)er=_0 (99(e:))
def. EG

= €(gg(ed))(1)

~— 9Ee(ei)(1)
acao de S,
\:/gﬁfl(cﬁ(ei)) = ge;, Vi €N,,.
def.



21

Logo, f(g) = g, para todo g € G. De (2.13) temos,

d(on(y)) = o(y)f~'(h), Yy €F", h € H. (2.16)
Agora, observe
$(Clg = 6(C)f(g)
fl9)=yg (2.17)
(@) = 00
2.16 Cs,, (H)CPAut(C)
Portanto, ¢(C) ¢ ideal bilateral. O

Este resultado foi aplicado para estudar as estruturas de duas familias importan-
tes: os codigos de Cauchy, em [5], e os codigos afim-invariantes, em [6].

A primeira familia foi introduzida por Diir em 1987, [7]. Essa é a familia dos
codigos MDS que estendem os codigos Reed-Solomon. A segunda familia de codigos foi
introduzida por Kasami, Lin e Petersom, em 1968, como uma generalizacao dos codigos
Reed-Muller, [11].

Os codigos Reed-Solomon foram introduzidos por Irving Reed e Gus Solomon,
em 1960 [19]. Estes codigos possuem boas propriedades na corregio de erros e sdo muito
utilizados para codificar informacao digital como discos compactos e discos de video di-
gital. Também foram aplicados pela NASA em comunicagoes espacias junto com codigos
de comprimento variavel.

Os codigos Reed-Muller foram introduzidos em 1954, por D. E. Muller [15]. Eles
tém a propriedade de possuir uma boa capacidade de correcao de erro e ser facilmente
decodificavéis. Os mesmos foram aplicados para transmitir fotografias de Marte a Terra
através da espaconave Mariner 9. Atualmente, sao muito aplicados no mundo globali-
zado onde a troca de informagoes ocorre a todo momento. Com eles ¢ possivel enviar

informaccoes por longas distancias minimizando a perda de dados.



Capitulo 3
Codigos de Grupo Abeliano

Mostramos que um codigo ciclico pode ser visto como um ideal da algebra de
grupo de um grupo ciclico sobre um corpo. Assim, é natural definir, de forma mais geral,
codigos como ideais de uma algebra de grupo para um grupo nao necessariamente ciclico.
Uma classe de grupos de interesse particular, por causa de sua simplicidade, é a classe
dos grupos abelianos. A estrutura desta classe de grupos é bem conhecida e representa

uma extensao significativa dos grupos ciclicos.

3.1 Decomposicao abeliana

Em [20], R.E. Sabin e S.J. Lomonaco mostraram que todo cédigo de grupo de um
grupo metaciclico que cinde ¢ um codigo de grupo abeliano. Estendendo este resultado,
J.J. Bernal, A del Rio e J.J. Simén, em [5], apresentam uma classe de grupos que con-
tém estritamente a familia dos grupos abelianos, na qual todo codigo de grupo, para um
grupo nesta familia, ¢ um codigo de grupo abeliano, obtendo assim mais uma aplicagao
do Teorema 2.12

Dados A e B subgrupos de um grupo G, denote por AB = {ab | a € A, b € B}.
Lembre-se que AB é um subgrupo de G se, e somente se, AB = BA e, em tal caso,

AB = BA = (A, B). Esta decomposi¢ao nos leva a introduzir a seguinte definigao.

Definicao 3.1. Diremos que um grupo G tem decomposicao abeliana se existem dois

subgrupos abelianos A e B em G tais que G = AB.

Teorema 3.2. [5] Se G é grupo finito de ordem n que tem decomposi¢ao abeliana entdo

todo G-codigo € um codigo de grupo abeliano.

Uma pergunta natural que surge a partir deste teorema é: Quais sao as familias
de grupos que tém decomposicao abeliana? A seguir, apresentamos algumas familias de
grupos que tém tal decomposigao.

22
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(a) Um grupo G é metaciclico se existe N < G ciclico tal que G/N é ciclico. Diremos
que G ¢ metaciclico cindido, se G é produto semidireto de dois subgrupos ciclicos.
Em [20], foi provado que todo codigo de um grupo metabeliano é um codigo de grupo
abeliano. Como consequéncia direta do Teorema 3.2, este resultado foi estendido

para grupos metaciclicos.

(b) Em |21], foram estudados codigos de grupo usando grupos extra especiais e verificou-
se que todo codigo de grupo, para um grupo nesta familia, ¢ um coédigo de grupo
abeliano. Dado G um p-grupo, com p um numero primo, sejam Z(G) seu centro
e ®(G) o subgrupo de Frattini, subgrupo dado pela intersecgdo de todos os
subgrupos proprios maximais de G. O grupo G chama-se extraespecial, se (G) =
Z(G) =G e| ®(Q) |=| Z(G) |=| G’ |= p. Este grupo tem ordem p***! para algum

inteiro positivo n, e verifica-se:

i. cada subgrupo normal abeliano maximal possui ordem p"*!.

ii. para cada subgrupo normal abeliano maximal NV, existe outro subgrupo normal
abeliano maximal M com G = NM e NN M = Z(G).

Em [8] e [9] foram analisadas as estruturas de grupos de ordens relativamente pequena.
(¢) Grupos de ordem n, paran € {1,...,23}.
(d) Grupos de ordem p'¢’, com p e g primos para 1 < i,j < 3.
(e) Grupos de ordem p? e p*, para p um ntimero primo.
(f) Grupos de ordem 2°.
Encontram-se, obviamente, grupos que nao admitem esta decomposicao. Por exemplo:

(a) Para qualquer primo p fmpar existe um grupo de ordem p° que nio possui decom-

posicao abeliana.

(b) Sy é o menor grupo que nao admite decomposigao abeliana.

3.1.1 Outros Exemplos

Utilizando o programa GAP (Groups, Algorithms and Programming), (23], Artur

Schifer, em [21] mostrou que grupos de ordem n < 127 para
n ¢ {24, 48, 54, 60, 64, 72, 96, 108, 120}

possuem decomposi¢ao abeliana. Exibimos grupos de ordem 24, 48, 54, 60, 64, 72, 96,

108, 120 que possuem tal decomposicao e apresentamos um grupo de ordem 48 que nao
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possui tal decomposicao.

Comecamos apresentando o grupo de ordem 48 que nao possui decomposicao
abeliana. Utilizando o GAP para mostrar este fato. Definimos o grupo dado pelo produto

semidireto entre o grupo dos quatérnio
Qs =(i,jli*=1,i*=j>=~1,ij=k)
e 0 grupo simétrico
Sy = (0,7 | 0°=7>=(1),07 = 70%).

Consideramos S3 agindo em Qg segundo a acao definida a seguir. Logo faremos a repre-
sentacao regular Qg x S3 no grupo simétrico Syg mostrando que este é um grupo de ordem
48 que nao possui decomposicao abeliana. Esclarecendo que, escolhemos este caminho,

pois é a forma mais acessivel para manipular o programa GAP.

Definimos a acao de S3 em Qg da seguinte forma:
=4 "=k k =i, i"=—j, j"=—i, k" =—Fk
Assim, os geradores de S3 e Qg no grupo simétrico Sys estao dados por:

i=(1234)(56 7 8)(9 10 11 12)(13 14 15 16)(17 18 19 20)(21 22 23 24)(25 26 27 28)
(29 30 31 32)(33 34 35 36)(37 38 39 40)(41 42 43 44)(45 46 47 48),

j=(1537)(28 4 6)(9 17 11 19)(10 20 12 18)(13 21 15 23)(14 24 16 22)(25 29 27 31)
(26 32 28 30)(33 37 35 39)(34 40 36 38)(41 45 43 47)(42 48 44 46),

o=(19 13)(25 33 41)(2 17 22)(5 18 14)(6 10 21)(4 19 24)(7 20 16)(8 12 23)(26 37 46)
(20 38 42)(30 34 45)(28 39 48)(31 40 44)(32 36 47)(3 11 15)(27 35 43),

7=(1 25)(2 31)(3 27)(4 29)(5 28)(6 32)(7 26)(8 30)(9 41)(10 47)(11 43)(12 45)(13 33)
(14 39)(15 35)(16 37)(17 44)(18 48)(19 42)(20 46)(21 36)(22 40)(23 34)(24 38),

Fazendo os célculos, é possivel verificar que os subgrupos abelianos de Qg x S3
possuem ordens 2, 3, 4, 6 e 8. Assim, os candidatos provaveis para decompor Qg x S
como produto de dois subgrupos abelianos sao os subgrupos de ordem 6 e os subgrupos

de ordem 8. Mas a interseccao de qualquer subgrupo de ordem 6 com um subgrupo de
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ordem 8 possui ordem 2. Portanto, Qs x.S3 # AB, com A e B abelianos e |A|= 6 ¢ |B|= 8.

Com o auxilio do GAP, além de conseguirmos mostrar que Qg X S3 nao tem
decomposicao abeliana, demonstramos também que o mesmo pode ser escrito como um

produto de trés subgrupos abelianos, dados por :
A=(-1), B={(0)e D= (j7),

com |A|= 2, |B|= 3 e |D|= 8. Na seguinte secao, damos nome aos grupos que se de-
compoem como produto de trés subgrupos abelianos mas que nao se decompoem como

produto de dois abelianos.

Avaliamos a ideia de construir grupos de ordem 48 com decomposi¢ao abeliana.
Para isto, definimos o grupo G' = (C3xCy) x Cg, onde Cy, C3 e Cg sdo subgrupos ciclicos de
ordem 2, 3 e 8 respectivamente. Notando que Cy é um subgrupo normal em G, temos que

C5Cs ou C3C% sao subgrupos e, claramente, abelianos. Note que neste casso estamos iden-
tificando Cy = ({0} x C3) x {0}, C3 = (C3 x {0}) x {0} e Cs = ({0} x {0}) x Cg.Portanto,

concluimos que G possui decomposicao abeliana.

Observacao 3.3. Também podemos construir grupos com decomposiccao abeliana de or-
dens 24, 54, 60, 72, 96, 108 e 120. Basta definir o grupo G = (C5 x Cy) X A no qual A

seja um grupo abeliano com a ordem apropriada.

Utilizamos a estratégia de Qg x S3 para apresentar um grupo de ordem 64 dado
pelo produto direto do grupo diedral D4 por si mesmo. Faremos a representagao regular
do grupo D4 x Dy em Sgy e daremos sua decomposicao abeliana.

Consideramos duas copias do grupo diedral D, dadas por:

Dz(ll) = (ay,byla = b7 =1, byasby ' = ay’t)

Dz(f) = (ag, bylay = b3 = 1, bpagby ' = ay')

Assim, os geradores de Dfll) e Df) no grupo simétrico Sg4 sa0:

ar=(123 45 6 7 8)(9 10 11 12)(13 14 15 16)(17 18 19 20)(21 22 23 24)
(25 26 27 28)(29 30 31 32)(33 34 35 36)(37 38 39 40)(41 42 43 44)
(45 46 47 48)(49 50 51 52)(53 54 55 56)(57 58 59 60)(61 62 63 64);
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by =(1 5)(2 8)(3 7)(4 6)(9 25)(10 28)(11 27)(12 26)(13 29)(14 32)(15 31)(16 30)
(17 33)(18 36)(19 35)(20 34)(21 49)(22 52)(23 51)(24 50)(37 53)(38 56)
(39 55)(40 54)(41 57)(42 60)(43 59)(44 58)(45 61)(46 64)(47 63)(48 62);

as =(1 9 13 17)(2 10 14 18)(3 11 15 19)(4 12 16 20)(5 25 29 33)(6 26 30 34)
(7 27 31 35)(8 28 32 36)(21 53 57 61)(22 54 58 62)(23 55 59 63)
(24 56 60 64)(37 41 45 49)(38 42 46 50)(39 43 47 51)(40 44 48 52);

by =(1 21)(2 22)(3 23)(4 24)(5 49)(6 50)(7 51)(8 52)(9 61)(10 62)(11 63)(12 64)
(13 57)(14 58)(15 59)(16 60)(17 53)(18 54)(19 55)(20 56)(25 45)(26 46)
(27 47)(28 48)(29 41)(30 42)(31 43)(32 44)(33 37)(34 38)(35 39)(36 40).

Em seguida, consideramos os subgrupos abelianos A = (a1, a2) e B = (b1, by) em Sgy de
ordem 16 e 4, respectivamente. Note que Dy x Dy = AB, o que confirma que o grupo

possui decomposicao abeliana.

Em [5], J.J. Bernal, A del Rio e J.J. Simén, também mostraram que se G' é um
grupo nao abeliano e p é um niimero primo, sob determinadas condigoes existe um codigo

de grupo a esquerda que nao é abeliano:

Proposicao 3.4. (/5]/, Proposicio 3.3) Para todo grupo ndao abeliano G e todo primo
p que nao divide a ordem de G, existe um G-codigo & esquerda sobre algum corpo de

caracteristica p o qual nao € um codigo de grupo abeliano.

Tendo em conta este resultado, nos perguntamos quais sao as condi¢oes necessa-
rias para que um codigo a esquerda seja um codigo de grupo abeliano. Por conseguinte,
nossa pesquisa estd focada em estender o Teorema 3.2 para um G-codigo & esquerda e

alcancamos o seguinte resultado.

Teorema 3.5. Sejam G um grupo finito de ordem n tal que G = AB, onde A e B sao
subgrupos abelianos e C um G-cddigo & esquerda tal que o(B) C PAut(C) (ou o(A) C
PAut(C)). Entao C é um cddigo abeliano em que o € o anti-isomorfismo apresentado no
Lema 2.11.

Demonstracao. Seja C um G-codigo a esquerda de comprimento n. Entao, pelo Teorema
2.12,
G=>=H,

onde H é um subgrupo transitivo de S,,. Note que, em particular, H é regular e

H C PAut(C).
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Para mostrar que C é um co6digo de grupo abeliano construiremos um grupo abeliano K

a partir dos subgrupos A e B. Sem perda de generalidade, tome
G=AB=H.
Pelo Lema 2.11, existe o anti-isomorfismo
o:G— Cg (G)

tal que 0(A) e o(B) sao subgrupos abelianos de Cg, (H).

Definimos o grupo
K =(A,0(B)) <{(G,0(B)) < PAut(C).

Dai, K C PAut(C). Como
ACGeo(B)CCs,(G)

sao subgrupos abelianos, K é abeliano. Resta provar que K é regular, isto é, | K |=n e

o grupo K é transitivo. Verifiquemos que | K |= n. Para isto, observe que

| All B | Allo(B) |
G aam e B = e
Como o ¢ um anti-isomorfismo | o(B) |= | B |, assim basta mostrar que

| ANo(B)|=| ANB|.
Visto que AN B C Z(G) pois G = AB e A, B sao abelianos, pelo Lema 2.11,

ANB=0(ANB)
=o0(A)No(B)
=ANB.

Intersectando estas igualdades com o(B) temos:

ANBnNno(B)=(ANno(B))NB
=o(A)No(B).

Logo, o(A)Na(B) C ANao(B). Por outro lado, como A C G e o(B) C U, (G), tem-se
ANno(B) C Z(G).

Se tomarmos z € ANo(B), entdo o(z) € o(A). Mas, o(z) = z pois z pertence ao centro
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e, dai,
ze ANo(B)Nao(A).

Assim,

ANno(B)C Ana(B)Na(A)=An(a(B)Na(A)).

Disso, segue que
ANnao(B) Co(A)Na(B).

Logo,
|ANo(B)|=|ANB| e |K|=|G]|.

Em seguida, mostraremos que K ¢ transitivo. Para isto, veremos que o tinico elemento

em K que estabiliza N,, é k = id. Considere i € N,, e k € K tais que k(i) = i. Como
K = (A,0(B)) = Ao(B),
entao, para cada k € K, podemos escrever
k=ap, coma€c A, B€o(B)ef=oc(b), para algum b € B.
Por G ser regular, existe um tnico g € G tal que g(ig) = i. Assim,

g(io) =i = k(1)

(4)

apB(g(io))

aoy(1(g))

= ap~ (¥(9))b(io) = agbl(iy),

I
2
=

com 1 e o definidas como no Lema 2.11. Como G é regular, g = agb. Para g € G = AB,
tome

g=2adb,comad €Ael € B.

Observe que

a'tl = g = agb = ad't'b = da’abb’

que implica
ab=1, b'=a € ANBC Z(G)ebe Z(G).

Logo, = o, = b. Assim,
k=af=ab=1ek =1id.

O

Corolario 3.6. Sejam C um cddigo linear de comprimento n sobre um corpo e G um
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grupo como no Teorema 3.5. Se C é um G-cddigo o esquerda, entdo PAut(C) contém um

subgrupo regular abeliano de S,,.

Demonstracao. Se C ¢ um G-codigo a esquerda, pelo Teorema 3.5, C é um K-codigo
abeliano, com K um grupo abeliano. Logo, pelo Teorema 2.12, existe um subgrupo
regular H de S, tal que K = H e H C PAut(C). O

3.2 Decomposicao 3-abeliana

Com a finalidade de estendermos tanto o Teorema 3.2 como o Teorema 3.5, con-
sideramos grupos que nao admitem decomposi¢ao abeliana, mas que podem ser escritos
como um produto minimo de trés subgrupos abelianos. Chamaremos esta nova classe de
grupos como grupos com decomposicao 3-abeliana. Descobrimos condigoés sobre os sub-
grupos que melhoram o estudo dos codigos de grupos referente a grupos com decomposicao

3-abeliana. Estas condicoes se resumem no Teorema 3.8.

Definigao 3.7. Diremos que um grupo G tem decomposigao 3-abeliana se existemn trés
subgrupos abelianos nao triviais, A, B e D em G, tais que G = ABD e esta decomposicao

¢ minima, isto €, G nao admite decomposicio como produto de dois subgrupos abelianos.

Teorema 3.8. Seja G = ABD um grupo finito que tem decomposicao 3-abeliana de ordem
n com A, B e D subgrupos abelianos nao triviais tais que AB < G e ABND C Z(G).
Entao todo G-codigo € um K-codigo o esquerda onde K € um grupo que tem decomposi¢ao

abeliana.

Demonstracao. Seja C um G-coédigo de comprimento n, C < F" . Pelo Teorema 2.12,
temos

G,

com H um subgrupo regular de S,, tal que
HUCs,(H) C PAut(C).
Sem perda de generalidade, vamos supor
G =ABD =H.
Como G é um subgrupo regular de .S,,, fixando iy, pelo Lema 2.11, existe o anti-isomorfismo
o:G— Cs (G)

tal que 0(A), o(B) e o(D) sao subgrupos abelianos de Cg, (G).
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Defina o grupo
K = (A, B,o(D)) <{(G,Cs, (G)) < PAut(C).

Note que podemos escrever
K = ABo(D) ou K = B(Ao(D)) ou K = A(Bo(D)).

Em qualquer dos casos, K tem decomposicao abeliana.
Para verificar a regularidade de K, provaremos que | K |= n e que o mesmo é

transitivo. De fato, visto que o é um anti-isomorfismo,
| o(D) [=[ D]

Por outro lado,
| ABNo(D) |=|ABND|.

De fato, como ABN D C Z(G), entao
ABND =0(ABND)=0c(AB)Na(D).
Intersectando cada termo da igualdade anterior com o (D), obtemos
og(AB)No(D)=ABNDNo(D)=(ABNnao(D))ND.

Por conseguinte,
ABND C ABna(D).

Como AB C G e o(D) C Cs, (G) entao
ABNao(D) C Z(G).

Se agora tomarmos z € ABNao(D), z € AB e z € o(D), teremos que o(z) = z também
pertence a o(AB). Dai,

z€ ABNo(AB)Na(D)=ABN (c(AB)Na(D)).

Assim,
ABNo(D) Co(AB)No(D)=ABND.
Come | AB|| D) | AB | o(D) |
g
CI=TaEap ¢ K F aEnem)]
tem-se

|G |=| K |=n.
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Com o mesmo argumento do teorema anterior, a transitividade de K serd constatada
comprovando que o tnico elemento em K que estabiliza N,, é k = id. Seja k € K tal que
k(i) =i, para todo i € N,,. Como K = ABo(D), existem a € A, b€ B e d € D tais que

k = aboy.

Uma vez que G é regular, existe um tnico g € G tal que para iy € N, fixo, g(ig) = i.

Lembrando que ¢ e o foram definidas no Lema 2.11, temos

glio) =i = k(i)
= abaa(g(io))
boa((g))

= a
~—
def.

= ab( " (10(g))d(io)) = abgd(io).
def. o

Usando novamente a justificativa de que G é regular, temos

g = abgd.

Logo, existem a € A, be Bede D tais que

g=abgd
abd=ababdd
(@b) " (ab) " (ab) = ddd* € ABND C Z(G) (3.1)
(@b)~(ab) " (@b) = d

Observe que se z = (a b)~(a b)~*(a b) € Z(G), entdo
2@ = (@b e 2(G).

Como consequéncia,

d=(ab)™! € Z(@G)
1 =abd

(3.2)

Dado que d € Z(G) tem-se 04 = d. Deste modo,

k =aboy = abd =1,
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como queriamos. ]

Corolario 3.9. Sejam C um codigo linear de comprimento n sobre um corpo e G um
grupo como no Teorema 3.8. Se C é um G-cddigo, entao PAut(C) contém um subgrupo

reqular de S, que tem decomposi¢cao abeliana .

Demonstracao. Se C é um G-codigo a esquerda, pelo Teorema 3.8, C ¢ um K-codigo,
com K é um grupo que tem decomposicao abeliana. Logo, pelo Teorema 2.12, existe um
subgrupo regular H de S, tal que K = H e H C PAut(C). O

Como nosso interesse sao os codigos de grupo abelianos, consideramos a familia
de grupos £ que tém uma decomposicdo como no Teorema 3.8. Se G € L, estudamos
as condicoes para que G-codigos determinem codigos de grupo abeliano. Reunimos essas

condicoes no seguinte resultado:

Teorema 3.10. Seja G = ABD um grupo finito 3-abeliano de ordem n com A, B e D
subgrupos abelianos nao triviais tais que AB < G e ABND C Z(G). Entao todo G-cédigo

que verifica as condigcoes do Teorema 3.5 é cddigo de grupo abeliano.

3.3 Decomposicao m-abeliana

Seja agora G = A;A;... A, é um grupo finito, com A; um subgrupo abeliano
para cada 1 < i < m, tal que a decomposicao em m subgrupos abelianos é minima, isto

é, o grupo G nao pode ser escrito como um produto de r subgrupos abelianos com r < m.

Definicao 3.11. Diremos que um grupo G possui decomposicao m-abeliana se exis-
tem m subgrupos abelianos, Ay, As, ..., A, em G, tais que G = A1Ay... A, e esta
decomposicao € minima, isto €, G nao admite decomposicao como produto de r subgrupos

abelianos com r < m.

O resultado seguinte apresenta condicoes sobre os A;’s para que G-codigos sejam
K-codigos a esquerda (ou a diereita), onde K é um grupo escrito como produto de ¢

subgrupos abelianos com ¢t < m.

Teorema 3.12. Sejam G = A1 Ay ... A, um grupo com decomposicio m-abeliana finito,
com A; subgrupo abeliano para 1 <1 < m et um inteiro tal que 1 <t <m. Se (A;... A;)
e (Appr ... Ap) sao subgrupos de G e (Ay...A) N (Ayr... An) C Z(G), entao todo
G-codigo é um K-codigo a esquerda para K = Bi...B, um grupo com decomposicao

r-abeliana, onde B; € subgrupo abeliano para 1 <1 < r < t.

Demonstracao. Seja C um G-codigo de comprimento n. Pelo Teorema 2.12, temos

G0,
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com H < S, transitivo tal que
HUCs,(H) C PAut(C).
Sem perda de generalidade, suponhamos
G=A1A,... A, =H,
logo G é regular e, pelo Lema 2.11, existe o anti-isomorfismo
o:G— Cs, (G).

O objetivo é construir um grupo K nas condigoes do Teorema 2.12 para que C
seja um K —codigo & esquerda . Sem perda de generalidade, vamos supor ¢t = [%F], o

menor inteiro imediato a 7, e ¢ impar, definamos K da seguinte forma:
K= (A ...A,0(A1...An)) < (G,Cs, (G)) C PAut(C)

Pelo fato de o(A;) C Cs,(G), para cada 1 < ¢ < m, observe que também podemos

K :Al(AQO'(At_H))(AgO'(AH_Q)) c. (AtO'(Am)), (33)

com cada A;0(A;) é abeliano para cada 1 < i < tecadat+1 < j < m. A seguir,

mostraremos que | K |=| G |. Como o é anti-isomorfismo,
| o(Apsr . Am) |=] Asgr - A |-
Por outro lado, como (A; ... A:) N (A1 ... An) C Z(G), entao
(A1 A) N (Apr - Ap) =0((Ar . A N (Agr .- Ap)).
Se intersectamos cada lado com o (A1 ... A,,), obtemos
o((Ar. . AN (A1 Ap)) = (A1 A) No(Apr - A)) N (A -2 An).

Logo,
(AlAt)ﬂ(AHlAm) C (AlAt)ﬂO'<At+1Am)

Sabendo que (A;...A;) C Geo(Apr...An) C Cg, (G) tem-se

(A1 ... A) N o(Apsr ... An) C Z(G).
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Seze (A...A)No(Awr ... Ap), entdo
o(z)=z€(A1... A)No(Apr... Ap) Na(Ay ..  Ay).
Portanto,
(Ar...A)No(Apr .. Ap) Co(Ar. . A No(Apr - An) = (A A N (A - A).
Disto decorre
(A1 AN (Apr - Ap) = (A1 A No (A .- A,

e dai

|A1...At||At+1...Am| _ |A1At||0'(At+1Am)|
|(A1At)ﬂ(At+1Am)| |(A1At)ﬂU(At+1Am)|

|G [= = K.

Para mostrar que K é transitivo mostraremos que o tinico elemento que estabiliza N,, é a

identidade. Seja k € K tal que k(i) = i, paratodoi € N,,. Como K = Ay ... Ajo(Aps1 ... An),

existem a; € Ay, as € As, ..., a,, € A,, tais que

Usando o fato de G ser regular, existe um tnico g € G tal que para ig € N, fixo, g(ip) = 1.

glio) =i = k(i) = k(g(io)) = k(¥(9)) = a1 ... a0 (a1 ... an)(¥(g)) = (3.4)
=ay ... ap  (P(g))(aper - .. am)(io) = a1 ... arg(agsy . .. am)(io).
Por G ser regular,
g=ay...a;9(Q4q1 ... Q).
Tome g =by...bibyy1...b,,, com cada b; € A; para 1 < i < m. Assim,
g=ai...0; G011 .. 0y

bl...bm:al...atbl ...... bmat—l—l---am

Or b)) ar . a) T by b)) = (ega - b (@) (b - b) ™ (3.5)
EAK-Az eAtJ:l,---A'm
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Entao,

\ = .
by... by =(by1 ... b)) (g1 - @) (b1 - b)) "M@y ... a)(by ... by)
L=(bs1 - b)) (@egr1 - am)(besy .. b)) Hay ... a) (3.6)
(ay...a))” = (b1 b)(@s1 - am)(bpsy - .. bm)_i
€A1 Ay €Ari1.Am

€Al AN A Ay C Z2(G).

Logo a; ...a; € Z(G). Ainda, se

= (bygr . b)) (@pr ) (bigr .. b))t € Z(G)

entao qualquer conjugado de x também pertence ao Z(G). Se tomarmos y = (byy1 ... by,)

teremos 2¥ = ay41 .. . 4y € Z(G). Como consequéncia de 3.6 obtemos,

IL=(ay...a;)(@ps1 .- am).

Assim, k = (a1...a;)o(a1 ... ap) = (a1 ...a¢)(as1 ... ay) = 1. Desta forma, todas as
—_——

€Z(G)
condigoes do Teorema 2.12 se verificam e entao podemos afirmar que C é um K-codigo a

esquerda . Para t par, a demostracao segue da mesma forma. O

Note que se, no teorema que acabamos de mostrar, trocamos G-codigo por G-
codigo a esquerda ou G-codigo a direita, as hipoteses do teorema se enfraquesem. As-
sim, para compensar a perda da bilateralidade do G-c6digo precisamos acrescentar uma
condi¢ao que dependera do grupo de automorfismos por permutacao do coédigo. Em con-

sequéncia obtivemos:

Teorema 3.13. Sejam G = A1Asy... A,, um grupo finito m-abeliano com A; subgru-
pos abelianos para 1 < i < m et um inteiro, com 1 < t < m, tais que (A;... A;) e
(At ... An) sao subgrupos de G e (Ar...A) N (Aprr... Am) C 2(G). Se C € um G-
cddigo a esquerda tal que o(Ayq ... Ay) C PAut(C), entio C é um K-cidigo a esquerda
para K = By ... B, um grupo r-abeliano, onde B; é um subgrupo abeliano, para 1 < i < r.

com o o anti-isomorfismo apresentado no Lema 2.11.

Demonstracao. Seja C um G-codigo a esquerda de comprimento n. Pelo Teorema 2.12,
sabemos que G = H, com
H<LS,
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transitivo tal que H C PAut(C). Sem perda de generalidade, suponhamos
G=A1A... A, = H;
logo G é regular e, pelo Lema 2.11, existe o anti-isomorfismo
o:G— Cs, (G).

Sem perda de generalidade, vamos supor ¢ = [%], o menor inteiro imediato a %, e ¢

impar. Definamos K da seguinte forma:
K = <A1 c. At7 O'(At+1 c. Am>> - PAUt(C)

A demonstragio segue da mesma maneira que a do Teorema 3.12 O

Para um grupo G e um G-co6digo (ou um G-codigo a esquerda ) nas condigoes
dos teoremas anteriores, é possivel determinar se o G-codigo ( ou G-codigo a esquerda )
¢ um codigo de grupo abeliano aplicando repetidas vezes o Teorema 3.12 e\ou o Teorema

3.13 caso se verifiquem as hipoteses em cada passo.

Agora queremos apresentar grupos que se decompdem como produto de uma
quantidade minima de subgrupos abelianos para aplicar nossos teoremas.

Em 1965, R. Bercov e L. Moser, em [2], mostraram que o maior subgrupo abeliano
de S,, tem ordem f(n) onde:

(a) f(n)=3™,sen=23m.
(b) f(n)=4-3""1 sen=3m+ 1.

(¢) f(n)=2-3™,sen=3m+ 2.

Em [1], M. Abért obteve limitantes para o minimo nimero k tal que o grupo
simétrico S, seja o produto de k subgrupos abelianos. Ele provou que se 2! < n < 2¢F1
para algum ¢ € N, entao k < 3¢ < 3(logan).

Agora podemos afirmar que existem grupos que se decompdem como um produto
minimo de subgrupos abelianos, mas nao sabemos se eles verificam as condicoes de nossos
teoremas . Entao consideramos a ideia de construir grupos que possuam decomposi¢ao
n-abeliana. Utilizamos produto orlado (ou produto wreath) para construir grupos que
verificam as hipdteses dos teoremas anteriores.

Lembremos primeiro como é definido um produto orlado. Para grupos X e Y, com
| Y |= n, se define o produto orlado entre X e Y, denotado por X wr Y, como o produto
semidireto (X x -+ x X)x,Y, em que p é aagdode Y em (X x---x X) dada da seguinte

n copias
forma: SejaY = {y1,vy2,...,yn} e escrevendo x € X™ como x = (zy,, Ty,, - . ., Ty, ), tEMOS :
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y_l(xy17xy2""7xyn)y ::(1@1y7171@29’17'"’xyny’ly

Uma aplicacao importante do produto orlado é que podemos determinar os p-
subgrupos de Sylow do grupo simétrico S,-, com r um inteiro positivo nao nulo e p um
ntmero primo. Assim, pode-se também construir os p-subgrupos de Sylow de S,,, como o
produto orlado iterado do grupo ciclico C, de ordem p.

A titulo de exemplo, observemos primeiro como se comporta o produto orlado de

trés grupos ciclicos:

W = (C, wr Cp) wr C, = [(Cp X -+- x C}) x Cpl wr C
—_———

p vezes

[(Cpx - X Cp) MO X+ X [(Cp x -+ x Cp) xCp]} x C,
[(Cpx"'XOp).lX"'X(Cpx"'xcp).p]N(Op.lX"'ch.p)}x\cﬁm

{
{

NS >y
Vv Vv
=A =B =D
. . o« 1 - -
onde as notagoes C,* e (C, x --- x Cp)* indicam que o grupo ciclico C}, na posicao
¢ age sobre C, x --- x (), na posigao ¢, para cada ¢ = 1,...,n. Por consequéncia,

W & um produto de trés grupos abelianos. Observe que AB é um subgrupo de W e
ABN D = {id} C Z(W).

Podemos estender esta nocao para um nidmero finito de produtos orlados entre grupos
ciclicos C), de ordem p. Mostraremos que se W = C, wr ... wr C,, o produto orlado de n
grupos C),, entao W pode ser escrito como um produto de n subgrupos abelianos e esta

decomposicao é minima.

Proposicao 3.14. Seja W = C,wr ... wr Cp, o produto orlado de n grupos C,, entao

W possui decomposi¢cao n-abeliana.

Demonstracao. Provaremos por indugao sobre o ntimero de grupos n > 2.
Sen =2,
W =C,wrC,=(Cpx---xCp)xCp

é o produto de dois grupos abelianos. Suponha que a propriedade seja verdadeira para k
grupos quaisquer, com k < n. Provemos que vale para n. Seja t = [5] tal que n =t +m

comm =t,sen épar,e m=1—1, se néimpar. Logo

W =Cywr...wrC,= (Cywr.. . wrCywr (Cywr.. . wrC,).
M m




38

Como m e t sao menores que n, pela hipétese de inducao, temos

(Crwr...wrCy) = {[(A1 X Ay) X Ag] X -+ x A1} x Ay = Hy,

t

(Cpwr...wrCp) ={[(By ¥ By) X B3] X -+ X By_1} X By, = Ky,

[

m
com A; e B; subgrupos abelianos. Logo,

W:HthKm:(HtX"'XHt>><]Km.
—_—

|Km|

Denote por

Hi = {[(Al X Ag) X Ag] X X Aifl} X A,L

(Hy X -+ x Hy) = (H? X o x H )3 (AT x - x AP,

~ o o . , . .
onde a notacao A7 e H,”,, para 2 < ¢ < t, é definida como no caso anterior. Como

consequéncia

(Hy x -+ x Hy) =
=((((Ar x -+ X Ap) % (Ag X -+ X Ag)) x (Ag X oo X Ag)) M) X (Ap X X AY).

Deste modo, W é um produto de ¢ + m = n subgrupos abelianos. O]

Da forma que o grupo W foi construido, verifica-se que (H; X --- x H;) e K, sdo

g
S

subgrupos de W tais que (H; x --- x Hy) N K,, = {0} € Z(W).

Notemos que os p-subgrupos de Sylow do grupo simétrico S, possuem ordem
N, =p" +p~t+..-4+ 1. Como todo p-grupo é nilpotente, segue que os p-subgrupos
de Sylow fazem parte desta classe de grupos. De acordo com nossa pesquisa, podemos
analisar os G-codigos de um grupo G dado por C, wr C, wr...wr C, para determinar

os codigos de grupos abelianos.

3.4 Extensao de corpos

Sejam G um grupo e [F é um subcorpo de um corpo finito E. Poderiamos nos
perguntar se existe alguma relacao entre os G-codigos sobre F e os G-codigos sobre E.

Uma resposta a esta pergunta foi dada por C. Garcia Pillado, S. Gonzalez, C. Martinez,
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V. Markov e A. Nechaev, em [8]. Nesta se¢do, nés estudamos algumas relagdes entre os
G-codigos a esquerda que sao abelianos sobre F e os G-codigos sobre E. Mostraremos que

nossos resultados permanecem validos quando estendemos &s algebras de grupos.

O lema seguinte afirma que certos ideais dos anéis de grupo EG e FG possuem

0s mesmos grupos de automorfismos por permutacao.

Lema 3.15. ([8], Lema 5.1) Sejam F um subcorpo de um corpo finito E e I um ideal do
anel de grupo FG. Entao EI é um ideal em EG e PAut(l) = PAut(EI).

O seguinte resultado assegura que G-codigos abelianos sobre E sao codigos abe-

lianos sobre F.

Teorema 3.16. (/8], Teorema 5.1) Sejam F um subcorpo de um corpo finito E e G um

grupo. Se todo G-codigo sobre E € abeliano, entao todo G-codigo sobre F é abeliano.

Se todo G-codigo a esquerda sobre I é abeliano nao necessariamente todo G-
codigos a esquerda sobre E também o é. C. Garcia Pillado, S. Gonzalez, C. Martinez,
Victor Markov e A. Nechaev, em [8], mostraram isto para F = GFy, E = GFy e G = Qs.

Com o objetivo de achar G-codigos a esquerda sobre E que sejam codigos abeli-
anos a partir de G-cédigos a esquerda sobre [, estabelecemos condicoes sobre estes, onde
G é um grupo que tém decomposicao abeliana. Afirmamos que se C é um cédigo de grupo
a esquerda sobre o corpo F que verifica as condi¢oes do Teorema 3.5, entao existe um

codigo de grupo abeliano sobre E.

Teorema 3.17. Sejam F um subcorpo de um corpo finito E e G um grupo que tem
decomposi¢ao abeliana, G = AB. Se C é um G-cddigo a esquerda sobre F tal que o(B) C
PAut(C), entao existe um G-cidigo o esquerda sobre E que é abeliano e que possui o

mesmo grupo de automorfismo por permutacao que o codigo C.

Demonstracao. Se C é um G-codigo a esquerda sobre F tal que
o(B) C PAut(C),

entao, pelo Teorema 3.5, existe um grupo K abeliano tal que C é um K-cédigo. Agora, se
I é um ideal a esquerda de FG que corresponde ao codigo C de F", entdo PAut(l) contém

um subgrupo regular abeliano. Por outro lado, EI é um ideal & esquerda de EG e como
PAut(I) = PAut(EI)

contém um subgrupo regular abeliano, segue o teorema. O

Se
G:AlAg...An,
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com A; abeliano, para 1 < ¢ < n e F é um subcorpo de E, a situagao é um pouco
diferente. Dado um G-codigo sobre F nem sempre podemos achar G-codigos abelianos
sobre E. O que podemos afirmar é que um G-codigo sobre F com determinadas condigoes,

apresentadas no teorema a seguir, ¢ um K-cédigo a esquerda sobre E, para
K =DB1.B,...Bq

com s < n e B; abeliano, para 1 <7 < s.

Teorema 3.18. Sejam F é um subcorpo de E, G = A1As... A,, um grupo finito, com
A; subgrupo abeliano, para 1 < i < m et um inteiro tal que (Ay... Ay) e (A1 ... An)
sao subgrupos de G e (Ay...A:) N (Airr... Am) C Z(G). Entao se C € um G-cddigo
sobre IF, existe um G-codigo sobre E que é um K-codigo a esquerda para K = B ... B,,
com B; subgrupo abeliano, para 1 < i < r < m e, ademais, possui o0 mesmo grupo de

automorfismos por permutacao que C.

Demonstracao. Seja G um grupo. Para cada G-codigo C sobre F, seja I o ideal de FG

correspondente a este codigo. Logo EI é um ideal de EG tal que
PAut(I) = PAut(EI).

Se o grupo G verifica as condig¢oes do teorema e C' é o G-c6digo que corresponde ao ideal

EI, entao pelo Teorema 3.12, C' é um K-codigo a esquerda para
K=DB;...B,,

com B; subgrupo abeliano, para 1 <7 < 7. O



Capitulo 4
Exemplos

Neste capitulo mostraremos alguns exemplos nos quais aplicaremos os teoremas

apresentados no capitulo anterior.

4.1 Cobdigos sobre S

Neste exemplo, primeiramete aplicaremos o Teorema 3.2 num grupo que possui

decomposicao abeliana. Mostraremos que os ideais minimais sao codigos abelianos.

Consideremos o corpo F5 e o grupo simétrico
Sy = f{id: (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3),(1 3 2)}.

A algebra de grupo F5S5 tem trés ideais minimais dos quais um é de dimensao 4 e dois

sao de dimensao 1 sobre F5. Logo,
F555 = F553 /1 © F553f2 @ F553 f3,
onde fi, fo e f3 sdo os idempotentes centrais primitivos dados por:
e fi=(1)+(1 23)+(132)+(12)+(1 3)+(2 3).
o L=1)+(123)+(132—(12—(13)—(23).
o f3=4(1)+3(1 2 3)+3(1 3 2).

O grupo S3 tem decomposicao abeliana, pois

S3 = ((1 2)){(1 2 3)).

Dai, pelo Teorema 3.2, todo G-codigo é um codigo de grupo abeliano. Mostraremos que

os codigos minimais de comprimento 6 que correspondem aos ideais minimais de F5S;3
41
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também correspondem a ideais de uma algebra de grupo F5A, para A um grupo abeliano.

O idempotente f3 gera o ideal minimal

Is =F555f3

de dimensao 4 sobre F5. Afirmamos que

By ={fs (1 2)f3, (1 3)f3, (1 2 3)fs}

é uma base de I3. Consideremos
& = {e1,e2,e3,¢4,65,¢6)
a base canodnica de FS. Agora, a ideia é definir a bije¢ao

para achar o c6digo C3 < F¢ que corresponde ao ideal I3 através do isomorfismo de espagos
vetoriais

¢ : FS — F5S;.
Sejam

H={h = (1), ho=(1 2)(3 6)(4 5), h=(1 3 5)(2 4 6),
he = (1 4)(23)5 6),hs=(153)(2 6 4), he=(1 6)(2 5)(3 4)}

um subgrupo regular de Sg isomorfo a S3 e 1 = iy € Ng. Pelo Lema 2.11, existe o
anti-isomorfismo
o:H — Cs,(H)

tal que op,(¢) = ¥ 1(4)(h(ip)), para cada i € Ng e h € H, com ¢ : H — Ng uma bijecao
dada por ¥(h ) h(1), para cada h € H que verifica ¢~ '(i)(1) = ¢, para cada i € Ng e
¢~Y(h(1)) = h, para cada h € H. Com a escolha iy = 1 temos:

o U(h1) =1, ¢p(ha) =2, ¢p(hs) = 3, ¢¥(ha)) = 4, ¢(hs) =5, 1(he) =6

o Csy(H) ={(1),(1 2)(3 4)(5 6),(1 3 5)(2 6 4),(1 4)(2 5)(3 6),(1 5 3)(2 4 6),
(1 6)(2 3)(4 5)}.

Definimos agora f : S5 — Sg e os e;’s, lembrando que {ey,...,es} é a base canonica de

FS, tais que Img(f) 2 H e e; = ¢~ f~171(i), (f e os ¢;’s sao dados na demonstragao do
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Teorema 2.12). Assim, a correspondéncia é

(1) —
(123) — hg
(1 2) —> hy
(13) — Iy
(2 3) —> hg
(1 32) — hs

Portanto,

¢er) = (1), dlea) = (1 2),¢(es) = (1 2 3), ¢les) = (1 3), dles) = (1 3 2), pleg) = (2 3).

Observemos que, se v € I3, entao podemos escrever:

v = d(e1)(dar + 3ou) + ¢(ea)(daz + 3ag) + d(es) (B + 4au) + dlea)(3az + dag)+

+ ¢(es5)(3ar + 3ayq) + ¢(eg) (3an + 3ag).
(4.1)

Logo, o elemento ¢ pertencente ao codigo C3 < F? é da forma:
c= (4ay + 3ay, das + 3ag, 3aq + day, 3as + 4as, 3ag + 3ay, 3as + 3ag). (4.2)

A seguir, construiremos o grupo abeliano K definido na demostragdo do Teorema 3.2.
Consideremos S = ((1 2)){(1 2 3)),0elemento (1 2) € S5 correspondea (1 2)(3 6)(4 5) €
Se através do homomorfismo f e (1 2 3) com (1 3 5)(2 6 4) € Cg,(H), pelo anti-iso-

morfismo o, definimos
K=((12),0((123))=((16523 4)),

como

K={ki=(1),k=(165234),k=(153)(246),k =(12)(36)45),
E*=(135)(26 4),k"=(143256)}

Observe que K é um subgrupo regular em Sg. Agora, vamos construir a bije¢ao
(ﬁl : 86 — K

e, para isto, precisaremos de uma funcao f' : K — Sg tal que Imf’ = K e da bijecao
' K — Ng, definida no Lema 2.11, tal que para cada k € K, ¢/'(k) = k(iy). Basta
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tomar [/ = Idg, e dai, para ig = 1, temos

K =id = ' (1) = id.
k=(16523 4) = ¢'7'(6) = k.
2=(153)(246) = ¢ '(5) =k 43
K =(12)3 )( 5) = ¢/ (2) =K.
K=(135)(264) = ¢ '(3) =k
=(143256) = ¢ '(4) =k

Como e; = ¢/~ f'~'4'~" (i), obtemos ¢'(e;), para cada i € Ng, e ainda

¢'(er) = id, &(ex) = k°, ¢'(e3) = k", ¢(ea) = k°, &(e5) = k%, ¢'(es) = k. (4.4)
Aplicando ¢’ ao elemento ¢ € C3 obtém-se um elemento de F5 K, a saber,
¢'(c) = iy (4id+ 3k* + 3k?) + o (4k> + 3k° + 3k) + 3 (3k> + 4k° + 3k) + a(3id + 4k* + 3K?).

Para finalizar, é possivel mostrar, fazendo calculos, que ¢'(C3) é um ideal de F5K o que
nos permite concluir que C3 é um coédigo abeliano, mais ainda, é um codigo ciclico, a

menos de permutaccao.

O idempotente f; gera o ideal
I = F553f1.
Tem-se, para cada o € S3, af; = f;. Um elemento v € I; é da forma:
y=a(l)4+a(l 2 3)+a(l 3 2)+a(l 2)+a(l 3)+a(2 3), com a € Fs.

Logo, o codigo C; de F¢, que corresponde ao ideal I; pelo isomorfismo de espagos vetorias
¢', é dado por
{(a,a,a,a,a,a) | a € Fs}.

Afirmamos que ¢/(C;) é um ideal bilateral de F5K e assim C; é um codigo abeliano.

Sejam

I, =T555f5

o ideal gerado por fy e v € F555. Disso, tem-se

v =m(id) +7(1 2 3) +73(1 3 2) +7(1 3)+75(1 2) + (2 3)
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com 7; € F5. Tomando
a=m+%+7+ 4+ s+,
obtemos
Yfo=a(l)+a(l 2 3)+a(l 3 2)+4a(l 3)+4a(l 2)+4a(2 3).

Consequentemente, o codigo Co de FS que corresponde ao ideal I, através de ¢/ é
dado pelo conjunto
{(a,4a,a,4a,a,4a) | a € Fs}.

E possivel verificar que ¢/'(Cy) é um ideal de F5K e, portanto, Co é um coédigo

abeliano.

Utilizaremos o mesmo anel de grupo para aplicar o Teorema 3.5. Apresentamos
ideais laterais de F5S53 que verificam as condigoes do teorema e logo sao codigos abelianos.

O elemento
e=2(1)+(23)+2(1 2)+2(1 2 3)+(1 3 2)+2(1 3)
de F5S53 é um idempotente que gera o ideal & esquerda
I = (F553)e
de dimensao 2 sobre F5. Uma base para este ideal é dada por
B ={e, (2 3)e}.
Um elemento v € I, é da forma:

v =are+az(2 3)e
=(1)(2a1 + a2) + (2 3)(ay + 2a2) + (1 2)(2a1 + az) + (1 2 3)(2a1 + 2a9)+
+ (1 3 2)(0,1 + CLQ) + (1 3)(2@1 + 2@2).

Sejam H o subgrupo regular do grupo simétrico Sg isomorfo a S3, a bijecao
Y : H — Ng, o anti-isomorfismo o : H — Cg,(H), o homomorfismo f : S3 — Ss e a
bije¢ao 1 : H — Ng, como definidos acima. Obtemos o codigo C em FS que correspode
ao ideal a esquerda I de 553 tal que a extensao da bijecao ¢ ao isomorfismo de espacos
vetoriais F¢ — F5S3 leva o codigo C no ideal a esquerda I.

Observe que o elemento ¢ € C que se identifica com o elemento v de [ é da forma
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Cc = (2@1 + as, 2CL1 + as, 2@1 + 2@2, 2@1 + 2(12, a; + 2@2, a + 2@2)
Logo, o codigo C é gerado por
{(2,2,2,2,1,1), (1,1,2,2,2,2)}.

Temos que S3 = ((1 2))((1 2 3)). Como mostramos anteriormente, o elemento
(1,2) de S5 se identifica com o elemento hy = (1 2)(3 6)(4 5) de H. Dai,

o(hs) = (1 2)(3 4)(5 6).

Observe ainda
o({he)) C PAut(C) e o({hs)) € PAut(C),

consequentemente, pelo Teorema 3.5, C ¢ um codigo de grupo abeliano. De fato, definimos

0 grupo K obtido a partir de S3, por
= (hs,o(h2)) =((1L 4 5 2 3 6)),

COoI1

K={k=(1),k=(145236),k=(153)26 4),
=123 4)05 6),k*=(135)(246),>=(16325 4)}.

Mostramos agora que C é um K -codigo. Apresentamos o ideal de I&,l? que corresponde
aC.

Note que K éum subgrupo regular de Sg. Com a mesma ideia que utilizamos anteriormente
construimos a bijecao

ng’:EG—)lN(;

para esta construcdo precisamos do homomorfismo f’ : K — Se tal que Im f = K. Neste
caso, consideramos [’ = id e a bijecao v : K — Ng, definida no Lema 2.11, tal que, para
cada k € K, ¢/(k) = k(io), com iy fixo. Tomando iy = 1, temos:

=(1) = ¢ (1)=()
~k—(14523 ):>w’7(4):l~c. 45
B2=(153)264) = ¢ '(5 =k
=123 49066 = ¢ (2) =k
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Dado e; = ¢ f' "¢/ (3), para cada i € N,

d(er) = (1), ¢'(ea) = k*, ¢'(es) = K, @/ea) = b, Fles) = K2, ¢'(es) =°. (4.6)
Logo, os elementos de ¢'(C) sao da forma:
d'(c) = ay(2(1) + 2k% + 2k* + 2k + k2 + k%) + ag((1) + K® + 2&* 4 2k + 22 + 2&°),

com ay,ay € F. Consequentemente ¢/(C) é um ideal de FK.

Existem outros idempotentes como

fi=21)+22 3)+2(1 2)+(1 2 3)+2(1 3 2)+(1 3)

fo=2(1)+4(2 3)+2(1 2)+4(1 2 3)+4(1 3 2)+4(1 3),

geradores de ideais a esquerda de F'S5. Os codigos C; e Cy em F® que correspondem aos
ideais I = (FS3)f1 e Io = (FS;)fa sdo Ss-codigos a esquerda e também sdo codigos

abelianos.

4.2 (Codigos sobre S,

Aplicamos o Teorema 3.8 e o Teorema 3.5 num grupo GG que se decompde como
um produto minimo de trés abelianos e encontramos G-cédigos que sao codigos de grupo

abeliano.

Considere o grupo simétrico
Sy={((12), (1 23 4)).

A algebra de grupo F5S4 possui 5 ideais minimais, dois de dimensao 1, dois de dimensao
9 e um de dimenao 4 gerados pelos idempotentes centrais primitivos fi, fa, f3, f1, f5

respectivamente:

o fi = des4 g, fo= 29634(—1)0(9)9 sao os idempotentes que geram os ideais I e

I de dimensao 1, em que o(g) é a ordem do elemento g € S,

o f35=2(3(1)+4(1 2)(3 4)+4(1 3)(2 4)+4(1 Y2 3)+(1 2)+ (1 3)+ (1 4+
(23)+(24)+3 4)+4(1 23 4)+41 32 4)+4(1 34 2)+4(1 43 2)+
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41 4 2 3)+4(1 2 4 3)),

fr=203(1)+4(1 2)3 4)+4(1 3)(2 4+ (1 42 3)+4(1 2)+41 3)+
A1 4)+4(2 3)+4(2 4)+43 4)+(1 2 3 )+(1 3 2 49)+(1 3 4 2)+
(1432)+(1423)+(124 3))saoosidempotentes geradores dos ideais I3 e

1, de dimensao 9.

o fs=(1)+(1 2)(3 4)+(1 3)(2 4)+(1 4)(2 3)+2(1 2 3)+2(1 2 4)+2(1 3 4)+
22 3 4)4+2(1 32)+2(1 4 2)+2(1 4 3)+2(2 4 3) & o idempotente que gera

o ideal I5 de dimenao 4.

Note que S; nao tem decomposicao abeliana, mas ele pode ser escrito como um

produto de 3 subgrupos abelianos

com V = ((1 4)(2 3), (1 3)(2 4)) & o subgrupo de Klein, C3 = ((1 2 3)) o subgrupo
ciclico de ordem 3 e Cy = ((1 2)) o subgrupo ciclico de ordem 2.

Com a finalidade de aplicar os teoremas 3.5 e 3.8, verificaremos que C; é um
codigo de grupo abeliano. Primeiro vamos achar uma expresao para o c6digo minimal Cj
de comprimento 24 e dimensao 4 sobre F5 que correspode ao ideal I5 de F5S,.

Seja

H = (his, his)

um subgrupo regular de Sy4 isomorfo a Sy, com

his = (1 15)(2 16)(3 13)(4 14)(5 18)(6 17)(7 9)(8 10)(11 12)(19 24)(20 23)(21 22)

his = (1 18 8 23)(2 17 7 24)(3 16 11 20)(4 15 12 19)(5 14 9 22)(6 13 10 21).

Denotaremos os elementos de H por h; tais que h;(1) = i, para cada 1 < i < 24.

Seguindo, definimos f : Sy — Soy tal que f(S;) = H. Basta definir f sobre os geradores:

(1 2) — h15
(1234) —  hig

Para 1 = iy € Ny, tem-se ¢ : H — Ny, dado por v(h;) =i tal que v~ 1(i) = h; e
¥~1(i)(1) = i para todo i € Nyg.



49

Agora estamos em condicoes de apresentar a correspondéncia entre {e; | 1 <i <

24} e os elementos de S;. Lembre-se que, para cada i € Ny,

— o770,

D =eci, (2 4) =2, ¢7((23) =5, ¢7((2 4 3) =ea, 67((2 3 4)) =e5,
34)) =eg, 0((13)) =er, 67 ((1 3)(2 4) =es, 67 (1 3 2)) =eq,
1324)=ecp, ¢ ((1342)=en, o ((134)=e, ¢ (12 3))=es,
124 3)=eud (1 2)=e5 ¢ (1 2 4)) =e5, ¢ ((1 2)(3 4)) = e,
1234)=ey, ¢ ((1 423)=ce, o ((1 43)=-ea, o (1 4 2))=ey,
1 4)) =ep, ¢ (1 43 2))=-e3, (1 4)(2 3)) =exn

~—~~ ~~ N —~

Seja
B=A{(13)f5 (1 32)fs, (23)f5, (1 23)f5}

uma base de I5. Um elemento v € I5 é da forma:

+(2 3 4)2as+ )+ (3 4)(2a1 +22) + (1 3)(on + 2a2) + (1 3)(2 4)(2a3 + 20)+
F (13 2)(2a5+as)+ (132 4) (20 +2a0) + (1 3 4 2)(2a1 + ) + (1 3 4)(as+
+2a4) ++(1 2 3)(az+2a4) + (1 2 4 3)(200 + az) + (1 2)(201 + 2a2) + (1 2 4)(2a3+
+ag)++(1 2)(3 4)(2a3+2a4) + (1 2 3 4)(an +2a2) + (1 4 2 3)(201 + 2a2)+
+ (1 4 3)2a3 + ) + (1 4 2) (g +204) + (1 4)(2a01 +a2) + (1 4 3 2)(a1 + 2a2)+
+ (1 4)(2 3)(2a3 + 2ay).

v =(1)(2a3 + 204) + (2 4)(a1 +20a2) + (2 3)(20q + az) + (2 4 3) (g + 204)+
)+
)+

com «a; € F5. O elemento ¢ € C5 < F2* correspondente a v é:

= (203 + 2a)er + (a1 + 2a)es + (201 + a)es + (a3 + 2a)es+
203 + au)es + (20 + 200)es + (a1 + 200)er + (2a3 + 20u)es+
20(3 + 044)69 + (2041 + 20&2)610 + (20&1 + @2)611 + (013 + 2@4)612"‘

+

+(

+ (a3 + 2a4)e13 + (201 + an)ers + (200 + 2as)ers + (2as + ay)es+
+ (203 4+ 2a)e17 + (a1 + 2a)es + (20q + 2a)e19 + (2a3 + ay)eap+
+ (o

+ 2ay)e9 + (200 + ag)eas + (1 + 2a9)ea3 + (203 + 2014 ) €94.
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Por conseguinte, se pode mostrar que uma base para o codigo Cs é:

D =1{(0,1,2,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,1,0)
(0,2,1,0,0,2,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,2,2,0,0,1,2,0)
(2,0,0,1,2,0,0,2,2,0,0,1,1,0,0,2,2,0,0,2,1,0,0, 2)
(2,0,0,2,1,0,0,2,1,0,0,2,2,0,0,1,2,0,0,1,2,0,0,2)}

Como V5 é um subgrupo de Sy e VCy, N C3 = {(1)} C Z(G), o seguinte passo é aplicar
o Teorema 3.8 e achar o grupo K que tem decomposicao abeliana. Fixemos 1 = ig € Noy
e calculemos o grupo o(C3) = (o(1 2 3)). O elemento (1 2 3) € S, corresponde com
hg € H, logo

e (1) = 9, 05y (9) = 13, 04y (13) = 1, 0y (2) = 11, o (11) = 19, 0, (19) = 2, 0 (3) = 15,
One(15) =7, o4 (7) = 3, 04y (4) = 17, 03, (17) = 20, 01,,(20) = 4, 04 (5) = 21, 04,(21) = 8,
One(8) =5, 01 (6) = 23, 04,(23) = 14, 0p,(14) = 6, 01, (10) = 18, 0, (18) = 22,

1o (22) = 10, 0, (12) = 24, 03, (24) = 16, 03, (16) = 12.

Logo,
ony = (9 13 1)(2 11 19)(3 15 7)(4 17 20)(5 21 8)(6 23 14)(10 18 22)(12 24 16).
O subgrupo V = ((1 4)(2 3),(1 3)(2 4)) de Sy é isomorfo ao subgrupo
(hg, hoy) de Sy,
e o grupo Cy = ((1 2)) de S & isomorfo ao subgrupo
(h1s) de Say.
Portanto, definimos o grupo
K = (hs, haa) - ({0(C3)) - (has)) = (ks, koa, k)
o qual ¢ um grupo que tem decomposi¢ao abeliana com:
kr=(1 7 13 15 9 3)(2 12 19 16 11 24)(4 6 20 14 17 23)(5 22 8 18 21 10),

ks = (1 8)(2 7)(3 11)(4 12)(5 9)(6 10)(13 21)(14 22)(15 19)(16 20)(17 24)(18 23),

ko = (1 24)(2 23)(3 22)(4 21)(5 20)(6 19)(7 18)(8 17)(9 16)(10 15)(11 14)(12 13).
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Denotamos o grupo
K ={k| k(1) =1, 1 <i<24}.

Agora, nosso proposito é encontrar ¢’ : £y — K tal que a extensao
¢ Ft — FsK

leve o codigo Cs em um ideal de F5K. Tomemos f' : K — So4 tal que f' = Id. Para
ip =1, ¢ : K — Ny é definido por ¢/(k;) = j para 1 < j < 24.

Continuando, encontramos e; = ¢ "4/~ 1( ), para cada 1 << 24,

—1

o () = e, ¢" (k2) = k) = ea, ¢ (ks) = s, ¢ (k) = e,
o' (ke) = e, ¢ (ks) = es, ¢ €9, ¢ 1(klo) = e, ¢ (ki) = exs,

¢ (k12) = exa, <Z5/ Ykig) = exs, ¢/~ ) = e, ¢ (kis) = €15, ¢ (ki) = e,

O (ki) = exr, & (Rus) = exs, ¢ ( 0) = €10, ' (ka) = €20, ¢ (kz) = ean,

¢ X 3, &' (kaa)

1—1
k?22) = 622,

E possivel provar que ¢/'(C;) ¢ um ideal & esquerda de FsK. Logo, o isomorfismo de
espagos vetoriais ¢’ leva o codigo C; num ideal & esquerda de F5K.
A seguir, aplicaremos o Teorema 3.5 para mostrar que C; é um codigo de grupo

abeliano. Fixado 1 = iy € Ny, para o subgrupo abeliano
<k87 k24> == {kla k87 k247 k17}

de K, calculamos o'((ks, k24)), com o' : K — Cg,,(K) tal que o'x(i) = '~ (i)(k(io)),
para todo k € K e para todo i € Noy. Assim,

° 028(1) =38, 0;68(8) =1, 028(2) =23, 028(23) =2, 0;68(13) = 21, 028(21) =13,
ks (3) (22) =3, 03,,(4) =12, 03,(12) =4, 03,,(5) = 9; 03, (9) = 5;
028(6) =19, 0,28(19) =6, 0,28(7) =18, 028(10) =15, 0,28(15) =10, 028(11) =14,
A (20) = 16, 03, (17) = 24, 0},.(24) = 17, entdo,

= (18)(223)(3 22)(4 12)(5 9)(6 19)(7 18)(10 15)(11 14)(13 21)(16 20)(17 24).

° 0'k17(1) =17, a,’m(l?) =1, U,’g (2) = 18, 0,217(18) =2, O';c (3) =14, afc (14) = 3,
(4) =13, 0},.(13) = 4, 0},.(5) = 16, 0},.(16) = 5, 0y,.(6) = 15, 07, (15) = 6,
0;617(7) = 23, U;ﬂ? (23) =17, 0217 (8) =24, ak17(24) =g, Uk”( ) = 20, 0k17(20) =9,
( 9, o7, (19) = 10, o}, .(11) = 22, o}, _(22) = 11, o} _(12) = 21,
(
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dai

o, = (117)(2 18)(3 14)(4 13)(5 16)(6 15)(7 23)(8 24)(9 20)(10 19)(11 22)(12 21).

o 05, (1) =24, 07, (24) =1, 0},,(2) =7, 03,,,(7) =2, 0},,,(3) = 11, 0}, (11) = 3,
0, (4) =21, 07, (21) = 4, 03,,(5) = 20, 0;,,(20) =5, 0;,,(6) = 10, 0, (10) = 6,
ol (8) =17, o}, (17) = 8, o (9) = 16, o), (16) =9, o}, (12) = 13,

0‘224(13) =12, 0224(14) = 22, 0‘224(22) = 14, 0;624(15) =19, 0‘224(19) =15,
o). (18) = 23, o}, (23) = 18,
assim,

Ohoy = (124)(27)(3 11)(4 21)(5 20)(6 10)(8 17)(9 16)(12 13)(14 22)(15 19)(18 23).

Logo,
O-;fl (CS) - 0-;68 (CS) - 0-;617 (C5> - 0-;624 <C5) = C5'

Isto mostra a inclusao

0',(</{38, ]{524>) C PAUt(C5)

e dai o Teorema 3.5 afirma que C; é um codigo de grupo abeliano. Vejamos quem é este

grupo abeliano que denotaremos por L. Tomemos

Se conhecermos o morfismo f: L — S5 e a bijecao 1? : L — Ny, podemos
encontrar ¢(e;), para cada 1 < i < 24, pois o(e;) = FapL().
Por definicao, 1 mf deve ser isomorfo a um subgrupo regular de S;;. Como o

grupo L é regular, tomemos f = Id. Se 1 = iy € Ny, entdo {/;(lz) = 4. Logo
6/5(61') =1, para todo i € Nyy.
Fazendo os calculos necesséarios ¢ possivel mostrar que (Z(C5) ¢ um ideal bilateral de F5L.

Seja I3 o ideal gerado por f3 em F5S,;. Pode ser demonstrado que

Bs={ (1 4)fs, (2 4)fs, 3 4)fs, (1 23 4)f5, (1 43 2)f5, (124 3)fs, (134 2)fs
(1324)f (1 423)fs}
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uma base de I3. Cada v € I3 é da forma

v = (1)(201 + 209 + 2cv3 + vy + 3avs + 3o + 3oy + 3as + 3ag) + (2 4)(as + 3ay + 3a5)
+ (2 3)(Bas + 3a6 + 3a7) + (2 4 3)(3a1 + 22 + 23 + 3y + 25 + 206 + 37 + 208+
+309) + (2 3 4)(30q + 200 + 203 + 204 + 305 + 306 + 207 + 3 + 209) + (3 4) (o
+ 3ag + 3ag)(1 3)(3as + 3y + 3as) + (1 3)(2 4)(3ag + 3 + 2a3 + 3y + 3as + 206+
+ 207 + 205 + 2a9) + (1 3 2)(3ay + 3ag + 3ag + 3ay + 2a5 + 3ag + 2a7 + 2a5 + 3ag)+
+(1 32 4)(3ag+asg+3ag)+ (1 3 4 2)(3as +3as+ a7) + (1 3 4)(2a1 + 2a9 + 3az+
+ 20y + 3as + 3ag + 2a7 + 208 + 3ag) + (1 2 3)(3an + 3as + 3ag + 24 + 3as + 206+
+ 3ay + 3as +2a9) + (1 2 4 3)(3aq + ag + 3ar) + (1 2)(3as + 3as + 3ag) + (1 2 4)
(2011 + 3avg + 203 + 201y + 3avs + 20 + 207 + 205 + 3ag) + (1 2)(3 4) (3 + 2a0 + 3
+ 2004 + 205 + 20 + 207 + 3ag + 3ag) + (1 2 3 4)(3az + ay + 3as) + (1 4 2 3)(3as+
+3ag +ag) + (1 4 3)(20q + 209 + 3ag + 3oy + 205 + 20 + 3oy + 3ag + 2a9) + (1 4 2)
(201 + 3avg + 2a3 + 3oy + 2005 + 3o + 207 + 3ag + 209) + (1 4) (a1 + 36 + 3a7)+
+(1 4 3 2)(3ag +3as+as)+ (1 4)(2 3)(20q + 3 + 3as + 20 + 205 + 3ag + 3+
+ 2as + 2ayg),

onde «; € Fs, para todo 1 < i < 9. Logo, o elemento ¢ que pertence ao codigo C3 < F2 e

corresponde a «y através de (/5 : F24 — F5S, é

= (201 + 29 + 203 + 3y + 3as + 3 + 37 + 3as + 3ag)er + (az + 3ay + 3as)es+

+ (Bag + 3ag + 3ar)es + (3o + 2 + 2a3 + 3ayy + 205 + 20 + 3ar + 208 + 3ag)eq+
+ (31 + 209 + 203 + 20 + 35 + 3as + 207 + 3as + 2a9)es + (2 + 3as + 3ag) e+

+ (Bag + 3ay + 3as)er + (3ag + 3an + 2a3 + 3ay + 3as + 206 + 207 + 208 + 2009 ) es+
+ (Bay + 3ag + 3ag + 3ay + 25 + 3ag + 207 + 205 + 3ag)eg + (3 + ag + 3ag)ero+
+ (a1 + 3ag + az)enn + (2a1 + 2a0 + 3az + 2a + 3as + 3ag + 2a7 + 2ag + 3ag)ejat+
+ (3ay + 3 + 3as + 2a4 + 3as + 2a6 + 3ar + 3ag + 2ag)e1s + (3ag + ag + 3az)es+
+ (3ae + 3ag + 3ag)ers + (24 + 3 + 2a3 + 204 + 3as + 20 + 3oy + 28 + 3ag)erp+

+ (Bag + 2an + 3az + 2a + 25 + 25 + 207 + 3ag + 3ag)err + (3as + g + 3as)erg+
+ (Bag + 3as + ag)erg + (2aq + 2an + 3ag + 3ay + 2a5 + 2a6 + 3ar + 3ag + 2a)esn+
+ (2011 + 3z + 2a3 + 3y + 205 + 3 + 207 + 3ag + 2a) e + (a1 + 3a + 3ar)ean+
+ (Bag + 3y + as)eas + (2a1 + 3 + 3as + 20 + 2a5 + 3o + 3ar + 2as + 2ag)eay.

E possivel provar que:
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e ¢'(Cs) ¢ um ideal & esquerda de F5K,
o 0'4(C3) #Cs, e
e 0'1,(C3) # Cs para
o' = (17131593)(221 195 11 8)(4 6 20 14 17 23)(10 16 22 24 18 12)
Como

O'/(</{58, k‘24>) g PAUt(Cg) (S UI(</{77>) ,¢_ PAUt(CS)

nao podemos afirmar que C3 é um codigo de grupo abeliano, pois nao atende as condigoes
de nosso teorema. Portanto, note que no Teorema 3.5 a condi¢do para o(A) ou o(B) é

necessaria para afirmar que um c6digo a esquerda (ou a direita) é um codigo abeliano.



Capitulo 5

Da aplicacao dos resultados obtidos a

grupos com decomposicao m-abeliana

A aplicacao dos resultados que obtivemos para o grupo S; demonstra que as
nossas técnicas tém validade quando aplicadas a alguns codigos cujos grupos associados
atendem as exigéncias estabelecidas nos Teoremas 3.5 e 3.8, ou seja, a extensao do re-
sultado inicial de J.J. Bernal, A. del Rio e J.J. Simon é efetiva. Contudo, considerando
que existem familias de grupos que, independentemente dos cédigos determinados sobre
estes grupos, atendem ao resultado mais restrito de J.J. Bernal, A. del Rio e J.J. Simén,
a exemplo dos grupos com ordem inferior a 127, resta-nos a questao acerca de se algo
semelhante podera ocorrer com a extensao que obtivemos, ou seja: existem familias de
grupos, com decomposicao m-abeliana, para os quais a aplicacao repetida, isto ¢, a apli-
cacao iterada para cada passo na reducao do nimero de componentes abelianas, possa

determinar, ao final do processo, codigos abelianos?

Neste capitulo apresentamos a proposta de analisar uma familia de grupos com
decomposicao m-abeliana com o objetivo de aplicar os teoremas 3.12 e 3.13 iteradamente
para determinar se um G-codigo C, onde G é um grupo nesta familia, ¢ ou nao, um coédigo
abeliano. Vale entretanto ressaltar que esta é uma proposta na qual ainda estamos tra-
balhando, ou seja, que ainda exige formalizacao, todavia, tudo nos levar a afirmar que ela
pode ser inteiramente desenvolvida. Para tal fim, exploramos a familia G de grupos, tal
que cada W € G é um produto orlado de um ntimero finito de grupos ciclicos C,, de ordem
p. Ja vimos que esta familia de grupos satisfaz as condicoes dos resultados mencionados

anteriormente.

A fim de simplificar nossa andlise, utilizaremos o grupo

W = Cywr Cywr Cowr Cy € G,

95
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que pode ser generalizado usando ideias semelhantes, para um ntmero finito de produtos

orlados e para qualquer grupo ciclico C), de ordem p.

Lembremos que dado G um grupo e Gy,, G1,, ..., G, subgrupos tais que
G:G1XG2X'~-XGm

e F um corpo finito tal que car(F) 1| G |, entao
FG = FG @FG,® - @ FG,, = (R FG,.
i=1

Mostraremos que se I é um ideal de FG, existem ideais I; em FG;, paral <@ < m,
tais que

De fato, considere o isomorfismo de &lgebras

Dado que ¢ leva bases em bases, se I ¢ ideal de FG, entao (1) ¢ ideal de Q" , FG;. Pois,
dado que se {ly,...,[,} é base de I,

= (5.1)

Logo, temos que { z;, ® ---®,x;, }i_, define uma base para ¢(I). Agora, basta definir
cada ideal I; de FG; como

I = (x1,, @9, ... x,), com 1 < i< m.

Por construgdo, ¢ simples verificar que I} ® -+ ® I,,, ¢ um ideal de Q" FG; e que
o(l)=1®- - ® I, Portanto, 2 [} ® - - - ® I,.

Retomando o grupo W lembremos que este é um grupo com decomposicao 4-
abeliana e, neste caso, de acordo com o visto na Proposicao 3.14, W = A; x Ay x A3 x (s,
com A; abelianos, para 1 < i < 3. Por outra parte, da definicao de produto orlado, e

denotando por Hy = Cy wr Cywr Cy, é possivel reescrever o grupo W como

W = (H1 X Hl) X CQ.
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Dado F um corpo tal que car(F) 4| W |, tome C um W-codigo sobre F, aplicando o
Teorema 3.12, temos que C também pode ser interpretado como um K;-codigo & esquerda

(ou & direita), para Kj o grupo definido por:
Kl = Hl X Hl X 0(02)7

onde ¢ é o anti-isomorfismo apresentado no Lema 2.11. Pelo visto acima, note que, se [
é o ideal a esquerda de FK correspondente ao codigo C, entao existem ideais bilaterais
ou laterais I, Iy, I3 tais que I; e Iy sdo ideais de FH e I3 é ideal de Fo(Cy) = FCs. Em
consequéncia, existem subcodigos Cy, Co e C3 sobre F correspondentes aos ideais [, I e
13, respectivamente, tais que

C=C®C1Cs.

Observe que o subcodigo C3 é um codigo de grupo abeliano, pois I3 é um ideal de uma
algebra de grupo de um grupo abeliano. Como C; e Cy sao Hp-codigos ou Hi-codigos a
esquerda (ou a direita) e supondo que eles verificam as hipoteses dos Teoremas 3.12 ou

3.13, logo o problema se reduz a estudar os H;-codigos.

Suponha agora que C’' é um H;-c6digo ou um Hi-c6digo a esquerda (ou a direita),
denote por Hy = Cywr Cy, assim H; = (Hy X Hy) x Cy e reproduzindo o processo anterior
obteremos um grupo Ky = Hy X Hy x Cy e subcodigos Cy, Ch e C tais que, C' = C ®CL®C5.
Com o mesmo raciocinio anterior, temos que C; e Cj sao Hy-codigos ou Ha-codigos a es-
querda (ou a direita), caso C| e C} atendam as hipoteses dos Teoremas 3.12 ou 3.13, logo

o problema se reduz a estudar os Hs-codigos.

Se C" é um Hy-codigo repetimos o procedimento anterior e obtemos um grupo
K3 = Cy x Oy x Cy, o que afirmaria que C” é um codigo abeliano. Assim, o K-codigo

abeliano obtido é da forma
C=C1 ®Cia®Ci3®Ca ®Co ®Co3 ®Cs,

com
C1 = C11 ® C1a ® Cys,
Cy = Cy1 ® Cog ® Cog,

com Cy1 , Cio, Co1 € Coo Ks-codigos e Cy3, Co3 € C3 codigos abelianos, onde claramente

K:K3><K3><C'2><K3><K3><C’2><C’2éabe1iano.

No primeiro passo da iteragao, para obter K; precisamos do anti-isomorfismo

o: W — C’S‘W‘(W), definido no Lema 2.11. Também queremos que o H;-codigo ou Hi-



28

codigo & esquerda (ou a direita) Cy, reelembrando que H; = Cywr Cywr Cy, verifica as
condigoes do Teorema 3.12 ou 3.13; caso C; seja um H;-codigo podemos aplicar novamente
o Teorema 3.12. Caso contrario, C; é um H;-codigo a esquerda (ou a direita) e aqui
gostariamos que o Hi-codigo a esquerda (ou a direita) C; verificasse as hipoteses do
Teorema 3.13, isto é, 01(Cs) € PAut(Cy), com oy : H — CS\H1\<H1) o anti-isomorfismo
do Lema 2.11. O mesmo raciocinio aplicamos para o Hi-cédigo ou Hi-c6digo a esquerda
(ou a direita) Cs.

Aplicando em cada iteracao este argumento, observamos que aparacem novos
subgrupos H; e K;, novos subc¢odigos C; associados ao codigo anterior, um novo anti-
isomorfismo o; que deve verificar 0;(Cy) C PAut(C;).

Embora ainda nao tenhamos conseguido formalizar concretamente, podemos conjeturar

o seguinte:

e existe uma relagao entre o anti-isomorfismo 0,1, obtido na iteracao i, e o anti-

isomorfismo o; dada pela restricao de o;_1 ao grupo H;.

e se C;_1 ¢ um H; q-codigo e C; ¢ um subcoddigo de C;_q, existe uma relacao entre o
PAut(Ci—1) e o PAut(C;), tal que PAut(C;) serd um subgrupo de PAut(C;_1).



Conclusao

Neste trabalho, analisamos e estendemos principalmente o resultado de J.J. Ber-
nal, A del Rio e J.J. Simén, [5], que apresenta uma classe de grupos que contém estrita-
mente a familia dos grupos abelianos, na qual todo co6digo de grupo, para um grupo nesta

familia, é um codigo de grupo abeliano.

Estudamos, para os codigos de grupo, sob quais condi¢oes os G-codigo a esquerda
ou a direita, com G = AB, sao codigos de grupo abelianos. Exibimos S3-codigos a es-

querda que sao codigos de grupo abeliano.

Mostramos que o grupo simétrico S; tem decomposicao 3-abeliana. Motivados
pelo grupo Sy, dado um grupo H = ABD, que tem decomposicao 3-abeliana, apresen-
tamos condicbes sobre A, B e D para que os H-codigos ou H-codigos laterais sejam
K-codigos laterais, para K um grupo com decomposicao abeliana. Comprovamos que é
possivel determinar se um S;-codigo é um codigo de grupo abeliano aplicando os resulta-
dos obtidos.

Consideramos grupos G = A;As... A, com decomposicao m-abeliana. Prova-
mos que G-codigos ou G-codigos laterais, sobre determinadas condigoes, sao K-codigos
laterais onde K é um grupo com decomposicao t-abeliana com ¢t < m, com o fim de deter-
minar codigos abelianos. Apresentamos uma familia de grupos que verificam as exigéncias

de nossos resultados.

Apébs o desenvolvimento deste trabalho concluimos que temos mais recursos para
estudar G-codigos e G-codigos laterais, com G ¢ um grupo com decomposicao m-abeliana
e determinar se eles podem ser ou nao co6digos abelianos. Vimos também que os resultados

obtidos ainda sao validos se estendemos o corpo.

Como perspectiva de continuidade deste tema poderiamos aprofundar o estudos
com a finalidade de melhorar as condigoes para determinar c6digos abelianos. Também
podemos pensar em determinar mais familias que verificam as condicoes dos resultados

obtidos nos capitulos anteriores para estudar os G-codigos e assim poder determinar, se
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possivel, codigos abelianos. Outra opgao é explorar os parametros dos G-codigos para

obter os processos de codificacao e decodificacao .
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