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Resumo

As desigualdades uniformes de Ancona-Gouézel estabelecidas para passeio aleato-
rio em grupos hiperbolicos foram estendidas para extensao por grupo hiperbélico. Como
aplicacao, obteve-se a identificacao das medidas conformes minimais com a fronteira vi-
sual do grupo hiperbolico. No primeiro principal resultado do trabalho, estabeleceram-se
essas desigualdades. Para tanto, fora necessario a generalizacao das funcoes de Green
para as extensoes por grupos hiperbdlicos, por meio da familia de operadores de Green.
Como aplicagao, obteve-se uma funcao Hélder da fronteira visual para a fronteira de Mar-
tin. Para obter uma funcao analoga na direcao inversa, provando que ambas as fronteiras
sao bi-Holder homeomorfas, definiu-se uma familia de medidas conformes e minimais.

Mostrou-se que a fronteira de Martin coincide com esse conjunto de medidas.

Palavras-chave: Extensao por grupo hiperbélico; Grupos hiperbélicos; Medi-

das conformes e minimais; Operador de Green.



Abstract

Ancona-Gouézel uniform inequalities established for random walking in hyperbo-
lic groups were extended to extension by hyperbolic group. As application, we obtained
the identification of the minimum conforming measures with the visual border of the hy-
perbolic group. In the first main result of the work, these inequalities were established.
For this purpose, it was necessary to generalize Green’s functions to the extensions by
hyperbolic groups, through Green’s family of operators. As an application, a Holder
function from the visual boundary to the Martin boundary was obtained. Te obtain a
similar function in the reverse direction, proving that both boundaries are bi-Holder ho-
meomorphic, a family of conforming and minimal measures was defined. Martin’s border
has been shown to coincide with this set of measures.

Keywords: Extension by hyperbolic group; Hyperbolic groups; Conforming

and minimal measures; Green Operator.
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Introducao

Os caminhos aleatérios sao objetos de estudos desde o século XX. Podemos pensé-
los como um modelo que representa varios passos aleatérios dados de forma consecutiva.
Nesse sentido, os passos podem nao ser todos iguais, sendo que as orientagoes sao determi-
nadas por uma variavel aleatoria. Caso esta dependa do tempo, o processo é denominado
estocastico. Diante disso, pode-se afirmar que caminhos aleatérios sao um prototipo para
varios modelos, em que as transi¢oes s6 podem ser feitas entre vizinhos. Em 1921, Pélya
em [I3] mostrou que o caminho aleatério simétrico em uma e em duas dimensoes ¢ recor-
rente, ja quando a dimensao é maior que dois o caminho aleatorio é transiente.

Neste trabalho, estaremos interessados nos caminhos aleatérios em grupos que
podem ser definidos como uma cadeia de Markov cujo espago de estados é o conjunto de
elementos desse grupo, e a cada passo, a probabilidade de transicao de um elemento para
outro é dado por incremento que caracteriza a ja citada caminhada aleatéria. Assim,
a referida cadeia move-se, multiplicando o estado atual, & esquerda, por um elemento
aleatorio do grupo escolhido de acordo com o incremento.

Além dos caminhos aleatérios em grupos, outro objeto de interesse do presente
estudo sao os grupos hiperbolicos, cuja no¢ao foi introduzida por Gromov (ver [4]) que
comegou a investigar a ligacao entre as propriedades algébricas de um grupo e as propri-
edades geométricas de um espago, em que esse grupo age por isometrias. Diante disso,
observou-se que quando os espagos em questao tém algumas caracteristicas de curvatura
hiperbodlica ou de curvatura negativa essa ligacao é mais forte, levando, por conseguinte,
as nogoes de espagos Gromov-hiperbolicos e a de grupos hiperbélicos.

Isto posto, uma das formas de estudar caminhos aleatérios é por meio da teoria
do potencial cujo objeto central é a fungao de Green, do matematico britanico George
Green, o primeiro a desenvolver este conceito na década de 1830.

A funcao de Green é muito utilizada para resolver equagoes diferenciais nao homo-
géneas sujeitas a condigoes iniciais. No estudo moderno das equagoes diferenciais parciais,
essa funcao é estudada principalmente do ponto de vista das solugoes fundamentais.

Para o nosso contexto, podemos pensar a fungao de Green G,.(z, y) como o nimero
médio de passagens em y se o caminho aleatoério comeca a partir de . Mais precisamente,
paral <r< Rex,ye G



Gr(x,y) = Z " pn(T,Y)

n=0
em que R é o raio de convergéncia da série e p,, é a probabilidade de ir de x a y no tempo
n.

Além disso, cabe acrescentar que para a teoria do potencial, as fungoes de Green
caracterizam a fronteira de Martin, a qual tem sido predominante nos estudos de caminhos
aleatorios em grupos nao abelianos, principalmente, ao que tange sua relacao com a
geometria de grupo.

A vista disso, Ancona em 1987 [3] estudou essa relagao para grupos hiperbélicos,
mostrando que para 7 < R a fronteira geométrica ( ou fronteira visual) é homeomorfa &
fronteira de Martin. O ponto crucial do argumento foi um sistema de desigualdades que
a grosso modo afirma que a fungao de Green G,.(z,y) é quase multiplicativa na diregao
de uma geodésica. Ademais, tais desigualdades sempre sao vélidas para r < R. Esses
resultados de Ancona foram ampliados para o parametro R pelos matematicos Gouézel e
Lalley.

Em [9], Gouézel e Lalley mostraram que a fronteira de Martin ¢ homeomorfa a
fronteira geométrica para grupos Fuchsianos co-compactos. Um fato crucial para conseguir
esse resultado foi mostrar que a desigualdade de Ancona se estende a R, com isso, pode-se
concluir que a fronteira de Martin para R = r coincide com a fronteira geométrica. Além
disso, Gouézel e Lalley mostraram o teorema do limite local para as probabilidades de
transicao: pn(z,y) ~ C(z,y)R™™n~%2, onde 1/R é o raio espectral do correspondente
caminho aleatorio.

Em [8] Gouézel estendeu esses resultados para grupos hiperbolicos. O processo
para consegui-los foi o mesmo realizado anteriormente, provando que a desigualdade de
Ancona é satisfeita para grupos hiperbolicos. Com isso, Gouézel demonstrou que a fron-
teira de Martin é homeomorfa & fronteira geométrica de um grupo hiperbélico, incluindo
o caso r = R.

Diante disso, nosso objetivo nesse trabalho é generalizar os resultados obtidos
por Gouézel em [8] para caminhos aleatorios. Nesse caso, quem generaliza os caminhos
aleatorios sao as extensoes por grupos. Do ponto de vista abstrato, uma extensao por

grupo de um espaco shift > por um grupo discreto GG é definida por
T:YxG—XxG,(x,9)— (0x,gr(x)),

onde 0 é a aplicacao shift e k : ¥ — G uma funcao localmente constante. O primeiro passo
para conseguirmos uma generalizacao dos resultados de Gouézel foi generalizar a funcao
de Green para as extensoes por grupos. Nesse contexto quem generaliza as fungoes de

Green é uma familia de operadores, que chamaremos de familia de operadores de Green.



Um dos nossos principais resultados no presente estudo sera estabelecer a desi-
gualdade de Ancona para extensoes por grupos hiperbodlicos, e para as familias de opera-
dores de Green (ver Teorema, que chamaremos de Teorema de Ancona-Gouézel-Lalley,
o qual foi fundamental para mostrarmos o principal objetivo desta tese: mostrar que a
fronteira visual de um grupo hiperbdlico é homeomorfa & fronteira de Martin de uma
extensao por grupos hiperbdlicos.

Assim, para entendermos melhor esse resultado, tomemos duas sequéncias Gro-
mov de G (ver Defini¢ao [2.3.1)). Diremos que elas sao equivalentes se o produto Gromov
entre elas convergem para o infinito, ou seja, essas sequéncias convergem para 0 Mesmo
limite no infinito. Definiremos a fronteira de G' como o conjunto de todas as classes de
equivaléncia dessa relacao.

Além disso, usando [7] definiremos uma métrica na fronteira de G, chamada mé-
trica visual, ja que para definirmos a fronteira de Martin nos inspiramos na sua construgao

classica. Primeiro definiremos a aplicagao (onde G, é o operador de Green)

Gr(Xh)(xv g)

K.(h,-): DX G =R, (z,9) —» 2t 9)
(,r°) (#.9) =~ & (Xa)(@.9)

e o conjunto
M, ={(x,9) € ¥ x G : |"(z)] = 0 e lim K,.(h,T"(x,g)) existe para todo h € G},
n— o0

onde T"(z,g) = (0"(x), gr"(z)) e k™ (x) := Kk(z)k(0x) - k(0" 1x). Em M, vamos dizer
que (x,g) é equivalénte a (7, g) se, e somente se,

lim K, (h,T"(x, g)) = lim K,.(h,T"(Z, g))

n—o00 n—0o0
para todo h € G. Tomando como base os trabalhos de [19], definiremos a fronteira de
Martin M,., por M, := M,/ ~, além disso, conseguimos definir uma métrica em M, (ver
Lema [6.1.2)).

Usando o Teorema de Ancona-Gouézel-Lalley obtemos uma geometrizagao por

uma equivaléncia Hélder da fronteira visual com a fronteira Martin, mais precisamente,

T
Martin

conseguimos uma aplicagao bejetiva ¢ : (0G, dyiom) — (M, d ) a- Holder continua,
para um determinado «.

Para mostrarmos a direcao inversa, ou seja, aplicacao continua da fronteira de
Martin para a fronteira visual, a estratégia ¢ definir uma familia de medidas conformes
minimais. Com isso, mostraremos que qualquer ponto de Martin corresponde a uma
medida conforme e minimal, Teorema [Bl Com essa importante relagéo, pode-se concluir
que a fronteira de Martin é homeomorfa a fronteira de G.

Apobs versar sobre essas nocoes essenciais a compreensao do presente trabalho,

cabe esclarecer sua organizacao. No primeiro capitulo, introduziremos as defini¢goes e os



resultados preliminares, necessarios para o desenvolvimento do nosso estudo acerca de
caminhos aleatorios sobre grupo, de Cadeia de Markov topologica e a de extensao por
grupos de cadeias de Markov Topologicas com base no artigo [I7]. Ademais, relaciona-
remos também caminhos aleatérios e extensdes por grupos, provando que extensao por
grupo é mais geral.

Ja no segundo capitulo, vamos estudar grupos hiperbélicos e fronteira visual. Para
a sua construcao, os trabalhos de Coornaert e Papadopoulos em [4] foram fundamentais.

No terceiro capitulo, apresentaremos a familia de operadores de Green. Para
tanto, usaremos como base os trabalhos de [15] e [8]. Além disso, estenderemos alguns
resultados relevantes de Gouézel sobre a funcao de Green, para a familia de operadores
de Green.

Ja no quarto capitulo, vamos desenvolver a teoria do potencial de medidas con-
formes e excessivas, ja que, nos capitulos posteriores vamos relacionar a fronteira visual
com as medidas conformes minimais.

No quinto capitulo, apresentaremos um dos nossos principais resultados para a
presente tese, qual seja, a desigualdade de Ancona-Gouézel-Lalley para extensoes por
grupos hiperboélicos. Também apresentamos alguns resultados relevantes que usaremos
para provar tal resultado.

Por dltimo, no sexto capitulo, mostraremos um resultado extremamente interes-
sante. Através das medidas conformes e minimais, provaremos que a fronteira de Martin

¢ homeomorfa a fronteira visual.



Capitulo 1

Cadelas de Markov Topologicas e

Extensoes por Grupos

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados prelimina-
res, oS quais serao necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Inicialmente, estuda-
remos caminhos aleatoérios sobre grupos, as cadeias de Markov Topoldgicas e as extensoes
por grupos.

Na dltima secao, vamos relacionar caminhos aleatorios e extensoes por grupos,

mostrando que estas sao uma generalizacao de caminhos aleatorios.

1.1 Caminhos aleatérios sobre grupos

Considere um grupo enumeravel GG e uma medida de probabilidade u cujo suporte
é um gerador de GG. Informalmente, caminhos aleatorios em G obtém-se multiplicando
elementos aleatorios em G independentemente distribuidos de acordo com pu.

Assim, veremos a definicao formal de caminhos aleatorios segundo os trabalhos
de Kaimanovich e Vershik (ver em [11]).

Seja G um grupo discreto com o elemento identidade em G, denotado por id

dotado de uma operacao associativa G x G — G tal que para todo g € G

i) idg=geg-id=g;
ii) existe um elemento inverso g~! € G paraoqual g- g ' =g ! g =1id;

iii) G é enumeravel e munido com a topologia discreta.

Se 1 ¢ uma medida de probabilidade sobre G, o par (G, u) sera chamado de um

grupo com medida. O suporte da medida p serd denotado por sup u:

supp = {g € G : pu(g) > 0}. (1.1)
6



A medida p serd chamada admissivel se o semigrupo gerado pelo suporte é todo

o grupo G, finitdria se sup p ¢é finito, e simétrica se u(g) = u(g—"') para todo g € sup u.

Definicao 1.1.1. Um processo estocastico em um espago topologico X € uma cole¢ao de
varidveis aleatorias (X, )nen tal que w — (X,(w) : n € N) € mensurdvel em relagio a

o-algebra Boreliana B(XY) gerada pela topologia produto.

Observe que X, representa o estado do processo no tempo n. Como N é um
conjunto enumerével, entdo (X, )nen € dito um processo estocastico discreto no tempo.
Portanto, um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatérias que descreve a

evolugao de algum processo através do tempo.

Definigao 1.1.2. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e (X,) uma sequéncia de
aplicagoes mensurdveis de Q@ — G. Diz-se que (X,) € um caminho aleatdrio com incre-

mentos independentes p se, para cadan € N g, € G,i=1,....n

n—1

P(X1 = g1, Xn = gn) = [ [ g " gi10)- (1.2)

=1

Em outras palavras, a posicao de um caminho aleatorio pode ser obtida a partir
da anterior, através da multiplicagao a direita com um elemento aleatério do grupo com
distribuicao p. Nota-se que a definicao de caminhos aleatérios segue apenas pela sua
probabilidade de transi¢ao (sem qualquer distribuigao inicial fixada), assim, o caminho
aleatorio pode ser identificado com o par (g, i).

O caminho aleatério esquerdo pode ser definido similarmente com a probabilidade
de transicao P(g|h) = u(gh™'). Evidentemente, P(g '|h™!) = u(h~'g) e substituindo a
medida g por uma reflexao, reduz o estudo de caminhos aleatoérios & esquerda ao estudo
do caso direito somente.

Vejamos agora dois exemplos de caminhos aleatorios. O primeiro exemplo é
baseado em caminhos aleatérios de Polya (ver [13]) em Z<¢. Ja o segundo serd o grupo
livre F;. Ressalta-se que, no capitulo 3, veremos que esse grupo é um exemplo classico de

grupo hiperbolico.

Exemplo 1 Seja G = Z caminho aleatério simples, em que o espacgo de estados sao os
ndimeros inteiros. As transigoes s6 ocorrem entre estados vizinhos, P, ;11 =p=1—F;,_1,
com 0 < p < 1. Se p = 0, as transi¢oes sao somente a esquerda, por outro lado, caso

p = 1, elas sao s6 para a direita. Ja quando p = %, as transicoes satisfazem,

5, j=i—1louj=i+1
b= ,
0, caso contrario



e a cadeia vai de um estado para o da esquerda ou para o da direita com a mesma
probabilidade. Por isso a cadeia é chamada de caminho aleatoria simples simétrico. Para
G = 72, temos

1
P(Xn+1 = Zi@Z’Xn = Z) = Z_l
onde e; refere-se ao i-ésimo elemento da base canoénica de Z2. Quando tomamos G = Z¢,
temos um resultado fundamental, devido a Polya, 1921 (ver [13]), no qual, se p = 2—1d,
entao Po(X .
lim d(2—n_;1) —1
n—o0 Cd.nT
e
1 sed<2
P4(X; = id infinitamente) = .
0 sed>2

Ou seja, o caminho aleatério simétrico em Z? é recorrente se, e somente se, d < 2.

Figura 1.1: Caminho aleatorio Z2

Exemplo 2 Seja F; = {e1,e;’,...,eq,e; +. O grupo livre Fy é definido por

Fy:= U{(vl,...,vm)Eﬂ":vi#v;ﬁl,wzl,...,m—l}.

A aplicacao Fy x Fy — F,4, onde
(U1, Om) - (Wi, ey wy) = (V1 ey Oy W, e W)

o qual pertence a Fy, ¢ a palavra reduzida por e;e; ' = e 'e; = id. Por exemplo, para d = 2

1

temos o grupo livre com dois geradores, isto ¢, Fy =< e,e3,¢;", 65" >. Um resultado

importante de caminhos aleatérios em grupos livres G = F;, é o Teorema de Gerl-Woess



L1 V2d—1

em 1986 (ver [5]), que afirma que, se p(e; ) = 5P =g entao
Pa(X, =id e e
lim d(—_Sl) =1 e Pq(X =id infinitamente) = 0.
oo cam2 ph
i
o—@—eo

._; _+ P +_ +_.
: ._;_._;_. !

Figura 1.2: Caminho aleatério Fy

1.2 Cadeia de Markov Topologica

Esta segao é baseada no artigo [17], na qual, vamos definir e estudar as principais

caracteristicas das cadeias de Markov topologicas, necessarias para um melhor entendi-

mento deste trabalho. Ja na proxima secao estudaremos as extensoes por grupo de cadeia

de Markov topologica.

Sejam YW um conjunto enumeravel, chamado de alfabeto e A = (a;j); jer uma

matriz tal que a;; € {0,1} para todo i,j € I, e que a matriz A, chamada matriz de

transi¢ao, nao contenha linhas ou colunas com todos os elementos iguais a 0. Vamos

denotar o par (X4,0) a correspondente cadeia de Markov topologica (ou, espago shift),

definida por

Yu = {(wk)k:0717,,, wy €EWe Aupwypy = 1,Vk =0,1, },
0:%4 =Y (wp: k=0,1,...) = (wg: k=1,2,...).

Se W for um conjunto finito, entdo (X4, 60) é chamado de subshift do tipo finito

e shift completo se todas as transicoes sao possiveis, o qual denotaremos por X..
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Chamaremos de palavra admissivel de comprimento n uma sequéncia finita w =
(wy---wyp) comn € Nyw, € Wpara k = 1,2,...,n € ayu,, =1 parak =1,2,...,n—
1. Denotamos o conjunto de palavras admissiveis de comprimento n > 2 por W", o
comprimento de w € W™ por |w| e o conjunto de todas as palavras admissiveis por
W =, W". Dado uma palavra w € W" definimos o cilindro de comprimento n como

sendo o conjunto
[w] = {(Uk)zozo EXpw, =1, VEk = 1,2,... ,77,}.

Assim, este é o conjunto de sequéncias de ¥4 que coincidem com w em seus n
primeiros simbolos. Note que 6" : [w] — 6™([w]) é um homeomorfismo, ou seja, aplicagao
continua e invertivel, com inversa continua, a sua inversa denotaremos por 7, : 0" ([w]) —
[w], a qual esta bem definida.

Definimos a distancia entre duas sequéncias (z;), (y;) € £4 como sendo
dy((z5), (y;)) = rnbies 7}

para r € (0,1). Dessa forma d, ¢ uma métrica do espago shift e ¥4 é um espago polonés,
ou seja, espaco metrizavel, separavel e completo, com respeito a topologia gerada pelos
cilindros. Mais ainda, >4 é compacto com respeito a esta topologia se, se somente se,

¢ um conjunto finito (ver [12]). Para a,b € W*> e n € N com n > |al, definimos
oy = L(wr .. wyp) € W com (w; ... w)) = a,w,b admissivel }.

Diremos que (X4,60) é topologicamente transitivo se para todo a,b € I, existe
nap € N tal que W:‘l‘,b # (), ou equivalentemente, podemos dizer que 0"« ([a]) N [b] # (.
Se para todo a,b € I, existe N, € N tal que W7, # ) para todo n > N,;, dizemos que
(34,0) é topologicamente misturadora, equivalentemente, podemos denotar por 6" ([a]) N
[b] # 0, para todo n > N,;. Além disso, uma cadeia de Markov topologica é dita que
possui grandes imagens e pré-imagens, se existe um conjunto finito I,;, C W tal que
para todo v € W, existe § € I,,, tal que (v3) € W? ou (fv) € W?, respectivamente.
Finalmente, uma cadeia de Markov topologica é dita que possui a propriedade (g.i.p.) se
a cadeia é topologicamente misturadora e tem grandes imagens e pré-imagens.

Para sequéncias positivas (a,), (b,), frequentemente escreveremos a, < b, se
existe C' > 0 com a,, < Cb,, para todon € N, e a,, < b, se a,, < b, < a,. E chamaremos
de potencial uma aplicagao ¢ : ¥4 — R continua. Considere um potencial estritamente

positivo. Paran € N e w € W", definimos

n—1

D, = H wobeC, = sup ®,(z)/P,(y). (1.3)

k:0 z,yG [w}
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O potencial ¢ tem variacao localmente limitada se ¢ ¢ continua e existe C, > 0
tal que C, < C, para todon € Ne w € W".
Uma nova hipotese, mais forte sobre a variagao é relacionada com ser localmente

Holder continua. Definimos a n-ésima variagao de uma fungao f : ¥4 — R por

Vn(f):sup{|f(x)—f(y)| :xi:yiai:LQv"‘?n}'

A funcao f é uma funcao localmente Hdélder continua no sentido simbdlico, se
existe 0 < r < 1 e C > 1 tal que V,(f) < ™ para todo n > 1. Se uma funcdo é
localmente Hoélder continua e || f]|o < 00, ent@o dizemos que ¢ fung¢io Hélder continua.

Dois objetos importantes para nossa analise sao a medida conforme e a medida
Gibbs relacionadas com um potencial ¢. Devido ao fato de que a construgao canoni-
camente conduzirda a medidas o-finitas, faremos uso da seguinte noc¢ao: uma medida de

probabilidade boreliana p o-finita é chamada ¢-conforme se

u(B(4)) = / édu

para todo conjunto boreliano A tal que 0|4 é injetiva. Dizemos que p é uma medida Gibbs

Markov se existe uma sequéncia (B, : n € N), B, > 1, tal que

Bl < p([w]) < B,

para todon € N, w € W" e x € [w]. Se sup B,, < oo, entao u é chamada de medida ¢-
Gibbs. Se lim,, By = 1, entao pu ¢ chamada medida ¢- Gibbs fraca.

Definimos a composigao de 7, : 0"([v]) — [v], que chamaremos de ramo inverso,
com fungoes da seguinte forma. Para v € W" e uma funcao f : ¥4 — R, definimos a
aplicacao

f O Ty : YA — R;ZL‘ = Xgn([v])(l')f(ﬂ)(l')),
dada por fo7,(z) := f(7,(z)) para z € 6"([v]) e for,(x) =0 para x ¢ 0"([v]). Assim,
o operador de Ruelle definido no espaco das fungoes continuas sera dado por
Lo(f)(z) =) pon(x) - for(z)
veWw

para x € X 4.

1.2.1 Extensoes por grupos de cadeias de Markov Topolbgicas

Seja G um grupo discreto enumerével. Para definirmos uma extensao por grupo

de uma cadeia de Markov topologica, consideramos « : >4 — G uma aplicacao constante
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em [w] para todo w € W. Para X := ¥4 x G equipado com a topologia produto, a
extensdo por grupo (X,T) de (X 4,0) é definida por

T:X — X, (z,9) — (0z,gk(z)).

Note que (X, T) também ¢é uma cadeia de Markov topologica e que os cilindros

sao dados por [w, g] := [w] x {g}, para w € W> e g € G. Definiremos
K"(x) = K(2)k(0z) - - k(0" '2)

paran € Nex € 3 4. Observe que k" : ¥4 — G € constante em cilindros de comprimento
n e, em particular, que k,, := k"(z), para algum = € [w] e w € W", esta bem definida.
Além disso, para v € W, o ramo inverso dado por [v,-] serd denotado por 7,, que ¢

7o(7, g) := (1,(2), gk, ). Também denotaremos

P, (z) == q)lvl('rv(x))a Dy () 1= Py (1 (7)) - Pu(z) € fulw,9) == for(x,g)

A fim de distinguir entre o operador de Ruelle que diz respeito a 6 e a T', este
objeto para extensao por grupo serd escrito em letra caligrafica, isto é, para x € Y4,
neNef: X —>R

L(f)(x,9) =) pomn(x)-for(x,g).

veEW

Além disso, para facilitar a notagao, definiremos para todo subconjunto K C G,
o conjunto X := X4 X K e a funcao Xg := 1x,, onde 1x, ¢é a funcao indicadora no
conjunto Xg. Em particular, para todo g € G temos X, := ¥4 x {g}, e X, := 1x,.

O préximo Lema nos fornece uma estimativa importante para a distor¢cao dos
iterados do operador de Ruelle £. Mas antes de enunciarmos, vamos definir o que ¢é
uma aplicagao Gibbs-Markov do tipo finito, pois essa aplicacao fard parte das hipoteses
dos principais resultados que enunciaremos a partir de agora, a qual foi implicitamente

definida por [2] da seguinte forma.

Definicao 1.2.1. Seja p uma medida de probabilidade de Borel em ¥4 tal que, para
todo w € W, 11 e poTt, sio equivalentes. Entio (X4,0, 1) € chamada de uma aplicagao
Gibbs-Markov se

inf{u(6(jw])) : w e W} >0

e existe 0 < r < 1 tal que, para todo m,n € N,v € W™ w € W",

dp o,
dp

dp o,

sup |log (x) —log ()| < Cud(x,y). (1.4)

x,y€[w] dlu’
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Observe que existe uma equivaléncia entre aplicagoes de Gibbs-Markov e po-
tenciais localmente log-Holder, visto que, se uma aplicagao é Gibbs-Markov temos que
@ :=dp/du o 6 é localmente log-Holder, entao ¢ é de variagao limitada e localmente log-
Hélder. Da mesma forma, se 6 tem a propriedade g.i.p e ¢ é somavel (sup L, < 00), o
Teorema de Sarig (ver Corolario 2 em [I4]) garante a existéncia de uma medida p con-
forme. Isto é, ¢/p = du/dp o0 e, em particular, p satisfaz ( . Além disso, segue da
propriedade g.i.p. que, para qualquer w € W, existe um b € [g .p. tal que wb é admissivel.

Entao

pb(w)) = Y. wlla) = p() = min p(ld) > 0.

cel
a€EW:wa admissivel &l.p:

Portanto, (X4, 6, 1) é Gibbs-Markov.
Definimos o operador de transferéncia 6 : L*() — L'(y) associada a aplicacio
de Gibbs-Markov (24,6, 1) por

. dp o Ty
O(f) := Z 'ud forTy.
wew H

Estamos interessados em uma aplicacao Gibbs-Markov do tipo finito, onde a

primeira condi¢ao da definicao é automaticamente satisfeita.

Lema 1.2.2. Suponha T uma extensao por grupo topologicamente transitiva de uma apli-
ca¢ao Gibbs-Markov 0 do tipo finito. Entao, para cada h € G, existe K;, >0 e N, € N
com a sequinte propriedade. Para todo x,% € ¥4, ,§ € G comh=¢'g, meN, L >0
e f:3axG—[0,00) tal que, para z,Z em um mesmo cilindro de comprimento m, ou
f(z)=f(2)=0oul|f(2)/f(2) — 1] < L, existe k < N}, tal que

L"(f)(@,g) < (Kg1g(L+ 1)) L"()(Z. 9)-

Demonstracao. Se g = g e x,T estao no mesmo cilindro de comprimento n > m, entao

1£(F) (@, 9) = L"(F)(Z, 9)]
fola,

< (@) = ©u(@) Lol ) + Y (@) [(fulz, 9) — folE,9))]

veEWn veEWn
<Cydy(2,7) D Du(@)|fuol,9)| + Cp Y ®u()]fulw, )] - )1 fn
vEWN vEWN
<C, (dxx,@ + sup |1 - 264 ) L"(f)(w,9) < Col+ L)L (f)(x, 9).

Agora, se x, T nao estao no mesmo cilindro, entao, por transitividade, existe y no mesmo

cilindro que = e k € N tal que T*(y, g) = (%, g), ou, equivalentemente, existe v € W* com
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(y,9) = 75(%, g). Assim,

L) (Eg) > DAL () y.g) > — oD

> e e

Além disso, como 6§ é uma aplicacao do tipo finita, v € W* pode ser escolhido
dentro de um conjunto finito, o que prova a afirmacao para (z,g) e (z,g) com rela¢ao a
Kiq + KiqL, para algun Kjq suficientemente grande. A prova para o caso geral é quase a
mesma: para (Z,g), por transitividade, existe w € W* tal que gr*(w) = g e 7 € 0% ([w]).
Como 6 é uma aplicacao do tipo finita e x,, = ¢~'¢, w novamente pode ser escolhido
dentro de um conjunto finito. Além disso, 7,(Z, ) € X x {g}. Assim, pelo exposto, para

alguns | < Njq e qualquer n > m,

Dy, (7)

mﬁn(f)(ﬂﬁg)-

Com isso segue a afirmagao do lema. m

1.3 Caminhos aleatérios e extensoes por grupos

Nesta se¢ao vamos relacionar caminhos aleatorios com extensoes por grupos. Mos-
traremos, por meio do proximo resultado, que a extensao por grupo ¢ uma generalizagao

de caminhos aleatoérios.

Proposigao 1.3.1. Seja p uma medida finita e (G, u) wm caminho aleatdrio, entdo existe
uma extensao por grupo definida em uma aplicacao Gibbs-Markov do tipo finito em relacao

a uma medida v tal que

LX) (@, h) = P(X, = g, ..., Xo = D).

Demonstracao. Para conseguirmos o resultado desejado, faremos a seguinte descrigao.
Definamos A := supp e ¥ := AY. J4 a extensdo por grupo vamos definir da seguinte
forma, k : ¥ — G, tal que, k(g192...) = ¢1. Por fim, vamos definir uma medida em ¥, por

v([g1---gn]) = 11(g1) - 11(g2) - - - 11(gn). Assim, obtemos a seguinte igualdade desejada:

LX) = [ £, = vl € Dign"(w) = 1)

= Z v([9192---9n))

9(9192.--gn)=h

= > o) plge) - p(gn)

9192.--gn=9g"1h

= P(X;=g,...X, = h).
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]

Assim, qualquer caminho aleatério pode ser representado por uma extensao por
grupo. Mas o que ja é conhecido da teoria dos caminhos aleatorios nos da os seguintes

exemplos.

Exemplo 1 Para G = Z% faremos uma descricao equivalente de caminho aleatoério através
da seguinte extensao por grupo. Seja p; € (0,1) : i € {£1,...,£d} com Zle(pi +p) =
1. Considere o caminho aleatério em Z? com a probabilidade de transicio P(de;) = p;
onde e; refere-se ao i-ésimo elemento da base canoénica de Z?. Seja ¥ o shift completo
com 2d simbolos {—d,...,—1,1,...,d} e ¢ a fungado localmente constante definida por
¢|q = p+i. Note que Zj ((pi + p—;) = 1 implica que L(1) = 1. Além disso, sabemos
que a medida é definida por u([iy ... 4,)) := p;, - - pi,,- Note que u é f-invariante, ergodica

e 1/p-conforme. Finalmente, a extensao por grupo é definida por

o €; t11 >0
KX = Z% (igig---) " :
—€_j t11 <0

A fim de aplicar o conhecido resultado sobre o teorema do limite local a partir

da teoria da probabilidade note-se que

LX) g) = Y dalrul@)

weEW™: k™ (w)=g

= Y. pup, =P =g),

(1+++in): K™ (41+in)=g

com X, = g relativo ao caminho aleatério no tempo n comegando na identidade com a
distribui¢ao (P;) e P a probabilidade do processo de Markov associado. Por outro lado,
pelo teorema do limite local para caminhos aleatorios (ver [19], Teorema 13.12), para
(k1,...,kq) € Z% e n € N temos que

P(Xo = (ki ka) ~ On2 (230, ) f[( Vo)

=1

Assim, para p = 2 Z?:l \/PiP—i € com \; :== \/p;/p_;, podemos concluir que

d
En(X(kl,...7kd))(x, id) ~ C’n—d/Qpn H )\Z—kL

=1

Lembre-se de que um caminho aleatério é chamado de simétrico se p; = p_;, para todo

1 =1,...,d. Entao ¢ imediato que p = 1 se, e somente se, o caminho aleatoério é simétrico.
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Exemplo 2 Seja G = F,;. Agora vamos subtituir o grupo Z? pelo grupo livre, com
os geradores ¢, ..., g4. Em analogia com o exemplo acima, as transi¢oes sao dadas por

P(g+i) = p+i com g_; == g; '. A extensdo por grupos associada ¢ definida através de
K:E-)]Fd, (2122) = Giy -

Como na proposicao acima, podemos agora aplicar o teorema do limite local
para o grupo livre de Gerl e Woess em [5]. Esse resultado é aplicavel para probabilidades
de transicao arbitrarias, no entanto, para facilitar a exposicao, restringimos-nos ao caso
especial em que ¢ := ,/p;p—; ndo depende de i. Entao, por (5.3) e (5.4) em [5], temos que

p= 2Q\/ 2d_ 1 € )\Zk = V pik/p*izﬂ

P(X, = gy~ ga) :

. n=0i """ 9i) _ d—1 k2 '

MR, =) (1+ k) (2d—1) i|:|1 i (1.5)
paran ek e g;, ---g;, em forma reduzida, ou seja, g;, # giﬁl paral=1,...,k—1. Dessa

forma, os mesmos objetos que calculamos na proposicao anterior, podemos calcular para
Fy.



Capitulo 2
Grupos hiperbdlicos e Fronteira visual

Iniciaremos o presente capitulo estudando os espagos métricos Gromov-hiperbolicos.
A partir dessa teoria, define-se a no¢ao de grupos hiperbélicos. Nesse sentido, para cada
grupo hiperbolico, pode-se associar o chamado espaco no infinito ou a fronteira visual.

Essa fronteira, acaba por ser uma ferramenta extremamente tutil e fundamental
para estudar grupos hiperbélicos, dada a sua estrutura rica (topologica, dindmica, métrica
e algébrica).

Neste capitulo tomaremos como base os trabalhos de Coornaert e Papadopoulos
(ver [4]). Ja na segao [2.3] estudaremos fronteira visual, usando também como referéncia,
os trabalhos de Ghys e de la Harpe (ver [7]).

2.1 Espacgo métrico Gromov-hiperboélico

Seja (X, d) um espa¢o métrico. A geodésica em X é uma aplicagdo o : [ — X

onde I é um intervalo de R tal que
d(o(t1),o(t2)) = [t — ta

para cada t1,ty € I. Devemos frequentemente identificar uma geodésica com sua imagem.
Se I = [a,b] dizemos que a geodésica o : [ — X é um segmento geodésico, se I =
[0, 00] dizemos que é raio geodésico. Além disso, denotamos por [z, y] qualquer segmento
geodésico unindo os pontos x e y de X. Por fim, o espaco X é considerado um espaco

geodésico se quaisquer dois pontos em X puderem ser unidos por um segmento geodésico.

Defini¢ao 2.1.1 (Produto Gromov). O produto Gromov, de pontos x ey de X, relativo

a xg € X, € um nimero nao-negativo (x - y) definido pela formula

(@-y) = (2 Y)ay = %(d(w,ro) +d(y; xo) — d(z,y))- (2.1)

17
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Nota-se pela Figura 7?7 que o produto Gromov mede por quanto tempo duas

geodésicas viajam juntas.

(xy).

Figura 2.1: Produto Gromov

Além disso, o produto Gromov varia no maximo linearmente com p:

2/(x - y)p — (- y)gl = ld(x,p) — d(x,q) + d(y,p) — d(y, q)| < 2d(p,q).

Definigao 2.1.2 (Espa¢o Gromov-hiperbolico). Seja § > 0. O espago métrico X € 0-

hiperbolico se

(l’ ’ Z)xo > min {((ﬂ ’ y)ﬂﬁo’ (Z/ ’ Z)wo} - 57

para cada x,y,z € X. Se existir um numero real 0 > 0 tal que X € d-hiperbolico, dizemos

que o espaco métrico X € Gromouv-hiperbolico

Geometricamente, um espago geodésico {X,d} é hiperbolico se existe § > 0 tal
que, para cada z,y, z em X, que s@o os vértices de um triangulo geodésico (unido de trés
segmentos geodésicos), a uniao das d-vizinhangas de quaisquer dois lados do triangulo,

contém o terceiro lado, isto é

(21, 23] C Uicqr,2y Vs[4, Tiga]),

x; € {z,y,2},1 < i < 3, em que [z;, z,41] denota o lado do triangulo definido por estes
vértices.

Tomando como base os trabalhos de [6], podemos definir 4rvore como um grafo
conexo (existe caminho entre quaisquer dois vértices) e aciclico (ndo possui ciclos). Uma
arvore é denominada enraizada se um vértice é fixado, sendo esse vértice chamado de raiz.

Um fato importante a respeito dessas arvores é que elas sao O-hiperbolicas, onde
as geodésicas sdo o caminho mais curto entre dois pontos na arvore. O lema abaixo (ver

Teorema 12 em [6]) nos diz que qualquer subconjunto finito de um espago J-hiperbdlico
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Figura 2.2: Triangulo d-hiperbélico

pode ser aproximado por uma arvore enraizada. KEsse fato importante sera tutil para

obtermos o Teorema da desigualdade de Ancona-Gouézel-Lalley.

Lema 2.1.3. Suponha que (X, d) seja §-hiperbdlico e F C X com |F| <28 +2 co € X.

Entao existe uma drvore finita e enraizada T e © : F' — T tal que
1. d(z,0) = d(O(x),0(0)) para todo x € F,

2. d(x,y) — 2kd < d(O(x),0(y)) < d(x,y) para todo z,y € F.

2.2 Grupos hiperbélicos

Seja G um grupo finitamente gerado e S gerador de G. Para cada g, h € G defina
ds(g,h) := min {n;g_lh =Qiag -, € SU S_l} .

A fungao dg define uma métrica em G, chamada métrica relativa a S, ou seja, a
distancia entre ¢ e h ¢ o nimero minimo de geradores para escrever g~ 'h. Nos casos em
que estivermos trabalhando com extensoes por grupos, o gerador de GG serd o conjunto
S ={k(w),w e W}.

A partir de agora, assumiremos que GG é um grupo finitamente gerado e que S é
um gerador simétrico de G, isto é, S = S™1. Dizemos que G é um grupo hiperbélico, se o
espago métrico (G, dg) é Gromov-hiperbolico. Nessas condigoes, também nos referiremos
a G como grupo Gromov-hiperbélico.

Um exemplo classico de grupo hiperbolico é o grupo livre, Fy = (g,h),S =
{g,h,g7 ', h~1} para § = 0. Notemos pela figura abaixo que as geodésica em Fy sdao o
caminho mais curto de um ponto ao outro dentro do grafico de Cayley.

O proximo lema nos fornece quase a outra direcao da desigualdade triangular.
Usaremos esse resultado na demostragiao do Lemal[5.2.3|no capitulo[§] Sua prova encontra-
se em ([8], Lema 2.4). Além disso, fixaremos a seguinte notagao |g| := ds(g,id) para todo
geqG.
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Figura 2.3: grupo Fy

Lema 2.2.1. Seja G um grupo hiperbolico. FEntao, existe C > 0 de modo que, para

qualquer z,y € G, existe h € G de comprimento no mdzrimo C, tal que

l91hga| > |g1] + [g2] -

2.3 Fronteira Visual

Seja G um grupo hiperbélico. Para um ponto fixado p € GG, denotaremos (g-h) =
(g - h), para qualquer g,h € G.

Definicao 2.3.1. Seja g, uma sequéncia de pontos de G. Dizemos que g, € uma sequéncia

Gromov se (g; - gj) — 00 quando i, j — 0.

Notemos que, se g, é uma sequéncia Gromov, entao dg(g;p,id) > (g; - ¢;) —
oo quando ¢ — oo. Na literatura, as sequéncias Gromov sao geralmente chamadas de
sequéncias convergentes no infinito ou tendendo ao infinito. Além disso, duas sequéncias

Gromov g, e h, em G sao equivalentes, e escrevemos ¢, ~ h,, se
(gn - hy) — 00, — 0.

A relacao definida acima é uma relacao de equivaléncia, ja que, para toda sequén-
cia z, de pontos de G, tem-se (g, - z,) > min{ (g, - hn), (hn-2,)} —J. Usaremos essa relacao
de equivaléncia para definir a fronteira de GG. Seja ¢ a classe de equivaléncia da sequéncia
Gromov g,. Definimos a fronteira visual de G, denotada por 0G, como o conjunto de

todas as classes de equivaléncia dessa relagao, isto ¢,

0G = {g; gn € sequéncia Gromov em G .}
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Chamaremos este conjunto de fronteira visual de G. Assim, se £ € 0G, entao
existe uma sequéncia de pontos de G tal que & é a sua classe de equivaléncia. O produto

Gromov, em pontos da fronteira de GG, é definido por

m,n—o00
para qualquer £, n € 0G. Se G é d-hiperbolico, por [7] temos os seguintes resultados:
(&-m)—26 < liminf,, ,(gm-hn) < (£-1), para quaisquer sequéncias g, e h, que aproximam
€ en. Além disso, para A € (3/1/2,1) e r(&,n) := A&,

n—1
dvisual(é? 77) = lnf {Zr<xk‘7 xk+1) n 6 N7 xk E aG? xl == 57 ‘rTL - 77} (22>

k=1
define uma métrica em 9G e existe C' € (0,1) tal que Cr(§,n) < dywa(&,n) < 1(€,n)
para todo &, n € dG. Além disso, 0G é compacto com respeito a essa métrica. Para cada

escolha de A, nos referimos dy;s,q; cOMo a métrica visual em 0G .



Capitulo 3
Familia de Operadores de Green

Neste capitulo trabalharemos com uma extensao por um grupo hiperbélico (X, T),
onde X := ¥, x G e (X4,0) é um subshift do tipo finito.

Em [§], Gouézel define fungao de Green da seguinte forma: para uma medida
p admissivel com suporte finito, um grupo contavel G' e p,(z,y) a probabilidade de ir
de r a y no tempo n, a funcao de Green é definida para 1 < r < Re x,y € G por
G (z,y) = Y00, r"pu(,y), onde R = limsup p,(id,id)~/". Também podemos pensar
G, (z,y) como o numero médio de passagens em y se o caminho aleatorio comega a partir

de x, mas para a medida ru em vez de pu.

3.1 Desigualdade de Ancona

Nosso objetivo é generalizar a desigualdade de Ancona (ver Definigao [3.1.1)) para
passeio aleatério com incrementos nao independentes, ou seja, para as extensoes por
grupos. Nesse contexto, o objeto canénico que generaliza a funcao de Green é uma

familia de operadores, a qual chamaremos de familia de operadores de Green.

Definigao 3.1.1 (Desigualdade de Ancona). Uma medida de probabilidade p em um grupo
Gromov-hiperbdlico G satisfaz a desigualdade de Ancona uniforme se, dada uma constante
D > 0, existe uma constante C > 0, tal que, para qualquer g,q € G e para qualquer h tal

que a distancia entre h e o segmento geodésico de g’ para g € menor que D er € [1, R],

Gr(g,9) <C-G.(d,h)-G(h,g).

3.2 Operador de Green

Nesta secao, iremos definir os operadores de Green. Também mostraremos que al-

guns resultados relevantes para as funcoes de Green se estendem as familias de operadores
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de Green. Para isso, seja G um grupo hiperboélico. Definamos

p = limsup {/L"(X,)(z, h)

n

para todo g, h € G. Excluindo os casos em que p = 0 ou p = oo podemos definir R := %.
Notemos que R nao depende de (z,h) e g, pelo Lema [1.2.2]
Em analogia as fung¢oes de Green na teoria de caminhos aleatorios, paral < r < R

e f > 0, definimos a familia de operadores de Green por

o0

Gi(f) =D L"),
n=0

Além disso, como f > 0, G,(f) é bem definido, mesmo que G,(f) nao seja
necessariamente finita. Por meio do operador de Green, podemos definir uma funcao de
Green da seguinte maneira G7(g,h) = G,(X,)(z, h) para qualquer z € ¥4 e g,h € G.
Além disso, pelo teorema de Hadamard, G¥(g,h) < +oo sempre que r < R.

Para construir um espaco de fungoes com propriedades mais fortes, considerare-
mos um espaco de fungoes localmente Holder continuas, com coeficiente de Holder nao
constante. A principal ideia por tras da construcao de um espaco invariante é conside-
rar fungoes cujos coeficientes locais de Holder nao sao constantes e sao dominadas por

autofungoes positivas de £. Para tanto vamos definir dois objetos: a métrica em X

1 cg#h
d(((i),9), ((4i), h)) := q 27 mmli20mAvd =12 g = b (2;) # (i)
0 L9 = h, (z:) = (4;)

e para a > 0, f : X — R, a fungao D,(f) : X — [0,00], constante em cilindros de

tamanho 1, definida por

D.(f)(z,g9) := sup para todo z € [a] e a € W

z,y€[a,g] d(w,y)*
Além disso, nos referiremos a F, como o conjunto de fungoes positivas, Holder
continuas e p-sub-harménicas, isto é, E, := {h : [[Dy(h)||s < 00,h > 0,L(h) < ph}, que
¢ nado vazio para « igual ao expoente de Holder de log¢ se |[W| < oo por um resultado
em [I7]. Estamos agora em condigoes de definir os espagos de fungdes Holder continuas

como também as fungoes localmente Holder continuas:

Hoi= {1 X = B[Iflloe < 00, I1Dalf) Il < 00} . €
M. = {f:X—)R‘EIheEpe |f\§h,Da(f)§h}.
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Observe que H,,. € um espaco nao vazio. Por exemplo, cada funcao Hélder con-
tinua com suporte em ¥4 X K, com K C G finito estd contida em H,. A préxima
proposicao mostra que H,,. é G,-invariante para r < R. Depois estenderemos a acao de
G, em H,,. para r = R. Essa proposicao sera muito util para podermos definir aplicacoes

envolvendo G,.

Proposigao 3.2.1. Suponha que || Dy(log ¢)|le < 00 e que Ly(1) = 1. Entao G, atua em
Ho como um operador limitado em relagao a || ||oo + || Da(-)||ls para cada r € [0,1). Para
r €[0,R), G, atua em H,, e existe uma constante C' > 0 tal que, para todo f € H,,. e
he E, com |f| <heDy(f)<h,

R CR

"l DalGelf)) < 7

Gl < 5

Demonstrag¢ao. Parar <1 e f € H,, temos que

IG(Nllse < M loolGr(Wlloe = U1flloe Y™ = 1 lloo(L = 1) 7"

n

Para provarmos que G, atua em H,, resta mostrarmos que || Dy (G, (f))||cc < co. Para
isso, assuma que z,y € [v] para algum v € W' e lembre-se de que, pela propriedade de
Gibbs-Markov, existe Cy,, independente de z,y e w € W" tal que |1 — @,,(2)/ Py (y)| <
Cod(z,y)* e Dy(y)/Py(z) < C,. Entao,

‘Gr(f)(xMQ) - Gr(f)(yag)| /d(x7y)a
< Y. (Pu(@) = Pu)l | fulw o)l + Puly) | fulz, 9) = fuly,9)])

d($’ y)a n€Np,weWwn
n r" C 1
< ) (MCPu)Iflle + g Lo @1Da(Hllse) = 77— 1 lloe + 7= I1Pal)loo-
neNg,wewn 20

Suponha que r < R e f € H,,.. Entao existe h € E, com |f| < he D,(f) <h, e

G ()] < Gl < Golh) = 37" L7(h) = 3 (pr)"h = =1

Portanto, resta mostrar que D, (G,(f)) < h. Por argumentos semelhantes, para z,y € [v]
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para algum v € W1,

|G,~(f)($,g) - Gr(f)(y’gﬂ /d(xa y>a
< d(xly)a o M (Pu(@) = Pu)l | fulw 9)| + Puly) [ fulz, 9) = fuly, 9)])

neNg,weWwn

n

< Y ("Cu @) fulr 9|+ o

2cm
neENg,weW”

®u(y) Da(f)(7u(@), g5,"))

< Co Gl 1)(0,) + G Dal):9)) < Co (o + 5 Y ),

]

O proximo resultado mostra que H,,. possui a propriedade do fechamento para a

operagao de multiplicagao.
Lema 3.2.2. Se f € Hqo, g € Hioo entao f-g € Hy,e.

Demonstragao. Por hipotese g € H,.. entao existe h, autofuncdo tal que |g] < hy e

D,(g) < hy. Queremos mostrar que existe h autofuncao tal que |f - g| < h, Do(f-g) < h.
Vejamos

1F -9l < 1 flle - 19l < [ fllg - o

Para ver que D,(f - g) < h note que

[f()g(x) = FWgW)| _ |f(=) = FW)llg(@)] +19(x) — 9(»)| [/ (y)]
d(z, y)* - d(z,y)*
[f(@) = fl oy l9@) =gl
S i@ e
< sup Da(f) - hy(x) + Dal9)(@) || fll

< (1Da(Pllos + 1 Fllee) - hg()-

O
Agora, seja A um subconjunto de G. Definimos o operador de Green restrito a
A por
Gr(flA) (@ h) = Y oL (f - TTizy Xa o T%) (x,h). (3.1)
n=0

Observe que, se tomarmos f = X, estaremos considerando todos os caminhos que estao

em A que comecam em g e terminam em h.

Proposicao 3.2.3. Seja A um subconjunto de G nao contendo gy, gs tal que qualquer
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caminho indo de g1 para g tem que passar por A. Tem-se

GT(X91>(x=g2) =G, (Xa- GT(X91|AC))(x792)~

Demonstragao. Basta calcular explicitamente:

G (Xy,)(z, g92) Zr”ﬁ” o) (T, 90) = Z vl (x)

WEWX:g1 Kyw=g2

= Z Z r|v|+‘w@v(7w(x))q)w(x)

heA (vw):g1kv=h,hkw=g3,
g1R)EA=1,...,|v|—1

=3 Y G(Xy, |A%) (), )1, ()

h€EA hkw=g2
=D Gr(Xn Go(Xy, |4 (-, 1)) (2, g2).
heA
O]
Corolario 3.2.4. Para x,y,z € X3,
G( .Z' 92 ZG 91|AC y7h) Gr(Xh)<z>g2>'
heA
Demonstragao. De fato, pelo Lema [1.2.2]
G (Xy,)(z, 92) ZT”E" ) (T, 90) = Z rlld,, (x)
wEW®:g1Kw=g2
B S SR
heA (vw):girv=hhrw=g2,
gln%éA:jzl,.“,\v\—l
SR SV SEYE
heA vigiRv=h, w:hkw=g2
g1rh EAG=1,...,|v| -1
=D GrlXy [A°) (1, h) - Gr(X) (2, 92)-
heA
O]

Observe que, na Proposicao [3.2.1] para termos a a¢ao de G, em H,,, é preciso
considerar r < R. Para de estender esta acao para r = R, introduziremos a nocao de apli-
cagao transiente, em analogia a teoria de caminhos aleatérios. Para tanto, assumiremos
que i ¢ uma medida nao singular em X em relacao a 7', isto €, as medidas du e dyoT

sao equivalentes.
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Definigao 3.2.5. Dizemos que a extensao por grupo T € transiente se Gr(Xiq)(z,id) < 0o

para um x € Y4.

Proposicao 3.2.6. Assuma que T é uma extensio por grupo transiente, topologicamente
transitiva de uma aplicacao Gibbs-Markov do tipo finito. Entao, para f € H,,. e A C G
finito, temos Gr(Xa) € E,, GR(X4 - f) € Hie €

Gr(Xa- /) < [Xa- flloo - Gr(Xa), € ainda
Da(Gr(Xa - f)) < Col|Xa - fllocGr(Xa) + |1Da(Xa - f)llocGaer(Xa).

Demonstragdo. Segue do Lema [1.2.2] que Gg(Xiq)(z, g) < oo para todo (z,g) € G. Como
Gr(Xiq)(z, g) é invariante sob a multiplicacao a esquerda de elementos de G, temos que
Gr(Xy)(z, h) ¢ finito para todo h € G. Portanto, para A C G finito, Gr(X4)(z, h) < 0o
e, como facilmente pode ser verificado, Ggr(X4) € E,. As afirmacOes restantes seguem

como na prova da proposigao [3.2.1] . ]

Como consequéncia do Lema[I.2.2] obtém-se, imediatamente, a seguinte indepen-
déncia de G, (f)(z, g) de z.

Lema 3.2.7. Assuma que T' € uma extensao por grupo transiente, topologicamente tran-
sitiva de uma aplicagao Gibbs-Markov do tipo finito e que existem m € N, L > 0 e
f X4 x G — [0,00) tais que, para z,Z em um mesmo cilindro de comprimento m,
ou f(z) = f(2) = 0 ou |f(2)/f(2)—1] < L. Entao, para 1 < r < R e f tal que
G, (f)(z,id) < o0

(Kg-1n(L 4 1) Go(f)(y, h) < Gr(f)(w,9) < Kpo1g(L + DG () (y, h)-

Demonstracao. Segue do Lema que, para algum k£ € N,

Zr"ﬁ" (z,9) < Kp-14,(L+1 Zr”£”+k(f)(y,h)

n=0
B Kh—lg<L + 1)

rk

Zrncn(f)(y’ h) < thlg(L + 1>Gr(f>(y7 h)

n=k

Observe-se que para obtermos a segunda parte é suficiente trocarmos (x, g) por (y,h). [



Capitulo 4
Medida reduzida e Dominacao principal

Tendo em vista que no Capitulo [6] vamos relacionar a fronteira visual de G com
as medidas conformes e minimais, neste capitulo vamos adaptar as ideias expostas em
[18].

A teoria bem conhecida de potencial para operadores de Markov é adaptada para
configuragao de operadores de Ruelle em espagos localmente compactos (ver também [15]).

Neste capitulo os resultados novos na literatura sao: Proposigao [4.1.4] Teorema
122 e Teorema [4.3.1]

4.1 Medidas excessivas e conformes

Comecaremos com uma versao do teorema de decomposicao de Riesz. Contudo,
antes, vamos definir medidas excessivas e medidas conformes, as quais farao parte das

hipoteses dos proximos resultados.

Definigao 4.1.1. Dizemos que uma medida p é A-excessiva se L*(pu) < A e A-conforme
se L*(u) = M. Além disso, uma medida conforme e nao-nula p é dita minimal, se
quando existir uma outra medida conforme v tal que v < u, entao ou v = 0 ou existe uma

constante o > 0 tal que v = apu.
Recordamos que p < v se u(A) < v(A) para todo elemento A da o-algebra B.

Proposicao 4.1.2 (Lemma 3.2 em [15]). Seja p uma medida 1/r-ezxcessiva para 0 < r <
R. Entao existe um unico par de medidas de Radon pgy e v tais que po € 1/r-conforme e

p = o+ G:(v) no sentido de que

[ tin= [ iwo+ [EipEane)

para qualquer f continua com suporte compacto. Além disso, v = —r=1L*(u).

28
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Demonstragao. A existéncia segue do Lema 3.2 em [15]. Agora, assuma que o+ G (v) =

fio + G:(). Aplicando r~*£* em ambos os lados, segue que

po+ G (v) —v = fio + G(v) —v.

Dai, v = 1. O
O teorema de decomposicao de Riesz tem as seguintes consequéncias importantes.

Lema 4.1.3. Suponha que p é 1/r-excessiva e que < G(v) para uma medida v tal que
Gi(v) € o-finita. Entao existe vy tal que pn = G(vp). Em particular, se yn € conforme,

entao p = 0.

Demonstracao. Pela proposigao anterior, p = o+ Gi(vp). Portanto, g < G(v) e o =0
ja que

po =17 (L") (o) < 77(L")(G(v)) = 0.
Entao pu = G (). O

Para uma familia de medida o-finita {u; : i € I}, defina uf(A) := infic; p;(A) e

/\,ui(A) = inf{z,uT(Bj) ; UBj:A,Bj EB}, para A € B.
j=1 j=1

iel -
Nos referimos a /\,.; 1;(A) como o infimo da familia {y; : 7 € I}.

Proposigao 4.1.4. O infimo de uma familia de medidas de Radon é uma medida de

Radon. Além disso, o infimo de uma familia de medidas A-excessivas € \-excessiva.

Demonstragdo. Comegamos mostrando que p := A,.; p; ¢ uma medida, para isso, pri-
meiro, observa-se que para uma particao de A € B em {A4; € B :i € N} que u(A) <
> 1(A;) por construcdo. Por outro lado, considere que para particoes {B; : j € N},

{Bj : k € N} de A em conjuntos Borel, tais que o segundo ¢ mais fino que o primeiro,

o0

S wl(By) < Y ul(By). (1)

j=1

Em particular, implica que p(A) > >, u(A;), como cada particao de A tem um refina-
mento que é mensuravel em relagao a o({A4; : i € N}), entdo p é o-aditiva, sendo assim,
uma medida. Além disso, como u(A) < p;(A) para todo i, u é o-finita. A propriedade
de Radon segue imediatamente de u(A) < p;(A) para todo i € I e A € B, isso prova a
primeira afirmacao.

Agora, suponha que f : X — [0,00) é uniformemente continua e limitada, que
A € B com p(A) < 0o e que € ¢ arbitrario. Aplicando ([4.1]), podemos supor que p(A) <
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> p'(B;) < u(A) + ¢, onde {B; : j € N} ¢ uma parti¢do de A em conjuntos de diametro

0. Se d ¢é escolhido suficientemente pequeno, a continuidade uniforme implica que

[ san = i IRCE i (jnt ) +) 3y < i [, st ctuta) +0

< inf/ fdu; + ep(A) + €.
iel J,
Como € ¢ arbitrario, segue que [, fdu < inf; [, fdu;. A afirmacéo restante segue facil-

mente disso. [

4.2 Medida reduzida

Seja 1 uma medida de Radon A-excessiva e R denotando a familia de medidas

de Radon, definamos a medida reduzida associada a p em A como

Ra(p) == N{veR: L) < \v,v|a > pla}

Notemos que pela proposi¢ao anterior, a medida reduzida associada a p em A é
uma medida de Radon, bem definida, A-excessiva. Além disso, se A = ¥ x K, para algum
K C G finito, entao G*(u]4) é bem definida, A-excessiva e G(u|4) > p|a. Em particular,
Ra(pn) < Gi(p|a). Assim, o Lema implica que existe vy tal que Ra(p) = G ()
e, como vy = Ra(u) — r ' L*(Ra(n)), o ¢ uma medida de Radon. Observa-se também
que Ra(p)|a = p|a por construgdo. Consequentemente, deixando K — G, obtém-se

imediatamente o seguinte.

Proposicao 4.2.1. Suponha que p € 1/r-excessiva, entao existe uma sequéncia crescente
de medida de Radon (v,), tal que, p(A) = lim,, o G:(vn)(A), para todo A € B.

Agora, suponha que A é mensuravel em relagao a particao em n-cilindros, para
algum n € N, entdo 14 é Lipschitz continua, em particular, L4(f) := L£(14f) atua em

fungoes continuas com suporte compacto. Além disso, considere

Gf = lAZrn(ﬁA)", JT:A = 1AZT"(£AC)".
n=0 n=0
Observa-se que essa escolha de A implica pela Proposicao que G e Fyu
atuam em funcgoes Lipschitz com suporte em ¥ 4 x K, para K C G finito, para 0 < r < R.
Em particular, as acdes de (GA)* e F3 em medidas o-finitas sdo bem definidas. Além

disso, fazendo uma analogia com a equagao [3.1], notemos que esses operadores sdo quase

iguais a G, (f|A).
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Teorema 4.2.2. Suponha que p é 1/r-excessiva e que A é mensurdvel, com respeito a
parti¢cao de n-cilindros, para alguns 0 < r < R en € N. Entdo a medida reduzida em A

¢ igual a Fi(p).

Demonstracao. Seja B := A°. Pela Proposigao existe uma sequéncia monotona de
medidas de Radon (v,), tal que, GX(v,,) — p. Além disso, decompondo orbitas em relagao

A primeira entrada em A, obtém-se G, = GZ + G, o F4, o que implica
FioGi(vn) = (G, — GF>*(Vn) < G (vn).

Tomando o limite, quando n — oo, obtemos F3 (1) ([w, g]) < u([w, g]) para qual-
quer conjunto de cilindros, e portanto F4(u) < p. Assim, por construgao, Fi(u)|a = p|a
dai pu|la < v|a o que implica que Fj(u) < Fi(v) globalmente. Assim, se Fj(u) ¢ 1/r-
excessiva, entdo Fji(u) = Ra(p).

Diante do exposto, resta mostrar que Fj(x) ¢ uma medida 1/r-excessiva. Por

aplicagao de iterados de L£*(1) < r~'u obtemos para uma funcao de teste h > 0 que

/lAhd,uZT/ﬁ(lAh)d,u:T/lAEA(h)du+T/1B£A(h)du

>r / 14L4(h)dp + 12 / 14LLA(h)dp + r* / 15LpL4(h)du

> / 14y MLy La(h)dp + / 15L%LA(R)dp.
k=0
Assim, por convergéncia monétona,

/1Ahd,u2 /].AZ?”H+1£%£A(}I)CZ/JJ.
n=0

Por outro lado,

TIAO£:1AZrn+1£%o(£B+EA):fA_lA_i_lAzrn—&-lc%O[’A’

n=0 n=0

o que implica

r/ﬁhd]—"jg(p,) - /hd]—";;(u) —/h—Zr”*lﬁ’fgﬁA(h) dp < /hdfi;(u),
A n=0

provando que Fj(u) ¢ 1/r-excessiva. O
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4.3 O principio da Dominacao

Como F%(p) é dominada por G£(p|a), segue do Lema que existe uma unica
v com Fi(pn) = Gi(va). Se p = Gi(v) para algum v, isso da origem a uma aplicagdo
v — vy, onde vy é referido como o balayée de v e pode ser construida explicitamente da

seguinte forma

Ra(f) =) r"(Lacl)"(Laf).

n=0
Na medida em que cada 6rbita com pelo menos uma visita a A pode ser decomposta em
relacao a tltima ou & primeira visita a A, segue-se que G, o F4 = R4 o G,. Portanto, o

balayée de v é dado por vy = R*%(v) como, para u = G*(v),
Ra() = Falw) = Fy 0 Gi(v) = G o Ry (1) = G (va).
Em particular, se v tem suporte em A, entao
va=TR4v)=vr.

Isso prova o seguinte resultado, conhecido como principio da dominacao.

Teorema 4.3.1. Assuma que A é mensurdvel com respeito a particao em n-cilindros para
alguns n € N e que v € uma medida de Radon finita cujo suporte estd contido em A tal

que G (v) € bem definido para 0 < r < R). Se pu é 1/r-excessiva e u|a > G:(v)|a, entao

1= Gr(v).



Capitulo 5

Desigualdade de Ancona-Gouezel-Lalley

para extensoes por grupos hiperbolicos

Neste capitulo, provaremos o Teorema da Desigualdade de Ancona-Gouézel-Lalley

para extensoes por grupos hiperbolicos.

5.1 A desigualdade de Ancona para funcoes de Green

O teorema abaixo é a desigualdade de Ancona para funcoes de Green, como em
[8] e [A].

Teorema 5.1.1. Se p é uma medida admissivel, com suporte finito e simétrica em um

grupo hiperbdlico nao elementar, entao satisfaz a desigualdade de Ancona.

Além disso, para G um grupo hiperbélico, Gouézel e Lalley mostraram que (ver
[8, 9]), se existem C' > 0 e p > 0 tal que, para todos os pontos ¢’,g,h,h’ € G, em que a
configuragao é aproximada por uma arvore, como mostrado abaixo (ver Figurap.1)), entao

para qualquer r € [1, R]

G.(g9,h)/G.(g', h)

— 1] < Ce ",
G.(g,1M)/G (g, 1) -

>n I h

Figura 5.1: Configuracao de ¢,¢’,h,h’ € G
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5.2 Desigualdade de Ancona para operadores de Green

Assim, nossa finalidade na presente secao é provar esses dois resultados, para as

extensoes por grupos hiperbolicos. Mas antes, iremos definir o seguinte objeto:

Definicao 5.2.1. Dizemos que a extensao por grupo T € simétrica se para qualquer g € G
LX) (z,id) < L"(X,-1)(x,id).
Agora, definiremos a seguinte aplicacao H, : Ho X Hie — Hioe dada por

H,(f1, f2) := G, (f2G,(f1))- (5.1)

Nota-se que, pelo Lema [3.2.2 a aplicacao H, estd bem definida.

Lema 5.2.2. Seja T uma extensdo por grupo transiente, topologicamente transitiva de
uma aplicagao Gibbs-Markov do tipo finito. Entao Hr(Xaf1,Xpf2) € Hi. para todo
f1 & Ha, f2 €H,.. ¢ A, BcCcd ﬁnitO.

Demonstra¢ao. Notemos que G, atua em H,,. pela Proposicao [3.2.1} Para r = R, pela
Proposicao implica que Gr(Xpf2) € Hi., portanto, como X4 f1Gr(Xpf2) € Hio
por finitude de A, outra aplicacao da Proposicao mostra que Hr(Xaf1,Xpf2) €
7-[loc' D

Lema 5.2.3. Suponha G um grupo hiperbolico e T uma extensao por grupo transiente,
topologicamente transitiva de uma aplicacao Gibbs-Markov do tipo finito, entao existe

C > 0 tal que, para qualquer k € N,

> Hp(Xia, Xy)(z,id) < C.

lg|=Fk

Demonstragio. Fixe r < R e escreva ug(r) = >, Hr(Xia, Xg)(2,id). Para k € N,
denotaremos Sj a esfera de raio k. Assim, para g; € S, e go € S; podemos definir
pelo Lema a seguinte aplicacdo (g1, g2) = g1hg2 € Upyi<i<kri+e5- Agora, defina
Chy = H.(Xiq, Xp)(2,1d), note que Cy, < o0, ja que, G, € H,. Seja 0 < ryp < r < R,

-~ Chnr .
entao 7=~ > 1. Assim,

h,rg
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H,(Xia, X,,) (2, id) H, (Xia, X,.,) (z, id)
Oh,’r

h’TO

< Hr(XidJX91)<x7id)Hr(Xidyx.lD)(x:id)

< sup
|h|<c “h,ro

< Hr(Xia, X, ) (2,1d) Hi(Xg, , Xgy1) (2, 91) Hr (Xgins Xging, ) (2, g1h)
< Hr (Xida Xglhgz)(x7 1d)

H,(Xia, Xy, ) (2, id) H, (Xig, Xa) (2, id) Hy (Xia, X, ) (2, id)

Seja 7, um segmento geodésico de id para p. Suponha que p = g1hgs € que g;
estd a uma distancia [ de 7,, também vamos supor que |[p| = s+t e |g1’1p‘ <[ +t. Pelo

fato de GG ser um grupo Gromov-hiperbolico e pela desigualdade triangular temos
sHI—-0<|g| <s+1

l+t—=0<|gi'p| <l+t=1+t—06<|hg| <I+t.

Assim,

91| + g2l < |p| = s+t
<lgi|l=l+0+t<|q| —1+5+|hgs| =1+
= |g1| + |g2| — 20 + 26 + c.

Tomando ¢ = § + §, temos [ < q1, entdo, g1 € B(,(k),q). Usando o mesmo
argumento para ¢z, temos go € B(7,(k), ¢2). Tomando ¢ = max{q:, ¢}, temos que cada

ponto tem ¢ pré-imagens sobre 1. Dai

up(Mu(r) = Y Ho(Xia, X, ) (2, 1d) H(Xia, X, ) (2, 1d)
gESK,g1ES]

<K Z Hr (Xid; Xgﬂzgz)('T? 1d)

91€5k,92€5;

= Z H, (X, Xw(ghgz))(xv id)
91€5k,92€5;
k-+l+c

<03 Y H(Xig, X,) (2 i)

i=k+Il peS;
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Para r < R, assuma que Y _- H,(Xiq,X,)(z,id) é finito. Em particular, a

geG
sequéncia uy(r) é soméavel (desk H, (X4, X,)(z,id) < oo) e atinge seu maximo M (r)
para algum indice ko(r). Usando a equagdo anterior para k = [ = ko(r), obtemos
M(r)*(r) < q(c+ 1)M(r) logo M(r) < C.

Portanto, para r < R, para cada k € N, tem-se Zw‘:k H,(Xiq, X,)(z,id) < C.
Nota-se que a constante C' nao depende de r, assim, segue o resultado desejado.

[]

Lema 5.2.4. Suponha G um grupo hiperbolico e T uma extensao por grupo transiente,
simétrica, topologicamente transitiva de uma aplicagao Gibbs-Markov do tipo finito. Entao
existe kg > 0 e e > 0 tal que, para cada k > ky, e para qualquer g,1, h € G em um segmento

geodésico (nessa ordem) com d(g,l) > k e d(l,h) > k, para todo x € ¥4 temos

Gr(X,|B(l, k))(z, h) < C2".
Demonstracio. Fixe € > 0 pequeno e defina N := e%*. De forma anéloga feita por
Gouézel em [8](ver Lema 2.6), a ideia da prova é construir N barreiras, que chamaremos
de By, ..., By, tal que, qualquer trajetéria do caminho aleatério indo de g para h fora de
B(l, k) tem que passar por B; em seguida por By e assim por diante. Vamos decompor
a trajetoria de acordo com a sua primeira visita a By,..., By. Tomemos A = B(l,k), e

para simplificar a notacio, vamos denotar G2(f) := G,(f]A). Assim,
G (X, ), h) = 3L (X, Lo T Lae o T (a, )

= Z ., (z)

weW>®:wg A,gk(w)=h

= > D, (7, (1)) Dy (2)

(uv):uvg A, gr(uv)=h,
hij () TLEB N =1, v] -1

=G/ (X G (X)) (, h)
=Gy (XBNGA - 1(XBN 1@
- G (X B, G (X)) - ) ()
< G (XpyGr( Xy, G (Xpy_y - XB1GT(X9))) ) (x, h).

A°UBS, AUBY _,

(XBN72

Gouézel em [§] (ver Lema 2.6, pag 899 a 901) constroi as barreiras By, ..., B, de
forma que, escrevendo By = {g} e By11 = {h}, tem para qualquer 1 <i < N +1

> 3 ([ exaan)

a€EB; 1 beB;

IA

L
4C
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onde C' ¢ uma constante. Defina o operador M; : Ho(B;—1) — Ha(B;) por
Mz(f) = XBiG'I’(XBi—lf)

onde f é tal que

< C, para todo x,y,h € G. Observe que

M;(M;1(Xg)) (2, h) = Xp,Gr(Xp,_, - Mi1(Xy)) (2, )
= XBz'GT (XBquT (X‘Bi72 ) XQ))(xv h)
Dai G2 (X,)(z,h) < My o My_y0---0My(X,). Mostraremos agora que

1
M;
1M < 5

Por Cauchy-Schwarz,

IM(f)ll; = (/ | Mi(f Idu) :Z(/XleB r(Xp, 1) d#|)2

beb; beB;

- ( > /. > roua <x>>fw<x,a>|du)
Z(Z sl [ 3 ota )

bwaw =b

Z(Z ||f|XaH/ (X m)

beB; a€B;_1

(;B: If xali) (GGBZIEB' ( /X b Gr(Xa)du)Q)

co 3 ([ s s

aeBi_l ,bEBi

IN
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D=

2
Entdo, | Mi(f)|| < C (zaemeEBi ( I, Gr(Xa)du> ) . Assim,

My -+ - My(Xy) < [[My - - Mo(Xy)]|

S|IMu || - [[My | - - - [[Mol| - [1X ]
1 N+1

< [ =

—\2C

< 27N

dai, G,(X,|A%)(z,h) < C27". Como querfamos.

5.2.1 Teorema A

Estamos agora em posicao de demonstrar um dos nossos principais resultados, a

generaliza¢ao dos Teoremas 2.3 e 2.9 em [8] e dos Teoremas 4.1, 4.3 e 4.6 em [9].

Teorema A (Desigualdade de Ancona-Gouézel-Lalley). Suponha G um grupo hiperbdlico
e T uma extensao por grupo transiente, simétrica, topologicamente transitiva de uma

aplicagao Gibbs-Markov do tipo finito. Entdo:

t . Dada uma constante D > 0, existe uma constante C' > 0 tal que, para cada
g,h € G, v € ¥4 e qualquer z € G tal que a distincia entre z e o segmento

geodésico [h, g| € menor que D er € [1, R], temos

it . Eziste C >0 e\ € (0,1) tal que, para qualquer r € [1, R], para qualquer x,y € ¥4
e para qualquer g,q',h,h’ € G em uma configuracao aproximada por uma drvore

como mostrado abaixo, temos

Gr<Xh> (‘Tv g)/GT(X‘h) (ya g/)
Gr(Xw) (2, 9)/Gr(Xn)(y,9')

— 1| < CON.

>n ; h

Figura 5.2: Configuragao de g,¢’,h,h' € G
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Demonstragao. Para provar a desigualdade de Ancona-Gouézel-Lalley para extensoes por
grupos hiperbdlicos, seguiremos as ideias usadas por Gouézel e Lalley para provar os
Teoremas 4.1, 4.3 ¢ 4.6 em [9]. Comegaremos provando o item (i), em que é necessério
verificar se a abordagem feita para a funcao de Green nao apresentara problema quando

generalizada para o operador de Green.

PARTE (I). Assuma que [g,h] é uma geodésica em G e que z € [g,h] \ {g,h} e defina
d := ds(g,h). Além disso, seja v : [0,d] — [g,h] referente & isometria obtida pela
identificagao das arestas com copias de [0, 1] tal que v(0) = g e v(d) = h. Nos agora
construiremos sequéncias finitas de t;,s; € [0,d] e bolas B; como segue abaixo. Para

comegar, defina sg = 0 e tg = d. Os s;,t; sdo entao construidos da seguinte forma (ver
Figura [5.3)).

1. Se t; — s; < 16 entdo, a indugdo para. De fato, a Figura [5.3] ilustra um possivel

ultimo passo na iteragao.

2. Set; —s; > 16 e d(v(s;),2) > d(y(ti), 2), entao s;11 = s; + (t; — 85)/4 e tiz1 = 1.
Como s;41 — s; = (t; — s;)/4 > 4, entdo, existe uma bola B;y; com centro em
¥((si,8i+1)) N G e raio em N tal que B;yq cobre v((s;, si+1)) até dois segmentos de

comprimento total no méximo 3.

3. Se tl —S8; > 16 e d(’Y(S»,Z) S d(’y(tz),Z), entao Si11 = §; € ti+1 = tz — (tl — Sl>/4
Como acima, existe uma bola B;1 com centro em y((t;11,t;)) NG e raio r; € N tal

que B, y1 cobre y((tiy1,t;)) até dois segmentos de comprimento total no maximo 3.

Agora, assumindo que a induc¢ao parou no passo n, é facil ver que sp < s5;--- <
Sp < tp <tipr-- <tg, t; —s; = (3/4)'d, e que (3/4)'d < 16 diam B;,; < 4(3/4)'d e que

a distancia entre duas bolas adjacentes ¢ no maximo 4.

B,
T

P(S)=y(5:.1) : V(tis1) y(t)

Figura 5.3: A construgao de B;i4

Suponha que f € H, e que estas trés bolas B;, Bj, B, estao nessa ordem, da
esquerda para direita, em relagdo a [g, h]. Agora, expandiremos Xz G, (fXp, ), de acordo

com a posi¢ao de B; em relagao a z, da seguinte forma:

XBiGT(XBjGT(fXBk)|B§) : B; a esquerda

X5,G,(Xp,G,(fXp,|BS) : Bjadireita
(5.4)

XBiG"'(fXBk) = XBzGT(fXBleJC) +
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Ou seja, no primeiro caso, separamos as Orbitas, comecando em By e terminando

em B;, em sua ultima visita a Bj, enquanto no segundo caso, em sua primeira visita a

Bj. Nesse momento, aplicamos essa expansao indutivamente da seguinte maneira: no

primeiro caso, aplicamos ([5.4) para Xp,G,(fXp,), em relacdo a B; entre By, By, ji no
* =~ * c

segundo caso em Xp, G, (f*Xp;), com relacio a By entre B; e Bj, com f* = G,(fXp,|B5).

Para obter uma expressao manipulavel, defina
G:Gra Gj :Gr(’Bj)a L](f) = GT(XBj f‘B]c)a Rj(f) = XBj Gr(f’B]C)

Além disso, para k < N assuma que ag(i) = 1,..., k(i = 1,...,k) sdo determinadas pela
ordem do B; ao longo da geodésica [g, h], no sentido de que B,, (i) € seguido pela By, (i11)

etc. e que £ é dado por By, () < 2 < Bg, (4,+1)- Definamos

B, = X{g} Loy - Lak(ék) oGo Rak(fiﬁ-l) T Rak(k)<X{h})’
Dy, = X{g} . Lak(l) s Lak(fk) o Gk:-H © Rak(fk-i-l) U Rak(k) (X{h})’
Do = Xy - Gi(Xny):

Na figura[5.4] orbitas tipicas relacionadas a D3 e a Ej sao ilustradas, ou seja, no
primeiro caso, a Orbita é interrompida na primeira visita a Bj, depois passa sem atingir
B4, para a ultima visita a Bs e, através da ultima visita, para By a ¢, enquanto, no
segundo caso, a oOrbita tem que passar por B4. Noés, mostramos agora, por indugao que:
XinGr(Xny) = Ei + S Dy Se k=1, entdo ay(1) =1 e £, € {0,1}. Em particular,

X{g} . Gl(XBl . G(X{h})) . El = 1
X{g} . G(X31 . Gl(X{h}>) . 51 =0

E1:

Consequentemente, X0 G, (Xxy) = E1+ Dy por (5.4). Para estender o resultado
para qualquer k£ < n, basta aplicar (5.4 para

XBawm (G <XBak(ek+1> ’ ) -G (XBawkm ' |Bak(€k+1)c>>

para mostrar que Ly = Eyyq + Dy, e, em particular, X G, (Xqny) = Ej + Zf;ol D; para
todos os k£ < n por inducao.

Agora, assumindo que u € B,,(s,) € v € Bq,(,+1), segue-se da é-hiperbolicidade
que a distancia do segmento geodésico [u,v] ao centro de Byi; é no maximo 6. Em
particular, h4 uma bola de raio By1/2 — (6 + 1) com centro em [u, v] NG que esta contido
em Byj.i. Segue-se agora do Lema e da construcao que

_Agg(%)k—wﬂ)

X{u}Gr(l[a,vHBEH) S X{u}GT(X{v”Bg_,_l) S 2_)\(3;@“)/27(6“) <9
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Figura 5.4: Orbitas tipicas para Ds (tracejado) e E, (pontilhado)

para qualquer a € W1, desde que (3/4)%d > 32(ng + 1+ d). Como du/du o 0 é afastado
uniformemente de zero, existe p € (0, 1) tal que G, (1)) (z,v) > p¥®¥) para todox € X 4.
Novamente, pela construcao e pela desigualdade triangular, temos que d(u,v) < |t5_1 —
sp_1| = d(3/4)*71. Portanto, existem o > 1, 8 > 1, tal que

c _pd(3/4)k k
X{U}Gr(l[avv”Bk—Fl) Sa g B/ X{u}GT(l[a,v])- (55)

—BAB/D* (3 /)

Agora, defina agqy == o e suponha que f > 0 satisfaca

sup{ D, (log f)(z,v) : z € ¥4} < logC.
Entao

X{u}Gr(X{u} f|B]f;+1) < Z sSup f(l’,l)) X{U}Gr(l[a,v”B}i_A,_l)

ae! z€[a,v]

< Z sup f(l',’U) ad,k’X{u}Gr(l[a,v]) < CadJcX{u}Gr(X{u} f)

aew? v€[a]
Pela propriedade Gibbs-Markov, temos que

k-1

k—1
Z D; = Z Z X{g} ’ Lai(l) ( o Lai(ﬁi) (X{U}GV (X{U}Rak(ei'f‘l) ( o (X{h})) |Bic+1)))
=1

=1 uEBai(Zi)’
v&Ba;(e;+1)

SQDZ > iXig - Lay (- Loy (X Cr Xy Rayeisn) (- X))

O proximo passo, depende do fato de que agy e ty, — s, sdo fungoes de (3/4)%d, que
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. . . k—1 .
permitem escolher M tal que ¢, — s, > M implica >, ag; < % Para k£ maximal, com
essa propriedade, também notemos que By, (s,) € Bq,(g,+1) estao contidos em uma bola
com centro z e raio t,_1 — Sp_1 + diam Bj_;. Dessa forma, como o raio é uniformemente

limitado por um multiplo de M, existe C' > 0 tal que
Xy XuyGr(Xpoy -+ G (X)) < Oy - - Xy G (X2 G (X oy -+ Gr(Xny)))

para todos os u € By, ) € v € By, (¢,+1)- Colocando essas estimativas juntas, obtemos:

k—1 k—1
1
X(Gr(Xppy) = By + ), Di < By + ) 0uphfi < By + 5 Xy Gr(Xpy)
=0 1=0

1
< > Xigr X Gr(Xpy - 6(Xw)) + 5 Xy 6 (Xny)

uEBak(Zk),veBak(5k+1)

1

<O Xy XwyGr(X (5 Gr(Xpy -+ Gr (X)) + X6 (Xny)
1

< CXGr (X1 Gr(Xiny)) + 5 X4y Gr(Xy).

Consequentemente, X;nG, (X)) < 20X (3G, (X236, (Xqpy)), provando
para z no segmento geodésico [g, h].

Assuma que a distancia entre z e o segmento geodésico [g, h| € menor que D. Em
particular, existe 2’ € [g, h] com d(z, 2’) < D e (5.3)), valendo em relagao a 2’. Além disso,
observa-se que {g : d(g, id) < D} é um conjunto finito, pois G ¢ finitamente gerado. Como
2712 € {g: d(g,id) < D}, uma aplica¢io do Lema[3.2.7 fornece um limite uniforme para

| lOg GT(XZ/GT(Xh>)($7 g)/Gr(XzGT(Xh))(l'a g)|

que implica que (5.3) é valido para uma constante diferente.

UMA EXTENSAO DA PARTE (I). Essa extensao sera necessaria para podermos deduzir o
item (ii) da desigualdade de Ancona. Para fazer isso, observa-se que a inducao depende de
, e é obtida através de uma decomposicao de 6rbitas. Portanto, desde que o conjunto
Q) contenha |, By, a equacao pode ser generalizada para

XBZGr(fXBk‘|Q) = XBiGT(fXBk|BJC’ 8 Q)+
Xp,G (X, G, (fXp, Q)| BN Q) : Bj esquerda de 2
X5,Gr (Xp, G (fXp, | BS NQ)Q) @ B; direita de z,
Com isso, temos que uma versao da indugao Ej + Zi.:ol D; é valida em relacao as

orbitas que nunca deixam 2. Além disso, essa generaliza¢ao nao causa nenhum problema

com a aplicagdo do Lema [5.2.4] ja que, as estimativas podem melhorar.



43

No entanto, a estimativa (??) depende da existéncia de uma 6rbita conectando u
e v, portanto, também é necesséario que {2 contenha uma M-vizinhanca do casco convexo
de |J, Bk, com M, dependendo da transitividade topologica de T'. Isto &, M deve ser
escolhido de forma que, para qualquer a € W, u € By, v € By, exista x € [a] e n € N tal
que a geodésica de u a v esteja contida em {ux’(x) : 0 < j < n}, a 6rbita {ux’(z) : 0 <
j<n}CQelogn < d(u,v). A medida que as afirmacdes restantes seguem literalmente,
obteremos a seguinte versao relativa do item (i), adicionando a estimativa trivial, desde

que €2 contenha a M-vizinhanca do casco convexo de | J,, By.

G (X6, (XilQ) [©) (2, 9) < G (Xn|Q)(2,9) < CG, (X6, (X4[Q) Q) (z,9).  (5.6)

PARTE (II). A adaptacao dos argumentos em [9], para provarmos o item (ii), depende da
teoria do potencial de medidas conformes e excessivas, a qual foi desenvolvida no Capitulo
[] deste trabalho.

Desse modo, nos referimos a uma medida de Radon m como \-excessiva ou ex-
cessiva, se L*(m) < Am, isto é L*(m) é absolutamente continua em relagdo a m e
dL*(m)/dm < X. Além disso, dizemos que m é conforme em B, se L*(m)|g = Am|p.

Comecemos com um argumento da geometria. Para ,n € G, vamos escolher
k € N tal que

D :=d(&,n)/k > 2max{d(id, k(z)) : z € X 4}.

Para 1 < j <k, seja z; € G, o ponto mais préoximo do arco geodésico de { para 1 com
(2j- &)y > 3D+ D/2 e o conjunto

Q;:={heG:(h-§,>jD}, Aj:={heQ;:(h-£),<D/2+jD}.

Observa-se que €; D Q,4; e para h € ();, a geodésica de h para n passa por B(z;,6),
pela propriedade triangulo fino. Para h € €; e g € Qf, decorre da construgao que
(h-&)y, > (g-&),. Por aproximacao, por uma arvore, a geodésica de h a g deve passar por
B(z;,49). Se, além disso, h € €11, decorre da escolha de D que qualquer 6rbita de h a
g deve passar por A;, digamos em z. Por uma aproximacao adicional, por uma arvore,
também a geodésica de h a z visita B(z;,40).

Esta construgao geométrica, agora permite deduzir as seguintes estimativas. De-

compondo orbitas em relagao a ultima visita a A;, segue de (5.5)) e uma extensao do
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Lema m para G, (-|€2;) que existe ¢ > 1 tal que, para qualquer w € X4,

X,Gr (Xnl0) = Xy Y Gr(X.Gr(Xal0) [\ A)

ZGA]'
= CilXQ Z GT(XZGT(XZjGT<Xh|Qj)|Qj)|Qj \Aj)
ZGA]'
= CiQGr(Xh|Qj)(wa zj) -+ Xy Z G (X6 (X 1927) 125\ Ay)

ZGAJ'

= G, (Xn|Q2))(w, 25) - X,Gr (X [82),

Agora assuma que, para algum 1 < j < k, m é uma medida de Radon, 1/r-conforme e

nao trivial em Xgq, tal que m (ﬂff:o T‘”(XQj)) = 0. Em particular, temos que

k—1
A = T_k(Xaj)ﬂ ﬂT_n(XQj)a k=1,2,...
n=0

¢ uma parti¢ao de {); até um conjunto de medida zero, entao, para h € Xq_,,,

m(Xp) =Y : X,dm = Z/Xg;r’f—lz(XQjc(...g(xh)...))dm

ci2

1
-2 / Xo: G (Xl )dm = G, (X10) (1w, 2) [ Xy G (X, I0)dm
= G (X)) (w, 25) - m(X)).

Tomando h = &, segue-se que m(X,,) = ¢m(X¢)/G,(X¢|Q;)(w, z;), entdo, para v;

definida da seguinte maneira

e ot G (@, 7))
J s G, (Xel) (. )

para qualquer h € Xgq_, ,, temos que

c*m(X,) < m(Xe)v; (Xp) < Am(Xy). (5.7)

Nota-se que (??7) detém apenas em média, ou seja, X, C Xq.,, como na maioria
) ) h

j+1

dos casos, m e v; nao sao singulares, com respeito uma para a outra. Para aplicar (?7),
. o . p —1

também para m = v;_;, verifica-se que v; é 1/r-conforme em (7 (€2;) N Q) \ {(w, z;)} D

Qji1 e

G L)1) =~ (G (F12) ~ 1) + Gy (Kas£()I) — Xes £(1),
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e que, por construgao, v; (ﬂzozo T(Xg, +1)) = 0. Vale ressaltar que essas duas proprieda-
des serdo necessarias para o limite inferior de (p; —)(X},), o qual obteremos logo abaixo,
enquanto o limite superior é independente disso.

Apos essas colocagoes, estamos agora, em posi¢ao de provar o item (ii). Para
fazer isso, tomemos « := 1 — ¢, x1,25 € ¥ e g1,92 € 5, seja puy, juo, v referentes as

medidas de Radon, definidas por

L Gr(f)(37z‘,gi) o — j—1
wi(f) = (X (g V= jzloz v;.

Aplicando, indutivamente (??) para m = p, para a estimativa de cima e m = v; para a

estimativa abaixo, segue-se que, considerando h € €,

k—1 k-1
(i — v)(Xp) = (pi — 11)(Xn) — Z o/ (X)) < a <Mz’(Xh) - Z Oéj_2Vj(Xh)>

S Oék_llj“i<Xh>’

(s = )(Xn) = (s — ) (Xn) = S ad15(X,) > @ <u1<xh> ~Y i, <Xh>>

Jj=2 Jj=2

> oy 1(Xp) > 0.

Além disso, observa-se que (?77?) implica também que p;(Xy) < pe(Xy), entao,

p(Xn) ‘ _ ‘Ml(Xh) — pa(Xn) | _ )(Ml —v)(Xa) + (2 — v)(X4)
pr2(Xrn) pr2(Xn) p12(Xr)
je1 1 (X)) + p2(Xa) re1 H2(Xn) + pa(Xa) K
) Xy

Usando o resultado anterior para h e h’ obtemos

pa(Xn)  p2(Xw) 1‘ _ ‘(Nl(xh) _ 1) Ho(Xw) | pa(Xw) 1‘

p2(Xn)  pa (Xir) f12(Xp) i (Xnr) i (X)
po(Xw) |1 (Xn) pa(Xp) o
= pa (Xnr) ‘M(Xh) 1' " pa (Xnr) 1‘ s

Assim, segue o item (ii) do teorema para \ := o!/P.



Capitulo 6
A geometrizacao da fronteira de Martin

Neste capitulo trabalharemos com uma extensao por grupo um hiperbolico (X, T)
de um subshift do tipo finito (X4, ), onde X =¥, x G.

No presente capitulo, o Teorema [A] tem implicagoes imediatas para uma teoria
de fronteira de extensoes por grupos, uma vez que, indica o que podemos tomar como
nogao canodnica da fronteira de Martin, por meio de uma geometrizagao. Ja a segunda
estimativa do Teorema [A] permite obter uma geometriza¢ao por uma equivaléncia Holder

da fronteira de Martin, com a fronteira visual de G.

6.1 Fronteira de Martin

A proxima defini¢ao seré inspirada na construcao classica da fronteira de Martin,
a qual da origem a uma extensao continua dos operadores de Green. Assumindo que T é

transiente, para h € G e r < R definamos a funcao

G (Xn)(2,9)

RKoh,): Bax G =R, (2.9)= & @ 0)

para cada h € GG, a fun¢ao definida é limitada pelo Lema|3.2.7] Definamos agora o seguinte

conjunto
M, :={(z,9) € 24 x G : ["(x)] = 00 e lim K,.(h,T"(x,g)) existe para todo h € G}.
n—oo

Estabeleceremos a seguinte relagao de equivaléncia em M,., dizemos que (z,g) é
equivalente a (Z, §) no sentido de Martin, e escrevemos (x, g) ~ (Z, g), se, e somente se,
lim,, o0 K. (h, T™(x, g)) = lim,, o K,.(h, T"(Z, §)) para todo h € G.

Em analogia a teoria conhecida de caminhos aleatorios, tomando como base os
trabalhos de [19] referirmos-nos M, := M,/ ~ como a fronteira de Martin da extensao
por grupo (X,T). Como consequéncia do Teorema 7 obteremos a proposicao abaixo, a

qual estabelece uma importante relacao entre 0G e M,.

46
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Proposicao 6.1.1. Sejam G um grupo hiperbolico, T uma extensao por grupo transiente,
simétrica,topologicamente transitiva de uma aplicacao Gibbs-Markov do tipo finito. Para

r < R, temos que

i . Se(x,9) € LaxG tal que (gk*(x)) € uma sequéncia de Gromov entao, (z,g) € M,..
Além disso, para (%,9) € ¥ x G tal que (gs*(z)) ~ (§*(%)), no sentido Gromov,

entio (z,q) ~ (Z,g), no sentido de Martin.

it . Para cada sequéncia (g,) Gromov, existe x € X4 tal que (K" (x)) e (gn) convergem

para o mesmo limite no infinito.

Demonstragao. Para provar o item (i), nota-se que, para h € G e N suficientemente
grande, o item (ii) do Teorema ¢ aplicado a id, h, gx*(z) e gxk'(z) para k,l > N. Além

disso, o n da configuragao aproximada por uma arvore, pode ser escrito como

n =

((gr"(2) - gr'(2))ia + (95" (2) - g’ (@) — d(h,id)) . (6.1)

DO | —

Como (gr*(z) - gr!(x)) — oo para k,l — oo segue que

G (Xn) o T*(x,9) Gr(Xia) 0 T'(2, g)
Gr(Xia) 0 TH(x,9)  Gr(Xp) 0 T' (2, 9)

-1 — 0.

Portanto, podemos concluir que log K, (h, T%(z, g)) ¢ Cauchy, para todo r < R.
Dai lim K, (h, T*(z, g)) existe. Portanto, (x,g) € M,.

Assim, para provarmos a segunda parte do item (i), suponhamos que (gx*(z)) ~
(gkk (7)) e substituindo gk'(z) por gr¥(Z) em (?7), com isso, obteremos:

lim K, (h, T"(z,g)) = lim K,(h,T"(%,§))

n—oo n—oo

para todo h € G. Sendo assim, (z,g) ~ (&, §) no sentido de Martin.
A afirmagao (ii) decorre do fato de que a transitividade de T permite construir
x € ¥4, tal que (K™(x)) permanece uniformemente proximo ao arco geodésico por partes,

com vértices (g,). Dessa forma, (k"(x)) e (g,) converge para o mesmo limite no infinito.
0

Como resultado imediato da proposicao anterior, temos a seguinte aplicacao
Y :0G — M, n— {(:L',g) e M, : le gr™(x) :7]} /.

que esta bem definida.
Para analisar as propriedades topologicas de 1, comecemos com a construcao de

uma métrica, compativel com a compactificacao de Martin de ¥4 x G. No entanto,
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para obter Holder continuidade, verifica-se que precisamos fazer uma pequena modi-
ficagao na definicao classica, tomando logaritmo da seguinte forma: Pelo Lema [3.2.7]

| log K,.(h, -)||oo < 00, portanto, existe {c, > 0: h € G} tal que

A((2,9), (7,3) == cn[log Kp(h, (x,9)) — log K, (h, (£, 7))] < 1
heG

para todo (x,9), (Z,9) € ¥4 X G. Além disso, para (z,9), (%, §) € M,, definamos

d”l\‘/Iartin(('r7g)7 (i'7 g)) = nl]'_{lg'o AT(TR(I79)7T7L(’%’§))
Lema 6.1.2. A funcao d,,,,,.. € uma métrica em M,.

Demonstragao. Seja (w,g),(w,q), (y,h) € M,, supondo que (w,g) ~ (@, 7), entdo, para

e > 0, existe um subconjunto finito K C G tal que
> enlllogKp(h, -)lo < €.
hg K
Além disso, como K é finito e (w,g) ~ (@, g), existe N tal que,

€

|1Og Kr(hv Tn(wa g)) - 1OgKT’(h7 Tn((:}? g)>>| <
| K cn

para cada n > N. Consequentemente,

| Darin (@5, 9); (4, 1)) = 5 (@, 9), (5, 1))

< sup {Z cn |log Ky (h, T"(w, g)) — log K..(h, T"(0, 9)))]

nzN ek

+ Z cn log K, (h, T"(w, g)) — log K,.(h, T"(d},g)))]} < 2e.
h¢ K

T
Martin

Disso, d},. .. ((w, 9), (y, h)) = df

Y Nawin (@0, 9), (y, h)), como df, ¢é simétrica, segue que d

Martin

¢ bem definida em M,., sendo as outras afirmacoes imediatas. O

No intuito de mostrarmos que 1 € invertivel, vamos usar as ideias de Ancona e
de Schwartz, em [3, [I5]. Observe que, para w € M, e (x,g), na classe de equivaléncia de

w, pode-se definir a aplicacao

K,:GxM, =R, (hw)— limK,.(h,T"(x,g))

n—oo

que estda bem definida e estende a definicao de K,. Contudo, em contraste com a con-
figuracdo de cadeias de Markov, a funcao h — K,.(h,w) nao esté relacionada para uma

funcao r-harmoénica. No entanto, assumindo a transiéncia, a definicao de K., se estende
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para H,. X X, onde X := X U M,, para r < R (veja Prop. 3.2.6). Em particular, como

h é identificado com Xj,, pode-se mostrar que
1
K. (L(Xp),w) = ;KT(Xh,w) (6.2)

De fato,

G(L(X4p)) o T (2, 9)
G(Xiq) o T(x,9)

(Xieo MM LH(L(X))) 0 T" (2, g)

Kr(ﬁ(Xh)7w) = hgn KT(E(Xh)aTn(xag)) = llTILIl

=TT e X o (e, g)
i (R LM (X)) 0 T (2, g)
z G(Xa) 0 T"(x, g)
o e L (X)) 0 T (2, 9)
z G(Xia) 0 T"(x, 9)
et (Xm0 _£m< n) oIz, g9) XpoT™(z,g)
- G(Xiq) o T"(x,9) ;G( Xiq) o T™(x, g)

)
(

1 G(Xh)OTn( x,q ) XhOTn<x g) )
q9) G(de) oTm(x,g)

6.2 Teorema B

Na secao anterior, mostramos que qualquer elemento na fronteira visual define
um elemento na fronteira de Martin. Ja o préximo Teorema, dar-nos-a diregao inversa,
uma vez que mostraremos que qualquer ponto na fronteira de Martin define uma medida
conforme e minimal, sendo que essa medida determina um tinico ponto na fronteira visual.

Com isso, conseguiremos uma identificacao entre essas fronteiras.

Teorema B. Suponha que G é um grupo hiperbolico, T uma extensao por grupo transi-
ente, simétrica, topologicamente transitiva de uma aplica¢ao Gibbs-Markov do tipo finito.

Entao temos

i. Sew € M, e (x,g) € um elemento da classe de equivaléncia de w e f € H,,.,

f =0 com suporte compacto, entao

poo(f) =T K (f, T (2, 9)),
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existe e define uma medida 1/r-conforme e minimal. Além disso, qualquer medida

1/r-conforme e minimal € obtida dessa maneira.

it . Para cada medida conforme u, existe uma unica medida finita v em 0G tal que

dp = du,dv(o), isto €, para cada f € H,,,

p(f)= | K.(f 0)dv(o).

oG
Wi . Se & # o, entdo lim,_, j1,(X,) = oo e lim,,, us(X,) = 0. Em particular,
H& 7é Mo -
w . Sed # o, entio g — log 1,(X,)/1s(Xy) estende-se a uma funcao continua em

G\ {6,0}, onde G := GUOIG . Além disso, se g,h € G e 0,6 € OG estio em

configuragao, como na figura[5.3, entio, com C; X\ como no Teorema [A]

‘MU(XQ) 16(Xa)

— 1| <O\~
M&(Xg) MU(Xh) ‘ n

v . O operador G, (X,) converge para 0 uniformemente e exponencialmente rdpido,
15to €

limsup max {/G, (X,) (y,7) < 1.

n—oo YEL,|Y|=n

Demonstracao. Para melhor compreensao, dividiremos a prova deste teorema em alguns
passos, com a seguinte estratégia: Comecaremos com a construcao de um ponto de acu-
mulagao de u,(f) = K,.(f,T"(z,g)), em relagdo a um determinado = (Passo 1), e entao
aplicaremos a desigualdade de Ancona-Gouézel-Lalley, para identificar uma regiao, onde
a medida limite é comparéavel a uma medida reduzida para uma dada medida conforme
(passo 2). Dessa descrigao, concluimos que o ponto de acumulagao é minimo (Passo 3)
e, portanto, anico, o que implica convergéncia para cada (z,g) na classe de equivaléncia
de w (Passo 4). Uma aplica¢do do argumento no Passo 3, permite entao, provar os itens
(iii-v) do teorema (Passos 5 e 6). Ja na etapa 7, mostraremos como deduzir a afirmacao
restante do trabalho de Schwartz, em [15].

PAsso 1: MEDIDA LIMITE. Suponha que o € 9G e que existe x € ¥4 como na proposi-
¢ao ou seja, existe uma subsequéncia (ny) tal que k™ (x) — o e k™ (z) fica dentro
de uma distancia limitada, do segmento geodésico [id, o].

Para construir a medida limite, observa-se que i, (f) define uma medida para
cada k € N, e, além disso, lim u,(X,) = K,.(X,,w) para todo h € G.

Assim, por compacidade de ¥4 x {h} e por um argumento diagonal, existe uma
subsequéncia adicional, também denotada por (ny), tal que, p := limy pu,, converge fra-

camente, em conjuntos compactos. Além disso, (??) implica que u é conforme, uma vez
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que

/fdc* /5 FdK, (-, w)

K. (L(f) w) = -K.(f,w)
- % / deA-,w)

Em particular, resulta da distorcao limitada que, para cada w € W™,

p([w, h]) < @pr " Xpw,, ) = Pur ™" li1£n K, (Xp, T"(z, g)). (6.3)

PASSO 2: MEDIDA REDUZIDA E DESIGUALDADE DE ANCONA-GOURZEL-LALLEY. Ini-
cialmente, fixe g € G. Por constru¢do ™ (x) — o e £ (z) fica dentro de uma distancia
limitada, do segmento geodésico [id, o]. Entao, existe K tal que ™ (z) fica dentro de uma
distancia limitada do segmento geodésico [g, o] para qualquer k > K. Consequentemente,
do Teorema [A| é aplicavel a g, k" (z), k™ (x) para K < k < [. Agora dividindo (5.3)
por G, (Xiq)(T™(x,id)) e aplicando o Lema [3.2.7 para qualquer y € X4, obtemos:

= lim (o = lim G, (X9> <Tnl (x’id))
HXy) = fum Ke X T(r.9)) = I & R (T, 30)

- G, (X nk(x)Gr(X )) (T™(x,id))
= lim /Xﬁ k(a:
I—00 G, (Xiq) (T™(x,id))

)

= G, (Xy) (y, 5™ (@) p (X () - (6.4)

X, )dy

Seja h = k™ (), como y é arbitrario, integrando com relacao a v(X,) v|x, para

alguma medida v temos,

u%,) = B3 [ 6 X vk, = B2 @0k ), (6.5)

7:

Agora, assumindo, que a € W, entao, pelo Teorema m

G (v|{an)(Xg) = Rian) (G (v]an))(Xy).

Além disso, se v for uma medida conforme, entao, pelo Teorema [4.2.2] a me-

dida reduzida é obtida aplicando o operador F . ou seja, Rion(Gy(V]jan))(Xy) =
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Flan(Gr(v]ian))(X,), portanto

Gy (V]jan)(Xg) = Rian) (G (Van))(Xg) = Flon © Gr(v]jan)(Xy)
= / a1 Gr (Lja, 0 Fia,n (X)) dv

< sup Gp(Lan)(2) sup Flan(Xg)(2)v(la; h])

z€[a,h] z€[a,h]

()

<C, sup G l[a h] /]:[ah
z€la,h)

1)

= Cp sup Gy (1igiq)(2) Riam (V) (Xy) < R () (Xy),

z€[a,id]

onde (1) segue da distorgao limitada de ¢ e (1) do fato de ¢(z, g) ndo depender da segunda

coordenada. Em particular, por construgao de Fx,,

(V) (Xg) = D Grvlum)(Xy) < Y Fu()(Xy) < Fi, (0)(Xy) = R, ()(X,).

aeWwl aewl

Consequentemente, Ry, (v)(X,) =< G}(v|x,)(X,). Nesse sentido, combinando

esse fato e a estimativa ([6.3) obteremos p(X,) < ’:E;:;Rxh(u)(XQ), como v é uma medida

conforme qualquer, podemos substituir v por p na equivaléncia anterior e obteremos duas

equivaléncias

1(Xp)
(Xh) RXh( )(Xg) < I/(Xh)

Ry, (1)(Xg) = p(Xy) =

desde que h seja suficientemente proximo de [g, o).

Agora, supondo que w € W" paracadan € Ne g € GG, decorre da conformalidade,
como em que v([w,g]) < @ "V(Xgmw) ). No entanto, pela escolha de z, existe
K(g,w) € N, tal que, h = k"™ () esté suficientimente proximo de (gk™(w), o), para todo
k> K(g,w). Isso prova que

p(lw, h]) < v([w,h]) Yk = K(g,w). (6.7)

PAsSsO 3: MINIMALIDADE. Provaremos que g é minimal, para isso, assuma que ha uma
medida v, conforme, tal que, v < u. Dessa forma, mostremos que existe a > 0, tal que,
v > au. Definamos b := ess inf dv/dp e a := ess sup d(v — bu)/du. Se a = 0 entao
v = bu, assim, segue o resultado. Se a > 0, considere vy := —(v — bu), logo
a
dvi 1 dv dvi 1

d
ess inf o = a(ess inf - b) =0, ess sup — 0 a(ess sup ﬁ —b) = 1.
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Definamos agora v = u — vy, usando as igualdades acima, obteremos:

dvs
ess mfd—jj =0 e ess sup d: =1

dvy
Entéo, para cada € > 0, o conjunto A := {z; di( z) < €} é de p-medida positiva.

Como g é o-finita, existe um conjunto 2 de medida finita tal que p(A N Q) > 0. Dessa
forma, pelo teorema de extensao de medidas de Caratheodory, existem para qualquer
§ > 0 cilindros [wy, h], ..., [wy, hi] € Bs := U [w;, hy] tal que u(ANQAB;) = §. Nota-se
que u(Bs\ A) < d e pu(A) — u(AN B) < §. Desse modo,

% < e o uBs\ A1 —¢) < (AN By)

p(Bs\ A) <

(AN Bs)

Escolhendo 6 — 0, teremos u(Bs \ A) — 0 e

— 1. Assim, para todo
e >0,

p(Bs \ A) < p(A)

para d suficientemente pequeno. Portanto, para essa escolha de

— €

1(Bs \ A)
p(Bs \ A) + (AN Bs)

< ¢ para todo € > 0.

Utilizando as estimativas (6.4]) e (6.5)) obteremos:

Vo (Xn"k (r))

125) (Bg) >
N(XK”'@ (x))

Portanto,

Vo (X (z)) vo(Bs) 1/2(35 NA)  1(Bs\A)

WKoen) S WB) B T ()
< VQ(B(s N A) 1/2(35 \ A)
B ,u(35 N A) LL(B(S \ A) + M(Bg N A)
vo(Bs 1 A) u(Bs\ A) .
= B A) " uB\A) +u(BnA) ST
Assim,
lim sup —VQ(XK% (I)) =0=lim sup(u(Xan(x)) _a (Xﬁnk(x))) =0.

koo (X (2) koo (X)) U Kri (@)
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Xn” T Xn" .
élimsup(l-M)zQ: lim V1 (X (2))

PNk @)) .

Agora, usando a estimativa (6.4)) para vy e passando o limite

XN” T
v (B) > lim (M

koroo (X (o)) Ju(B) = v1(B) > u(B).

Usando novamente o argumento de aproximacao por cilindros, e levando em con-

sideracao o fato de v; = —(v — bu), obteremos v > ap. Logo p é minimal.
a

PASSO 4: EXISTENCIA DO LIMITE. Suponha que p e i sejam pontos de acumulagao
das subsequéncias ji,, € ftm, respectivamente. Entao p(X,) = fi(X,). Dessa forma, pela
equacao , i = . Dali, existe ¢ > 0 tal que p > cp. Mas p é minimal, entao existe
a > 0 tal que g = ap. Como u(X,) = u(X,) entdo a = 1, portanto u = p. Portanto,
toda subsequéncia de p,, possui uma subsubsequéncia convergindo para o mesmo ponto.
Assim, existe o limite de p,(f), ou seja, existe o limite de p,(f) e define uma medida
1/r-conforme e minimal. Dai, cada w € M, determina uma medida 1/r-conforme e

minimal.

PASsO 5: UNICIDADE. Supondo que ,(X,) =< ps(X,) em relagdo a uma constante que
é independente de g € (G, além disso, assumindo que h e h sao elementos da geodésica de
o para &, escolhendo h e h suficientemente distantes um do outro, segue-se que para cada
g € G, ou h esta suficientemente perto de [g,0) ou h esta suficientemente perto de lg,0).

Entao, por (6.4 aplicado simultaneamente a pi, € g,
fo(Xg) = p15(Xyg) < Ry, (1o)(Xg) + Rx; (115)(Xg) =: v(X,). (6.8)

Além disso, como v é uma medida excessiva, mas nao conforme, segue para w € W" que

v([w,g]) = /1[w7g]dV > T”/l[wmd(ﬁ")*(w =T”/ﬁn(l[w,gﬂd’/XT”%V(T”([M,QD)-

Repetindo o argumento para uma colegao finita de palavras disjuntas (u;), conti-
das em 6" ([w]), tal que, x*!(u;) =id e |J, 0" ([u;]) = 4,

v([w, g1) > r"eu(T"(lw, g1) 2 "w Y v([ui, g&"(w)))

i

Portanto, combinando essa estimativa com ([6.1]) e com , existe C' > 0 tal que
to([w, g]) < Cv([w,g]), para todo w € W, n € Ne g € G, entdo, u, < Cv. Contudo,

como v é um potencial, isto é, pode ser escrito como v = G*(m), a decomposi¢ao de Riesz
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implica que pu, = 0, que é uma contradicao.

PASSO 6: LIMITE DE ,(X,), G,(X,) E p,(X,)/15(X,). Como acima, supondo que o e
& sejam em G, e que h e h sejam elementos da geodésica de o para & por (6.4)),

1o (X) 1o (Xy) fo (Xn)
1o(Xi) S 1e(Xy) S e (X

para todos os g, tais que, os raios geodésicos [g, o) e [g, ) estao suficientemente proximos
de h e h, respectivamente. Isso é ilustrado na figura 6.1 para o caso de G atuando
isometricamente no disco de Poincaré. Na figura, a parte cinza representa os possiveis

locais de g.

Qu

Figura 6.1: As posicoes de 0,5 e h, h.

Além disso, para v, tal que, [y,d) passa suficientemente perto de h, o mesmo
argumento mostra que p(Xy)/ s (Xg) > o (Xp)/ 116 (Xp).

Como p,(X,) =< pusz(X,) para v em uma subsequéncia convergindo para ¢ impli-
caria que i, = fi5, temos que lim,_,, p,(X,)/p15(X,) = 0o0. Repetindo o argumento para

4 — &, obtém-se isto

0

Y—G a')(~ 0')(~ O’X O'X o'X
g0 be(X5) ol h)<<u(Xg)<<u( h)<<u(X

1e(X5)  pe(Xp) T pe(Xy) T ps(Xn) T pa

Se, além disso, g for um elemento da geodésica de o para &, entao (6.2) e a

simetria vao implica em

pe(X5) _ Gy (Xy) (1,7) " p1o(Xy) 2 Mo (Xy)
Mfr(Xv) TG, (Xv) (Y, 9) N&(Xg) N&(Xg).

Entdo, G, (X,) (y,v) — 0, quando v — o e, pela compacidade de G, G, (X,) (v,7) —

= Gr (Xg> (ya 7)

0 uniformemente, quando |y| — oo. Portanto, uma aplicagao adicional da parte (i) do

Teorema [A] implica que a convergéncia é exponencial, ou seja,
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limsup max /G, (X,)(y,7) <1.
yeX,|yl=n

n—oo

Além disso, por temos que lim,_,, i1,(X,) = 00 e lim,,, 15(X,) = 0 se ¢ # o.
Para analisar o comportamento de p,(X,)/1s(X,), para g distante da geodésica de o
para &, fixe g, — goo € 0G \ {0,5}. Entao a parte (ii) do Teorema [A| implica, como na
proposi¢ao [6.1.1], que log(uo (X, )/1s(X,,)) ¢ uma sequéncia de Cauchy, e que a fungao
g — log(us(X,)/1s(X,)) se estende continuamente para G \ {o,5}, sendo a afirmagao
restante, um corolario imediato da parte (ii) do Teorema [A]
PAsso 7: REPRESENTACAO DA INTEGRAL. Agora, assumindo que g é uma me-
dida conforme e minimal, segue-se do corolario 3.9, em [I5], que p pode ser representada
por [ fdp = K, (f,w), para algum ¢ > 0 e w € M,. Tomemos (z,g9) € X4 x G, tal
que, T"(z,g9) — w,n — oo em M,. Além disso, vamos tomar ¢ € JG um ponto de
acumulacao de (gr"(x)). Logo, pela primeira afirmagao em (i), p = cp,. Em particular,
O0G pode ser identificada com o conjunto de medidas conformes minimais, o que prova a
segunda afirmagao em (i). A representacao da medida conforme arbitraria é um corolario
do Teorema 3.12 em [I5].

O

6.3 Equivaléncia entre a Fronteira de Martin e a Fron-

teira visual

r
Martin

Nesta secao, provaremos que a aplicagao ¢ : (0G,dm) — (M, d ) € um
homeomorfismo e que v e ¢! sao Holder continuas. Assim, para vermos que v ¢ uma
bije¢ao, basta assumir que z € M, e definir m,(Xy) = lim, o, K.(h,7"(z)). Segue,
como na prova do item (i) do Teorema [B] que m, se estende a uma medida conforme
e minimal. Portanto, existe ¢ € OG tunico, tal que, u, = m., o que prova o seguinte

corolério:
Corolario 6.3.1. A aplicacao ¢ : 0G — M, € uma bijecao.

Agora, ja estamos em condigoes de provar que a aplicacdo ¥ : (G, d ) —
(M., d,. ...) € um homeomorfismo. Mas, antes, observe que os Teoremas |A| e |B| nos

permitem obter informacoes e estimativas para |log K,.(h,.)| e |log K, (h, ) —log K, (h, --)|.

Isso da origem a seguinte definigao de ¢, para h € G e A\, como no Teorema [A]

A2lAl
Cp, -

" #{g € Gyl = |l} log G, (Xp) (w,id)| (6.9)

Além disso, observa-se que a sequéncia (log#{g € G : |g| = n}) é subaditiva, o
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que implica que existe a seguinte taxa de crescimento exponencial b

b= lim /4 {g€ G gl =n}.

Teorema C. Supondo que G € um grupo hiperbolico, T uma extensao por grupo transi-
ente, simétrica, topologicamente transitiva de uma aplicacao Gibbs-Markov do tipo finito,
@ simétrica e que r < R, entao ¢ : (0G,diwa) — (M., d',,.,..) € um homeomorfismo e,

se ¢, na defini¢ao de d',, .. € definido como (77), entdao

Qoisnar(0,5) < 3y, (0(0), () < dypsua0, ),

bara o = log )\/ log )\'uisual; ﬂ = (2 log )\ - lOg(b + 6))/10g )\’Uisual para um € > O a’rbitrd’r’io'

Em particular, ¢ e 1~ sao Holder continuas com expoentes o e 1/[3, respectivamente.

Demonstracao. Para deduzir a Holder continuidade, comeg¢amos com uma descricao geo-
métrica da métrica visual. Supondo que 0,5 € JG, pela proposi¢ao [6.1.1], existem x, T €
Y4, tal que, lim k™ (z) = 0 e lim k™(Z) = 6. Além disso, das estimativas feitas no Capitulo
2 para a métrica visual, decorre que

i (0, 5) > OATD) > C\IminEm s (57 (@)-1" () +26

visual visual

visual

_ (C)\Q(S) )\liminfmmﬁoo(nm(:r)-/{"(i))‘

Nota-se que, como as sequéncias (k"(x)) e (k™(Z)) convergem no infinito, entao es-
sas sequéncias deixam qualquer subconjunto finito de G. Supondo que lim inf,,, ,,_,oo (K™ (x)-
K"(Z)) = N, entdo existem m,n arbitrariamente grandes, tal que (¢ - §) = N, para
g :=Kk"™(z) e g := k"(Z). Em particular, d.(0,5) < A\Y .

Diante disso, essa caracterizagao geométrica nos permite empregar os Teore-
mas [A] e [B] a fim de obtermos estimativas refinadas para |logK,(h,-)| e |logK,(h,-) —
log K,.(h,-)|. Para g,g € G, e, £ € G um elemento do arco geodésico [id, h], mais proximo
de g, e £1,& € G, elementos do arco geodésico [g, ], mais perto de h e id, respectivamente

(ver Figura ?77).

g

Figura 6.2: A configuracao de g, g e h,id com & # &
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i . Aplicando o item (i), do Teorema [Al temos que, para alguma constante uniforme
Cc>0,
|10g KT(ha (]37 g))| = |10g KT(h7 (l’, 5))' :l: C

Além disso, segue da simetria G, (X,)(z,id) < G,(Xiq)(z, g), e uma aplicacao adi-
cional do item (i) do Teorema [A| que

K, (h, (2,6)) < G (Xp)(x,id) /G, (Xe) (x,id)*.
Como G, (Xp)(z,id) > G, (X¢)(x,id), obtemos que

< Jlog G, (X)) (z.id)| + C.

Além disso, pela parte (v) do Teorema , implica que o limite cresce linearmente

em |hl.

ii . Se g,ge h,id estdo em uma configuragdo, como na parte (ii) do Teorema , entao

Si=6&e
log K, (h, (z,9)) — log K, (h, (,3))] < A9l

iii . Se g,g e h,id nao estdao em uma configuragao (ver Figura ??), entao (i) implica
que
log K, (h, (x, 9)) — log Ky (h, (%, 9))| = 2[log G, (X, ) (2, &) £ C.

Comecgamos limitando d; superiormente. Para fazer isso, observe que

Martin
|log G (X) (,id)|

tende a 0 quando |h| — oo por (v) do Teorema , segue que », ¢, < oo. Além disso,
usando aproximagao por um grafo, podemos assumir que N = |£;|. Ademais, temos que
|h| < N/2, assim, h,id e g,§ estdo em uma configuragdo como em (ii) do Teorema [A]

entao

@roia(0),0(6) = lim >~ ¢ |log K, (h, (v, 9)) — log K, (h, (,9))|

g—0,g—0

|h|<N/2
+ lim > e |logK,(h, (x,9)) — log K, (h, (2, )l
g%o‘,g%a’

|h|>N/2

N/2 00

<Y N AT L N g < AV AT i A2 < AN,

n=1 |h|=n |h|>N/2 n=1 n=N/2
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Ja para a limitagao de dy,, ...

seja, decorre de (iii) que

d;Iartin(w<U)7 ¢(5)) > lim Cley | Hog KT(&% (ZL', g)) - lOg KT(&% (:za g))‘

T g—0,§g—6
/\2N 1
> S log G, (Xe,) (. id) .
KN

Como |log G, (X, )(x,id)| cresce linearmente, segue-se que dZ,... (¥ (), (5)) > Ce(N?/(

Martin

€))V, para cada € > 0 e uma constante C, > 0. Assim,

2N

. A . . a ~\a
dvisuaﬂ(gv U)ﬂ = )\fiﬁal = W < dMartin(w(U)7 w((j)) < )‘N = )\vii\éal = dvisual(aa U) )

para a = log A/ log Ayiua € 5 = (2log A — log(h + €))/ 10g Ayiauar-

29

por baixo, basta considerar o termo com h = & = &. Ou

bh+



Perspectivas Futuras

Antes de adentrarmos as perspectivas futuras, cabe fazer algumas consideragoes.

Primeiramente, o Teorema do limite local para passeios aleatorios simétricos con-
siste em determinar bons comportamentos assintoticos para as probabilidades de transicao
Pa(@, ).

Dessa forma, Gouézel e Lalley em [9] mostraram que em grupo Funchsiano co-

compacto, o comportamento assintotico da probabilidade de transicao é dado por:
pa(,y) = Cz,y) R "0~/

onde R := limsup,, {‘/m .

Ja em [§], Gouézel mostrou que o comportamento assintético das probabilida-
des de transicao em grupos hiperbolicos continua o mesmo mostrado anteriormente para
grupos Funchsiano co-compacto. Para isso, ele obteve o comportamento assintotico da
fungao de Green G, (id,id). Assim, deduziu o comportamento assintético de p,(id,id),
usando teoremas tauberianos. O comportamento assistotico de p,(z,y) é provado da
mesma forma.

Isso posto, nosso objetivo para o futuro sera generalizar esse resultado de Gouézel
para extensoes por grupos hiperbdlicos, ou seja, pretendemos mostrar que o comporta-

mento assintotico do operador de Ruelle para uma extensao por grupo é dado por

L"(Xiq)(x,id) ~ R™"n~3/2

onde R := limsup, {/L"(Xiq)(,id).

60



Referéncias Bibliograficas

[1] J. Aaronson. An introduction to infinite ergodic theory, volume 50 of Mathematical

Surveys and Monographs. American Mathematical Society, Providence, RI, 1997.

[2] J. Aaronson, M. Denker, and M. Urbariski. Ergodic theory for Markov fibred systems
and parabolic rational maps. Trans. Am. Math. Soc., 337(2):495-548, 1993.

[3] A. Ancona. Negatively curved manifolds, elliptic operators, and the Martin boundary.
Ann. of Math. (2), 125(3):495-536, 1987.

[4] M. Coornaert and A. Papadopoulos. Symbolic dynamcs and hyperbolic groups. Lecture
Notes in Math. 1539, Springer-Verlag, Berlin 1993.

[5] P. Gerl e W. Woess. Local limits and harmonic functions for nonisotropic random
walks on free groups. Probab. Theory Relat. Fields., 71(3):341-355, 1986.

[6] E. Ghys e P. de la Harpe. Espaces métriques hyperboliques. In G. de la Harpe,
editor, Sur les Groupes Hyperboliques d’aprés Mikhael Gromov, volume 83 of Progress
in Mathematics, pages 27-46. Birkhéuser Basel, 1990.

[7] E. Ghys and P. de la Harpe. Le bord d’un espace hyperbolique. In G. de la Harpe,
editor, Sur les Groupes Hyperboliques d’apres Mikhael Gromov, volume 83 of Progress
in Mathematics, pages 117-134. Birkhauser Basel, 1990.

[8] S. Gouézel. Local limit theorem for symmetric random walks in Gromov-hyperbolic
groups. J. Amer. Math. Soc., 27(3):893-928, 2014.

[9] S. Gouézel and S. P. Lalley. Random walks on co-compact fuchsian groups. Ann. Sci.
Ec. Norm. Supér. (4)., 46:129-173, 2013.

[10] M. Gromov. Hyperbolic groups. volume 8, pages 75-263. 1987.

[11] V.A. Kaimanovich e A.M. Vershik. Random walks on discrete groups: boundary and
entropy. Ann. Probab., 11: (1983) 457-490.

[12] B. Kitchens. Symbolic Dynamics: One-sided, Two-sided and Countable State Mar-
kov Shifts. Springer, 1998.
61



62

[13] G. Polya. Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betreffend die Irrfahrt
im Strafennetz. Math. Ann., (1921)(84) 149-160.

[14] O. M. Sarig. Existence of Gibbs measures for countable Markov shifts. Proc. Am.
Math. Soc., 131(6):1751-1758, 2003.

[15] O. Shwartz. Thermodynamic formalism for transient potential functions.

Comm.Math.Phys., 366(2): 737779, 2019.

[16] M. Stadlbauer. An extension of Kesten’s criterion for amenability to topological

Markov chains. Adv. Math., 235:450-468, 2013.

[17] M. Stadlbauer. On conformal measures and harmonic functions for group extensions.
In Springer, editor, New Trends in One-dimensional Dynamics, celebrating the 70th
birthday of Welington de Melo, 2019.

[18] W. Woess. Denumerable Markov chains. EMS Textbooks in Mathematics. European
Mathematical Society (EMS), Ziirich, 2009. Generating functions, boundary theory,

random walks on trees.

[19] W. Woess; Random walks on infinite graphs and groups Cambridge Tracts in Mathe-
matics 138. Cambridge University Press 2000.

[20] R. J. Zimmer. Amenable ergodic group actions and an application to Poisson boun-

daries of random walks. J. Functional Analysis., 27(3):350-372, 1978.



	Introdução
	Cadeias de Markov Topológicas e Extensões por Grupos
	Caminhos aleatórios sobre grupos
	Cadeia de Markov Topológica
	Extensões por grupos de cadeias de Markov Topológicas

	Caminhos aleatórios e extensões por grupos

	Grupos hiperbólicos e Fronteira visual
	Espaço métrico Gromov-hiperbólico
	Grupos hiperbólicos 
	Fronteira Visual

	Família de Operadores de Green
	 Desigualdade de Ancona
	Operador de Green

	Medida reduzida e Dominação principal
	Medidas excessivas e conformes
	Medida reduzida
	O princípio da Dominação

	Desigualdade de Ancona-Gouëzel-Lalley para extensões por grupos hiperbólicos
	A desigualdade de Ancona para funções de Green
	Desigualdade de Ancona para operadores de Green
	Teorema A


	A geometrização da fronteira de Martin
	Fronteira de Martin
	Teorema B
	Equivalência entre a Fronteira de Martin e a Fronteira visual

	Perspectivas Futuras
	Referências Bibliográficas

