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Resumo

Neste trabalho provamos a expansividade segundo Komuro para su-
midouros hiperbodlicos-seccionais para uma variedade de dimensao d > 3.
Para isto apresentamos dois resultados, o primeiro se restringe ao caso em
que d., = 2, isto é, o subfibrado centro-instavel do sumidouro tem dimen-
sdo 2 e o segundo é para o caso d., > 2. Neste tltimo veremos que serd
necessario assumir que o sumidouro é 1-fortemente dissipativo. Construi-
mos uma aplicagdo global de Poincaré, nossa principal ferramenta para o
estudo da expansividade, e usamos a folheacdo estavel ao longo da regido
armadilha contendo o sumidouro para analisar expansdo de distancias.

Apresentamos ainda algumas consequéncias destes resultados.

Palavras-chave: Dinamica hiperbélica, conjunto hiperbélico-seccional, ex-
pansividade, aplicacdo global de Poincaré, dissipatividade forte, folheagao

estavel.



Abstract

In this paper we prove the expansiveness in the sense of Komuro for
sectional-hyperbolic attracting sets in a manifold d-dimensional, where
d > 3. For that, we present our two main results, the first one restricts to
the case when d,, = 2, that is, the center-unstable subfiber of the attracting
set has dimension 2 and the second one is about the case d., > 2. To this
last one it will be necessary to assume that the attracting set is 1-strongly
dissipative. We construct a global Poincaré map, our main tool to study
expansiveness, and use stabel foliation to the trapping region containing
the attracting set in order to analyze the expanding of distances. We also
present some consequences of these results.

Keywords: Hyperbolic dynamic, sectional-hyperbolic set, expansiveness,
global Poincaré map, strong dissipativity, stable foliation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos Sistemas Dindmicos tem uma longa histéria que remonta
as leis da Mecanica Cléssica expressas em termos de equagdes diferenci-
ais. Um exemplo relevante nessa teoria é o problema dos n-corpos: num
campo gravitacional, este problema modela, por exemplo, 0 nosso sistema
solar. F nabusca da solugao de problemas como esse que muitas ferramen-
tas matemadticas foram desenvolvidas, aprofundando a teoria de sistemas
dindmicos.

Desde Poincaré, no final do século XIX, a énfase ao desenvolvimento da
teoria tem sido o estudo do comportamento assintético das solugdes das
equagdes diferenciais, em vez de buscar explicitamente expressdes para as
solugdes.

Destacaremos, dentre as possiveis linhas de pesquisa da teoria dos
Sistemas Dindmicos, a teoria de Sistemas Dinamicos Hiperbolicos, desen-
volvida nos anos 60 e 70, apds o trabalho de Smale, Sinai, Ruelle, Bowen
[14, 15| 43, '44] entre outros. Essa teoria busca entender o comportamento
de conjuntos compactos invariantes A para fluxos e difeomorfismos em
variedades compactas de dimens&o finita tendo uma decomposigao hiper-
bolica do espaco tangente. No entanto, apesar do trabalho bem-sucedido
de pesquisa sobre tais sistemas, esta teoria ndo inclui importantes clas-
ses de sistemas dindmicos, que ndo se encaixam nos critérios basicos da

hiperbolicidade uniforme.



Um passo fundamental na teoria foi dado por Morales, Pacifico e Pu-
jals [37], provando que um atrator robustamente transitivo invariante de
um fluxo tridimensional que contém alguma singularidade é hiperbélico-
singular. Isto é, precisa ter uma decomposi¢do invariante E° & E® para
o fibrado tangente onde o subfibrado unidimensional é contraido unifor-
memente e o subfibrado bidimensional é volume expansor. Anos depois,
Metzger e Morales [35] introduzem uma nova classe de conjuntos com-
pactos invariantes em variedades de dimensdo d > 3 contendo os sistemas
hiperbdlicos, os sistemas hiperbodlicos-singulares em variedades tridimen-
sionais, o atrator de Lorenz multidimensional e os conjuntos robustamente
transitivos com singularidades: sdo os conjuntos hiperbélicos-seccionais, ca-
racterizados pelo fato de que a derivada dos fluxos correspondentes ex-
pande drea de paralelogramos ao longo do subfibrado central.

Para o desenvolvimento da teoria da hiperbolicidade-seccional, é es-
sencial investigar quais sdo as consequéncias desta para um conjunto
invariante. O presente trabalho é uma contribuigdo para a teoria dos
sistemas hiperbdlicos-seccionais, trazendo consequéncias dinamicas da
hiperbolicidade-seccional. Provamos que o fluxo num conjunto hiperbélico-
seccional é expansivo. Existem algumas diferentes no¢des de expansivi-
dade, mas usamos a definicdo de expansividade introduzida por Komuro
[25] por ser mais compativel com a nogdo de hiperbolicidade trabalhada.
A ideia por trds da expansividade é a de que quaisquer duas 6rbitas que
permanecem juntas em todo tempo necessariamente tém que coincidir.

Existem outras no¢des similares, como a de "fluxos cinematicamente
expansivos'que sdo consideradas em [16] e em [24] e exploradas em [17] e
[10].

Para atratores hiperbélicos-singulares tridimensionais, a expansividade
ja foi provada em [7]. E natural tentar generalizar tal resultado para uma
variedade de dimensdo d > 3, mas para conjuntos hiperbdlicos-seccionais.
Motivados pelos trabalhos de Aratjo, Pacifico, Pujals e Viana [7], jun-
tamente com Aratjo, Melbourne e Varandas [2, 4} 5, i8], os principais
resultados deste trabalho trazem justamente isso, mas aqui ndo preci-

samos assumir transitividade do conjunto, basta termos um sumidouro



hiperbdlico-seccional. Em um dos resultados assumimos 1-dissipatividade
forte para o sumidouro hiperbdlico-seccional, hipétese que vale para um
aberto contendo o campo. A principal ferramenta para provar os resul-
tados é a construgdo de uma Aplicagdo Global de Poincaré, ferramenta
esta que serd util em muitos problemas futuros envolvendo sistemas
hiperbdlicos-seccionais e que foi primeiramente obtida em [/] para atrato-
res hiperbolicos-singulares tridimensionais usando fortemente a transiti-

vidade e a baixa dimensao.

1.1 Organizacao do trabalho

Esta tese esta organizada em 5 capitulos, incluindo o capitulo introdu-
tério, onde apresentamos brevemente aspectos relacionados com a &drea
de Sistemas Dinamicos. No Capitulo 2| apresentamos as defini¢des, ferra-
mentas bdésicas e os resultados principais contidos na tese e provados nos
capitulos posteriores.

No Capitulo 3, abordamos o nosso primeiro resultado principal, o Te-
orema |Al Neste capitulo, apresentamos a ferramenta principal para pro-
var os resultados envolvendo expansividade: a aplicacdo global de Poin-
caré. Decidimos inclui-la neste capitulo, reconsiderando-a no seguinte,
por conta das muitas propriedades que esta possui e que serdo utilizadas,
facilitando, assim, sua localizacdo no trabalho.

Finalizado o Capitulo 3} iniciamos o Capitulo @] retomando a aplicacdo
global de Poincaré e apresentando uma nogdo usada exclusivamente neste
capitulo, a g-dissipatividade forte. Logo, em seguida, provamos o Teorema
B} concluindo os resultados que provam expansividade para sumidouros
hiperbdlicos-seccionais.

No Capitulo b} apresentamos alguns futuros passos da pesquisa. Se nos
capitulos anteriores provamos a expansividade para sumidouros hiperboli-
cos-seccionais, no Capitulo [5|apresentamos dois teoremas, a serem prova-
dos futuramente, que dizem respeito sobre possiveis reciprocas para os
Teoremas [A] e [Bl Apresentamos um panorama geral do que serd feito e



algumas estratégias.



Capitulo 2

Defini¢Oes basicas, principais
ferramentas e resultados

principais

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢des presentes ao longo
do texto e que sdo nosso objeto de estudo. Apresentamos também o nos-
sos resultados principais sobre expansividade e sumidouros hiperbélico-

seccionais, os teoremas|[Ale

No que segue:

e M denotard uma variedade compacta e sem bordo com estrutura
Riemanniana suave de dimensdo finita m.

e X"(M) é o conjunto de campo de vetores C" em M dotado da topologia
C,r>1.

e M tem uma m-forma de volume, denotada por Leb, que é chamada de
medida de Lebesgue.

e Um fluxo de classe C" é uma familia (X;),cg de difeomorfismos de
classe C" que satisfazem Xy = Id e X;,s = X; 0 X,, Vt,s € R.



e Dado um campo de vetores X € X'(M), o fluxo induzido por X é a
familia de difeomorfismos (X;).cr tal que %(Xt(x))lt:to = X(X;,(x)).

e Uma singularidade de X é um ponto ¢ € M tal que X;(0) = o para todo
t € IR, isto é, é um ponto fixo de todas as aplica¢des X;, correspondente
ao zero do campo vetorial X associado: X(o) = 0. Denotamos por
Sing(X) o conjunto de todas as singularidades do campo vetorial X.
Cada ponto p € M que ndo é uma singularidade, isto é, X(p) # 0, é
um ponto regular de X.

e Quando X induz um fluxo, uma 6rbita de X é o conjunto O(g) =
{Xi(g) : t € R}, para algum g € M. Portanto ¢ € M é uma singulari-
dade se, e somente se, O(0) = {0}.

e Uma drbita periddica de X é uma 6rbita O(p) tal que Xr(p) = p para
algum T > 0 minimo com esta propriedade. Denotamos por Per(X)

o conjunto de todas as 6rbitas periddicas de X.

e Um elemento critico de um campo de vetores X dado é ou uma singula-
ridade ou uma o6rbita periddica. O conjunto C(X) = Sing(X) U Per(X)
é o conjunto dos elementos criticos de X.

e Dizemos que p € M é um ponto ndo-errante de X se, paracada T > 0
e cada vizinhanca de U de p existe t > T tal que X,(U) N U # 0. O
conjunto dos pontos ndo-errantes de X é denotado por Q(X).

e Dado g € M, definimos w(g) como sendo o conjunto dos pontos de
acumulagdo da 6rbita positiva {X;(g) : t > 0} de g.

e Sexe Me|[ab] CR, entdo X, p(x) = {Xi(x),a <t < b}.

Seja A compacto invariante de X, isto é, X;(A) = A para todo t € R.
Dizemos que A é:

e transitivo, se A = w(p) para algum p ponto regular para X.



isolado, se existe aberto U D A tal que A = ﬂ Xy(U).

teR

e sumidouro, se é isolado com X;(U) C U para t > 0. Neste caso,

dizemos que U é uma regido armadilha.

atrator, se é um sumidouro transitivo.
e repulsor, se é atrator para —X.

Uma singularidade de X é chamada de pogo, se for um atrator de X e é
chamada de fonte, se for um repulsor de X. Um atrator diz-se préprio, se
ndo é toda variedade e, ndo-trivial, se nem é uma 6rbita periédica e nem

uma singularidade.

2.1 Hiperbolicidade seccional e expansividade

Definicao 2.1.1. Sejam A um compacto invariante de X, c > 0e0 < A < 1.
Dizemos que uma decomposicio sobre A, TAM = E' ® E?, é DX;-invariante se

DX;(x)EL. = Eé([(x)’ para todo x € A, com i = 1,2. Dizemos que A tem uma

(c, A)-decomposi¢do dominada se
T\M = E' & E?

é uma decomposi¢io continua do fibrado tangente sobre A, invariante por DX; e
paratodox € Aet > 0:

IDX Jey I IDX -1 Iz 1l < e

Definigao 2.1.2. Um subconjunto compacto invariante A desta variedade M diz-
se parcialmente hiperbélico se existe uma (c, A)-decomposicio dominada tal que
o subfibrado E' = E° é uniformemente contraido:

IDX; |gs || < cAf, ¥Vt >0,Vx € A.

Neste caso a diregdo unidimensional do campo EX estd contida no subfibrado E? a



ser denotado por E* e chamado de subfibrado centro-instdvel, enquanto que E° é o
subfibrado estdvel. Além disso, d; = dimE° > 1 e d., = dimE™ > 2. O indice de
A é a dimensdo do subfibrado uniformemente contraido, a ser denotado por Indx.

Observacao 2.1.3. Uma decomposigio dominada é sempre continua. Se Uy C M
éuma pequena vizinhanga positivamente invariante de A tal que A = (1,5 Xi(Uo),
podemos estender a decomposigdo TAM = E° @ E® sobre A a uma decomposigio
continua (nio necessariamente invariante) Ty,M = E° & E sobre U,.

Definicao 2.1.4. Uma singularidade o é hiperbdlica se todos os autovalores
de DX(o), a derivada do campo de vetores em o, tém parte real diferente de
zero. Uma orbita periddica Ox(p) de X é hiperbdlica se todos os autovalores de
DXr(p) : T,M — T,M siio todos diferentes de 1, onde T > 0 é o periodo de p.

Os pogos e fontes de um campo X sdo singularidades hiperbdlicas. Para
pocos, todos os autovalores da derivada do campo tém parte real negativa
e para fontes, todos tém parte real positiva. Se uma singularidade nédo é

nem fonte e nem pogo, dizemos que é do tipo sela.

Definigao 2.1.5. Um conjunto compacto invariante A é hiperbélico para um
fluxo X; se existe uma decomposicio continua DX;-invariante do fibrado tangente
TAM = ES® EX @ E*, isto é, DX,(E.) = E!

Yoy VX EAeteR, comi=s,Xu,e
#(x)

existem constantes C, A > 0 tais que
IDX; |gs | < Ce™, |IDX_; | [|<Ce™™, xeAeteR

Ou seja, E° é uniformemente contraido e E é uniformemente expandido por DX;.
Na expressio acima EX denota o subfibrado unidimensional gerado pela diregdo do
campo. O indice de A\ é a dimensio de E°.

Definic¢ao 2.1.6. Considere uma variedade riemanniana tridimensional M e
uma singularidade hiperbolica o do campo X. Se DX(o) tem autovalores reais
{A1, Ao, A3} satisfazendo A3 < Ay <0 < Ay e Ay + Ay > 0, entdo dizemos que o é
tipo-Lorenz.

De forma geral, temos a seguinte definicdo.



Definigdo 2.1.7. Considere uma variedade riemanniana tridimensional M e uma
singularidade hiperbélica o do campo X. Dizemos que o é tipo-Lorenz generalizada
se DX|s|gen tem um autovalor real A° e A* = inf{R(A) : A € sp(DX(0)), R(A) >
0} satisfaz —A* < A° <0 < A"

Vamos assumir neste trabalho que todas as singularidades sao tipo-

Lorenz generalizada.

Defini¢do 2.1.8. Seja X € X'(M) e Q(X) o conjunto nio-errante de X. Dizemos
que X é Axioma A, se )(X) € hiperbolico e ()(X) = Sing(X) U Per(X).

Teorema 2.1.9. Se X é Axioma A, entdo ()(X) decompde-se em unido finita de
conjuntos transitivos (U(X) = Ay U ... U Ay, chamados de pegas bdsicas de X.

Defini¢ao 2.1.10. Um colegio de pegas bdsicas A;, ..., \;, de X é chamada de
um ciclo, se existem pontos a; ¢ (UX), 1 < j < k, tais que aa;) C Ay e
w(a;) C A
ciclos se ndo existem ciclos entre as pegas bdsicas de X

wa(k+1=1). Dizemos que um campo de vetores X Axioma A é sem

Definicado 2.1.11. Para cada x € A et € R, denotamos [{(x) o valor absoluto do
determinante de

DX g E&' — E .

Dizemos que o sub-fibrado ES' na decomposicdo parcialmente hiperbélica é
seccionalmente expansor se |detDX;(x)|p,| > ce®, para cadax € Aet > 0, para
cada subespago bidimensional P, C E". Se |detDX(x)|get| > ce®, para cada x € A
et >0, E} é chamado de volume expansor.

Definigao 2.1.12. Seja A um conjunto compacto invariante de X com singulari-
dades. Dizemos que A é um conjunto hiperbdlico seccional para X se todas as
singularidades sdo hiperbélicas e A é parcialmente hiperbélico com o subfibrado
centro-instdvel sendo seccionalmente expansor. Se, além de ser hiperbdlico secci-
onal, for também um sumidouro, dizemos que A é um sumidouro hiperbélico

seccional.

Se A for parcialmente hiperbodlico com subfibrado centro-instavel vo-

lume expansor temos a hiperbolicidade-singular. Mais precisamente:



10

Definicdo 2.1.13. Seja A um conjunto compacto invariante de X com singulari-
dades. Dizemos que A é um conjunto hiperbdlico-singular para X se todas as
singularidades sdo hiperbélicas e A\ é parcialmente hiperbdlico com o subfibrado
centro-instdvel sendo volume expansor. Se, além de ser hiperbélico-singular, for

também um sumidouro, dizemos que A\ é um sumidouro hiperbdlico-singular.

Veja que hiperbolicidade-singular e hiperbolicidade-seccional coinci-
dem quando d., = dimE™ = 2.

Defini¢do 2.1.14. Dizemos que A C M é C'-genericamente hiperbélico sec-
cional (C'-genericamente hiperbdlico-singular), se existe um residual R em
XY(M) tal que, para uma vizinhanga U C A e todo Y € R, Ay(U) é hiperbdlico-
seccional (hiperbélico-singular) para Y.

2.1.1 Folheacao contrativa cobrindo vizinhan¢a do sumi-

douro

No que segue, A é um sumidouro hiperboélico-seccional de X € X'(M)
com decomposigdo dominada T\M = E°® E*. Além disso, o lema a seguir
garante que se a regido armadilha U for conexa, entdo o sumidouro A é

conexo.

Lema 2.1.15 (Conexidade do sumidouro). Se U é subconjunto aberto e conexo
de M tal que X,(U) c U para todo t > T para algum T > 0 fixado, entdo o
sumidouro A = (.o Xe(U) é (compacto e) conexo.

Demonstracio. Pelas hipoteses sobre U, garantimos que X,(U) é compacto
e conexo para todo t > T, por continuidade e invertibilidade do fluxo. Mas

o sumidouro pode ser obtido como segue

A= Q X,(U) = lim X(W),
>
onde o limite é entendido na topologia de Hausdorff da familia de todos

os compactos de M. Mais precisamente, temos para cada e > 0, um T, > 0

tal que para todo T > T vale
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Ac (] XU = Xn@)
0<T<T,

C B(Ae)

= UB(x,e).

xeA

Consequentemente, se A ndo fosse conexo, entdo existiria uma cisdo A =
A1 U Ap com Ay, A, disjuntos, compactos, ndo-vazios e conexos. Portanto,
existiriam também vizinhangas abertas e disjuntas W; de A;, i = 1,2, com
W = W; U W, vizinhanca de A. Segue que existe Ty > 0 para o qual
X,(U) ¢ W para todo t > T, e, por conexidade, X,(U) esta contido em
apenas um dos W;. Mais ainda, por continuidade do fluxo, esta contido
sempre no mesmo W;, digamos Wj.
Mas entdo A = (5 m C A; contrariando a existéncia da cisdo. Esta
contradi¢do completa a prova do lema.
O

Observacao 2.1.16. Se o sumidouro nio for conexo, entdo a regido armadilha U
ndo é conexa e, portanto, podemos considerar cada uma das componentes conexas
e analisar separadamente a expansividade.

E possivel estender esta decomposicdo para uma pequena vizinhanga
Up D Apositivamente invariante. Seja E*®E esta extensdo. Podemos, sem
perda de generalidade, assumir que E° é invariante por DX; (Proposigao
3.2 de [2]). No caso de £, ndo se pode garantir que este é invariante. No

entanto, pode-se considerar uma familia de cones em torno de Uy:

C(x)={v=0"+0":0° € ESev™ € E¥ com ||| < a - ||o™|]}
que € positivamente invariante para a > 0:

DXy(C'(x)) € C'(Xi(x)) paratodot > 0 grande.
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No que segue E* e E* denotardo E° e E* .

Para cada x € U, definimos

WSS ( x)
W?(x)

{y € M : dist(X;(x), X(y)) = 0 quando t — +o0}, e
W= = ) xwv=@)).

teR teR

O conjunto W (x) é a variedade estavel do ponto x de tamanho € sendo
WE(x) = {y € M : dist(Xi(x), Xe(y)) —=i5+00 0 e dist(Xi(x), Xi(y) < €}.
Denotando E$ = ES @ EX, onde EX é a diregdo do fluxo em x, segue que
T\W*(x)=E, e T.W(x)=E;.

Denotemos por D o disco unitério aberto k-dimensional e Emb’(D*, M)
o conjunto dos mergulhos de classe C" ,¢p : D* — M, dotado com a distancia
C.

Teorema 2.1.17 (Theorem 4.2,[2]]). Existemn uma vizinhanga U, positivamente
invariante de A e uma constante v € (0, 1) tais que valem as sequintes:

a) Para cada ponto x € Uy, WY é um disco mergulhado d,-dimensional tal que
1. T,Wy =E;
2. Xy(WP) € Wy, para todot > 0;
3. d(Xix, Xyy) < vV'd(x, y) para todo y € W, t > 0.

b) Os discos W dependem continuamente de x na topologia C°, isto é,
existe aplicagio continua y : Uy — Emb°(ID%, M) tal que y(x)(0) = x
e y(x)(D*) = Wy

c) A familia de discos (W5 : x € Uy} define uma folheagio topoldgica de U.
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2.1.2 Expansividade

O conceito de expansividade (também chamado de K*-expansividade)

que usaremos sera o proposto por Komuro.

Denotamos S(IR) o conjunto de fung¢des continuas sobrejetivas crescen-
tesh: R — R.

Definicao 2.1.18. (Expansividade) Dizemos que o fluxo é expansivo se, para
cada € > 0, existe 6 > 0 tais que, para quaisquer x,y € M, para qualquer
h € S(R),

diSt(Xf(x)/ Xh(t)(y)) S 6Vt E R = HtO E I[{/ Xh(fo)(y) E X[fo—e,to+€](x)'

Dizemos que um subconjunto compacto invariante A de M é expansivo

se a restri¢ao de X; a A é um fluxo expansivo.

Definicdo 2.1.19. Um fluxo é sensivel ds condicdes iniciais se existe 5 > 0 tal
que, para qualquer x € M e qualquer vizinhanga N de x, existe y € N\{x} et € R
tais que dist(X;(x), Xi(y)) > 0

A expansividade implica sensibilidade 4s condic¢Ges iniciais e esta ul-
tima é uma das caracteriza¢des da caoticidade de sistemas; veja [28] 45, [1]

e referéncias destes trabalhos.

2.2 Resultados principais

No Teorema A de [7], os autores mostram que o fluxo tridimensional res-
trito a um sumidouro transitivo hiperbdlico-seccional é expansivo. Usando
algumas ferramentas de [7], estenderemos este resultado mostrando que
a expansividade é assegurada para todo sumidouro hiperbélico-seccional,
ndo necessariamente transitivo. De fato, esta expansividade é obtida em
uma vizinhang¢a do sumidouro. N6s mostramos isso em dimensao d > 3,

como foi estudado em [7] para dimensdo 3, sendo que para o caso em que
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de, = dimE™ > 2, assumimos a g-dissipatividade forte para 4 = 1. Nosso

resultados principais sdo apresentados a seguir.

2.2.1 Expansividade robusta

Definicdo 2.2.1. Seja A € M um sumidouro de um campo de vetores X € X"(M).
Dizemos que A é C"-robustamente expansivo, se existe uma vizinhanga U C
X"(M) de X tal que todo campo Y € U é expansivo.

Nos enunciados seguintes, assumimos que o fibrado estavel pode ter
qualquer dimensao d; > 1

Teorema A. Todo sumidouro hiperbélico-seccional de um campo de vetores X €

XY (M), com d.,, = 2, é C'-robustamente expansivo.

No caso de sumidouro hiperbdélico-seccional com d,, > 2, necessitamos

de uma hipétese adicional sobre a dindmica: a 1-dissipatividade forte.

Definicdo 2.2.2. Seja q > +. Um sumidouro parcialmente hiperbélico A é

g-fortemente dissipativo se

(a) para qualquer singularidade o € A, os autovalores A; de DX(o), ordenados
de forma que RA; < RA, < --- RAy, satisfazem R(A — A1 +qha) <O;

(b) sup,  {divX(x) + (dsg — DI(DX)(0)Il2} < O, onde || - ||, denota a norma
matricial dada por ||All, = (Zijafj)% para uma matriz Aaxq (assumimos, sem
perda de generalidade, que M estd mergulhada em algum R").

Usaremos a hipétese de dissipatividade forte para g4 = 1. Com isso,

provamos o seguinte teorema.

Teorema B. Todo sumidouro hiperbélico-seccional de um campo de vetores X €

XY(M) 1-fortemente dissipativo, com d., > 2, é C'-robustamente expansivo.

Notamos que a 1-dissipatividade forte é condigdo C' robusta, vale numa
vizinhanga do campo dado na topologia C'. De fato, para campos suficien-

temente préximos de X os autovalores ainda satisfazem a relagdo dada na
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defini¢do e a segunda condigdo também se verifica ja que esta diretamente
ligada com a norma do campo.

Apresentamos agora alguns exemplos ilustrativos dos teoremas enun-
ciados. Comegamos com sumidouros hiperbdlicos-secionais em dimensdo

trés.

2.3 Exemplos

Exemplo 2.3.1. Seju X : R® — RR® o fluxo definido pelas equagdes de Lorenz.
Existe um elipsdide E no qual toda érbita positiva do fluxo X; associado a X entra
em algum momento. Além disso, E é transversal ao fluxo X,. Portanto, a regido
aberta V limitada por E é uma regido armadilha para X; veja figura

Figura 2.1: O elipsoéide E e as singularidades 0,01 e 0, do campo X

Simulagdes numéricas mostram que existe um subconjunto B homeomorfo ao
bitoro, conforme figura tal que cada trajetéria positiva atravessa B transver-
salmente e nunca a abandona. Portanto, o conjunto aberto U limitado por B é o
melhor candidato para a regido armadilha de X contida em E. E neste conjunto

que estd o atrator de Lorenz A = Ny X;B.
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Figura 2.2: O bitoro B que contém o atrator de Lorenz

O atrator de Lorenz unido as variedades instdveis das singularidades o1 e
0y forma o maximal invariante no elipséide que é um sumidouro hiperbdlico-
seccional. Note que o € singularidade tipo-Lorenz, enquanto as restantes o1, 0,

ndo sdo tipo-Lorenz.

Exemplo 2.3.2. Em [l6], os autores constroem um sumidouro hiperbdlico-seccional,
modificando a construgio do atrator geométrico de Lorenz : adiciona-se duas sin-
Qularidades o1 e 0, para o fluxo localizadas em W"(o) como indicada na figura
2.3

Figura 2.3: Constru¢do de um sumidouro hiperbélico-seccional

Em sequida, cola-se duas copias deste fluxo ao longo da variedade instdvel da
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singularidade o obtendo a figura 2.4 abaixo.

Figura 2.4: O sumidouro hiperbélico-seccional

O resultado desta construgio é um sumidouro hiperbolico-seccional possuindo
um conjunto denso de orbitas periddicas e trés singularidades que, neste caso, sio
todas tipo-Lorenz. Para mais detalhes desta construgio, veja a segio 9.1 em [i6].

Exemplo 2.3.3. No trabalho “Examples of singular-hyperbolic attracting sets”,
ainda numa variedade tridimensional, Morales prova a existéncia de um sumi-
douro hiperbdlico-seccional sem singularidades tipo-Lorenz para um campo de
vetores de classe C*, descrevendo detalhes da construgdo; veja [Teorema A, [136]]].
Veremos que nesta situagio as 6rbitas requlares do sumidouro ndo se acumulam

nas singularidades, ou seja, estas sio isoladas dentro do sumidouro.

Exemplo 2.3.4. Considere agora uma variedade de dimensido maior que 3. Para
construir um sumidouro hiperbdlico-seccional com ds > 1, podemos fazer uma
simples modificagdo das equagdes de Lorenz: tome no sistema de Lorenz em x, Y,z
com os pardmetros de Lorenz e considere w € R¥ e a EDO

w' = g(w)

onde g é uma fungdo diferencidvel que tem pogo. Denote por W a bacia de atragdo
desse pogo e U a bacia do sumidouro de Lorenz. Em U X W considere o sistema de

equagdes em R dado por
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/

(xy,z) = Lxyz2)
w = g(w)

onde L é o sistema de Lorenz. Entdo U X W é a bacia de atragdo de um sumidouro
cuja decomposigdo do fibrado tangente é o produto direto da decomposicio do
sumidouro de Lorenz com o subfibrado contrativo. Entdo, para esta decomposigio,
d,=1+k

Exemplo 2.3.5. Para construir um sumidouro hiperbélico-seccional com d.,, > 2,
Bonatti, Pumarifio e Viana descrevem a construgio do atrator de Lorenz mul-
tidimensional em [13]. Ela também pode ser encontrada em [6l] na secio 5.2.
Resumimos a sequir os principais passos desta construgio.

Considere um conjunto como o solendide, construido a partir de uma aplicagio
uniformemente expansora f : T> — T? de um toro k-dimensional, para algum
k > 2. Isto é, seja ID o disco unitdrio em R* e considere um mergulho suave
F:T'XDD - TFxDde N = TF X D em si mesmo que preserva e contrai a
folheagdo

7 ={{z}xD:zeT,

e, além disso, a projecdo natural @ : N — T* conjuga Fa f:moF = fom.

Agora, considere o fluxo linear em M = N X [0,1]/ - dado pelo campo
de vetores em TN X R onde fazemos a identificagcio (x,0) -~ (x,1) para todo
x € N. Modifique o fluxo no cilindro U X ID X [0, 1] em torno da érbita de um
ponto p = (z,0), onde U é uma vizinhanga de z em T*, de tal forma a criar
uma singularidade hiperbélica o do tipo-sela com k autovalores expansores e 3
autovalores contrativos, como descrito na figura[2.5]

Este fluxo modificado define uma aplicacio de transicio L de Ty = T* x {0}
a Xy = TF x {1} com a qual a identificagdo dada por (w,1) —~¢ (F(w),0) define
a aplicagdo de retorno a segdo transversal global Xy de um fluxo Y no espago
MF = M/ .

Em [13] é provado que, se a taxa de expansio de f é suficientemente grande,

A= U ﬂ Yi(Zo)

T>0 t>T

entdo o conjunto
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Figura 2.5: Um esbogo da construgdo do Lorenz multidimensional

é um atrator hiperbolico parcialmente robusto com singularidades.
A construgdo descrita acima pode ser facilmente adaptada para conter vdrias
singularidades, toda tipo-Lorenz generalizada.



Capitulo 3

Expansividade para sumidouros

hiperbdlicos-seccionais com
dey = 2

Neste capitulo, demonstramos o Teorema para ocasod,, = 2,isto é,
quando o fibrado centro-instavel for bidimensional. Veja que, em particu-
lar, demonstramos a expansividade dos sumidouros no caso tridimensio-
nal, estendendo o resultado de [7]. As ferramentas descritas na seguinte
se¢ao sao essenciais para a demonstracdo dos Teoremas [A]e[B] este tiltimo
a ser demonstrado no préximo capitulo. No que segue, A é um sumidouro
hiperbdlico-seccional em uma variedade de dimensdo d > 3 e d., = 2.
Mesmo no caso d., = 2 os resultados e ferramentas sdo, em sua maioria,
enunciados e ilustrados quando d = 3, isto é, para variedades tridimen-
sionais. Isto facilita a compreensdo das ideias para o caso mais geral no

capitulo posterior.

3.1 Folheacoes estaveis em se¢Oes-transversais

Seja ¥ uma segdo-transversal ao fluxo, isto é, um disco compacto mer-
gulhado C? transversal. Assumimos que X estd contida na vizinhanga Uy
dada no teorema Para cada x € ¥, definimos W*(x, ) como a com-

20
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ponente conexa de W*(x) N X que contém x. Com isso definimos uma

folheagdo 5. de L em subvariedades de classe C' com codimensio 1.

Observacao 3.1.1. Por causa do Teorema dada uma secio transversal X
e um ponto x em seu interior, podemos sempre encontrar uma se¢io transversal
menor, com x em seu interior, que é imagem de um quadrado [0,1]* por um
homeomorfismo h que envia linhas verticais 1 X [0,1] em folhas W*(y, L) de
J%.. Denotaremos por J°L a fronteira estdvel imagem de {0,1} X [0,1] e por
Jd“L a fronteira centro instdvel imagem de [0,1] X {0,1}. Denotamos também
JdX. = XL U J"X. Além disso, intL denotard o interior da se¢do X.. No que segue,
as secoes transversais L. satisfazem tal propriedade e estio contidas em Uy, de
modo que a cada x € X, w(x) C A. Esta maneira de olhar ¥ como imagem de
um quadrado é feita em dimensdo 3, mas usa-se de maneira andloga em dimensio
qualquer.

Observacao 3.1.2. Em geral, ndo podemos escolher segio transversal tal que
We(x, ) € WZ(x), mas podemos considerar uma segdo transversal cujas folhas
tém didmetro menor que €, escolher qualquer curva y C X atravessando transver-

salmente todas as folhas de T, e considerar uma aplicagio de Poincaré (local)

Ry : T - X(y) = W)

z€ey

com tempo de Poincaré perto de zero e Rz(W*°(x, X)) € WZ(Rx(x)) (veja figura

3.1.1 Aplicacdo de Poincaré e suas propriedades

Dada duas se¢des-transversais ao fluxo, Z e ¥, vamos assumir que existe
um x € int e T > 0 tal que X,(x) € intL. A diferenciabilidade do fluxo
implica que existe uma vizinhanga aberta U, de x € £ e uma aplicacdo de
Poincaré diferencidvel R : U, Cc ¥ — ¥, R(x) = Xim(x)ondet: U, » R " éa
fungdo tempo de retorno com #(x) = 7. A funcéo t é escolhida de tal forma
que R|y, torna-se um difeomorfismo sobre Vg, = R(U,) de Rx € Yeéda

mesma classe de diferenciabilidade que o campo X.
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Figura 3.1: Uma curva atravessando transversalmente a segao

Notamos que, em geral, R ndo precisa corresponder ao primeiro tempo
de visita das 6rbitas de U, C X a £, nem estd necessariamente definida em
todos os pontos de L.

A decomposicdo E° @ E* sobre Uj induz uma decomposigao continua
E; ® E¢" do fibrado tangente TX a © (e analogamente para ), definida por

Ei(y) = ES N T,Land E¢(y) = EX N T, %

Se o tempo de Poincaré t(x) é suficientemente grande, entdo a de-
composicdo acima é hiperbodlica para uma transformacdo R nas sec¢Oes-

transversais, pelo menos restrita a A, no seguinte sentido.

Proposicao 3.1.3. [[6], Proposicio 6.15] Seja R : ¥ — X' uma aplicagdo de
Poincaré com tempo t(-). Entdo DR.(E5(x)) = E3,(R(x)) para cada x € L e
DR,(E$!(x)) = ES(R(x)) em cada x € AN L.

Além disso, para cada 0 < A < 1 existe Ty = T1(X, X', A) tal que, se t(-) > T,

em cada ponto, entdo

| DRA(ES() ll< Ae | DR(EZ (@) 1> 1.
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Dada uma segdo-transversal L, um ntimero positivo p e um ponto x € X,

definimos o cone instavel de largura p em x por
CZ(x) ={o=0v"+0":70° € E{(x),0" € E'(x) el v’ [[<pllo"|l}.

Seja p > 0 uma constante pequena. Na seguinte consequéncia da
proposi¢do anterior, assumimos que a vizinhanga U foi escolhida sufici-
entemente pequena, dependendo de p e do limitante dos dngulos entre o
fluxo e segdes-transversais.

Usaremos a notagdo X(X’) para denotar o conjunto {x € X : R(x) € X'}.

Corolério 3.1.4. [[6], Coroldrio 6.17] Para qualquer R : ¥ — X’ como na
proposi¢io com t(-) > T1(X,X'), e qualquer x € ¥, temos DR(x)(Ci(x)) C
Ci(R()) e || DRy(v) 1= 2A™" || v ||, para todo v € Cli(x).

2

Este coroldrio esta diretamente relacionado com a expansdo das cha-
madas cu-curvas. Uma curva é a imagem do intervalo compacto [a, b] por
uma aplicagdo C!. Usamos I(y) para denotar seu comprimento. Por uma
cu-curva em X queremos dizer uma curva contida na se¢do-transversal X
e cuja direcdo tangente estd contida no cone instdvel: T,y C Cp(z) para
todo z € y. O corolério assegura que a imagem de uma cu-curva pela
aplicacdo de Poincaré entre se¢des-transversais é outra cu-curva.

O préximo lema diz que o comprimento de cu-curvas ligando folhas estdveis
de pontos préximos x,y tem que ser limitado pela distancia entre x e y. O
lema sera essencial para a prova do teorema |A} onde d., = 2. No lema d
é a distancia intrinseca na superficie X de classe C?, isto é, 0 comprimento

da menor curva suave em X conectando dois pontos em .

Lema 3.1.5. [[l6], Lema 6.18](Lema essencial) Dados X e p fixados suficientemente
pequenos, existe uma constante k¥ > 0 tal que, para qualquer par de pontos

x,y € L e qualquer cu-curva y ligando x a algum ponto de W*(y, L), temos que
I(y) < x-d(x, y).

Prova do lema Consideramos coordenadas X nas quais x corresponde

a origem, E{(x) corresponde ao eixo vertical e E5 (x) corresponde ao eixo
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horizontal; com estas coordenadas identificamos ¥ com um subconjunto
do seu espago tangente x, dotado da métrica euclidiana. Em geral esta
identificagdo ndo é uma isometria, mas a distor¢do é uniformemente limi-
tada, o que é levado em conta através das constantes C; a C4 nas estimativas
a seguir.

A hipétese que y é uma cu-curva implica que o vetor velocidade y(s)
esta contido no cone de abertura C; - p centrado na direcdo tangente a y(s)
para todos os valores do pardmetro s. Nas coordenadas descritas acima
isto significa que podemos escrever y(s) = (£(s),s) para alguma fungdo
& :]0,50] = D¢, de classe C', onde D° é um disco de dimensdo d,;, com
&(0) =0, &(s) > 0. paratodos >0ei=1,..,ds, com ||| < Cip.

Por outro lado, folhas estdveis sdo quase horizontais, isto é, fixando
alguma folha estavel passando por y € X, podemos escrevé-la como o
grafico de uma fungdo 17 : D° — R de classe C' com n(0) = d > 0 e
Nl < Cop, ou seja, Wi(y, L) = {(u, n(u)) : u € D).

We(y, %)

W (z, %)

Figura 3.2: Uma cu-curva limitada pela distancia dos pontos

Observe agora que, como y é uma cu-curva ligando x a um ponto
z € Wi(y, X), com z = Y(sp), para algum sy > 0, entdoh =no & : [0,50] = R
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satisfaz
1] < 5= C1Cap? e h(0) = (o E)O) = (0) =d >0,

com Y(sp) = (&(s0), S0) = (1o, n(up)). Logo,
h(so) = (17 0 &)(s0) = N(uo) = sp.

Assim, g(s) = s — h(s) satisfaz g(0) = —d < 0 = g(sp). Como g’ =1-h" >
1 -6 > 0 (se p é suficientemente pequeno), pelo Teorema do Valor Médio,

temos que:
Q(s0) — g(0) =d = g'(t)so > (1 — 0)so,

logo sy < d/(1-9).
Temos uma intersecdo entre y e a folha estdvel passando por y cuja

distancia a x ao longo de y, isto é, {(y), é limitada por:

f 1Dy’ (B)lldt
0

fso VIDE()? + 1dt
0

s04/1 + (C1p)?

AT+ (Cip)?
1- C1C2p2
< d(1+ GCsp),

46%

IN

onde C3 é uma constante positiva dependendo apenas de C; e C,.
Finalmente y tem coordenadas (us,1(u1)), com ||u1]] < 1, e usando a

Desigualdade do Valor Médio para 7, obtemos

In(u1) —dll = lIn(u1) — n0)|| < sup ID)Il - lluall < Caplluall,
teDs
logo n(u1) > d — Cyplus]l.
Temos que ou d > 2C,pllusll, ou d < 2Cypllusll. Seja C4 > 0 tal que
d(x,y) = C4llx — yl|, onde || - || é a norma euclidiana.
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Se d < 2C,pl|u4ll, entdo, como [|u1]| < [Ix — yll, concluimos que

) d )
Cy) 2 Gl =yll> Cire = Com ey

Se d > 2C,pl|u4ll, entdo, como ||n(u1)ll < |lx = yl|

Copllually _ d {(y)
e = yll > n() = (@ = Capllnll) = d(1 - 7 ) > 52 20+ Cop)’
Concluimos que
T T2(1+ Cap)
Tomando M = max{2,2C,} - (1 + C3p), chegamos em
Uy) <x-dx,y),
onde k = M/C,. O

Observacao 3.1.6. Este lema é importante na prova do teorema principal para o
caso do, = 2, mas nio pode ser usado para d., > 2 e isto se deve a dimensio do
cone centro-instdvel C3 no espago tangente TX. De fato, pensando no problema
em R? para o caso d., = 2, E tem dimensdo 1 e, assim, o cone centro-instdovel é
unidimensional. Assim, em cada ponto y(s), fixada uma direcdo paralela a E*, o
angulo entre y'(s) e y.,(s) é muito pequeno. Esta direcdo paralela estd contida em
ESY, podendo ser apenas unidimensional. Isto impede que tenhamos, por exemplo,
uma cu-curva que espirale de forma arbitrdria. Para d., > 2, ndo existe este tipo
de limitagdo para uma cu-curva, pois, devido a dimensdo do cone (agora maior que
1), a diregdo do vetor tangente de uma cu-curva pode variar arbitrariamente de
ponto a ponto.

3.1.2 Caixas de fluxo em torno de singularidades tipo-Lorenz

Usando a linearizacdo dada pelo teorema de Hartman-Grobman[38]
(ndo sera necessdrio exigir a suavidade para aplicacdo que realiza a line-
arizagdo), 6rbitas do fluxo numa vizinhanga pequena U da singularidade
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sdo solugdes de uma equacdo linear, médulo uma mudanga continua ou
suave de coordenadas, respectivamente.

Entdo, nés podemos escolher se¢des transversais contidas em U tais
que

e Y17 em pontos y+ em diferentes componentes de W}/ (0)\{c}

e Y™* em pontos x* em diferentes componentes de Wi (0)\ W (0)

e aplicagdes de Poincaré com tempo de primeira entrada R* : L*\[* —
Y°T U X, onde I* = X* N W: (0), satisfazendo

1. cada 6rbita no atrator passando por uma pequena vizinhancga de ¢

intersecta alguma secdo transversal de entrada I**;

2. R* leva cada componente conexa de X*\I* difeomorficamente den-
tro de um segdo transversal de saida diferente Y.°*, preservando a

folheacao estavel correspondente.

Veja que no caso tridimensional W}’ (o) tem dimens@o 1 e a codimenséo
de W*(0) em W*(0) é 1, e portanto W% (o) separa localmente W*(c) em duas
componentes.

Estas se¢Oes transversais podem ser escolhidas para serem planas em
relacdo a algum sistema de coordenadas linearizante préoximo a o, isto é,

para algum e > 0
Y = (g, x0, 1) 2 1] < €, 10| < €}

X% = {(£1,x2,x3) : X2 <€, |x3] < €},

onde o eixo x; corresponde a variedade instavel proximo de o, o eixo x,
corresponde a variedade estdvel forte e 0 eixo x3 a variedade estdvel fraca

da singularidade que, por sua vez, corresponde 4 origem.

Observacao 3.1.7. Apesar de usarmos a vizinhanga U, da singularidade tipo-

Lorenz generalizada o dada pelo teorema de Hartman-Grobman, ndo usamos as
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Figura 3.3: Vizinhanga singular tridimensional

coordenadas linearizantes fornecidas pelo teorema em nosso trabalho. A importin-
cia desta vizinhanga é, como foi mostrado acima, para a construgdo da cobertura
de A. Além disso, podem existir sumidouros hiperbélicos-seccionais que nio pos-
suem singularidades tipo-Lorenz generalizada (veja o exemplo [2.3.3), mas, como
jd mencionado, assumimos que as singularidades sdo tipo-Lorenz.

3.1.3 Cobertura de A por caixas de fluxo

Para cada ponto regular x € A, podemos tomar uma se¢do-transversal
Y, ao campo X, contendo x em seu interior. Consideramos o conjunto
Zix = {y € X :d(y,dx,) > 0}, para algum 0, > 0. Escolha um €, > 0, com
€y < 1, e considere a caixa de fluxo

Ty (€0) = {Xo(y) : y € int(ZY), s € (—€o, €0))

para cada ponto regular x.

Préximo a cada singularidade o de A existe uma vizinhanca U,,, des-
crita na secdo anterior, contendo o, em seu interior. Denotemos por Uf,k
esta vizinhanca com as subsecdes =2, » = i,0. Seja Sing(A) o conjunto

tinito de singularidades contidas em A, que sdo todas do tipo-Lorenz.
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0%+
o

Denotamos por 8° a familia de todas as subsegdes L"* proximas a
singularidades de A.

Agora, considere o conjunto aberto Vs = Usesingr) Us € 0 subconjunto
compacto A; := A\V,de A. Para qualquer x € A; sabemos que x é um ponto
regular. A cole¢do {Z%(ep) : ¥ € A1} éuma cobertura aberta do compacto A.
Fixamos uma subcobertura finita €, = {Zi’l‘l (€0), ey Zii" (€9)}. Tomamos 6 =
min{,,, ..., 6y} para construir as subse¢des X° tais que {2 (ep), ..., X3 (€0))
ainda é uma cobertura finita de A; (veja a figura e é esta que usaremos

a partir de agora denotando-a também por C,.

Figura 3.4: Vizinhanga regular tridimensional

Denominamos X(ep) de vizinhanga regular de x e ng, vizinhanca com
as subsecoes Zg’*’i, + = [,0, de vizinhanca singular de o;. Considera-
mos a familia finita de se¢des transversais @° = {7, ...,

T, = max{T1(X,X), %, Y € ©O}. Diminuindo Uﬁk, se necessario, podemos

Y0 ). Agora, seja

escolher as vizinhangas singulares com o tempo de saida em cada vizi-
nhanca maior que T:

O menor tempo necessario para uma orbita positiva de um ponto em

P .

YY* alcangar Yo¢* é maior que T;.

Unimos C, a V; e temos uma cobertura C de todo A. No que segue,
L }. De-

notaremos Z° = @° U 8° como a familia de todas as subsec¢des-transversais

consideramos a familia finita de se¢des transversais @° = {¥.

X7

escolhidas nos passos acima e = a respectiva familia de se¢des-transversais.
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Observacao 3.1.8. (Expansividade na vizinhanga Uy de A) Podemos assumir
que a vizinhanga Uy estd contida em

e-(UzeU(U u)

i=1 =1,...1

De fato, temos que regido U, é positivamente invariante, isto é, X,(Up) C U
e A = (o Xe(Up). Assim, haverd um ty > 0 tal que X,(Uy) C €. Isto nos
permitird definir R também em U, e entdo a expansividade pode ser provada

para U,.

Apbs a construcido dessa cobertura, podemos reformular o lema [3.1.5
Neste lema, a constante k¥ = x(X) depende da secdo X considerada. Como
temos um ntmero finito de se¢des em E, podemos tomar x = max{x(X) :
X € B}. Com isso, temos a seguinte reformulacdo do lema que sera

essencial na prova do teorema

Lema 3.1.9. (Lema essencial reformulado) Vamos assumir que p tem sido fixado
suficientemente pequeno. Entdo existe uma constante x tal que, para toda segio
Y. € B, qualquer par de pontos x,y € ¥ e qualquer cu-curva y ligando x a algum
ponto de W*(y, L), nés temos que I(y) < x - d(x, y)

3.2 A aplicacao de retorno de Poincaré global

Denotamos por T, > 0 o limitante superior para o tempo que qualquer
ponto z € Zﬁi (€9), 1 =1,..., k, deixe esta vizinhanca tubular sobre a acdo do

fluxo. Seja Ts > max{T;, T} e considere o valor de T > T; tal que

diam(X,(WE(X))) < cAldiam(W3 (X)) < %, paratodaX € E,comt > T.

Defina I'y = {z € E : Xr1(z) € UaeSing(A)ﬂLIo(WZSOC(G)\{G})} e & = E\Il.
Se z € &', entdo Xr.,1(z) ndo pode permanecer na vizinhanca singular Uf,k
e entdo Xr,1(z) € Zf(eo), para alguma vizinhancga regular Zf(eo). Ja que

€y < 1, entdo existe um t > T tal que X;(z) € Z? .
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Definigao 3.2.1 (Aplicacdo global de primeiro retorno). Para cada, z € U,
definimos a aplicagio global de Poincaré C" (r > 1) por pedagos R : &' — =P,
R(z) = Xqi(z(2), onde t(w) = inf{t > T : X{(w) € E®). Além disso, T : &' —
[T, +00) é também de classe C" por pedagos.

Veja na figura [3.5/uma ideia de como se constréi esta aplicacdo.

Figura 3.5: A aplicacdo global de Poincaré

Lema 3.2.2 ([2], Lema 3.2). Se £, NIy = 0, entdo 1z, < T + 2. Em geral,
existe C > 0 tal que t(x) < —Clogd(x,I'y) para todo x € E'. Em particular,
T(x) = +o00, quando d(x,I'y) — 0.

Definimos a folheacao topolégica F°(E) = U§'=1 F°(X,,) de E com folhas
W?(x, E) passando por cada x € E. Da contragdo uniforme das folhas
estdveis juntamente com a definicdo de F°(E) e a invariancia de J° pelo
fluxo, obtemos resultado anédlogo a proposigdo3.2.5
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Proposicdao 3.2.3 ([2], Proposi¢do 3.4). Para T > T; grande o suficiente,
R(W3(E)) c Wi (E) para todo x € E.

Observacao 3.2.4. Observe que a forma como construimos a cobertura C e,
consequentemente, a aplicagdo global R, nos fornece uma propriedade especifica
para R: se existe um ponto z no dominio de R cuja orbita passa por uma
vizinhanga singular, entdo R(z) estd em uma das sec¢ées de saida Yo%,
De fato, por construgio, ao passar por uma vizinhanga singular, o tempo que a
orbita de z leva para chegar a X% é maior ou igual ao T > 0 especificado na
definigdo da aplicacdo global de Poincaré. Assim, o ponto Xr(z) deve estar em
algum regido dentro da vizinhanga singular e ao atingir %%, definimos R(z).
Esta propriedade nos permite ter maior controle sobre a visitagdo da drbita de um

ponto as vizinhangas singulares.

Por construcdo 7 ndo estd definida em pontos w € Uy que ndo retornam a
nenhuma subsegdo de E?, o que é somente possivel se Xr(w) € Wi (o) para
alguma o € Sing(A), j& que caixas de fluxos pelas se¢des de E° fornecem
uma cobertura aberta para A.

Seja dom(R)s = {x € E° : R(x) € E?}. Pela escolha de T, temos que, para
cada x € B9, existem secOes X, X € E tais que

R(W*(x, £,)) € 2.

Isto significa que todos os pontos W*(x, X1) (e ndo apenas de W*(x, £1) N Z?)
retornam a Zg/ 2. Denotamos entdo dom(R) = {x € & : R(x) € &}. Veja que,
para todo x € dom(R), d(x, &°X) > 6. Com isso, provamos que:

Proposicao 3.2.5. [[3]], Proposicio 6.6] Existe uma cobertura de A por caixas de
fluxo de segdes-transversais e uma aplicagio de retorno de Poincaré R : dom(R) —
Y. tal que, para todo x € dom(R), existem ¥, ¥ tais que R(W?(x, X)) C £°/2 e entdo
R(W3(x, X)) € int(W3(R(x), ¥)).

Observacio 3.2.6. Quando existirem ¥, ¥. tais que x € ¥ e R(x) € £, escrevere-
mos L(X) = {x € T : R(x) € L.
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Lema 3.2.7. [[l6],Lema 6.29] O conjunto de pontos de descontinuidade de R
juntamente com pontos onde R ndo estd definida em E°\°E® estd contido no

conjunto de pontos x € E*\*E? tais que
1. ou R(x) estd definida e pertence a FE?;
2. ouexiste algum 0 <t < T tal que X;(x) € W; (o) para algum o € Sing(A\)

Além disso, este conjunto estd contido em um niimero finito de folhas estdveis
de pontos das subsegdes-transversais de X0 € E°.

Observagao 3.2.8. A cobertura C = {L2(T), Uf;j_,i =1,.,kej=1,..,1} dada
na observagio[3.1.8|foi construida dependendo de um 6 > 0 considerado. Podemos
construir uma outra cobertura C = {ZE(E), Ugj,i =1,.,kej=1,..1}apartir
de um 0 < & < 6. Esta cobertura nos fornece outra aplicagio global de Poincaré
que chamaremos de R. Uma vez que & < O, temos que R estende R ds duas regides,
denotadas por F(06—) e F(60+), de pontos delimitados pelas fronteiras de ¥ e
Y. No caso de uma variedade tridimensional F(66-) e F(56+) representam faixas

como ilustra a figura 3.6}

L

Wz, Z) N F(0+)

— N ) F(66+)
F(d0—)

Figura 3.6: Extensdo de R &s faixas laterais em dimens&o 3
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Estas faixas aparecem em quantidade finita, ja que estamos usando um

numero finito de secdes.

Definicdo 3.2.9. (Dominio de suavidade) Dizemos que uma subfaixa Fy de
X é um dominio de suavidade de R se o fluxo entre Fy e R(Fy) ndo atravessa
vizinhangas singulares e existe um difeomorfismo de Fy, em R(Fy). Escolhemos

em cada ¥, a mdxima subfaixa Fy compacta que seja um dominio de suavidade..

Observacdo 3.2.10. A existéncia de dominio de suavidade para R implica que
o tempo de viagem é limitado e as derivadas de R em Fy sdo limitadas. Além
disso, por Rlp, ser um difeomorfismo, existem constantes c,d > 0 uniformes (por
causa da compacidade de Fy,) para todo z € Fy, tais que R(B(z, ¢)) D B(Rz,d), com
B(z,c) C Fy.

Seja I' o conjunto finito de folhas estaveis em pontos de E° fornecidas
pelo lema juntamente com *Z°. Entdo o complemento Z°\I" deste
conjunto é formado por finitas faixas abertas em cada X, cujas fronteiras
estaveis sdo formadas por folhas de I'. Assim, as fronteiras destas faixas
sdo formadas por folhas estdveis caracterizadas pelo lema acima. Vamos
denotar estas folhas por L;, Ly, ..., L; e chama-las de linha singular, se seus
pontos satisfazem o item 2, ou linha ndo-singular, se seus pontos satisfazem
o item 1. No que segue, a faixa cuja fronteira estdvel é formada por W; e

Wi, serd denotada por Q;.

3.3 A prova da expansividade para o caso d., = 2

Como observado em provaremos a expansividade para a regido
Uy que contém A. Suponha por contradi¢do que o fluxo nado é expansivo
em U, o aberto contendo o sumidouro hiperbdlico-singular A, isto é, existe
€ > 0 tal que V6 > 0, é possivel encontrar x, y € Uy e uma funcdo h € S(R)

tais que:
dist(Xt(x), Xh(t)(y)) <9, Vt e R, mas Xh(t)(y) ¢ X[t_ert_'_e](x), Vte R

Tome entdo 6, — 0, x,,, y, € Up e h,, € S(R):
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A(Xi(xn), X,y (Yn)) < O, VEER, 3.1)

mas

th(f)(yn) g X[t—€,t+€](x11)l Vt e R (3.2)

Observacao 3.3.1. (A sequéncia 6,) Veja que a existéncia de uma sequéncia
6, — 0, nos permite escolher, sempre que necessdrio, para qualquer 6 > 0, n sufi-
cientemente grande tal que dist(X;(x,.), Xn,5(Yn)) < 0n < 6. Vamos,inicialmente,
tomar n tal que 6, < D := max{d(X)", L"), 0 € Sing(A)}.

Agora, afirmamos que:

Lema 3.3.2. Existe um ponto reqular z € A que é acumulado pela sequéncia de
conjuntos w(x,).

Demonstragio. De fato, veja que w(x,) # 0, para todo n, e w(x,) C A, pois
Uy é um sumidouro.Tome, para cada n € IN, z, € w(x,), por compacidade
(passando a uma subsequéncia, se necessario), temos que (z,), converge a
um certo z € A. Se z for um ponto regular, acabamos de provar a afirmagdo
teita. Caso z seja uma singularidade o, entdo, usamos a dinamica do fluxo
nas proximidades desta. Vejamos:

Cada singularidade de um sumidouro hiperbélico-seccional com d., =
2, acumulada por 6rbitas regulares, tem que ser tipo-Lorenz (generalizada)
como vistonolema ??. Assim, como z, tende a o, a partir de certo n, teremos
que a distancia entre os conjuntos w(x,) e a interse¢do da variedade instavel
local de 0 com uma segdo de saida da correspondente vizinhanga singular
tende a zero, para n > ny. Agora, basta tomar z’, ponto regular, nesta

intersecdo tal que (z),), — z’, n — o0, com z], € w(x,). O

Ja que € é uma cobertura de A e w(x) C A, podemos assumir, sem

perda de generalidade que z estd no interior de alguma se¢do X% € E?

uma subsecdo-transversal contendo z em seu interior. Isto garante que
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d(z,d°L) > 6. Nos podemos escolher uma vizinhanga V de z contida em
Y2(ep) para qual existe um ng tal que z, € V, n > ng. J& que Orbitas x,
retornam infinitas vezes a uma vizinhanga de z,, temos que, para n sufici-
entemente grande, a 6rbita de x, visita V infinitas vezes e cada vez mais
perto de z, que antes. Por isso, podemos escolher um 6, suficientemente
pequeno tal que a 6rbita de y, também visita V infinitas vezes. Seja t,
o tempo correspondente a primeira intersecdo da orbita de x, com X°.
Substituindo x,,,y, t € h, por x = X, (x,), Y = Xpy(yn), F=t—t, e
hu(F) = hy(F + t,) — hy(t,) ainda temos que

AXi(x™), XG0 (y™)) < 0, (3.3)
e também
X5,0(0") & Xiz-era(x™) (3.4)

Além disso, pela construcdo da vizinhanga, concluimos:

Proposicdo 3.3.3. [Theorem 7.13, [6l] Existe K > 0, tal que, para cada n > 0,

existem sequéncias (T, ;), com T,0 = 0, e (v, ;) tais que:
o X, = Xy, () € X
® T,;— Tpj1 > max{Ty, T>}
o ynj =Xy, (y) € Z° para todo j > 0, onde v,,; = h(1,,j) + €y,
® [v,; — h(ty,)| < Kb,
o d(x,, Ynj) < Ko,

Aqui K > 0 éuma constante que depende somente do dngulo entre X. e a direcio

do fluxo (conforme figura[3.7).

Escrevemos x = x™ e y = y™. Veja que nunca estdo em alguma W; (o),
oc
o € Sing(A),para qualquer s,t € R, jd4 que isto implicaria que as Orbitas



37

th (331:;)

orbita de x

Xh(t.n ) (yn)

Figura 3.7: A vizinhanga V

destes pontos ndo voltam a X°. Assim, R/(x) e Ri(y) estdo definidos para

todo j > 0. Denotemos por x; = R/(x) e y; = R/(y), com j > 0.

Observagdo 3.3.4. Sempre que R(x;) = Xex;)(x)) € R(y;) = Xo(y,)(y;) pertencem
a mesma ¥., podemos fazer uma estimativa como na proposicio[3.3.3|e garantir que
T(y;) = 1(x;) + €; e entio d(R(x;), R(y;)) < K(X)0,, onde K(X) é uma constante
que depende somente do dngulo entre ¥ e a direcdo do fluxo. Como existe um
niimero finito de segdes em E podemos tomar uma constante uniforme K tal que
d(R(x/), R(y;)) < Ko, para toda secio L. tal que R(x;),R(y;) € L.

Observagao 3.3.5. Se x; e y; ndo estdo em um mesmo dominio de suavidade
de ¥, podemos supor que x; e y; estdo em dominios adjacentes. Isto é sempre
possivel pois podemos tomar K6, < m := min{d(%;, L), onde L, L siio dominios
ndo-adjacentes|. Assim, caso xj € L e y; € Ly, com L; e Xy ndo-adjacentes, entio

d(xj, y;) > m > Kb, contradizendo a construgio destes pontos.
Parte essencial da prova é mostrar que

Afirmacao 3.3.6. y; € W*(x;, X).
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Faremos isso na subsecao Por ora, supondo que y; € W*(x;, ),
concluiremos a prova da expansividade.

3.3.1 Conclusao assumindo a afirmagao|3.3.6

Assumindo a afirmacdo acima, fixemos € > 0 dado pela negagdo da
expansividade. Para concluir a prova, uma vez que y; € W*(x;, ), vamos

ver agora que
Xh(’cj)(y) € WzS(X[T]'—G,T]'+€](x))'

Ja que a variedade forte-estdvel é localmente invariante pelo fluxo e
Xz, (y) estd na Orbita de y; = X, (), entdo Xy)(y) € We(x;) = WXy, (x)).
Noés temos que |[v;—h(t;)| < K6, e, pela observacio[3.1.2] existe um pequeno
€1 > 0 tal que

Rs(y;) = Xi(y)) € W (x;j) com [t] < €.

Portanto o segmento de 6rbita O, = X{vj~K-by—e1,0;+K-0,+¢1] (y) contém Xh(Tj)(y).
Notamos que isto vale para todo valor de 6, > 0 suficientemente pequeno
fixado. Veja a figura

X)e0y

Figura 3.8: Vizinhangas na 6rbita

Vamos considerar o segmento de 6rbita Oy = X7, —¢,1;+¢](x) € 0 segmento
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de 6rbita de x cuja variedade forte-estavel intersecta O, isto &,
O = {Xs(x) : AT € [V; - K- 6, —t,0; + K- 0, +t] tal queX.(y) € WZ(X,(x))}.

Ja que y; € W*(x;) concluimos que O,, é uma vizinhanga de x; = X;,(x)
que pode ser feita tdo pequena quanto queiramos tomando 6, e €; pequenos
o suficiente. Em particular nés podemos assegurar que O, C O, e entdo
Xy (Y) € W (Xjz,-¢,1,+¢1(X)), como queriamos.

Usaremos agora o seguinte lema. Em [7], este lema é usado no contexto
é que A é transitivo, no entanto, na auséncia de transitividade, o lema

ainda é valido, conforme a demonstragao a seguir.

Lema 3.3.7 (Lema 3.2,[7]). (Controle de dngulos) Existe um p > 0 pequeno
e ¢ > 0, dependendo somente do fluxo, tal que se z1,z,,z3 sdo pontos em A
satisfazendo z3 € X|_,,)(z2) € 22 € Wzs(zl), entdo

d(z1,23) > ¢ - max{d(z1,z2), d(z2, z3)}.

7 +XPPl(z)

4 75
H.pi‘*‘(

L

&

1

-p

Figura 3.9: Distancias numa vizinhanga

Demonstragio. Esta desigualdade é uma consequéncia direta do fato de que
o angulo entre E* e a dire¢do do fluxo é afastada de zero, visto que a direcdo
do fluxo esta contido em E®. De fato, considere um p > 0 pequeno tal que

X[_p,p](W;S(zl)) seja um disco de classe C'. Assim, a métrica Riemanniana
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é uniformemente perto da Euclidiana, podendo assim escolher [—p, p] tal
que z; corresponda a origem, W*%(z;) corresponda ao segmento {0} X [—p, p]
e X[-p1(z1) corresponda a [—p, p] X {0}. Assim, o angulo entre X|_, ,(2) e
o segmento vertical é limitado por baixo e longe de zero e a constante c é
obtida por argumentos da métrica Euclidiana padrao.

O

Tomamos 6, < cp. Temos que Xy (y) € WZ(Xjr—er+e1(x)). Em outras
palavras, existe |w| < € tal que Xy (y) € W¥(Xr10(x)). A Propriedade
implica que Xj1)(y) # Xr+0(X). Jd que variedades fortes-estaveis sdo
expandidas para o passado, existe O > 0 méximo tal que

Xn-1(y) € W, (Xero-t(X) € Xirro-(Y) € Xip,p) (X (y))

para todo 0 < t < 6, veja figura 3.10}

wes ()

Figura 3.10: Esbogo das posigdes relativas da variedade estavel-forte e das
Orbitas
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Para t = 6, o maximo que pode acontecer é:

diSt(Xh(I)—t(y)/ X7+w—t(x)) = P ou diSt(Xh(T+a)—t)(y)/ Xh(T)—t(y)) = P

Usandoolema3.3.7, com z; = Xry—1(x), 22 = Xyo)-+(y) € 23 = Xpyzew-n(Y),
concluimos que dist(Xqo—+(x), Xnz+w-t(y)) = cp > 0,, uma contradicao ja
que mostramos para h = h, que dist(X,(x), X (y)) < Oy

Esta contradicdo finaliza a prova e, portanto, o fluxo é expansivo no
aberto U, contendo A. Segue da uniformidade da escolha das se¢des e dos
dominios de suavidade por pequenas perturbag¢des do campo ou fluxo que
Xlu, é C'-robustamente expansivo, isto é, a expansividade vale para todo
campo Y em uma C! vizinhanca de X.

Resta agora provar que y; € W*(x;, ).

3.3.2 Prova da afirmag¢ao 3.3.6

Queremos mostrar que y; € W¥(x;, L). Para isso, provaremos que x; e
y; estdo sempre na mesma segdo estendida a fim de obtermos, usando o
corolariof4.4.T|sobre expansao de distancias, que a distancia entre W*(y;, X)
e We(xj, ) é expandida por um fator maior que 2A™! > 1. Como isso
valerd para todo j > 0, inevitavelmente, por inducdo em j > 0, teremos
d(W:(y;, X), We(xj, L)) > Kb,, para algum j, contradizendo o fato de que
dW:(y;, X), We(xj, L)) < d(y), x;) < Kb,.

Mas, se para algum j > 0, x; e y; estdo em segdes diferentes, digamos

L e I, respectivamente? Vejamos como resolver este problema.

Caso x; e y; estejam em faixas adjacentes e, portanto, R(x;) e R(y;) estejam
em faixas distintas.

Se isto acontece, entdo a linha que separa x; e y; € ou uma linha singular
ou uma linha nao-singular. Se fosse uma linha singular, entdo R(x;) e R(y;)
estariam em diferentes componentes conexas de L'*\[* e isto implicaria
que a dinamica do fluxo na vizinhanca da singularidade, conforme figura

3.11} separaria os dois pontos a uma distancia maior que a distancia D entre
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as secdes X" e LY, isto é, existiria r tal que d(X,(x™), Xyp)(y™) > D > 6,
uma contradigdo pela observacio[3.3.1]

No.— yio+

X () y(n)

_ i

Figura 3.11: A dinamica do fluxo separa os pontos

Portanto, necessariamente L tem que ser uma linha nao-singular. Isto
implica, por causa da descontinuidade, que R(x;) e R(y;) estdo em subsecdes
diferentes, digamos X; e X, respectivamente, veja a figura Denote
por X(y;) a faixa de pontos entre a linha L e W*(y;,X) . Digamos que
7(x;) > 7(y;)(0 outro caso é analogo). Entdo X(y;) é levada por R na faixa
Y»(R(y;)) de pontos entre a linha tracejada e W*(R(y;), £2) em ¥,. Enquanto
isso, R leva X(x;), a faixa de pontos entre a linha L e W*(x;, ), na faixa
21(R(x;)) em ¥;,como mostra a figura m

Temos que R(xj) = Xrx)(xj) € X1 € Xh(ij)(yj) estdo a uma distancia
menor que & por , entdo existe um a > 0 tal que Xh(ij)m(yj) € Y.
Veja que h(ty) + a > 1(y;) > T, onde T vem da defini¢do da aplicagéo de
Poincaré. Temos entdo uma aplicagdo local de Poincaré R : L(XZ;) — X4
tal que R(xj) = R(xj) = XTX]_ (x;) e R(yj) = Xh(Tx]_)m(yj). Como escolhemos T
de tal forma que h(ty) + a, Ty, > T, temos que R(W*(xj, L)) C £%? e entdo
R(Ws(x;, £)) € WE(R(x;)), £1).

Dessa forma, a aplicagdo de Poincaré original restritaa X(x;), R : X(x;) —

21(R(x/)), pode ser estendida a uma nova aplicagdo de Poincaré entre as



43

¥
7N L R(¢)
58
- _:/' % |
14§ AR
RN R Xy rafuf) §
AR o=

AY
..//\
2
b2l
-4

Figura 3.12: A aplicagdo R onde R(y)) = Xt +a(y;) € R(x}) = R(x;)

secdes e X, R : (x;) U Z(yj) = R(Z(xj) U Zl(sz].m(yj)), conforme figura
3.12, tal que Rly() = R, com R(y;) = X, +a(y)) e R(xj) = R(x;). Provamos

assim a seguinte proposigao:

Proposi¢do 3.3.8. Para cada x; = R/(x;) = Xi(x), j > 0, existe s; = h(t)) + aj,
com laj| < €, tal que y; = R(yj_l) = X;,(y) e x; estdo na mesma segdo estendida
L.;, assim como as respectivas variedades estdveis W*(y;, L;) e W*(x;, L)).

Conclusédo da prova da afirmacao 3.3.6]

Assim, acabamos de construir uma aplicacdo R tal que R(x e R(y ;) estdo
na mesma secdo estendida, neste caso ;. O tempo £(-) de R é maior que
T = max{T,, T1(X, '), X, X € E} (que é, claramente, maior que T;(Z, ¥1)).
Agora, tomando uma cu-curva y; conectando x; e y;, qualquer cu-curva, o
Lema Essencial garante que I(y;) < xd(x;, y;). No entanto, o corolario
aﬁrma que R(y;) é uma cu-curva e esta conecta x;.1 = Rx; e y;1 = Ry;.
Como R¥(y;) é uma cu-curva que estard no mesmo dominio de suavidade
de R para todo k, entdo o corolario garante que o comprimento da
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cu-curva satisfaz
E(R*;) > GATY/6)F,

para todo k > 1, e consequentemente haverd um certo k > 0 tal que
E(RYy ;) > Ko, - x.
Logo, pelo Lema Esesencial reformulado,

A(Xjsk, Yirk) = f(Rk)/j)/K > Kby,

o que contradiz a escolha de x,, y, e 0, do inicio da prova da expansividade.
Portanto, devemos ter y; € W*(x;, X).



Capitulo 4

A expansividade para sumidouros

hiperbdlico-seccionais com d.;,; > 2

Neste capitulo faremos a prova do nosso resultado principal sobre ex-
pansividade no caso d,, > 2, o teorema |Bl Algumas consideragdes pre-
cisam ser feitas neste caso e uma hipétese a mais é assumida aqui, a 1-
dissipatividade forte, para podermos ter uma folheacdo C' do sumidouro
e prosseguirmos com a prova de maneira semelhante ao caso anterior.
Nao podemos usar o Lema Essencial, mas conseguimos obter estimativas
de expansdo da aplicagdo global de Poincaré. Refazemos algumas cons-
trugdes da secdo anterior dando um aspecto mais topolégico aos conceitos

definidos anteriormente.

4.1 Aplicacdoglobal de Poincaré nas secoes adap-

tadas

4.1.1 1-dissipatividade forte e a folheacdo C' do sumidouro

Conforme o teorema [B| assumimos que A é 1-fortemente dissipativo.

Com isso, o teorema a seguir, nos garante que a folheagdo do sumidouro

Uy fornecida pelo teorema éChl:

Teorema 4.1.1. (Teorema 5.2,[2l]) Seja A um atrator hiperbdlico-seccional. Su-

45
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ponha que A seja g-fortemente dissipativo para algum q € (dis, [7]]. Entdo existe
uma vizinhanga Uy de A tal que {W5 : x € Uy} define uma folheagio C* de U,.

Neste teorema, r determina a regularidade do campo. Ao assumirmos
que X é um campo C!, entdo r = 1, e podemos tomar g = 1 no teorema

acima para garantir folheagdo C! para uma vizinhanga Uy de A.

4.1.2 Construcao de uma se¢ao-transversal adaptada global

Neste caso d., > 2, reconsideramos e generalizamos a seguir as cons-
trugdes feitas no capitulo anterior, dando uma descri¢do mais topolégica
as se¢Oes-transversais definidas anteriormente.

Escrevemos py > 0 para o raio de injetividade da aplicacdo exponencial
bop | B0p0) = M,
v — exp, v, € um difeomorfismo com B.(0,p0) = {v € T:M : [[v]| < po} e

exp, : T.M — M para todo z € Uy, tal que exp,

D exp,(0) = Id e também d(z, exp,(v)) = |[v|| para todo v € B.(0, po).

Seja y € A um ponto regular (X(y) # 0). Entdo existe uma caixa de
fluxo aberta V,, C Uj contendo y. Isto é, se fixarmos €, € (0, 1) pequeno,
entdo podemos encontrar um difeomorfismo x : D! X (—€y,€) — v,
com x(0,0) = y tal que x! o X; o x(z,5) = (2,5 + t). Definimos assim a
secao-transversal

L, = x(D x {o)).

Observacao 4.1.2. Assumimos que XL, C expy(By(O, po/3)NX(y)*)e ||D(expy);1|| <
2 para todo x € ¥, sem perda de generalidade.

Para cada x € L, seja

We(x, %) = U X(W) N E,.

|tI<eo

Isto define uma folheagdo topolégica W*(X,) de L,. Podemos assumir
também que X, ¢ difeomorfo a D% ! x D% reduzindo o tamanho de £, se
necessdrio. A fronteira estdvel &L, = 9D%~1 x D% = §4u=2 x D% ¢ uma
variedade mergulhada difeomorfa ao cilindro de folhas estaveis, ja que W*

¢ uma folheacdo topoldgica C?, por conta da 1-dissipatividade forte.
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Denotemos por D% o disco aberto de raio a € (0,1] em R%. Definimos
a subsecdo-transversal Z,(a) = D1 x D% e a subcaixa de fluxo tubular
correspondente V,(a) = ¥, (a) X (—€y, €y) consistindo de trajetérias em V,
que passam por Z,(a). No que segue, fixamos 4 = 3.
Para cada singularidade ¢ € A, seja U, uma vizinhanga aberta de 0 na

(0) e W

1o.(0) as variedades estdvel e

qual o fluxo ¢ linearizavel. Sejam W}
instavel local de o dentro de U,. Trajetérias de pontos comecando em U,
permanecem em U, para todo tempo futuro se, e somente se, os pontos

estdo em W} (o). Defina agora

V, = U U, .

oeSing(X)NUo

Diminuimos estas vizinhangas, se necessario, para que sejam disjuntas
entre si. Temos que A ¢ Vs e W) (o) N dU, C V,(ag) para algum ponto
regular y = y(0).

Por compacidade de A, existe | € Z" e pontos regulares yj, ..., y; € A tal
que A\V;, C U§‘=1 Vy(a0). Incluimos no conjunto {y;} os pontos y(o0) men-
cionados acima. Ajustamos a posigdo das segdes-transversais L, se ne-

cessdrio, para assegurar que sdo disjuntas e definimos a se¢ao-transversal

= UZ‘W

1
j=1

global

(1]

e sua subsecdo Z(a) = U§=1 Y, (a) para cadaa € (0,1). Seja

Li=freZ:X@e | W\

oeSing(X)NUp

e considere &’ = E\Iy. A aplicagdo global de Poincaré fica definida da

mesma maneira que no capitulo anterior:
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Observacao 4.1.3. (Extensdo de R) Assim como fizemos para o caso tridimensio-
nal, podemos construir a aplicagio global de Poincaré R, extensdo de R, escolhendo
um b > a, construindo a segdo adaptada global Z(b) = U§:1 Ly, (b) para cada
b€ (0,1) edefinindo R : E' — E(b).

Definimos a folheacéo topolégica W*(E) = U;:l W3(Zy,) de E com folhas
W;(E) passando por x € E.
Definimos agora 0°Z(ag) = U;zl FLy (@) el ={x €& : Rx € FE(ap)} e

entdo escrevemos I =Ty UTI',com Iy NI =0.

Lema 4.1.4. (1) I'y é uma ds-subvariedade de E dada pela unido finita de folhas
estdveis Wi.(8),i=1,.., k.

(2) I'y é uma subvariedade mergulhada de dimensdo (d — 2) folheada de folhas
estdveis de W*(E) e com um niimero finito de componentes conexas.

Demonstragio. Para todo x € I', temos W;(E) C I' e entdo I' é folheada por
folhas estdveis. Afirmamos que I' é precisamente o conjunto de pontos de
E que sdo enviados a fronteira de Z ou nunca visitam E no futuro.

De fato, se xg € Z'\I'1, entdo Rxy = Xy, (xp) € X’ para alguma ¥’ €
H(ag) = {Zyj(ao)}. Para x préximo de x, segue da continuidade do fluxo
que Rx € I’ (com 7(x) proximo de 1(xg)). Portanto, x € E'\I'1 e ja que
& = E\I, entdo provamos o afirmado e, além disso, mostramos que I' é
fechado.

Para o item (1), notamos que I'y C E N X[_O%Tl +1]( U, WISOC(G)) e pode-
mos assumir, sem perda de generalidade, que a unido acima compreende
somente singularidade tipo-Lorenz generalizada conforme lema ??). Por-

tanto T, W?

loc

(0) = Eg para w € W%(0),c\lo}. Assim I’y estd contida na
intersec¢do transversal entre (d; + 1)-subvariedade compacta e uma (d — 1)-
variedade compacta e entdo I'y é uma d,;-subvariedade compacta diferen-
cidvel de M e E. Além disso, ja que E é folheada por folhas estdveis de
dimensao d;, temos que I'y tem um ntimero finito de componentes conexas
em E.

Para o item (2), note que, para cada x € I'y, temos que Rx € d¥i(ap) C ;.
Assim, existe uma vizinhanga W, de x € E e Vg, de Rx em X; tal que Rly, :
W, — Vi, é um difeomorfismo. Portanto I't "W, = (Rlw,) (V. N L(ag)) é
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homeomorfa a um disco de dimensao (d., —2 +d;). Além disso, isto mostra
que a topologia de I'; é uma subvariedade mergulhada de dimensao d — 2.

Resta agora descartar a possibilidade de existéncia de infinitas compo-
nentes conexas I'", m € Z* del'1 em E. J4 que E contém apenas um ntimero
finito de sec¢des, entdo existem secdes-transversais X i, LiemE e, tomando
uma subsequéncia se necessdrio, um conjunto I' com I' = lim,, " dentro
do fecho f] tal que R(I'!") C 0°Li(ap) para todo m > 1. Pela continuidade da
folheacdo estavel, I' é a unido de folhas estaveis.

Os tempos de Poincaré 7(x,,) para x, € I'', m > 1 sdo uniformemente
limitados por cima. De fato, se assim ndo for, a trajetoria Xigr(x,))(Xm)
intersecta V, para algum o € Sing(X) N U e acumula-se em 0. Portanto,
pelo comportamento local das trajetérias préximas a selas e a escolha
da secdes-transversais proximas a V,, obtemos que I' C X;(ap) ndo estd
contido na fronteira da se¢do-transversal, uma contradi¢do. Assim, seja T
o limitante superior para 7(x,,).

Entdo, para um ponto de acumulacdo x € I de (x,,)ms1 temos que as traje-
torias X(o,r(x) convergem na topologia C* (tomando uma subsequéncia, se
necessdrio) para uma curva limite X[ r1(x) e entdo R(x) = X (x) € d°Li(ap).
Assim podemos encontrar vizinhangas W, de x e Vi, de Rx € E tal que
para um m arbitrariamente grande temos que Ry, : W, — Vg, é um difeo-
morfismo e [T "W, = (Rw,) (VN FLi(ap)), 0 que contradiz a regularidade
de I'; como subvariedade topoldgica.

Concluimos assim a prova do item (2) e também o lema.

O

Observacgido 4.1.5. I’y é um subvariedade suave de E com codimensio d., — 1 e
=

separa B se, e somente se, do, = 2. Jd I'y é uma subvariedade de codimensdo 1 de
E e separa E.

=

Seja " = E(ap)\I'. Entdo &’ = S; U---U S, para algum m > 1, onde
cada faixa S; é um dominio de suavidade conexo difeomorfa a: (i)D% x D%,
seT[oNS; =0, ou (i) D% x (D%\{0}), caso contrario. As faixas satisfazendo
o caso (ii) serdo chamadas de faixas singulares, que sdo também suaves.

A aplicacdo global de Poincaré restrita a cada S;, R|s, : S; — E(ap), é um
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difeomorfismo em sua imagem, com 7|, : S; — [T1, +00) suave para cada
i, Tls; < T + 2 nas faixas ndo-singulares S; e também numa vizinhanca de
°(S; UT)) para faixas singulares S;. A folheagdo W*(E) restringe-se a uma
folheacdao W*(S;)emcada S;,i =1, ..., m.

4.2 Hiperbolicidade da Aplicacao global de Poin-

caré

Aquelas propriedades hiperbdlicas de R que vimos no capitulo anterior
serdo retomadas aqui com pequenas modifica¢des tteis para o caso atual.

=7
Y

Para T; > 1, a Aplicagdo Global de Poincaré R : — B é uniformemente
hiperbélica (com descontinuidades e singularidades).

Sejam S € {S;} uma das faixas regulares. Entdo existem se¢des-transversais
Y,L € Etaisque S c LeR(X) C E. A decomposigdo Ty,M = E°®E™ induz
a decomposicdo continua TX = E*(X) @ E*(X), como exibimos no capitulo

anterior.

Proposic¢ao 4.2.1. A decomposigio TY. = E*(X) @ E¥(X) é

invariante: DR-E(X) = E;x(i) para todo x € Se DR-E¥(X) = E}‘{x(i) para
todoxe ANS

uniformemente hiperbdlica: para cada A, € (0,1) existe Ty > 0 tal que
se inft > Ty, entdo |[DR|gs)ll < A1 e ||(DR|E;(Z))‘1|| > /\1‘1 para todo x € S e
S € {Si.

Além disso, existe 0 < A < Ay tal que, para todo x numa faixa ndo-singular
S, ou para x numa vizinhanga de &°(S U I'y) de uma faixa singular S temos
X < I(DRge) Ml e DRIzl < A1

Demonstragio. Ver [[2], Proposi¢do 4] com a adaptagdo direta ao usar expan-
sdo de area ao longo dos subespacos bidimensionais em E¥(X) para obter a
expansdo uniforme; ver [[4], Lema 8.25]. A tltima afirmagdo da proposi¢do
segue da limitacdo de 7 nos dominios dados; ver o Lema[3.2.2] |

Paraa > 0, x € XY e X € &, considere o cone instavel em x como
Ch(x,X) ={w=w +w" € E,(X)®EXUX) : [[w’|| < allw"|]}.
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Observacido 4.2.2. Assumimos que Cg(x,Xy) C D(expy)eg1x - Cy, (v, Ly) para
todo x € X, e cada L, € E sem perda de generalidade (veja observagdo [£.1.2).
Consequentemente, sendo 7" : Ej(X,) ® Ey(Xy) — Ey(X,) a projecio candnica,

[l ]
[leol|

obtemos que € (1 —2a,1 + 2a) para todo w € C(x, L), onde identificamos,

implicitamente, Cj(x, L) com um subcone de C}, (y, L), parax € L, e L, € E.

Proposicdo 4.2.3. Para qualquer a > 0, A, € (0,1), podemos aumentar Ty e
reduzir Uy de tal forma que se inft > T4, entdo DR(x) - Ci(x,S) C C4(Rx,S") e
|IDR(x)w|| > ||t*DR(x)w|| > /\Illlwll para todo w € Cl(x,S) e todo x € S tal que
Rx € S, para S,S" € {S;}. Além disso, ||DR(x)w|| < /fl_lllwll para x em uma faixa
ndo-singular S ou x numa vizinhanga de 0°(S U I'y) para uma faixa singular S.

Demonstragio. Ver [[2], Proposicdo 4.2], usando A; da Proposigdo e

obtendo a estimativa em ||7t"|| através da Observacao O

Considerando a unido dos dominios de suavidade S, os resultados
anteriores mostram que obtemos uma decomposi¢ao uniformemente hi-

=’

perbodlica e continua TE” = E°(E) ® E*(E) no seguinte sentido.

Teorema 4.2.4. Para dado a > 0 e Ay € (0,1), obtemos uma aplicagio global
de Poincaré R tal que o fibrado estdvel E°(E) e a decomposigio restrita a A dada
por TA\E” = E5(E) & E'\(E) sdo DR-invariante e DR - C}(x, E) C C}(Rx, E) e
I DR (x)wl|| = Ay~ H|wl] para todo x € " ew € Cli(x, 2).

Observacao 4.2.5. (Extensio de R) Jd que R envia E” dentro de subsegdes E(ay)
de 2 = Z(1), entdo existem extensoes R; : S; — = de R|s, : S; — E(ao), onde
S 2 S;\Ty e em S\S,, a aplicacio R; tém as mesmas propriedades hiperbdlicas que
R.

4.3 Construcdo de uma carta local C! através da

1-dissipatividade forte

Vimos que a folheagdo topolégica W* de U, induz uma folheagédo topo-
logica F* = {W*(x, L)} rex em cada X. Para um campo X de classe C' que seja
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1-fortemente dissipativo, o teorema nos garante que esta folheagao
é C, isto é, a aplicagdo

F°: ¥ — Emb (D%, X)

tal que F°(x) = ¢(x) € Emb (D%, L) com ¢(x)(D*) = W*(x, L), é C! com
respeito a topologia da distancia d em ¥ e a topologia C' em Emb' (D%, ¥).

Com isso, construiremos uma carta local em cada X que retifica as folhas
estaveis da mesma. Isto serd muito importante para obter estimativas de
comparagdo entre a distdncia riemanniana e a distancia euclidiana que
serdo fundamentais no estudo da expansividade.

Considere um disco W transversal a X, isto é, cada folha estavel em X
intercepta W em apenas um ponto. Podemos supor que W é difeomorfo a
um disco D% de um R%*. Definimos agora a carta local ¢ : D% x D% — ¥,
por ¥(x, y) = y.(y), onde usamos a mesma notacdo do Teorema Veja
que Y({x} X D%) = y,(D%) = Ws(x, Z).

Por construgdo, 1 é C! em cada uma das variaveis (fixado x, ¢, é um
mergulho C! e ¢, é C! pois F° 0 é). Assim as derivadas parciais s&o
continuas e portanto esta aplicacdo ¢ é de classe C'. Além disso, 1 é um
homeomorfismo, por constru¢do da folheagdo estdvel numa se¢do. Logo
temos uma carta C' para L que retifica a folheagdo F° de L.

Lema 4.3.1. Existem constantes K, L > 0 tais que
Ld.(x,y) < d(W°(x, Z), W*(y, X)) < Kd,(x, y),

onde d e d, denotam a distdncia riemanniana e a distdncia euclidiana.

Temos que d(W°(x, L), W*(y, X)) = inf; £(£), onde & é uma curva conec-
tando W°(x, £) a W*(y, L) em X. J4 que ¢ é um homeomorfismo, £ é imagem
de alguma curva & € D%~ x D% que conecta {x} x D* a {y} X D%. Assim,
por definicdo de £(&):

b
(@) = f IDY(E) - & Bl
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Tomando desde o inicio X para ser compacta, temos que existe K > 0 tal
que K = sup ||[Dy(x)||, para todo x € D41 x D%, e assim £(£) < K€(&). Como
& representa qualquer curva conectando {x} X D% a {y} X D* (inclusive o

segmento que realiza a distancia entre estas folhas), temos que:

d(W"(x, 1), W(y, L)) = infl(e)

IN

Kirgff(f)
K- d,(lx} x D%, {y} x D*)
K- de(x/ ]/)

Analogamente, existe L > 0 tal que L = inf||Dy~!(x)||™!, para todo
x € D=l D Assim,

b b
() = f IDE) - & (Blldt > L f 1 Bl

Logo, €(&) > Lt & e chegamos em

dWi(x, ), Wo(y, X)) = iI;lf (&)
> L irgf 4 (cf)
= L-d({x) x D*, {y} x D*)
= L-d.(x,y).
Portanto,

Ld.(x, y) < d(W(x, ), Wi(y, £)) < Kdu(x, ).
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4.4 A aplicacao quociente de Poincaré nas secdes

transversais

Considere agora um dominio de suavidade S € {S;}";. Entao existem
segdes-transversais X, X € Etaisque S C L e R(Z) C I'. A folheagao W*(X)
de T é C! (estamos usando a 1-dissipatividade forte para garantir isso).
Escolhemos uma variedade centro-instavel Wy transversal a X, isto é, cada
folha estavel W*(x, X)) atravessa Wy em um tnico ponto, para cada x € X.
Podemos definir entdo uma projecdo 7 : X — Wy em cada X € E(ag) que

a cada ponto x € X associa o ponto 7(x) tal que W*(x, £) N Wy, = {r(x)}.

Agora, quocientamos X usando esta projecdo de forma que n(x) = m(y)
sempre que x, iy pertencerem a mesma folha estavel. Assim, a se¢do quoci-

entada X, é o conjunto
£ : W%, ) N Wy = (&)} = Wy

Usando que a folheacdo W°(X) é preservada por R, isto é, R(W°(x, L)) C
W?(Rx, X), com R(x) € X', definimos a aplicagdo quociente de Poincaré
f: Wy = Wy dada por f o mt(x) = 7 o R(x).

4.4.1 A aplicacao quociente f é expansora nos dominios de

suavidade

Cada X pode ser representada nas coordenadas locais por D=1 x D
e a folheagdo estavel é dada por {{a} X DY et € Wy, = DL, Logo, em
coordenadas locais, a projecdo é dada pela projecio candnica em R,
n : Dl x D% — Dla~l e podemos escrever f : D=l — Dia~l com
f = m o Rlpiu-1. Vamos nos restringir agora aos pontos de Wy, que estdo
num dominio de suavidade, isto é, Wy N S;.

Dado um vetor v € R%~!, considere a derivada Df(x)v com x € Wy NS,

Por definicdo, existe uma curva y : [ = D%~! com (0) = x e ’(0) = v. Tal
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curva y contida em D%~ é assim uma cu-curva e
Df(x)v = D(mt o R)(x)(v) = Drt(R(x))DR(x)v = m(R(x))DR(x)v.

Existe f > 0 tal que a norma minima m(mrw)l,) = p > 0. Isto acontece
InDRE@O - 4
IDR(x)ol|

cosseno do angulo entre 1(DR(x)v) e DR(x)v. O angulo entre DR(x)v e o

pois, para todo v € Ty, DR(x)v estd no cone centro-instavel e

disco {R(x)} x D% é afastado de zero para todo x € D% 1, por causa da

It (DR@))Il
DRwel. = B > 0, para todo

dominagao hiperbdlica-seccional. Logo, inf
IDR(x)vl|.

Além disso, ||DR(x)v|| > ol|v||, com ¢ = %/\‘1 > 1, poisv =7y'(0)eyé
uma cu-curva. Assim:

IDf (x)oll = lIm(R(x))DR(x)o| = IIDR(x)v]| = Bol[v]].

Podemos tomar o grande o suficiente (escolhendo A pequeno o sufici-
ente na proposigao 3.1.3) para que fo > 1. Assim,

IDfFIl = p>1,

para todo x € Wy N S;, com u = Bo. Portanto,

d.(f%, f§) = pde(%, ) (4.1)

para %,77 no dominio de suavidade 7"(S;) de f, onde d, denota a distancia
euclidiana.

Corolario 4.4.1. A aplicacdo global de Poincaré expande distincia entre folhas
estdveis W*(x, L) e W*(y, £) do mesmo dominio de suavidade S;.

Demonstragio. Dadas duas folhas W*(x, X) e W¥(y, L) em £ N S;, em coor-
denadas locais sdo {£} x D% e {fj} X D*, respectivamente, para £, §j € D%,
Lembre que f o " = i* o R, com 1t*(x) = £. Nestas coordenadas,

d.(W*(x, Z), W(y, L)) = de(%, D).
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E também

dR(W(x, 1)), RW(y, X)) =  d(W(Rx, ), W(Ry, X))
lema
> Ld.(Rx,Ry)
Ld, (1" o Rx, " o Ry)
Ld.(f%, f§)
Lud.(%,9)
= (W (3, ), W, 2)

\%

VE 1l

lema
>

= (W (x, ), Wy, D)

Como conhecemos L/K quando fixamos as se¢des, entdo podemos, na
proposicao escolher A pequeno o suficiente para que, além de o > 1,
(L/K)p > 1. Portanto, temos que R expande distancias entre folhas estaveis
em cada dominio de suavidade.

O
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4.5 Prova da expansividade no caso d,, > 2

Para provar a expansividade, prosseguimos como no capitulo anterior,
encontrando pontos x,y € U para os quais as sequéncias (y;)j>0 e (x;)j»0
satisfazem d(x;, y;) < Kb,, sempre que x; e y; pertencem a mesma segao,
onde x; = R/(x) e yj = R/(y). Veja a proposigao Usamos muitas ideias
usadas no caso anterior e parte principal da demonstra¢do, que difere do

que foi feito no caso d., = 2, estd na sec¢do seguinte.

4.5.1 Prova da Afirmacao yj € We(xj, X)

Vamos agora mostrar que y; € W*(x;, £). Suponhamos que y; € W*(x;, L)
para chegar a uma contradigdo.

Observacao 4.5.1. Suponha que x;j e y; estejam no mesmo dominio S; de R e,
portanto, X; = ©*(x;) e J; = " (y;) estdo no dominio S = n*(S;) de f. Agora,
pensando no espago R, os dominios de suavidade no caso d.,, > 2 ndo tém que ser
convexos, 0 que implica que o segmento [X;, ;] pode ndo estar contido no mesmo
dominio de suavidade S;, havendo pontos de p € (¥j,1;) N Ty, por exemplo. Para
evitarmos isso, se a bola B(X;, 6,) ndo estiver totalmente contida em §i, podemos
tomar 6, 0 menor possivel e entdo a bola B(xX;, 5,,) estard totalmente contida em §i,
um dominio de suavidade da extensdo f, a aplicagiio quociente da extensio de R
(veja observagio 4.1.3).

Se x; e y; estio no mesmo dominio de suavidade S;, podemos aplicar

o corolario[4.4.1|para garantir que

d(R(W*(xj, Z), R(W*(y;, 1)) 2 ad(W*(x;, ), W*(y, X)),

ondea = £ > 1.

Repetindo este processo, havera um m > 0 tal que
A(R™"(W?(xj, X), R"(Wi(y;, X)) = a"d(W¥(x;, ), W¥(yj, L)) > Koy,

mas, por construcao das sequéncias x; e y;,
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d(R™(W*(x;, Z), R"(W*(yj, Z)))) < d(R"(x;), R"(y)) < Kb,

Logo, temos uma contradicao e, portanto, y; € W*(x;, X).

Se x; e y; ndo estdo no mesmo dominio de suavidade S;, podemos
assumir, assim como fizemos no caso d., = 2 (veja observagdo que
estdo em dominios adjacentes para prosseguir com a demonstragdo. No
entanto, observe que, a esta altura, no caso d., = 2, analisamos o fato da
fronteira comum do dominio ser o que chamamos de linha singular ou
linha ndo-singular. Relembre o que foi feito na secdo Faremos algo

semelhante aqui, mas a andlise exige maiores cuidados. Vejamos:

i) x; e y; estdo em faixas adjacentes e §Z NI=0

Se x; e y; estdo em faixas adjacentes, digamos S; e S;, e o fecho S_l
(ou S_j) for tal que S, NT, = 0, entdo as faixas estaveis que formam a
fronteira de S; sdo folhas que estdo em I'y. Usando entdo a observagdo
usamos uma extensdo R de R[s, para qual x; e y; pertencem ao mesmo
dominio S; D S_i\l“o de R. Com isso aplicamos novamente o coroldrio
como fizemos inicialmente e garantimos a expansado da distancia das folhas
We(x;, L) e W¥(y;, L), prosseguindo desta maneira com o mesmo argumento
anterior.

ii) x; e y; estdo em faixas adjacentes e E NIy #0

Para o caso d,, = 2, se a fronteira fosse uma linha singular, entdo
terfamos que a dindmica do fluxo separaria os dois pontos, chegando a
uma contradigdo. Agora, a andlise é mais rigorosa: se x; e y; estdo em
faixas adjacentes e S;NTy #0,acurva y que minimiza a distancia entre x;
e y; pode ter intersecdo com I'y e entdo ndo faz sentido falar em Ry ja que
R ndo estaria definida em algum ponto de y. Para analisar a expansado da
distancia d(x;, y;) neste caso, lembramos que R|s; ¢ um difeomorfismo em
sua imagem e, por isso, f§i = 71" o R também serd, onde S, é um dominio de
suavidade correspondente de f. Como Df(x) = Dr*(Rx)DR(x) é expansora
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em cada dominio de suavidade, Df™! é contratora na imagem de cada um
deles, isto &, IDf}(fx)l| < u™* < 1. Vejamos agora as estimativas para
d(xj, yj).

Pela observagao se um ponto z passa por uma vizinhanga de uma
singularidade, devemos ter que Rz pertence a uma sec¢do-transversal de
saida e esta ndo tem intersecdo com variedade estavel local de 0. Assim,
tomando 6, pequeno o suficiente para que a bola de raio Ko, esteja na
imagem f(S;) ou na imagem f(Si) da extensdo de f, x;1 e y;41 pertencerdo
aimagem do mesmo dominio de suavidade e teremos que toda curva C que
conecta f(x;) a f(y;) na secdo de saida ndo tem interse¢do com a variedade
estavel local, com 7' tendo seu comprimento contraido:

d(xj, ;) = d(f~(fx), ' (fy) = fub IDf1 )OI < wd(f(xj), f(y))).
Equivalentemente, temos:
d(f(x)), f(y;)) = pd(x;, y;).

Com isso, como fizemos anteriormente, conseguimos mostrar

d(R(x;), R(y))) > ud(x;, y;)

e garantimos a expansao da distancia entre folhas estaveis, prosseguindo

0 mesmo argumento anterior.

4.5.2 Conclusao do teorema

Uma vez que provamos que y; € W¥(x;, ), procedemos como feito no

caso d., = 2 e mostramos que
Xh(’cj)(y) € WZS(X[Ij—e,T]-+e](x))-

Usamos agora novamente o lema a seguir cuja demonstragdo sofre

pequenas altera¢des devido a dimensao.
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Lema 4.5.2. Existe um p > 0 pequeno e ¢ > 0, dependendo somente do fluxo, tal
que se z1, 2y, z3 sdo pontos em A satisfazendo zz € X[, p1(z2) € 22 € W;s(zl), entio

dist(z1,23) > ¢ - max{dist(z1, z), dist(z,, z3)}.

Demonstragiio. Consideramos um p > 0 pequeno tal que X[, ,j(W;'(z1)) seja
um disco de classe C! de dimensao d; + 1. Assim, a métrica Riemanniana é
uniformemente préxima da Euclidiana e escolhemos [—p, p] tal que z; cor-
responda a origem, W*(z;) corresponda ao bloco {0} x [—p, p]* e Xi_p,p1(21)
corresponda a [-p, p] X {0}. Assim, o angulo entre X|_, ,(z1) e W*(z,) é
limitado por baixo e longe de zero. |

Com isso, nés concluimos o teorema da mesma forma que fizemos no
caso de codimensdo 2, provando que o fluxo é expansivo no aberto U
contendo A. Segue da uniformidade da escolha das se¢des e dos dominios
de suavidade por pequenas perturbagdes do campo ou fluxo que Xy, é
C!-robustamente expansivo, isto é, a expansividade vale para todo campo
Y em uma C! vizinhanca de X.



Capitulo 5

Perspectivas futuras: implicacoes
da Cl-expansividade robusta em

um sumidouro

Neste capitulo apresentamos as perspectivas futuras para este trabalho

envolvendo a expansividade.

5.1 Afirmacao reciproca do Teorema principal

Se nos capitulos anteriores mostramos que, sob as devidas hipoteses,
todo sumidouro hiperbélico-seccional é C'-robustamente expansivo, para

a continuidade da pesquisa, partimos da seguinte questéo:

Se A for C'-robustamente expansivo, o que pode se afirmar sobre A? Este

conjunto possui algum tipo de hiperbolicidade?

Em [6], no teorema 5.14, Aratjo-Pacifico mostram que, em uma va-
riedade tridimensional, um atrator A robusto de um campo de vetores
C! ou ¢é hiperbélico ou hiperbdlico-singular. Para uma variedade de di-
mensdo maior que 3, Metzger-Morales mostram, com hip6teses adicionais,
que um conjunto C' transitivo robusto com singularidades é hiperbélico-

seccional ([35],teorema A). Motivados por estes e outros trabalhos é que

61
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buscamos responder questdes como a supracitada, estudando as implica-
¢oes da C'-expansividade robusta para um sumidouro A de um campo C!
e investigando a possivel reciprocidade dos teoremas |Al e [B| dos capitu-
los anteriores. O teorema nos fornece algumas respostas para fluxos
estrelas e homogéneos.

Neste processo, precisamos conhecer melhor duas classes de campos:

campos estrela e campos homogéneos.

Defini¢do 5.1.1. Um campo X é dito de estrela, se existe um aberto U € X(M)
de X tal que cada singularidade e cada 6rbita periddica de Y € U é hiperbélica.

Definicdo 5.1.2. Um campo X é chamado de homogéneo, se existem abertos
UcMeU e XY(M) de X tais que:

1. Para todo Y € U, as singularidades de Y em U sio do tipo sela.
2. Cada elemento critico de Y € U em Ay(U) é hiperbdlico.

3. Existe um inteiro ndo-negativo I tal que, para todo Y, o indice Indy de cada
elemento critico de Y em Ay(U) é .

Veja que, pela defini¢do, homogeneidade implica homogeneidade ro-
busta, ou seja, se X é um campo homogéneo, entdo existe vizinhanga U
de X tal que, para todo Y € U, Y é homogéneo. A homogeneidade de Y é

garantida tomando-se uma bola aberta contendo Y dentro de U.

5.1.1 Reciprocas parciais

Utilizando resultados recentes de Gan-Wen, Li-Gan-Wen, Bonnati-da
Luz e as construgdes de Morales-Pacificio-Pujals descritas em [6], buscamos
provar o seguinte resultado dando respostas para a questdo levantada

inicialmente.

Teorema 5.1.3. Seja A um sumidouro em uma variedade riemanniana M e X|, um

campo C'-robustamente expansivo, entdo X| é um campo estrela. Em particular,

1. se dimM = 3, entdo, A\ é hiperbolico-seccional;
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2. sedimM > 3 e X|x for um campo homogéneo, entio A é hiperbélico-seccional
e robustamente homogeéneo;

3. se A = M e ndo tem singularidades, entdo X é Axioma A sem ciclos.
4. se dimM = 3 ou 4, entdo A é C'-genericamente hiperbdlico-singular.

Para obter as particularidades de que trata o teorema, precisamos pro-

var e usar o seguinte:

Teorema 5.1.4. Vamos assumir que para uma C' vizinhanga U do campo de
vetores X em X'(M) existe um inteiro i > 1 tal que

H1) todas as 6rbitas periddicas numa regido armadilha U sdo hiperbélicas do
tipo-sela com indice i; e

H?2) as singularidades em U sio todas do tipo-Lorenz com indice i + 1.

Entdo o sumidouro Ax(U) = NpoX¢(U) é hiperbélico-seccional (onde X; é o
fluxo gerado por X).

Sao estes os dois teoremas principais que pretendemos provar nos pro-
ximos passos da pesquisa. A seguir, apresentamos algumas estratégias
para isso.

5.2 Estratégias para a prova do teorema |5.1.4 e

5.1.3

De acordo com o teorema precisamos mostrar que campos C'-
robustamente expansivos sdo campos estrelas, isto ¢, para todo Y € X(M)
suficientemente préximo de um campo X robustamente expansivo, todas
as suas singularidades e 6rbitas periddicas sdo hiperbolicas.

Provar a hiperbolicidade de tais elementos criticos é algo que surge
em muitos trabalhos como consequéncia de outras caracteristicas de um
sistema. Por exemplo, em [33]], Moriyasu-Sakai-Sumi provam que se X é

um campo C' topologicamente estdvel pertencente ao interior do conjunto
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de campos C' topologicamente estaveis, entdo X é um campo estrela (veja
[[33], Proposicdo A]). J& em [9], Arbieto-Senos-Sodero mostram que se X|,
tem robustamente a propriedade de especificagio fraca, entdo suas singularida-
des e 6rbitas periddicas sdo hiperbélicas (veja [[9], Corolario 4.4, Teorema
6.2].

Para provarmos que C!-expansividade robusta de X|, implica campo
estrela, utilizaremos algumas ideias em [9] e os lemas encontrados em [33].

Estes lemas sdo essenciais para a prova de que as singularidades e 6r-
bitas periddicas sdo hiperbdlicas. A ideia por trds destes lemas é que, para
qualquer que seja o isomorfismo suficientemente préximo de DX(p), pode-
mos obter um campo que coincide com X fora de uma pequena vizinhanga
de p, que tem p como singularidade e cuja derivada seja o isomorfismo
dado inicialmente e, quando quisermos provar que 6rbitas periédicas sdo
hiperbélicas, usaremos uma ideia similar, mas para uma aplicagdo de Poin-
caré associada ao fluxo definida a seguir de tal forma que se p pertencer a
uma Orbita periddica, p serd um ponto fixo para aplicacdo de Poincaré.

Na topologia C! é possivel fazer ainda mais do que estes lemas trazem:
podemos obter um campo C! préximo que coincida com sua derivada
numa pequena vizinhanga de p (ver [[33], lemas 1.2 e 1.3] e o0 lema de
Franks em [19])).

Estes lemas juntamente com algumas técnicas encontradas em [9] sdo
as ferramentas que usaremos para obter a parte principal do teorema[5.1.3;
se X| for Cl-robustamente expansivo, entdo X|, é um campo estrela.

A estratégia para provar o teorema é assumir hiperbolicidade
robusta de Orbitas periddicas e usar as técnicas da prova do resultado
principal em Morales-Pacifico-Pujals[37] estendido para variedades de di-
mensdo maior que 3 em [35] para deduzir que o subconjunto ndo-errante
Qx = AN Q(X) do sumidouro A é hiperbdlico-seccional e entdo deduzir a
hiperbolicidade-seccional para A.

Assumimos entdo que C'-expansividade robusta implica hiperbolici-
dade das 6rbitas periddicas, de acordo com a primeira parte do teorema
Em uma variedade tridimensional, as hip6teses H1) e H2) sdo vélidas

para qualquer campo de vetores, com i = 1. Assim, assumindo o teorema
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b.1.4/acima, prova-se que se M é uma variedade tridimensional, entdo A é
hiperbélico-seccional.

E se dimensdo de M for maior que 3? Ja ndo vale mais as hip6teses
H1) e H2), em geral. Introduzimos entao a hip6tese de que o campo X], é
homogéneo em U, assegurando H1) e H2). Com isso, conseguimos garantir
o item 2) do teorema5.1.3

Quanto a existéncia de singularidades, se A ndo as possui, baseado
no trabalho de Gan-Wen[20], precisamente no teorema seguinte, obtemos
como coroldrio o item 3) ao supor A = M.

Teorema 5.2.1 ([20], Theorem A). Todo campo estrela sem singularidades é Axi-
oma A e sem ciclos.

Se A possui singularidades em dimensédo 3 ou 4, Gan, Shi e Wen provam
em [21] que existe um conjunto genérico G. de campos estrelas tal que,
para todo campo X € G,, X é hiperb6lico-singular. Usamos este resultado
e chegamos no item 4).

Por fim, combinando os teoremas |Ale (Bl provados nos capitulos anteri-
ores com O teorema que pretendemos provar futuramente, podemos
estabelecer os seguintes coroldrios:

Corolério 5.2.2. Seja X € XY (M) e A um sumidouro contido em M, com dimM =
3. Entdo X é hiperbdlico-seccional se, e somente se A é C'-robustamente expansivo.

Corolario 5.2.3. Seja X € X' (M) e A um sumidouro contido em M, com dimM >
3, 1-fortemente dissipativo e homogéneo. Entdo X é hiperbolico-seccional se, e
somente se A é C'-robustamente expansivo.
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