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Resumo

A determinação do normalizador do grupo gerador de um anel de grupo em

seu grupo de unidades é uma questão que se impõe naturalmente. Em anéis de grupo

integrais, em particular, observou-se que, para importantes classes de grupos �nitos, este

normalizador é minimal, ou seja, NU(G) = G · Z(U(ZG)). Quando tal fato ocorre, diz-

se que o grupo em questão e seu anel de grupo integral sa�sfazem a Propriedade do

Normalizador, também conhecida como (Nor).

Nessa tese, utilizamos a estrutura do grupo de automor�smos de um produto or-

lado e técnicas desenvolvidas para ações deste tipo para mostrarmos, de forma equivalente,

a validade de (Nor) para certas extensões orladas envolvendo grupos nilpotentes.

Palavras-chave: Grupos; Anéis de Grupo; Anéis de Grupo Integrais; Normalizador;

Propriedade do Normalizador; Produto Orlado.



Abstract

The determination of the normalizer of the basis group in the group of units of

the associated group ring is a question that naturally imposes by itself. In integral group

rings, in particular, it has been observed that, for important classes of �nite groups, this

normalizer is minimal, in other words, NU(G) = G · Z(U(ZG)). When this occurs, we

say that the group in question and its integral group ring satisfy the normalizer property,

also known as (Nor).

In this thesis, we use the structure of the automorphism group of the wreath

product and techniques developed for actions of this type to obtain, in an equivalent way,

the validity of (Nor) for certain wreath extensions of nilpotent groups.

Keywords: Group; Group Rings; Integral Group Rings; Normalizer; Normalizer Pro-

perty; Wreath Product.
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Introdução

Dados um grupo G e R um anel comutativo com unidade, determinamos um

novo anel chamado anel de grupo, denotado por RG, o qual consiste de um módulo livre,

tendo os elementos do grupo como base e os elementos do anel R como coe�cientes, munido

com a operação multiplicação entre seus elementos de�nida a partir da propriedade de

distributividade. Neste trabalho, utilizaremos G como grupo �nito e os chamados anéis

de grupo integrais, isto é, em que o anel de coe�cientes considerado é o dos inteiros; esse

anel de grupo é denotado por ZG.
Na teoria de anéis de grupo, encontramos várias questões importantes e inte-

ressantes; uma delas é o Problema do Isomor�smo, conhecido como (Iso), que consiste

em veri�car quando um grupo é determinado pelo seu anel de grupo; ou seja, se dois

grupos serão isomorfos sempre que seus anéis de grupo sobre o mesmo anel assim o fo-

rem. Desde 1940, esta questão vem sendo discutida a partir dos trabalhos de G. Higman,

[Hi40], com diversos anéis de coe�cientes; entretanto, vários resultados relevantes foram

obtidos utilizando-se o anel dos inteiros e, assim, a questão do isomor�smo tornou-se uma

conjectura para anéis de grupo integrais.

A Propriedade do Normalizador, ou (Nor) como é conhecida, é uma outra questão

de destaque na teoria dos anéis de grupo integrais sobre grupos �nitos. Dizemos que um

grupo G satisfaz essa propriedade quando o normalizador de G no grupo das unidades

de ZG, U(ZG), é o menor possível, ou seja, é o produto do grupo G pelo centro do

grupo de unidades, NU(ZG)(G) = G · Z(U(ZG)). (Nor) inicialmente foi apresentada como

conjectura, e o primeiro resultado neste sentido foi alcançado em 1964 por D. Coleman

[C64], que conseguiu provar a validade de (Nor) para p-grupos, e consequentemente para

grupos nilpotentes. Em 1987, Jackowski e Marciniak [JM87] estenderam o resultado para

grupos que possuem um 2-subgrupo de Sylow normal; validando, portanto, (Nor) para

grupos de ordem ímpar. Posteriormente, em 1995, uma relação existente entre (Nor) e

(Iso) é revelada por M. Mazur [Ma95]; o que aumentou a relevância de (Nor). Mazur, no

contexto dos grupos in�nitos, percebeu que encontrando-se um contraexemplo para (Nor)

é possível, a partir deste, fabricar um contraexemplo para (Iso).

As duas questões apresentadas foram discutidas e vários resultados foram obti-

dos, até que, M. Hertweck, em 2001 [He01], apresentou um contraexemplo para (Nor),

explorando a relação descoberta por Mazur. Em sendo assim, ambas as questões perdem
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o status de conjectura, porém não a relevância, pois, a partir daí, o objetivo desta linha

de pesquisa tornou-se a busca das classes de grupos que são soluções para (Nor) e/ou são

determinados pelos seus anéis de grupo integrais, satisfazendo (Iso).

Em [MR01], Marciniak e Roggenkamp provaram que (Nor) vale para grupos me-

tabelianos �nitos com um 2-subgrupo de Sylow abeliano. Yuanlin Li, em [L02], discutiu

dois casos onde um tipo particular de automor�smos, os chamados C-automor�smos, são

internos e, por consequência, para ambos vale (Nor); um outro trabalho relevante desse

autor em colaboração com A. Herman é [AY06], no qual é provado que os grupos de

Blackburn são soluções positivas para (Nor).

Na investigação das questões mencionadas, as ações existentes em determinados

produtos de grupos têm extrema relevância; pois, por exemplo, é sabido que, se ambos

H e K são grupos para os quais vale (Nor), então o produto direto H × K também é

solução de (Nor) (ver [LPS99]). Porém, no caso de um produto semi-direto qualquer, isto

nem sempre é verdadeiro, dependendo da ação, como demonstrou Hertweck; assim, uma

questão que torna-se natural é:

• Quais são as ações ϕ para as quais, se H e K são soluções de (Nor), o produto

semi-direto K oϕ H é também solução?

Recentemente, em 2003, T. Petit Lobão e S. K. Sehgal [PeS03] conjecturaram que

ações do tipo orlado (ou wreath) são boas candidatas para esta solução. Desenvolveram

então algumas técnicas para tratar das ações deste tipo, e obtiveram uma solução da

Propriedade do Normalizador para a classe dos grupos monomiais completos, isto é, uma

extensão orlada de um grupo nilpotente na base por um grupo simétrico de m letras no

topo, ou seja, G = N wr Symm = Nm o Symm.

Explorando essas técnicas, Zhengxing Li e Jinke Hai numa série de artigos obtive-

ram interessantes soluções dessa propriedade; dentre os vários trabalhos que apresentam

grupos como soluções positivas de (Nor), daremos destaque aqueles que são dados por um

produto orlado, como exemplos [HL14a, HL14b, HL11a, HL11b, HL11c, Li16], em que o

último corresponde a uma generalização do resultado de Petit Lobão e Sehgal, alcançada

por Zhengxing Li. É notável que esses autores, tendo em vista o resultado e técnicas

apresentados em [PeS03], buscam extensões nos grupos componentes do produto orlado,

a�m de alcançarem generalizações para o grupo solução.

Nessa tese, iremos explorar as principais técnicas e os resultados já mencionados,

para alcançar como soluções positivas de (Nor) grupos que são dados por extensões orladas

de grupos nilpotentes.

No primeiro capítulo, introduziremos as de�nições e resultados preliminares da

teoria utilizada, necessários para o desenvolvimento do nosso estudo.

Já no segundo capítulo, discutiremos sobre a estrutura do grupo de automor�smos

de um produto orlado.



4

Apresentaremos a Propriedade do Normalizador no terceiro capítulo, discutindo

alguns de seus aspectos e vários resultados relevantes.

Por �m, no quarto capítulo destacaremos os resultados que foram alcançados

nesse trabalho, expondo em duas seções algumas classes de grupos como soluções de

(Nor), cuja distinção dos casos trata-se de considerar quando uma das componentes do

produto orlado, a saber o grupo base, é um subgrupo característico.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos conceitos da teoria de anéis de grupo que são

relevantes para o desenvolvimento deste trabalho, com enfoque no conceito do normali-

zador de um grupo G; em que G é a base do anel de grupo denotado por RG sendo,

por consequência, subgrupo do grupo das unidades de RG. O anel R aqui presente será

considerado com unidade, apesar de não ser necessária tal consideração para a de�nição

de anel de grupo.

1.1 Anéis de Grupo

Nesta seção, que está baseada em [PoS02], apresentaremos conceitos e discutire-

mos alguns resultados presentes e importantes na teoria de anéis de grupo.

De�nição 1.1. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Denotamos por RG o

conjunto de todas as combinações lineares formais da forma

α =
∑
g∈G

agg,

em que ag ∈ R e {ag}g∈G é uma sequência quase nula. O conjunto (RG,+, ·), dotado
das operações de adição, multiplicação e multiplicação por escalar de�nidas da forma a

seguir, é um anel chamado anel de grupo de G sobre R:

(i) soma de dois elementos:(∑
g∈G

agg

)
+

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g∈G

(ag + bg)g;

5
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(ii) produto de dois elementos:(∑
g∈G

agg

)
·

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g,h∈G

(agbh)(gh).

(iii) produto de um elemento por um escalar do anel R:

λ ·

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

(λag)g, para qualquer λ ∈ R.

Note que temos 1RG = 1R1G, ou seja, RG é um anel com identidade que denotaremos

por 1.

Facilmente veri�camos que RG é um R-módulo e, se R é comutativo, segue-se

que RG é uma álgebra sobre R.

Exemplo 1.2. Sejam G = C∞ ' {. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . .} e R = R, o corpo dos

números reais. Temos que RG = RC∞ é isomorfo ao anel dos polinômios de Laurent.

Exemplo 1.3. Sejam R = Z2 = {0, 1}. o anel dos inteiros módulo 2, e G = C2 = 〈x〉 =
{1, x}, o grupo cíclico de ordem 2. Temos que RG = Z2C2 é um anel de grupo �nito, cuja

ordem é igual a |Z2||C2| = 4. Note que como o grupo (Z2C2,+) tem ordem 4, então ele é

isomorfo ou a C4, o grupo cíclico de ordem 4, ou a C2 × C2, o grupo de Klein. Assim,

para a ∈ Z2C2, temos que 2 · a = (1 + 1) · a = 0 · a = 0, em que 1 = 1Z2 · 1C2 é a unidade

de Z2C2 e
1 + 1 = 1Z2 · 1C2 + 1Z2 · 1C2

= (1Z2 + 1Z2)1C2

= (0Z2)1C2

= 0.

Logo, cada elemento do anel de grupo tem ordem menor ou igual a 2; o que nos permite

concluir que Z2C2 ' C2 × C2, já que C4 tem um elemento de ordem 4.

É possível de�nir um mergulho ν : G → RG associando a cada elemento x ∈ G
o elemento ν(x) =

∑
g∈G

agg, com ax = 1 e ag = 0 se g 6= x. Assim, G é um subconjunto de

RG; ademais, diz-se que G é uma base de RG sobre R. Considerando também a função

θ : R → RG dada por θ(r) =
∑
g∈G

agg, com a1G = r e ag = 0 se g 6= 1G, é fácil veri�car

que θ é um monomor�smo de anéis e, assim, R é um subanel de RG.

Lema 1.4. Sejam R um anel com m elementos e G um grupo de ordem n. Então, RG é

um anel de grupo �nito cuja ordem é |R||G| = mn.
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Demonstração. Temos que RG =

{∑
g∈G

αgg | ag ∈ R

}
. Assim, para cada g ∈ G, existem

m escolhas para os coe�cientes ag ∈ R; portanto temos m ·m · · ·m︸ ︷︷ ︸
|G|=n

elementos no anel de

grupo RG, isto é, mn = |R||G|.

Nesta tese, trabalharemos sempre com o anel de grupo ZG cujos elementos têm

coe�cientes no anel dos inteiros, o qual é chamado de anel de grupo integral; entre-

tanto, algumas de�nições e resultados são apresentados com um anel de grupo RG para

evidenciar a não dependência da escolha do anel R.

De�nição 1.5. Dado α =
∑
g∈G

αgg ∈ RG, de�nimos o suporte de α como supp(α) =

{g ∈ G | αg 6= 0}, isto é, o conjunto dos elementos g ∈ G que de fato aparecem na com-

posição de α de forma não trivial, ou seja, αg 6= 0.

De�nição 1.6. Dado um anel R, de�nimos o grupo multiplicativo das unidades de

R como

U(R) = {x ∈ R; existe y ∈ R tal que xy = yx = 1} .

Os elementos deste grupo são chamados unidades. Em particular, para um

grupo G e um anel R, U(RG) denota o grupo das unidades do anel de grupo RG.

As chamadas unidades triviais são elementos da forma ug em RG com u ∈ U(R)
e g ∈ G; cujos inversos, obviamente, são da forma u−1g−1. Assim, por exemplo, os

elementos da forma ±g com g ∈ G são unidades triviais do anel de grupo integral, pois

U(Z) = {−1, 1}.
Considerando G um grupo com subgrupo normal N / G, denotamos o grupo

quociente
G

N
:= G. E ainda, para os respectivos anéis de grupos sobre estes grupos

mencionados, de�nimos a seguinte aplicação:

η : RG → RG∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

agg.
(1.1)

Pode-se veri�car de maneira simples que η é um epimor�smo de anéis e que

imagem de unidades de RG são unidades de RG, isto é, se u ∈ U(RG), então η(u) := u ∈
U(RG).

1.1.1 Involuções e Somas de Classes

A aplicação de�nida a seguir é chamada de involução de grupos.

De�nição 1.7. Dizemos que uma aplicação ∗ : G→ G, em um grupo G, é uma involução

de grupos se veri�ca as seguintes condições:



8

(i) (xy)∗ = y∗x∗,

(ii) (x∗)∗ = x,

para todo x, y ∈ G. Nesse caso dizemos que G é um grupo com involução ∗.

Exemplo 1.8. A aplicação x 7→ x−1 de�ne uma involução em qualquer grupo G, chamada

de Involução Clássica.

Pode-se de�nir uma involução em anéis, como segue.

De�nição 1.9. Dizemos que uma aplicação ∗ : R→ R, em R é um anel, é uma involução

de anéis se veri�ca as seguintes condições:

(i) (rs)∗ = s∗r∗,

(ii) (r + s)∗ = r∗ + s∗,

(iii) (r∗)∗ = r,

para todo r, s ∈ R. Nesse caso dizemos que R é um anel com involução ∗.

Exemplo 1.10. A transposição de matrizes de�ne uma involução no anel Mn(R) das

matrizes n× n com entradas em um anel R.

Das possíveis involuções a serem de�nidas em um anel de grupo RG, destacam-se

as involuções provenientes de uma involução ∗ do grupo G. A seguir, de�niremos uma

involução para o anel de grupo integral.

De�nição 1.11. De�nimos a aplicação ∗ : ZG→ ZG, dada por(∑
g∈G

αgg

)∗
=
∑
g∈G

αgg
−1,

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (α + β)∗ = α∗ + β∗;

(ii) (αβ)∗ = β∗α∗;

(iii) α∗∗ = α.

Esta aplicação recebe o nome de involução canônica, ou clássica, de ZG. Sobre
esta aplicação, temos o seguinte resultado que é mencionado em [JM87]:

Proposição 1.12. Para α ∈ ZG, α∗α = 1 se, e somente se, α = ±g, com g ∈ G.
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Para cada g ∈ G, denotamos por Cg = {x−1gx | x ∈ G} a classe de conjugação
de g em G. Podemos ainda, considerar o conjunto C := {Ci}i∈I das classes de conjugação
de G, que possuem um número �nito de elementos e, assim, para cada i ∈ I, temos os

elementos chamados de somas de classes de G sobre R, denotados por Ĉg descritos da
seguinte forma

Ĉg =
∑
x∈C

x =
∑
x∼g

x,

em que ∼ corresponde à relação de conjugação em G. Observe que y−1Ĉgy = Ĉg, para
todo y ∈ G, ou seja, Ĉg é central em ZG, para qualquer g ∈ G.

A seguir, um resultado que fornece uma relação entre as somas de classes e o

centro do anel de grupo.

Teorema 1.13 (Teorema 3.6.2, [PoS02]). Sejam G um grupo e R um anel comutativo.

Então o conjunto {γi}i∈I de todas as somas de classes de G sobre R é uma base de Z(RG),
onde Z(RG) = {α ∈ RG;αβ = βα, para qualquer β ∈ RG} é o centro de RG.

Agora, listamos algumas considerações relevantes para o trabalho sobre anéis de

grupos; os resultados abaixo podem ser encontrados também em [PoS02].

De�nição 1.14. Considerando um anel de grupo RG, de�nimos

[RG,RG] = 〈[x, y] | x, y ∈ RG〉 = 〈xy − yx | x, y ∈ RG〉.

Observação 1.15. Dado α =
∑
g∈G

αgg ∈ RG, de�nimos

α̃(g) :=
∑
h∼g

α(h),

em que ∼ corresponde à relação de conjugação em G.

Dada esta de�nição, vejamos dois exemplos para entendermos claramente o seu

comportamento.

Exemplo 1.16. Seja Q8 = 〈x, y : x4 = 1, x2 = y2, y−1xy = x−1〉, o grupo dos quatérnios

de 8 elementos, e considere α = [2x+ 3y + 5xy, 7x2 + 9x3y + 11y] ∈ [ZQ8,ZQ8]. Vamos

calcular α̃(x), com x ∈ Q8, cuja classe de conjugação é Cx = {x, x3}. Computando

o comutador α e exibindo somente as suas parcelas em que aparecem elementos de Cx,
temos:

14x3 + 27x3 + 55x3 − (14x3 + 27x+ 55x) = 82x3 − 82x.

Observe que a soma dos coe�cientes associados aos elementos de Cx se anulam, isto é,

α̃(x) = 0.
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No exemplo acima, podemos observar que dado um elemento do suporte de α que

pertença a Cx, existe um outro elemento, nas mesmas condições, cujo coe�ciente associado

corresponde ao simétrico aditivo do primeiro elemento. No entanto, isso não acontece em

geral, o que podemos perceber no próximo exemplo.

Exemplo 1.17. Seja o grupo G não abeliano de ordem 21, grupo de Frobenius, cuja

presentação é 〈x, y : x7 = 1 = y3, xy = x2〉 Considere α = [2 + 3x + 5xy + 7x4y, 11x2 +

13x4y+17+19xy] ∈ [ZG,ZG]. Vamos calcular α̃(y), com y ∈ G, cuja classe de conjugação

é Cy = {y, xy, x2y, x3y, x4y, x5y, x6y}. Computando o comutador α e exibindo somente as

suas parcelas em que aparecem elementos de Cy, temos:

26x4y + 38xy + 39x5y + 57x2y + 55x5y + 85xy + 77xy + 119x4y

−(55x3y + 77x6y + 26x4y + 39x6y + 85xy + 119x4y + 38xy + 57x3y).
(1.2)

Os elementos de Cy que aparecem são xy, x2y, x3y, x4y, x5y, x6y cujos coe�cientes são, res-

pectivamente, 77, 57,−112, 0, 94,−116. Observe que a soma destes coe�cientes se anula,

ou seja, α̃(y) = 0. Note, porém, que nenhum dos coe�cientes tem o simétrico aditivo como

outro coe�ciente. Por exemplo, considerando o elemento xy temos que seu coe�ciente as-

sociado é 77, mas não existe outro elemento que possua −77 como coe�ciente associado.

O interessante é que, considerando as parcelas em que aparecem o elemento xy em (1.2),

percebemos que �xando cada uma delas existe um elemento de Cy que possui alguma outra

parcela em (1.2), a qual seu coe�ciente é o simétrico aditivo da parcela �xada.

Portanto, com esses exemplos podemos começar a deduzir que α̃(g) para um

elemento g arbitrário do grupo sempre se anulará. E é isto que veri�camos a seguir.

Proposição 1.18 (Lema 7.2, [Se93]). Se α ∈ [RG,RG], então α̃(x) = 0 para todo x ∈ G.

Demonstração. Sejam
∑
g∈G

βgg e
∑
h∈G

γhh elementos arbitrários de RG, tais que

α =

[∑
g∈G

βgg,
∑
h∈G

γhh

]

e δg,h := βgγh. Considerando que [g, h] = gh− hg = gh− h(gh)h−1, ou seja, gh e hg são

conjugados, temos

α =
∑
g,h∈G

δg,h[g, h]

=
∑
g,h∈G

δg,h(gh− hg)

=
∑
g,h∈G

δg,h(gh)︸ ︷︷ ︸
α′

−
∑
g,h∈G

δg,hh(gh)h
−1

︸ ︷︷ ︸
α′′

.

(1.3)
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Assim, para cada somando do coe�ciente de gh em α′ teremos um somando do

coe�ciente de h(gh)h−1 em α′′, o qual será o seu simétrico aditivo, com g e h percorrendo

todo o grupo. Portanto, α̃(x) = 0, para todo x ∈ G.

1.2 Grupos

Nesta seção iremos, de forma resumida, destacar uma lista de alguns resultados

da Teoria de Grupos que são relevantes no desenvolvimento deste trabalho. Para uma

leitura aprofundada sobre esta teoria veja [Hu96], [Rob96], [Rot95] e [Sc64].

De�nição 1.19. Um automor�smo de um grupo G é interno se ele é uma conjugação

por algum elemento de G. O grupo de todos os automor�smos internos de G é denotado

por Inn(G). Utiliza-se comumente as seguintes notações: conj(x) para denotar o auto-

mor�smo interno de G induzido por x ∈ G; isto é, conj(x)(g) = x−1gx, para todo g ∈ G
e a ação por conjugação é denotada por gx = x−1gx.

De�nição 1.20. Um subgrupo H de um grupo G é dito subgrupo característico se

φ(H) = H para todo automor�smo φ de G. Sua notação é H car G.

De�nição 1.21. Dado um subgrupo H de um grupo G, de�nimos o normalizador de

H em G por

NG(H) =
{
g ∈ G; g−1Hg = H

}
.

Seja G um grupo �nito cuja ordem é |G| = pnm, em que p denota um inteiro

primo e m um inteiro positivo não divisível por p. Devido ao Teorema de Lagrange,

sabemos que a ordem de um p-subgrupo de G deve ser menor ou igual a pn. Dessa forma,

existindo um subgrupo de ordem pn, este deve ser maximal no conjunto dos p-subgrupos

de G. Daí, temos a seguinte

De�nição 1.22. Seja G um grupo �nito tal que |G| = pnm em que p 6 | m. Um subgrupo

de G que tenha ordem pn chama-se um p-subgrupo de Sylow de G.

O teorema a seguir reúne resultados que são fundamentais para o estudo sobre

os subgrupos de Sylow de um grupo �nito.

Teorema 1.23. Seja G um grupo �nito de ordem |G| = pnm, em que p é um inteiro

primo que não divide m. Então

(i) G sempre contém p-subgrupos de Sylow e todo p-subgrupo de G está contido em um

p-subgrupo de Sylow de G;

(ii) Todos os p-subgrupos de Sylow de G são conjugados entre si em G;
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(iii) Se np denota o número de p-subgrupos de Sylow de G, então

np ≡ 1 (mod p) e np | m.

Proposição 1.24. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G e seja H outro sub-

grupo. Se NG(P ) ⊂ H então H = NG(H).

Como uma consequência imediata temos o seguinte.

Corolário 1.25. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G. Então, NG(NG(P )) =
NG(P ).

De�nição 1.26. Um grupo G é chamado nilpotente se contém uma série de subgrupos:

{1} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn = G

tal que Gi−1 E G e cada quociente Gi/Gi−1 está contido no centro de G/Gi−1, com

1 ≤ i ≤ n.

Chamamos de série central de G toda série de subgrupos de G que satisfaz a

propriedade acima.

Os grupos nilpotentes �nitos podem ser caracterizados pelo seguinte resultado:

Teorema 1.27. Seja G um grupo �nito. As seguintes condições são equivalentes:

(i) G é nilpotente;

(ii) Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G;

(iii) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Alguns resultados importantes sobre grupos nilpotentes são destacados:

Lema 1.28. Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes são nilpotentes.

Proposição 1.29. Um p-grupo �nito é nilpotente.

Proposição 1.30. Produtos diretos �nitos de grupos nilpotentes são nilpotentes.

Discutiremos um pouco sobre os chamados grupos simétricos, destacando alguns

fatos sobre os mesmos; que podem ser encontrados em [GL10].

De�nição 1.31. Considerando C um conjunto com n elementos, temos que o con-

junto B(C) = {f : C → C; f é uma bijeção} munido da operação composição de funções,

(B, ◦), forma um grupo o qual é chamado de grupo simétrico sobre C; tal grupo é

denotado por Symn e |Symn| = n!. E qualquer subgrupo deste grupo é chamado grupo

de permutações de n letras.
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Um fato conhecido sobre o grupo simétrico é que para n ≥ 3, temos que o centro

de Symn é trivial; no caso n = 2, o grupo Sym2 é abeliano.

Considerando Aut(Symn), o grupo dos automor�smos de Symn, temos um resul-

tado na teoria de grupos garantindo que todo automor�smo de Symn é um automor�smo

interno, com a restrição quando n = 6. Neste caso, temos uma particularidade do grupo

Sym6, o qual possui automor�smos que não são internos. Dessa forma, temos apenas

Inn(Sym6) ⊂ Aut(Sym6), além de que (Aut(Sym6) : Inn(Sym6)) = 2; podemos veri�-

car que isso implica Aut(Sym6) = Sym6 o C2, em que C2 é o grupo cíclico de ordem 2.

Para maiores detalhes ver [Sc64].

Considerando Dn o conjunto das simetrias de um polígono regular de n lados,

temos que Dn munido com a operação composição de aplicações forma um grupo, o

qual é conhecido como grupo diedral de ordem 2n. Iremos de�nir um grupo que será

crucial no principal resultado desse trabalho o qual é denominado diedral especial, que

consiste em um caso particular do grupo de�nido pelo produto semidireto de um abeliano

qualquer por um cíclico de ordem dois, o chamado diedral generalizado; no caso do diedral

especial, temos que o grupo abeliano em questão satisfaz uma condição bem particular

como podemos observar abaixo.

De�nição 1.32. Se A é um grupo diedral cujo subgrupo abeliano normal, A0, de índice

dois contém todas as raízes quadradas dos seus elementos e estas são únicas, então A é

um grupo diedral especial.

Para que um grupo A diedral seja dito especial, duas condições devem ser satis-

feitas: o subgrupo A0 não deve possuir elementos de ordem dois e deve admitir extração

de raízes quadradas, isto é, para todo a0 ∈ A0, existe a1 ∈ A0 tal que a12 = a0. De fato,

se houvesse a0 ∈ A0 com ordem dois, teríamos a20 = 1 = 12, logo a0 seria também uma

raíz quadrada de 1, contradizendo a unicidade.

1.2.1 Produto Orlado

Como já foi mencionado anteriormente, iremos investigar a validade de (Nor)

para alguns grupos obtidos a partir de extensões de dois outros grupos e de uma ação

especí�ca, a qual é chamada de produto orlado, do termo em inglês �wreath product�,

cuja de�nição é a seguinte:

De�nição 1.33. Sejam A e B grupos e φ : B×S → S uma ação de B sobre um conjunto

qualquer S não vazio. De�nimos o produto orlado de A por B, com a ação φ, denotado

AwrB, como o produto semidireto A|S|oφB, em que A|S| = (A× . . .× A)︸ ︷︷ ︸
|S| cópias

e a ação φ de

B sobre A|S| é dada da seguinte forma: para b ∈ B, (ai) = (ai)i∈S ∈ A|S| e considerando
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φb : S → S dada por φb(i) = φ(b, i)

b−1(ai)b = (aφb(i))i∈S.

De�nição 1.34. Temos o chamado produto orlado regular quando consideramos o

conjunto S sendo o grupo B e a ação φ será dada pela própria operação do grupo B, ou

seja, para b0 ∈ B
b−1(ab0)b = (ab0b−1)b∈B.

De�nição 1.35. O produto orlado permutacional é de�nido quando o grupo B é dado

pelo grupo das permutações ou grupo simétrico de n letras. Neste caso, temos AnoSymn

em que, para σ ∈ Symn

σ−1(a1, a2, . . . , an)σ =
(
aσ(1), aσ(2), . . . , aσ(n)

)
.

Observação 1.36. O subgrupo normal A|B| é chamado de grupo base e o subgrupo B é

chamado de grupo topo.

O produto orlado aparece relacionado a um resultado relevante dentro da teoria

de grupos, atribuído a Kaloujnine (1948) e descrito em [Rot95], envolvendo o estudo de

p-subgrupos de Sylow de um determinado grupo simétrico, como podemos observar a

seguir.

Teorema 1.37 ([Ka48]). Sejam p um inteiro primo e k um inteiro positivo qualquer. O

p-subgrupo de Sylow de Sympk é o produto orlado (regular) iterado

Cp wr Cp wr . . . wr Cp︸ ︷︷ ︸
k cópias

.

Um outro resultado na literatura que menciona esse tipo de produto é conhecido

como Teorema Universal Embedding, provado por Krasner e Kaloujnine em [KrKa51];

logo a seguir está o enunciado deste teorema, envolvendo extensões de grupo, o qual

revela uma fundamental propriedade de um produto orlado especí�co, a saber o produto

orlado regular irrestrito que será de�nido mais adiante.

Teorema 1.38 (Teorema Universal Embedding). Seja G um grupo arbitrário com um

subgrupo normal N e de�na K = G/N . Então, existe um mergulho φ : G → N wrK tal

que a imagem de N por φ é Imφ∩N |K|, onde N |K| é o grupo base de N wrK. (Portanto,

N wrK contém uma cópia isomorfa de cada extensão G de N por K.)

Abaixo estão algumas considerações sobre o comportamento da ação envolvida

no produto orlado W = AwrB.
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SejamB = {b1, . . . , bn} com b1 = 1, sem perda de generalidade, e (ab1 , ab2 , . . . , abn)

∈ An. Temos que a ação do grupo topo no grupo base é dada da seguinte forma:

b−1 (ab1 , ab2 , . . . , abn) b = (ab1b−1 , ab2b−1 , . . . , abnb−1) , para qualquer b ∈ B.

(i) Para uma coordenada abi de (ab1 , ab2 , . . . , abn) e uma posição bj, com i, j ∈ {1, . . . , n},
existe b ∈ B tal que, após a conjugação b−1(ab1 , ab2 , . . . , abn)b, o termo abi aparecerá

na posição bj. De fato, para b = b−1j bi teremos abib−1 = abi(b−1
i bj)

= abj , para qualquer

i, j ∈ {1, . . . , n}.

(ii) Nunca ocorre b−1i (ab1 , ab2 , . . . , abn)bi = b−1j (ab1 , ab2 , . . . , abn)bj, com i 6= j, para todo

(ab1 , ab2 , . . . , abn) ∈ An; pois, caso contrário, teríamos abkbi−1 = abkbj−1 , com k ∈
{1, . . . , n}, consequentemente bkbi−1 = bkbj

−1 o que é um absurdo já que bi 6= bj.

Em decorrência de (ii), note que

(iii) O único elemento b ∈ B que �xa qualquer coordenada de (ab1 , ab2 , . . . , abn) é b = 1;

de fato, se b−1(ab1 , ab2 , . . . , abn)b = (ab1 , ab2 , . . . , abn) é tal que abkb−1 = abk , para

algum k ∈ {1, . . . , n}, então bkb−1 = bk e, assim, b = 1.

A seguir, apresentamos os subgrupos do grupo Gm = G× . . .×G︸ ︷︷ ︸
m

, onde G é

um grupo �nito, os quais terão importante papel para o desenvolvimento de resultados

posteriores.

De�nição 1.39. Seja H um subgrupo do produto direto Gm de m cópias de G um grupo

�nito. Então, H é chamado um subgrupo extensivo de Gm se a interseção de H com

(1, . . . , 1, G︸︷︷︸
i

, . . . , 1) é não trivial para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Algumas propriedades que subgrupos extensivos satisfazem são apresentadas na

próxima proposição.

Proposição 1.40. Suponha que Nm é o produto direto de m cópias de um grupo nilpotente

�nito N . Então, para qualquer p ∈ π(N), isto é, p é um divisor primo de |N |, são válidas:

(1) Nm é extensivo em si mesmo;

(2) o p-subgrupo de Sylow de Nm é extensivo em Nm;

(3) o centro do p-subgrupo de Sylow de Nm é extensivo em Nm.

Demonstração.
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(1) Já que Nm = (N, . . . , N, . . . , N)︸ ︷︷ ︸
m vezes

, temos

Nm ∩ (1, . . . , 1, N, 1, . . . , 1) = (N, . . . , N)︸ ︷︷ ︸
m vezes

∩(1, . . . , 1, N︸︷︷︸
i

, 1, . . . , 1)

= (1, . . . , 1, N︸︷︷︸
i

, 1, . . . , 1),

o que implica que a interseção, para todo 1 ≤ i ≤ m, é não trivial.

(2) Como N é nilpotente, podemos escrevê-lo como produto direto de seus subgrupos de

Sylow (Teorema 1.27), N = Qp1 × · · · × Qpr e, assim, Nm = Pp1 × · · · × Ppr , em que

Ppi = (Qpi)
m , com 1 ≤ i ≤ r. Então, para um subgrupo de Sylow Ppi = (Qpi)

m qualquer

de Nm, ou seja, com 1 ≤ i ≤ r, temos

(Qpi)
m ∩ (1, . . . , 1, N, 1, . . . , 1) = (Qpi , . . . , Qpi , . . . , Qpi)︸ ︷︷ ︸

m

∩ (1, . . . , 1, N, 1, . . . , 1)

= (1, . . . , 1, Qpi︸︷︷︸
i

, 1, . . . , 1),

isto é, qualquer subgrupo de Sylow deNm intercepta todas as cópias deN , (1, . . . , N, . . . , 1),

de forma não trivial.

(3) Utilizaremos novamente as notações do item anterior, isto é, N = Qp1 × · · · × Qpr

e Nm = Pp1 × · · · × Ppr , em que Ppi = Qm
pi
, para todo 1 ≤ i ≤ r. Considerando

Z(Ppi) = Z(Qm
pi
) = (Z(Qpi))

m, em que Z(Ppi) é o centro de Ppi , temos

Z(Ppi) ∩ (1, . . . , N, . . . , 1) = (Z(Qpi), . . . ,Z(Qpi))︸ ︷︷ ︸
m

∩(1, . . . , N, . . . , 1)

= (1, . . . , 1,Z(Qpi)︸ ︷︷ ︸
i

, 1, . . . , 1),

ou seja, para qualquer 1 ≤ i ≤ r, o centro de Ppi intercepta todas as cópias de N de forma

não trivial.

Em Gm, podemos considerar o subconjuntoD em que cada elemento possua todas

as coordenadas iguais. Facilmente veri�ca-se que D é um subgrupo de Gm, o qual nos

induz à seguinte de�nição.

De�nição 1.41. Dado um subgrupo de G, H ≤ G, o subgrupo diagonal de�nido por

H em G de Gm, denotado por D(H) é

D(H) = {(h, . . . , h) ∈ Gm | h ∈ H} .



Capítulo 2

Grupo de Automor�smos de Produtos

Orlados

Como vimos anteriormente, o produto orlado de dois grupos A e B quaisquer

caracteriza-se por envolver o produto semidireto A|B| o B. No entanto, podemos obter

uma interpretação distinta para o grupo base em questão, a partir de uma outra de�nição,

proposta por C. H. Houghton em [CH62], como veremos a seguir. Para isso, vamos

introduzir alguns conceitos encontrados nesse mesmo artigo.

Considerando F1 = {f : B → A | f é função} o conjunto das funções em B to-

mando valores em A, podemos mostrar que este tem estrutura de grupo munido da ope-

ração pontual de funções, isto é, dadas f, g ∈ F1 temos

fg(x) = f(x)g(x), para todo x ∈ B.

Desse modo, F1 corresponde ao produto direto irrestrito de |B| cópias isomorfas

de A. O subgrupo de F1 denotado por F2 = {f ∈ F1 : s(f) <∞} corresponde ao produto
direto restrito, que consiste das funções de suporte �nito, onde o suporte de f é dado

por s(f) = {x ∈ B : f(x) 6= 1}. Em outras palavras, consiste das funções f ∈ F1 tais que

f(x) = 1 exceto para uma quantidade �nita de x ∈ B. Denotaremos ambos esses grupos

por F , distinguindo entre produto direto irrestrito e restrito quando for necessário.

Se f ∈ F e b ∈ B, de�nimos f b ∈ F por

f b(x) = f(xb−1), para todo x ∈ B.

Além disso, para cada b ∈ B é possível garantir que o conjunto de automor�smos de F ,

que denotaremos AutB(F ), de�nido por

AutB(F ) =
{
ψb ∈ Aut(F ) | ψb(f) = f b, para qualquer f ∈ F

}
,

forma um grupo com a operação dada pela composição de funções.
17
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Lema 2.1 ([CH62]). AutB(F ) é isomorfo a B e F ' A|B|.

Demonstração. Considere γ : B → AutB(F ) de�nida por γ(b) = ψb−1 , em que ψb−1(f) =

f b
−1
, para todo f ∈ F .

(i) Boa de�nição:

Para b1, b2 ∈ B, consideremos γ(b1) 6= γ(b2), ou seja, ψb−1
1
6= ψb−1

2
. Assim, existe

f ∈ F tal que ψb−1
1
(f) 6= ψb−1

2
(f), isto é, f b

−1
1 6= f b

−1
2 . Portanto, existe x ∈ B tal

que f b
−1
1 (x) 6= f b

−1
2 (x) o que implica, f(xb1) 6= f(xb2). Como f ∈ F é bem de�nida,

concluímos que xb1 6= xb2, o que ocorre se, e somente se, b1 6= b2. Portanto, γ está

bem de�nida.

(ii) Homomor�smo de grupos:

Consideremos b1, b2 ∈ B e f ∈ F . Inicialmente, observe que (f b1)b2 = f b1b2 . De

fato, para todo x ∈ B, temos que

(f b1)b2(x) = f b1(xb−12 ) = f(xb−12 b−11 ) = f b1b2(x).

Desse modo, segue que:

γ(b1b
−1
2 )(f) = ψ(b1b

−1
2 )−1(f)

= f (b1b
−1
2 )−1

= f (b2b
−1
1 )

= (f b2)b
−1
1

= ψb−1
1
(f b2)

= ψb−1
1
ψb2(f)

= γ(b1)γ(b
−1
2 )(f);

(iii) Injetividade:

Seja b ∈ B tal que γ(b) = 1AutB(F ), o automor�smo identidade em AutB(F ). Assim,

para toda f ∈ F , note que f = 1AutB(F )(f) = ψb−1(f) = f b
−1
, logo b = 1.

(iv) Sobrejetividade:

Pela de�nição de AutB(F ), vemos claramente a sobrejetividade de γ.

Portanto, �ca provado que γ é um isomor�smo. Por �m, podemos observar que cada

f ∈ F pode ser vista como uma lista (ab1 , ab2 , . . . , ab|B|) ∈ A|B|, em que abi = f(bi), para

todo i ∈ {1, . . . , |B|}.

De�nição 2.2. O produto orlado W de A e B é de�nido como W = F o AutB(F ) a

extensão cindida de F por AutB(F ), isto é, W é gerado por B e F com as relações

b−1fb = f b, para todos b ∈ B e f ∈ F.
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Chamamos W = F1 o B de produto orlado irrestrito de A e B e escrevemos

A Wr B; no caso W = F2 o B, este é chamado de produto orlado restrito de A e B

e escrevemos AwrB. O grupo F , independentemente do caso considerado, é também

denominado o grupo base de W . O próximo resultado exibe o caso em que F não é

característico em W ; em [CH62], Houghton menciona tal resultado, que até então não

era publicado, de Peter M. Neumann, o qual considera possíveis dois casos de produtos

orlados em que a base não é característica, a saber, quando o grupo B tem ordem 2

e A é um grupo diedral de ordem 4m + 2 ou de ordem 2. Posteriormente, em [Ne64],

Neumann apresenta o enunciado exibido a seguir, cuja demonstração será omitida por

envolver técnicas que não são abordadas nesse trabalho.

Teorema 2.3 (Teorema 9.12, [Ne64]). O grupo base em um produto orlado (restrito ou

irrestrito) de um grupo A por um grupo B é um subgrupo característico exceto quando

B tem ordem 2 e A é um grupo diedral especial 1. Neste caso, o grupo base admite um

subgrupo de índice dois no grupo de automor�smos do produto orlado.

Observe que, pela De�nição 1.32, a qual é encontrada em [Ne64], o caso em que o

grupo A0 é trivial não é excluído, já que 1 tem raíz quadrada única e 1 tem ordem ímpar;

Neumann faz uma observação para essa possibilidade em seu artigo e, dessa forma, temos

que A = C2 é também um diedral especial. Portanto, o teorema acima engloba os casos

mencionados por Houghton, porém este autor não enfatiza em [CH62] que o grupo diedral

em questão seja especial, isto é, o subgrupo de índice dois seja um abeliano não cíclico.

De�nição 2.4. O subgrupo de F consistindo de todas as funções constantes é o subgrupo

diagonal, denotado por D = {f ∈ F | f é constante}.

Proposição 2.5 ([CH62]). D é trivial se W for restrito e |B| = ∞; caso contrário,

D ' A.

Demonstração. De fato, para W restrito e |B| = ∞, temos que, sem perda de genera-

lidade, f ∈ F é da forma f = (ab1 , ab2 , . . . , abn , 1, 1, 1, . . .). Assim, considerando f ∈ D
segue que abi = 1, para todo i ∈ {1, . . . , n}, com n = nf , portanto f = (1, 1, 1, . . .).

Agora, D não sendo trivial, temos D ' A, pois para qualquer a ∈ A basta

considerarmos a aplicação a 7→ f = (a, . . . , a), em que f = (a, . . . , a) ∈ D, a qual

mostramos sem di�culdades que é um isomor�smo.

Um fato bastante usado é a comutatividade existente entre os elementos do sub-

grupo diagonal e os elementos do grupo topo. De fato, para b ∈ B e f ∈ D quaisquer,

temos que b−1fb = f b e f b(x) = f(xb−1) = f(x), para todo x ∈ B, isto é, f b = f e,

consequentemente, b e f comutam.

Outro resultado importante o qual envolve o subgrupo diagonal e produto orlado

é o seguinte:
1ver De�nição 1.32.
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Proposição 2.6 (2.2 [CH62]). Os centros de W e de D coincidem.

Demonstração. Seja fD ∈ Z(D), logo fD = (a, . . . , a), com a ∈ Z(A). Naturalmente

temos que fD comuta com qualquer f ∈ F e também comuta com todo b ∈ B, já que

fD ∈ D. Portanto, Z(D) ⊂ Z(W ).

Agora consideremos w ∈ Z(W ) e escrevemos w = fwbw, com fw ∈ F e bw ∈ B.
Assim, para qualquer b ∈ B tem-se:

wb = bw

fwbwb = bfwbw

bwb(fw)
bwb = bbw(fw)

bw ;

assim, bwb = bbw, para todo b ∈ B, ou seja, bw ∈ Z(B). E ainda, (f bww )b = f bww , para todo

b ∈ B, ou seja, f bww ∈ D e, consequentemente, fw ∈ D.

Para todo f ∈ F , note que

wf = fw

fwbwf = ffwbw

bwfwf = fbwfw

bwfwf = bwf
bwfw

fwf = f bwfw

Em particular,

fwf = ffw, para todo f ∈ D,

o que nos permite concluir fw ∈ Z(D).

Ademais, considerando o caso particular em que f = (a, 1, . . . , 1) ∈ F , com a 6= 1,

e escrevendo fw = (aw, . . . , aw), temos que se bw 6= 1, então

fwf = f bwfw

(awa, aw, aw, . . . , aw) = (aw, . . . , aaw︸︷︷︸
i

, aw, . . . , aw) para algum i ∈ {2, . . . , |B|} .

Logo, awa = aw = aaw, para todo a ∈ A, isto é a = 1 o que é uma contradição. Portanto,

devemos ter bw = 1 para que tal absurdo não ocorra. Desse mode, vale w = fwbw = fw

com fw ∈ Z(D) e, assim, Z(W ) ⊂ Z(D).

2.1 O Grupo de Automor�smos do Produto Orlado Ir-

restrito

Iremos apresentar o crucial resultado de Houghton, em [CH62], o qual descreve a

estrutura do grupo de automor�smos de um produto orlado. Esse resultado é apresentado
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para produtos orlados irrestritos, no entanto, como nossa pesquisa concentra-se em grupos

�nitos e, nesse âmbito, os produtos restrito e irrestrito coincidem, podemos aplicá-lo em

nossa investigação. E ainda, esse autor apresenta tal resultado considerando o grupo

base sendo característico no produto orlado, apesar de fazer uma observação em rodapé,

a�rmando que o grupo de automor�smos descrito no trabalho de fato ocorre no caso em

que não há grupo base característico. Neste caso, o grupo de automor�smos de W tem

um subgrupo de índice dois que �xa o grupo base.

O grupo de automor�smos de W = F o AutB(F ) contém subgrupos isomorfos

aos grupos de automor�smos de A e de B. Para isso, serão construídas extensões de

automor�smos de A e B para automor�smos de W , como segue.

De�nição 2.7. Se α ∈ Aut(A), de�nimos α∗ por α∗(fb) = α∗(f)b, para todo f ∈ F e

b ∈ B, onde α∗(f)(x) = α(f(x)), para todo x ∈ B.

É possivel mostrar que α∗ ∈ Aut(W ) e que o conjunto desses automor�smos

munido com a operação dada pela composição de funções forma um grupo, o qual é

isomorfo ao grupo Aut(A), como será mostrado a seguir.

Lema 2.8 ([CH62]). A∗ := {α∗ ∈ Aut(W ), α ∈ Aut(A)} é isomorfo a Aut(A).

Demonstração. De fato, considere φ : Aut(A)→ A∗ dada por α 7→ α∗.

(i) Boa de�nição:

Sejam α1, α2 ∈ Aut(A) tais que α1 = α2. Assim, α1(f(x)) = α2(f(x)), para

quaisquer f ∈ F e x ∈ B; isto é, α∗1(f)b = α∗2(f)b, para todo b ∈ B. Logo,

α∗1(fb) = α∗2(fb), para quaisquer f ∈ F e b ∈ B, o que nos permite concluir que

α∗1 = α∗2.

(ii) Homomor�smo de grupos:

Sejam α1, α2 ∈ Aut(A) e fb ∈ W .

(φ(α1)φ(α2))(fb) = φ(α1)(φ(α2)(fb))

= α∗1(α
∗
2(fb))

= (α∗1α
∗
2)(fb))

= (α1α2)
∗(fb)

= φ(α1α2)(fb),

pois,
(α∗1α

∗
2)(f)(x) = α∗1(α

∗
2(f))(x)

= α1(α
∗
2(f)(x))

= α1(α2(f(x)))

= α1α2(f(x))

= (α1α2)
∗(f)(x).
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Seja 1Aut(A) ∈ Aut(A) o automor�smo identidade, assim φ(1Aut(A))(fb) = (1Aut(A))
∗(fb) =

(1Aut(A))
∗(f)b = fb. Portanto, φ(1Aut(A)) é o automor�smo identidade em A∗.

(iii) Injetividade:

Considere 1∗ o automor�smo identidade em A∗ e α ∈ Aut(A) tal que φ(α) = 1∗.

Então, fb = α∗(fb) = α∗(f)b, para todo f ∈ F e b ∈ B, o que implica α∗(f) = f ,

para todo f ∈ W . Pela de�nição de α∗, concluímos que α é a identidade em Aut(A).

(iii) Sobrejetividade:

Pela de�nição de A∗, vemos claramente que φ é sobrejetiva.

De�nição 2.9. Se β ∈ Aut(B), de�nimos β∗ por β∗(fb) = β∗(f)β(b), para todo f ∈ F e

b ∈ B, onde β∗(f)(x) = f(β−1(x)), para todo x ∈ B.

Analogamente, pode-se mostrar que β∗ ∈ Aut(W ) e que o conjunto desses auto-

mor�smos munido com a operação dada pela composição de funções forma um grupo, o

qual será isomorfo ao grupo Aut(B), isto é, B∗ := {β∗ ∈ Aut(W ), β ∈ Aut(B)} é isomorfo

a Aut(B).

Lema 2.10 ([CH62]). B∗ := {β∗ ∈ Aut(W ), β ∈ Aut(B)} é isomorfo a Aut(B).

Demonstração. A demonstração segue analogamente à apresentada para o Lema 2.8.

Nota-se uma relevância das extensões construídas anteriormente pois, além de

darem origem a subgrupos os quais têm uma isomor�a com os grupos de automor�smos

de A e B, estarão presentes na decomposição de Aut(W ), como veremos a seguir.

O próximo enunciado corresponde ao principal resultado encontrado em [CH62],

o qual representará uma ferramenta de grande auxílio à investigação central do nosso

trabalho.

Teorema 2.11 (Teorema 3.3, [CH62]). (a) O grupo de automor�smos do produto or-

lado W de dois grupos A e B pode ser escrito como o produto

Aut(W ) = KI1B
∗,

onde K é o subgrupo de Aut(W ) consistindo nos automor�smos que �xam os ele-

mentos de B; I1 é o subgrupo de Aut(W ) formado pelos automor�smos internos

dados pelas conjugações por elementos do grupo base F ; B∗ é dado pela De�nição

2.9 e pelo Lema 2.10.

(b) O grupo K pode ser escrito como A∗H, onde A∗ é dado pela De�nição 2.7 e H é o

subgrupo de Aut(W ) composto pelos automor�smos que �xam os elementos de B e

de D.
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(c) Os subgrupos A∗HI1, HI1B∗, HI1 e I1 são normais em Aut(W ) e Aut(W ) é a

extensão cindida de A∗HI1 por B∗. Ademais, A∗ intersecta HB∗ trivialmente.

Dessa forma, dado um automor�smo ξ ∈ Aut(W ) = A∗HI1B
∗ podemos escrever

ξ = α∗hιβ∗ com α∗ ∈ A∗, h ∈ H, ι ∈ I1 e β∗ ∈ B∗. Entretanto, devido ao item (c)

do Teorema 2.11, é possível escrever as parcelas dessa decomposição em qualquer ordem,

como uma consequência das normalidades descritas. Claramente, alterando a ordem na

escrita também ocorrerá uma possível mudança nos automor�smos da decomposição,

no entanto isto não irá interferir no desenvolvimento dos nossos resultados, visto que,

mesmo com a alteração, os automor�smos permanecem do mesmo tipo, isto é, continuam

pertencendo ao mesmo subgrupo do qual foi considerado inicialmente.

De�nimos I2 como o subgrupo de Aut(W ) dos automor�smos internos dados pelas

conjugações por elementos do grupo topo, isto é, para todo w ∈ W ,

I2 :=
{
ζb0 ∈ Aut(W ); ζb0(w) = b−10 wb0, b0 ∈ B

}
.

Apesar desse subgrupo não aparecer explicitamente na decomposição de Aut(W ), temos

que I2 está contido no produto de duas componentes da decomposição em questão, como

conseguimos mostrar na proposição a seguir.

Proposição 2.12. Considere os subgrupos I2, B∗ e H de Aut(W ). Temos que I2 ⊂
B∗H; ademais, os automor�smos de H presentes nessa decomposição comutam com os

automor�smos de B∗ e estes, nesse caso, são automor�smos intenos de B.

Demonstração. Fixado b0 ∈ B, de�na ψ : W → W , dada por ψ(fb) = ψ(f)b, com

ψ(f)(x) = f(b−10 x), para todo x ∈ B.

(i) Boa de�nição: Sejam f1, f2 ∈ F e b1, b2 ∈ B tais que ψ(f1b1) 6= ψ(f2b2). Assim,

ψ(f1)b1 6= ψ(f2)b2, ou seja, b1 6= b2 e, como ψ(f1) 6= ψ(f2), existe um x0 ∈ B tal que

ψ(f1)(x0) 6= ψ(f2)(x0). Logo, f1(b−10 x0) 6= f2(b
−1
0 x0), o que nos permite concluir que

f1 6= f2 e, assim, f1b1 6= f2b2.

(ii) Homomor�smo:

(1) ψ(1F1B) = 1F1B, com 1F = (1, 1, . . . , 1);

(2) ψ(b1b2) = b1b2 = ψ(b1)ψ(b2);

(3) ψ(f1f2)(x) = f1f2(b
−1
0 x) = f1(b

−1
0 x)f2(b

−1
0 x) = ψ(f1)(x)ψ(f2)(x);
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(4)

ψ(f1b1f2b2) = ψ(f1f
b−1
1

2 b1b2)

= ψ(f1f
b−1
1

2 )b1b2

= ψ(f1)(ψ(f2))
b−1
1 b1b2

= ψ(f1)b1ψ(f2)b2

= ψ(f1b1)ψ(f2b2).

(iii) Injetividade:

Se 1F1B = ψ(fb) = ψ(f)b, então ψ(f) = 1F e b = 1B, o que nos permite concluir

que f = 1F (pela de�nição de ψ).

(iv) Sobrejetividade:

Seja g1 = f1b1 ∈ W e considere g2 = f2b1 ∈ W , com f2(x) = f1(b0x), para todo

x ∈ B. Assim,

ψ(f2b1) = ψ(f2)b1, em que ψ(f2)(x) = f2(b
−1
0 x) = f1(x), ∀b ∈ B. Logo, ψ(f2) = f1

e ψ(f2b1) = f1b1, ou seja, ψ(g2) = g1.

E ainda, observe que ψ ∈ H, pois ψ(b) = b para todo b ∈ B e para qualquer

f ∈ D, ψ(f) = f .

Agora, vamos considerar o automor�smo conjugação β : B → B dado por β(b) =

b−10 bb0, para todo b ∈ B e mostraremos a seguinte

A�rmação: Dado ζb0 ∈ I2, podemos escrever ζb0 = β∗ψ, onde β∗ ∈ B∗ e ψ ∈ H.

De fato, observe que

β∗ψ(fb) = β∗(ψ(f)b)

= β∗(ψ(f))β(b)

em que β∗(ψ(f))(x) = ψ(f)(β−1(x)) = ψ(f)(b0xb
−1
0 ) = f(b−10 b0xb

−1
0 ) = f b0(x), para todo

x ∈ B. Logo, β∗(ψ(f)) = f b0 e, consequentemente,

β∗ψ(fb) = f b0β(b)

= f b0b−10 bb0

= ζb0(fb);

portanto ζb0 = β∗ψ e, assim, I2 ⊂ B∗H.

Para cada b0 ∈ B, considere o automor�smo β(b) = b−10 bb0, para todo b ∈ B, o
qual denotamos por β = conj(b0). De�na B∗ = {β∗ ∈ Aut(W ) | β = conj(b0), b0 ∈ B},
ou seja, β∗(fb) = β∗(f)β(b) = β∗(f)(b−10 bb0), para todo w = fb ∈ W . Assim, I2 ⊂ B∗H

e, ainda, temos que vale a igualdade β∗ψ = ψβ∗, com β∗ ∈ B∗ e ψ. De fato, por um lado

temos que

β∗ψ(fb) = β∗(ψ(f)b) = β∗(ψ(f))β(b).
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Por outro lado, note que

ψβ∗(fb) = ψ(β∗(f)β(b)) = ψ(β∗(f))β(b).

Assim, como

ψ(β∗(f)) = β∗(f)(b−10 x) = f(β−1(b−10 x)) = f(xb−10 ) = f b0 = β∗(ψ(f)),

temos que os automor�smos β∗ e ψ, de fato, comutam.



Capítulo 3

A Propriedade do Normalizador (Nor)

Uma das questões relevantes na teoria dos anéis de grupo integrais e que é a

central neste trabalho é a Propriedade do Normalizador, conhecida como (Nor).

Dados um grupo G e H ≤ G, é natural buscarmos determinar qual é o norma-

lizador de H em G, ou seja, NG(H). Considerando U := U(ZG), o grupo das unidades

do anel de grupo integral, é de fácil veri�cação que G é subgrupo de U . Logo, podemos

questionar sobre o normalizador de G em U . É claro que G e Z := Z(U), o centro de

U , estão contidos em NU(G), logo G · Z ⊆ NU(G). Dizemos que o grupo G satisfaz a

propriedade do normalizador se NU(G) for o menor possível, isto é,

NU(G) = G · Z.

3.1 Os Resultados de Jackowski e Marciniak

O artigo de 1987 de S. Jackowski e Z. Marciniak, a saber [JM87], tem grande

destaque principalmente pelas técnicas relevantes elaboradas pelos autores para a inves-

tigação da propriedade do normalizador.

Dentre os vários resultados presentes nesse artigo, sendo que alguns serão menci-

onados posteriormente, encontra-se uma forma distinta mas equivalente de (Nor), a qual

é descrita a seguir.

Dado u ∈ NU(G), denotamos por ϕu : G → G o automor�smo ϕu(g) = u−1gu,

e por AutU(G) o grupo destes automor�smos; a ação por conjugação também pode ser

denotada por u−1gu = gu, a qual será utilizada no texto para facilitar a notação quando

for conveniente. É imediato que Inn(G) ⊂ AutU(G). Assim, (Nor) é válida se, e somente

se, para todo u ∈ NU(G), u = g0 · z, com g0 ∈ G e z ∈ Z. Logo

ϕu(g) = u−1gu = z−1g−10 gg0z = g−10 gg0,

que equivale a a�rmar que ϕu é um automor�smo interno de G, ou seja, AutU(G) ⊂

26
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Inn(G). Portanto, a propriedade do normalizador pode ser reformulada como a seguinte

questão para um grupo �nito G:

AutU(G) = Inn(G) ?

No trabalho [JM87], é provado o teorema a seguir que garante (Nor) para os

grupos que possuem ordem ímpar:

Teorema 3.1 (Teorema 3.4, [JM87]). Se G é um grupo de ordem ímpar, então AutU(G) =

Inn(G).

Devido a este resultado, a investigação de (Nor) passou a ser necessária apenas

para grupos que possuem ordem par, no caso dos grupos �nitos.

Jackowski e Marciniak também apresentam uma forma alternativa para veri�car

a validade de (Nor), reduzindo-a à análise de um determinado conjunto de automor�smos

ϕu em AutU(G), de�nido a partir de um 2-subgrupo de Sylow S arbitrário, porém �xado

em G, como segue

IS :=
{
ϕu ∈ AutU(G) : ϕ2

u = Id, ϕu|S = Id|S
}
, (3.1)

ou seja, IS é o subconjunto dos automor�smos de G que são determinados por unidades

normalizadoras, que são involuções e que, quando restritos a um 2-subgrupo de Sylow do

grupo G, correspondem à identidade. Com este conjunto IS, os citados autores mostraram

que para AutU(G) = Inn(G) é su�ciente mostrar IS ⊆ Inn(G).

Teorema 3.2 (Teorema 3.5, [JM87]). Se IS ⊆ Inn(G) para um 2-subgrupo de Sylow

S ⊆ G, então AutU(G) = Inn(G).

Omitiremos sua demonstração devido à utilização de ferramentas teóricas não

abordadas neste trabalho. Esse resultado, que nos auxiliará na investigação da proprie-

dade do normalizador, foi utilizado por muitos autores, por exemplo Petit Lobão e Sehgal,

Zhengxing Li e Jinke Hai dentre outros, que seguiram essa abordagem para veri�car a

validade de (Nor), devido à equivalência mostrada por Jackowski e Marciniak. Estes au-

tores obtiveram ainda, com o Teorema 3.2 e utilizando teoria de cohomologia de grupos,

um teorema abrangente com uma restrição para um 2-subgrupo de Sylow do grupo.

Teorema 3.3 (Teorema 3.6, [JM87]). Se G é um grupo �nito que possui um 2-subgrupo

de Sylow normal, então vale a propriedade do normalizador para G.

3.2 Outros Resultados Fundamentais

Temos ainda outra abordagem para (Nor), que consiste em trabalhar com os

chamados automor�smos de Coleman que são de�nidos a seguir; este tipo de automor�smo

está presente, por exemplo, em [L02].
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De�nição 3.4. Um automor�smo ρ de um grupo �nito G é chamado automor�smo

de Coleman, ou um C-automor�smo, se ρ2 = ρ ◦ ρ é interno, ρ preserva as classes de

conjugação em G e, para cada P p-subgrupo de Sylow de G, a restrição a P é igual a

restrição de algum automor�smo interno de G.

Esta de�nição foi inicialmente introduzida por Z. Marciniak e K. Roggenkamp

em [MR01]. No entanto, um conceito distinto do mencionado acima ocorreu em [HeK02];

neste trabalho, os automor�smos de Coleman são os automor�smos para os quais a res-

trição a qualquer subgrupo de Sylow é igual à restrição de algum automor�smo interno

de G; ou seja, são os automor�smos que satisfazem a última condição da De�nição 3.4 .

Esses automor�smos são nomeados desta forma devido a D. Coleman que, em

[C64], revela que tais automor�smos ocorrem naturalmente no estudo do normalizador de

G no grupo das unidades do anel de grupo integral.

É possível veri�car-se que os automor�smos de Coleman formam um grupo, de-

notado por AutCol(G) e que Inn(G)/AutCol(G); assim denotamos OutCol(G) o quociente

AutCol(G)/Inn(G). Analogamente, de�nimosOutU(G) como o quocienteAutU(G)/Inn(G).

Como AutU(G) ⊂ AutCol(G), se mostrarmos que OutCol(G) = 1, então OutU(G) = 1 e,

assim, AutU(G) = Inn(G) e (Nor) é válida para G.

Os próximos resultados, que estão presentes nos principais artigos estudados,

representam ferramentas fundamentais no estudo dos teoremas centrais destes artigos e

podem ser vistos como versões restritas da propriedade do normalizador.

Lema 3.5 (Lema 1, [PeS03]). (Versão Pontual) Suponha u ∈ NU(G). Então ϕu(g) é

conjugado a g em G, para todo g ∈ G.

Demonstração. Observe que ϕu(g) − g = u−1gu − g = [u−1, gu] ∈ [ZG,ZG]. Vejamos

que ϕu(g) e g são conjugados. De fato, seja ϕu(g) =: h ∈ G e considere α := h − g.

Pela Proposição 1.18, α̃(x) = 0, para todo x ∈ G, em particular α̃(g) = 0. Dado que

g ∼ g, seu coe�ciente −1 aparece como uma parcela de α̃(g). Como este se anula, a

soma das demais parcelas em α̃(g) é igual a 1, e corresponderá ao coe�ciente de h, já que

supp(α) = {h, g}. Portanto, h ∼ g, ou seja, ϕu(g) é conjugado a g.

Este resultado pode ser interpretado como uma versão pontual de (Nor), pois

ϕu(g) ∼ g em G signi�ca que existe x ∈ G tal que ϕu(g) = u−1gu = x−1gx, em que x

depende de g. Já o próximo resultado corresponde a uma versão local, pois AutU(G) ⊂
Inn(G) para p-subgrupos do grupo G. As técnicas e resultados aqui expostos foram

motivados pelo teorema fundamental de Coleman em [C64], que apresentamos abaixo em

uma versão proposta em [Se93].

Teorema 3.6 ([Se93]). [Versão Local] Sejam u ∈ NU(G) e P um p-subgrupo de G. Então

existe y ∈ G tal que ϕu(x) = u−1xu = y−1xy para todo x ∈ P .
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Demonstração. Dado g ∈ G, sabemos que ϕu(g) = u−1gu ∈ G e assim, u = g−1uϕu(g).

Escrevendo u =
∑
u(x)x, temos g−1uϕu(g) = g−1 (

∑
u(x)x)ϕu(g) =

∑
u(x)g−1xϕu(g).

Desse modo, g age sobre o conjunto G por g · x = g−1xϕu(g), cuja notação usada é

σg(x) = g · x, e a função u : G → Z dada por x 7→ u(x) é constante nas órbitas dessa

ação, isto é, u(σg(x)) = u(g−1xϕu(g)) = u(x), para todo x ∈ G.
Restringindo a ação a P , as órbitas dessa ação têm como comprimento uma

potência de p, pois, pelo Teorema da Órbita e do Estabilizador, e como P é um p-grupo

�nito, |O(x)| | |P |.
Analisando a função de aumento de u, concluímos que

±1 = ε(u) =
∑

cip
vi ,

onde pvi é o comprimento da órbita de gi e u(gi) = ci.

Consequentemente existe uma órbita de comprimento 1, pois, caso contrário, não

poderíamos ter ±1 =
∑
cip

vi ; ou seja, existe x ∈ G tal que σg(x) = x, para todo g ∈ P .
Assim, g−1xϕu(g) = x o que implica ϕu(g) = x−1gx, para todo g ∈ P , como queríamos.

Como grupos nilpotentes podem ser descritos como o produto direto de seus

subgrupos de Sylow, segue o resultado abaixo:

Corolário 3.7 ([Se93]). Seja G um grupo nilpotente �nito, então vale (Nor) para G, isto

é, NU(G) = G · Z.

Demonstração. Como G é nilpotente, sabemos que G = P1 × · · · × Pn, em que Pi são os

p-subgrupos de Sylow de G, com 1 ≤ i ≤ n. Seja ϕu(g) = u−1gu, com g ∈ G, o qual

escrevemos g = p1 . . . pn, com pi ∈ Pi, para 1 ≤ i ≤ n. Aplicando o Teorema 3.6 a cada

Pi, temos que existe yi ∈ G tal que u−1xiu = y−1i xiyi, para todo xi ∈ Pi. Considere

yi = yi1, yi2, . . . , yin, em que yij ∈ Pj; observe que na ação de yi em Pi só é relevante a

coordenada yii, isto é, y−1i xiyi = y−1ii xiyii, pois as outras coordenadas comutam já que

encontram-se em subgrupos de Sylow distintos. Dessa forma temos que

u−1gu = u−1(p1 . . . pn)u

= (u−1p1u) . . . (u
−1pnu)

= (y−11 p1y1) . . . (y
−1
n pnyn)

= (y−111 p1y11) . . . (y
−1
nnpnynn)

= (y−1nn . . . y
−1
11 )(p1 . . . pn)(y11 . . . ynn),

sendo que a última igualdade é devido ao fato de yii comutar com yjj e pj, sempre que

i 6= j. Logo, para y = y11 . . . ynn ∈ G temos u−1gu = y−1gy, para todo g ∈ G.



Capítulo 4

Algumas Extensões Orladas como

Soluções Positivas de (Nor)

4.1 Produto Orlado com Grupo Base Característico

A partir de agora, consideraremos um grupo dado pelo produto orlado W =

F o B = N |B| o B, em que N é nilpotente e B = B2 × B1 com B2 um 2-grupo e B1 um

grupo de ordem ímpar.

Note que, o grupo base de W , nesse caso, é subgrupo característico devido ao

Teorema 2.3. O objetivo é provar que W é um grupo solução de (Nor); mostraremos mais

adiante que (Nor) também é válida para o grupo exceção mencionado no Teorema 2.3.

Nessa seção usaremos as técnicas de Jackowski e Marciniak, através do conjunto IS para

um 2-subgrupo de Sylow �xado arbitrariamente, além de nos utilizarmos da estrutura

do grupo dos automor�smos de um produto orlado e resultados cruciais já mencionados

anteriormente.

Tomando um automor�smo ϕu ∈ IS, com u ∈ NU(W ), e S um 2-subgrupo de

Sylow de W como vimos anteriormente, sabemos que, de acordo ao Teorema 2.11 e,

especi�camente, pelo item (c) do mesmo, podemos escrever ϕu ∈ Aut(W ) como

ϕu = ια∗hβ∗, (4.1)

em que ι ∈ I1, α∗ ∈ N∗, h ∈ H e β∗ ∈ B∗.
Para esse grupo mencionado acima, temos o seguinte resultado que fornece uma

simpli�cação na decomposição de automor�smos ϕu ∈ Aut(W ), cuja descrição é fornecida

no Teorema 2.11, além de determinar a ação de ϕu no grupo topo:

Proposição 4.1. Para W = F o B = N |B| o B e dado ϕu ∈ IS, temos que β∗ = Id e,

consequentemente, ϕu|B = ι, em que ι = conj(fι) com fι ∈ F .

Demonstração. Tomando b ∈ B arbitrário, sabemos que, pelo Lema 3.5 (Versão Pontual),
30
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existem fb ∈ F e xb ∈ B tais que

ϕu(b) = (fbxb)
−1b(fbxb). (4.2)

Denotemos o grupo quociente W/F := W , o qual é isomorfo ao grupo B e para

todo w ∈ W , wF = w ∈ W . Assim, para os grupos W e W , consideremos o epimor�smo

de anéis mencionado em (1.1):

η : ZW → ZW∑
w∈W

aww 7→
∑
w∈W

aww.

Já que u ∈ ZW , denotamos η(u) = u, o qual pertence a U = U(ZW ); em particular, para

w ∈ W temos η(w) = w = wF . Vamos mostrar que u ∈ NU(W ) e para isso, utilizaremos

o fato de η ser um epimor�smo de anéis; logo para todo w ∈ W tem-se

u−1w u = η(u)−1wη(u)

= η(u−1)η(w)η(u)

= η(u−1wu).

Visto que u ∈ NU(W ), temos η(u−1wu) ∈ W provando que u ∈ NU(W ), além de garantir

que o automor�smo ϕu está bem de�nido.

A ação desse automor�smo é dada por ϕu(b) = (xb)
−1b(xb). Como o grupo B é

uma solução de (Nor), e este é isomorfo a W , concluímos que o termo xb não depende de

b, ou seja, existe x0 = x0F , com x0 ∈ B, tal que

ϕu(b) = (x0)
−1b(x0), (4.3)

para todo b ∈ W . Iremos garantir que o termo xb não depende de b. Para isto, note que

ϕu(b) = u−1bu

= η(u−1bu)

= (u−1bu)F.

Igualando esta expressão encontrada com a equação (4.3), segue que (u−1bu)F = (x−10 bx0)F ,

o que signi�ca u−1bu = (x−10 bx0)f̃ , para algum f̃ ∈ F .
Dessa forma, comparando com a equação (4.2), temos para todo b ∈ B

(x−10 bx0)f̃ = u−1bu

= ϕu(b)

= x−1b f−1b bfbxb

= (x−1b bxb)((f
−1
b )bfb)

xb ,
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donde na última igualdade utilizamos a notação xy = y−1xy. Tendo em vista que os

elementos na igualdade da expressão acima estão escritos conforme a decomposição W =

F o B, concluímos que x−10 bx0 = x−1b bxb, para todo b ∈ B. Com isso, a não dependência

do termo xb está garantida e a equação (4.2) pode ser reescrita como

ϕu(b) = (fbx0)
−1b(fbx0). (4.4)

Considerando ϕu ∈ IS, com S um 2-subgrupo de Sylow deW , segue que ϕ2
u = Id,

portanto b = ϕ2
u(b) = (x0)

−2b(x0)
2, para todo b ∈ W , o que implica (x0)2 ∈ Z(W ). Assim,

para qualquer b = bF , temos

(x20F )(bF ) = (bF )(x20F )

(x20b)F = (bx20)F

(x20bx
−2
0 b−1)F = F,

ou seja, x20bx
−2
0 b−1 ∈ F . Além disso, x20bx

−2
0 b−1 ∈ B porém, sabemos que os grupos F e B

intersectam-se trivialmente. Logo x20b = bx20, para todo b ∈ B o que sigini�ca x20 ∈ Z(B).

Portanto, x21 ∈ Z(B1) o que implica x1 ∈ Z(B1), pois B1 é um grupo de ordem ímpar.

A partir disso, podemos assumir que x0 ∈ B2, já que o termo da decomposição

de x0 em B1 contribuirá de forma trivial na ação do automor�smo ϕu. Como ϕu ∈ IS,
sabemos que ϕu corresponde à identidade quando age em elementos de S, logo para todo

b2 = b2F , com b2 ∈ B2, b2 = ϕu(b2) = x0
−1b2x0; analisando esta igualdade em termos de

classes laterais, obtemos, por raciocínio análogo feito anteriormente, que x0b2 = b2x0, para

todo b2 ∈ B2. Consequentemente, x0 ∈ Z(B2) o que nos permite admitir x0 = 1B ∈ B,
pois devido à centralidade de x0, este contribuirá trivialmente na conjugação. Por isso, a

equação (4.4) torna-se, para todo b ∈ B

ϕu(b) = f−1b bfb. (4.5)

Utilizando a equação (4.1) e o fato dos automor�smos h e α∗ �xarem o grupo

topo, segue que

ϕu(b) = ια∗hβ∗(b) = ιβ(b). (4.6)

Igualando esta expressão à equação (4.5) e utilizando ι = conj(fι) para alguma fi ∈ F ,
tem-se:

ι(β(b)) = f−1b bfb

f−1ι β(b)fι = f−1b bfb

β(b) = (fιf
−1
b )b(fbf

−1
ι )

β(b) = b(fιf
−1
b )b(fbf

−1
ι ),

pois b−1fb = f b. Devido à unicidade presente na decomposição do grupo W = F oB e à

pertinência β(b) ∈ B, segue de β(b) = b(fιf
−1
b )b(fbf

−1
ι ) que β(b) = b, para todo b ∈ B, o
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que implica que β = id e, consequentemente, β∗ = Id, pela De�nição 2.9. Dessa forma, a

equação (4.6) é reescrita como ϕu = ια∗h. E ainda, a ação deste automor�smo no grupo

topo �ca bem estabelecida, ou seja, para b ∈ B temos

ϕu(b) = ια∗h(b) = ι(b) = f−1ι bfι,

pois, por de�nição, os automor�smos h e α∗ �xam elementos de B. Portanto,

ϕu|B = ι

e, de forma geral, temos

ϕu = ια∗h.

O próximo resultado garante que os automor�smos em N∗, N nilpotente, segundo

a De�nição 2.7, agem como a identidade nos elementos centrais do grupo W .

Lema 4.2. Se α∗ ∈ N∗, então α∗|Z(W ) = Id.

Demonstração. Considerando f0 ∈ Z(W ), sabemos, pela Proposição 2.6, que é possível

escrever f0 = (a, . . . , a) ∈ D, com a ∈ Z(N) e a 6= 1, pois Z(N) é não trivial. Assim,

pela centralidade de f0 e pela de�nição do automor�smo h ∈ Aut(W ), segue que

ϕu(f0) = ια∗h(f0) = ι(α∗(f0)) = α∗(f0).

Por outro lado, utilizando a Versão Pontual de (Nor), Lema 3.5, temos que exis-

tem bk ∈ B e fk ∈ F tais que

ϕu(f0) = f−1k b−1k f0bkfk = f0.

Dessa forma, para qualquer f0 ∈ Z(W ), temos que

f0 = α∗(f0) = α∗((a, . . . , a)) = (α(a), . . . , α(a)),

o que implica α(a) = a, para todo a ∈ Z(N) e, portanto, α∗|Z(W ) = Id.

A seguir, estão algumas conclusões sobre a ação de um automor�smo ϕu ∈ IS em

determinados elementos do grupo base. Para isso, considere a ∈ N , a 6= 1; pela Versão

Pontual de (Nor), Lema 3.5, existem ba ∈ B e fa ∈ F , elementos que dependem de a, tais

que
ϕu((1, . . . , a︸︷︷︸

j−ésima

, . . . , 1)) = b−1a f−1a (1, . . . , a︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1)faba

= (1, 1, . . . , a′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1),
(4.7)
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em que a′ é o conjugado de a pela j-ésima coordenada da lista fa e j, k ∈ {1, . . . , |B|}.
Em particular, a′ 6= 1.

Agora, seja a′ ∈ N e consideremos dois casos:

• Não existe a′ tal que 1 6= a′ 6= a.

Podemos concluir que N = C2, cíclico de ordem 2 e, assim, W = F oB = C
|B|
2 oB.

Considerando S2 um 2-subgrupo de Sylow de W e ϕu ∈ IS, temos que ϕu|F = Id, já

que ϕu|IS = Id e F ⊆ S2; e, ainda, ϕu(b) = ι(b) = f−1ι bfι, para todo b ∈ B. Logo,
podemos escrever ϕu(w) = f−1ι wfι, para todo w ∈ W e, consequentemente, ϕu ∈ IS
é um automor�smo interno de W . Pelo Teorema 3.2, concluímos que o grupo W é

solução de (Nor).

• Existe a′ ∈ N tal que a′ 6= a.

Neste caso, podemos obter algumas conclusões as quais serão descritas abaixo.

(1) Para todo a ∈ N , ϕu((1, . . . , a︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1)) = (1, . . . , a′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1), ou seja, a

j-ésima coordenada terá sua imagem resultante da ação de ϕu �xada na k-ésima

coordenada.

Para mostrar esse fato, suponha as seguintes igualdades utilizando o mesmo racio-

cínio em (4.7):

ϕu((1, . . . , a1︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1)) = (1, 1, . . . , a
′

1︸︷︷︸
l−ésima

, 1, . . . , 1)

ϕu((1, . . . , aa1︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1)) = (1, 1, . . . , (aa1)
′︸ ︷︷ ︸

m−ésima

, 1, . . . , 1),

em que a
′
1 e (aa1)

′
são conjugados de a1 e aa1, respectivamente. Portanto,

(1, 1, . . . , (aa1)
′︸ ︷︷ ︸

m−ésima

, 1, . . . , 1) = ϕu((1, . . . , aa1︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1))

= ϕu((1, . . . , a︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1))ϕu((1, . . . , a1︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1))

= (1, 1, . . . , a′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1)(1, 1, . . . , a
′

1︸︷︷︸
l−ésima

, 1, . . . , 1)

= (1, 1, . . . , a′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, 1, . . . , a
′

1︸︷︷︸
l−ésima

, 1, . . . , 1).

Concluímos que k = l = m, pois, caso contrário, comparando as listas na igualdade

acima, teremos pelo menos duas coordenadas distintas de 1 na última lista, o que

não ocorre na primeira lista considerada.
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(2) Segue do item anterior que entradas em posições distintas nunca são �deslocadas�

para uma mesma posição.

De fato, caso contrário, teríamos 1 6= â 6= a ∈ N tal que

ϕu((1, . . . , a︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1)) = (1, 1, . . . , a′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1),

ϕu((1, . . . , â︸︷︷︸
l−ésima

, 1, . . . , 1)) = (1, . . . , a′′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1)

para l 6= j e a′′ um conjugado de â; como ϕ2
u = Id, segue que

(1, . . . , a︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1) = ϕ2
u((1, . . . , a︸︷︷︸

j−ésima

, . . . , 1)) = ϕu((1, . . . , a′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1)),

ou seja, ϕu substitui a k-ésima posição pela j-ésima posição. Por outro lado,

(1, . . . , â︸︷︷︸
l−ésima

, 1, . . . , 1) = ϕ2
u((1, . . . , â︸︷︷︸

l−ésima

, 1, . . . , 1)) = ϕu((1, . . . , a′′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1)),

assim ϕu((1, . . . , a′′︸︷︷︸
k−ésima

, 1, . . . , 1)) = (1, . . . , a′′′︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1), a′′′ um conjugado de a′′,

e teríamos a′′′ = 1, o que é absurdo, pois 1 6= â 6= a.

Agora, vamos considerar um elemento (a1, . . . , a|B|) em F e escrevemos este ele-

mento da seguinte forma:

(a1, . . . , a|B|) = (a1, 1, . . . , 1)(1, a2, . . . , 1) . . . (1, . . . , 1, a|B|).

Logo,

ϕu((a1, . . . , a|B|)) = ϕu((a1, 1, . . . , 1))ϕu((1, a2, . . . , 1)) . . . ϕu((1, . . . , 1, a|B|)).

Para (1, . . . , aj, . . . , 1), com j ∈ {1, . . . , |B|}, vimos que

ϕu((1, . . . , aj︸︷︷︸
j−ésima

, . . . , 1)) = (1, . . . , a
′

j︸︷︷︸
k−ésima

, . . . , 1),

em que k = k(j, u), isto é, k está em função de j e de u ∈ NU(W ). Com isso, podemos

observar que ϕu ao agir em (a1, . . . , a|B|) respeitará as mesmas conclusões obtidas, devido

à decomposição de ϕu((1, . . . , aj, . . . , 1)) descrita acima.

Observe que essas conclusões comprovam particularidades que possui a ação en-

volvida no produto orlado; por exemplo, considerando um elemento qualquer f ∈ F e

tendo em vista a Versão Pontual de (Nor), Lema 3.5, podemos notar que na ação de ϕu o

elemento do grupo topo, exceto quando for o elemento neutro, permuta as coordenadas de
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f de forma biunívoca, enquanto o elemento do grupo base é responsável pela conjugação

das coordenadas de f .

A seguir, um resultado muito útil no desenvolvimento do teorema principal desse

trabalho; será provado que os automor�smos do conjunto IS agem via conjugação por um

elemento do grupo W no grupo base, desde que este último seja nilpotente.

Proposição 4.3. Seja W = N wr B, em que N é um grupo nilpotente e B um grupo

�nito arbitrário. Se ϕu ∈ IS, então existem b0 ∈ B e f0 ∈ F tais que

ϕu(f) = f−10 b−10 fb0f0, para todo f ∈ F. (4.8)

Ademais, se B = B2 ×B1, então b20 = 1.

Demonstração. Suponha que |B| = m e que o grupo da base seja F = Nm; como este é

nilpotente, podemos escrevê-lo como um produto, F = Pp1 × · · ·×Ppr , de seus subgrupos
de Sylow. Dado x ∈ Ppk , para algum 1 ≤ k ≤ r, pelo Teorema 3.6, sabemos que existem

elementos bk ∈ B e fk ∈ F tais que

ϕu(x) = u−1xu = (bkfk)
−1xbkfk, para todo x ∈ Ppk .

Mostraremos que bk = bj para qualquer j ∈ {1, 2, . . . , r} com j 6= k. Sejam

x ∈ Z(Ppk) e y ∈ Z(Ppj). Considerando bkfkb−1k = f̃k ∈ F , temos

u−1xu = f−1k b−1k xbkfk

= b−1k f̃k
−1
xf̃kbk

= b−1k xbk,

pois xf̃k = xf̃kk , em que f̃kk é a componente de f̃k pertencente a Ppk , e x é central.

Analogamente, temos

u−1yu = b−1j ybj.

Por outro lado, pelo Lema 3.5 temos que u−1xyu ∼G xy. Logo, existe b0 ∈ B tal que

u−1xyu = b−10 xyb0 = (b−10 xb0)(b
−1
0 yb0) = (b−1k xbk)(b

−1
j ybj). (4.9)

Já que Ppk é subgrupo característico de F e F E W , segue que Ppk E W e, assim,

b−1k xbk e b−10 xb0 ∈ Ppk . Similarmente, temos b−1j ybj e b−10 yb0 ∈ Ppj . Assim, de acordo

a equação (4.9), obtemos (b−1k xbk)
−1(b−10 xb0) = (b−1j ybj)(b

−1
0 yb0)

−1 ∈ Ppk ∩ Ppj = (1), o

que implica b−10 xb0 = b−1k xbk e b−10 yb0 = b−1j ybj. Por outro lado, pela Proposição 1.40,

item (3), sabemos que os centros de Ppk e Ppj são extensivos em F , assim, como somente

a identidade pode �xar um subgrupo extensivo elemento a elemento; concluímos que

bk = b0 = bj.
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Podemos assumir que fk ∈ Ppk . De fato, o caso em que o grupo F possua somente

um subgrupo de Sylow é trivial; assim, para simpli�car o raciocínio, vamos supor o caso

em que F = Pp × Pq, com Pp e Pq subgrupos de Sylow de F , e f = fpfq um elemento de

F . Pelo que vimos anteriormente, existem x, y ∈ F em que x = xpxq e y = ypyq tais que

u−1fu = (u−1fpu)(u
−1fqu)

= (x−1b−10 fpb0x)(y
−1b−10 fqb0y)

= (x−1q x−1p b−10 fpb0xpxq)(y
−1
q y−1p b−10 fqb0ypyq)

= (x−1p b−10 fpb0xp)(y
−1
q b−10 fqb0yq)

= y−1q x−1p b−10 fpb0b
−1
0 fqb0xpyq

= y−1q x−1p b−10 fpfqb0xpyq

= y−1q x−1p b−10 fb0xpyq.

Logo, neste caso, temos que u−1fu = (xpyq)
−1b−10 fb0xpyq com xp ∈ Pp e yq ∈ Pq. Clara-

mente, pode-se perceber que o raciocínio apresentado é extensível para uma quantidade

qualquer �nita de fatores na decomposição de F . Desta forma, obtemos

ϕu(f) = u−1fu = f−10 b−10 fb0f0, para todo f ∈ F, com f0 = f01 . . . f0r ∈ Pp1 × · · · × Ppr .

Agora consideremos B = B2 oB1, com B2 um 2-grupo e B1 um grupo de ordem

ímpar, e seja a ∈ Z(N). Lembrando que ϕ2
u = Id, além de (a, 1, . . . , 1) ser central em F ,

tem-se:

(a, 1, . . . , 1) = ϕ2
u(a, 1, . . . , 1) = ϕu(f

−1
0 b−10 (a, 1, . . . , 1)b0f0) = ϕu(b

−1
0 (a, 1, . . . , 1)b0).

Como ϕu(b) = ι(b) = f−1ι bfι, para todo b ∈ B, dessa forma,

ϕu(b
−1
0 (a, 1, . . . , 1)b0) = (f−1ι b−10 fι)f

−1
0 b−10 (a, 1, . . . , 1)b0f0(f

−1
ι b0fι) = (a, 1, . . . , 1)

e tendo em vista que (a, 1, . . . , 1) ser central em F implica a centralidade de (a, 1, . . . , 1)b

em F , para qualquer b ∈ B, teremos

b−20 (a, 1, . . . , 1)b20 = (a, 1, . . . , 1), para todo a ∈ Z(N),

ou seja, b20 = 1, como queríamos demonstrar.

Corolário 4.4. Nas condições da proposição anterior, temos que qualquer composição de

ϕu com automor�smos internos deW , restrito ao grupo base, permanece um automor�smo

conjugação por um elemento do grupo W .

Até então, conseguimos mostrar que o automor�smo ϕu ∈ IS age como um auto-

mor�smo interno no grupo base e no grupo topo, a saber ϕu|F = conj(b0f0), com b0 ∈ B,
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f0 ∈ F e ϕu|B = ι = conj(fι), com fι ∈ F . Desejamos garantir que tal comportamento

de ϕu é válido de forma geral, quando aplicado a qualquer elemento do grupo W . Primei-

ramente, analisaremos os automor�smos presentes na decomposição ϕu = ια∗h, fornecida

pelo Teorema 2.11, mostrando que não somente o automor�smo i ∈ Aut(W ) é dado por

uma conjugação por um elemento de W , mas também os automor�smos α∗, h ∈ Aut(W ).

Proposição 4.5. Para W = N |B| o B e dado um ϕu ∈ IS temos que existem b0 ∈ B e

g0 ∈ D, D ≤ F subgrupo diagonal, tais que α∗ = conj(g0) e h = conj(b0), em que b20 = 1;

ademais, b0 ∈ Z(B).

Demonstração. Sabemos que ϕu ∈ IS é da forma ϕu = ια∗h, com ϕu|B = ι, em que ι ∈ I1,
α∗ ∈ N∗, h ∈ H, conforme o Teorema 2.11. Assim, para qualquer w ∈ W e ι = conj(fι),

para alguma fι ∈ F , temos que

u−1wu = ϕu(w) = ια∗h(w) = f−1ι α∗h(w)fι

o que implica,

fιu
−1wuf−1ι = α∗h(w).

Denotando u1 = uf−1ι ∈ U , segue que ϕu1|F = α∗h e ϕu1|B = Id. Note que,

ϕu1|F = conj(uf−1ι )|F = [conj(f−1ι )conj(u)]|F = [conj(f−1ι )ϕu]|F , logo, pelo Corolário

4.4, ϕu1|F é um automor�smo conjugação por um elemento de W . De fato, considerando

ϕu|F = conj(u)|F = conj(b0f0)|F , em que b20 = 1, pela Proposição 4.3, temos

ϕu1|F = conj(uf−1ι )|F
= conj(f−1ι )conj(u)|F
= conj(f−1ι )conj(b0f0)|F
= conj(b0f0f

−1
ι )|F

= conj(b0g)|F ,

em que g = f0f
−1
ι . Logo, para (a, . . . , a) ∈ D tem-se

ϕu1(a, . . . , a) = g−1b−10 (a, . . . , a)b0g = g−1(a, . . . , a)g.

Por outro lado,

ϕu1(a, . . . , a) = α∗h(a, . . . , a) = α∗(a, . . . , a) = (α(a), . . . , α(a)).

Assim,

(α(a), . . . , α(a)) = g−1(a, . . . , a)g, onde a ∈ N.

Escrevendo g = (a01 , . . . , a0n) e retornando à expressão acima temos

(α(a), . . . , α(a)) = (a−101
aa01 , . . . , a

−1
0n aa0n),
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o que signi�ca que para todo a ∈ N , α(a) = a−10i
aa0i para qualquer i ∈ {1, . . . , n}.

Portanto, α = conj(a0i) e, assim, α∗|F = conj(g0) com g0 = (a0i , . . . , a0i) ∈ D; como,

pela De�nição 2.7, α∗|B = Id|B, além de g0 comutar com qualquer b ∈ B, segue que

α∗ = conj(g0), com g0 ∈ D. (4.10)

Tendo em vista este fato, a ação do automor�smo ϕu1 no grupo base F de W

é ϕu1|F = α∗h = conj(b0g0) = conj(g0)conj(b0), de onde podemos concluir que h|F =

conj(b0), devido à expressão (4.10), com b20 = 1. Após tais considerações, temos que, para

qualquer f ∈ F ,
u−11 fu1 = ϕu1(f) = α∗h(f) = g−10 h(f)g0,

isto é,

g0u
−1
1 fu1g

−1
0 = h(f).

Denotando u2 = u1g
−1
0 ∈ U , tem-se u−12 fu2 = ϕu2(f) = h(f), para toda f ∈ F e para

qualquer b ∈ B, vale que ϕu2(b) = b, pois:

ϕu2(b) = u−12 bu2

= g0u
−1
1 bu1g

−1
0

= g0ϕu1(b)g
−1
0

= g0bg
−1
0

= b,

pois, como g0 ∈ D implica que g0 e b comutam. Portanto, ϕu2|F = h e ϕu2|B = Id|B, em
que h|F = conj(b0), com b20 = 1.

Finalmente, vamos provar que b0 ∈ Z(B). De fato, dados b ∈ B e f ∈ F

quaisquer, note que

ϕu2(fb0b) = ϕu2(f)ϕu2(b0b) = (b−10 fb0)(b0b) = b−10 fb,

já que b20 = 1. E ainda,

ϕu2(b0bf
b0b) = ϕu2(b0b)ϕu2(f

b0b) = (b0b)(b
−1
0 f b0bb0) = (b0b)(b

−1
0 b−1b−10 fb0bb0).

Como fb0b = b0bf
b0b, devido à notação b−1fb = f b, para quaisquer b ∈ B e f ∈ F , tem-se:

b0bb
−1
0 b−1b−10 fb0bb0 = b−10 fb. (4.11)

Escrevendo b0bb0 = b′ e simpli�cando a igualdade em (4.11), obtemos bf b
′
= fb = bf b, o

que implica f b
′
= f b e, consequentemente, b′b−1fb(b′)−1 = f, para todo f ∈ F . Concluí-

mos b(b′)−1 = 1 e, então, b = b0bb0, para todo b ∈ B, o que implica que b0 ∈ Z(B).
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Utilizando os argumentos feitos até então, estamos aptos para provar o teorema

principal da tese, o qual consiste em mostrar que o grupo W considerado é, de fato, uma

solução para (Nor).

Teorema 4.6. SejaW = N wrB, onde N é um grupo nilpotente �nito e B = B2×B1 com

B2 um 2-grupo e B1 um grupo de ordem ímpar. Então, a Propriedade do Normalizador é

válida para W .

Demonstração. Seja S um 2-subgrupo de Sylow de W �xado arbitrariamente e consi-

deremos IS como foi de�nido em (3.1). Tomando ϕu ∈ IS, onde u ∈ NU , podemos

escrever ϕu = ια∗h de acordo o Teorema 2.11; além disso, temos ι = conj(fι) para al-

guma fι ∈ F . Aplicando a Proposição 4.5, temos os automor�smos ϕu1 e ϕu2 sobre os

quais podemos concluir que para todo w ∈ W , ϕu2(w) = h(w) = conj(b0)(w), em que

b20 = 1, e ϕu1(w) = conj(b0g0)(w), pois já tinhamos ϕu1|F = conj(b0g0)|F e, para qualquer

b ∈ B, ϕu1(b) = g−10 b−10 bb0g0 = b, devido também à Proposição 4.5 e g0 comutar com

b. De acordo com a Proposição 4.5, podemos escrever u2 = u1g
−1
0 , com g0 ∈ D; como

u1 = uf−1ι , segue que u2 = uf−1ι g−10 implicando u = u2g0fι.

Finalmente, considerando o automor�smo ϕu ∈ IS, para todo w ∈ W , podemos

escrever

ϕu(w) = u−1wu

= (f−1ι g−10 u−12 )w(u2g0fι)

= f−1ι g−10 (ϕu2(w))g0fι

= f−1ι g−10 b−10 wb0g0fι.

Portanto, para todo w ∈ W ,

ϕu(w) = ια∗h(w) = conj(w0)(w), com w0 = b0g0fι;

provando assim que ϕu ∈ Inn(W ). Finalmente, aplicando o resultado de Jackowski e

Marciniak, a saber o Teorema 3.2, obtemos que AutU(W ) = Inn(W ) o que equivale à

propriedade do normalizador ser válida para o grupo W .

4.2 Produto Orlado com Grupo Base não Caracterís-

tico

Como já foi visto no segundo capítulo, para um grupo dado por um produto

orlado, Neumann, em [Ne64], apresentou o Teorema 2.3 que exibe o caso em que o grupo

base não é um subgrupo característico. Lembrando que a exceção ocorre quando B = C2

e A = A0 o C2, com A0 subgrupo abeliano, é um grupo diedral especial (De�nição 1.32),

ou seja, W = [(A0 o C2) × (A0 o C2)] o C2; ademais, por consequência da de�nição do
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grupo A temos que A0 é de ordem ímpar, logo escrevemos |A| = 4m + 2 = 2(2m + 1),

com |A0| = n = 2m+ 1.

Nosso objetivo é demonstrar que W também é uma solução de (Nor); para isto,

utilizaremos a mesma técnica de, a partir de um 2-subgrupo de Sylow �xado arbitra-

riamente, garantir que qualquer automor�smo ϕu ∈ IS é um automor�smo interno de

W .

Proposição 4.7. Sejam W = AwrB, com A um diedral especial de ordem 4m + 2,

B = C2 e S um 2-subgrupo de Sylow de W . Se ϕu ∈ IS, então ϕu ∈ Inn(W ).

Demonstração. Escrevendo o grupo diedral como A = A0 oC2, temos dois casos a consi-

derar:

(i) A0 é grupo trivial:

Assim, A = C2 e W = AwrB = C2wr C2, o qual é claramente uma solução de

(Nor), devido ao Corolário 3.7, já que W é um 2-grupo, portanto nilpotente.

(ii) A0 é não trivial:

Temos que
W = AwrB

= [(A0 o C2)× (A0 o C2)]o C2

= [(A0 o 〈c〉)× (A0 o 〈c〉]o 〈b〉

para B = 〈b〉, com b2 = 1, e A = A0 o 〈c〉, com c2 = 1; além disso

A0 = Cn1 × · · · × Cnk
= 〈x1〉 × · · · × 〈xk〉 (4.12)

é de ordem ímpar; assim, um elemento a0 ∈ A0 pode ser escrito como

a0 = xl11 x
l2
2 . . . x

lk
k , com 0 ≤ li ≤ ni − 1

e, ainda, temos a relação ac0 = a−10 . Observe que {(x1, 1), (x2, 1), . . . , (xk, 1), (c, 1), b}
representa um conjunto de geradores do produto orlado W .

Consideremos S = (C2 × C2) o C2 um 2-subgrupo de Sylow de W e ϕu ∈ IS, logo
sabemos que esse automor�smo satisfaz ϕ2

u = Id e ϕu|S = Id|S. Assim, já temos que

ϕu((c, 1)) = (c, 1) e ϕu(b) = b, pois (c, 1) e b estão em S. Como precisamos conhecer

a ação de ϕu nos elementos do grupo W , basta analisarmos seu comportamento

nos geradores do grupo; dessa forma, resta-nos determinar ϕu((xi, 1)), para i ∈
{1, . . . , k}. Pela Versão Pontual de (Nor), Lema 3.5, sabemos que ϕu((xi, 1)) ∈
C(xi,1), sua classe de conjugação.

A�rmação: C(xi,1) =
{
(xi, 1), (x

−1
i , 1), (1, xi), (1, x

−1
i )
}
.
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De fato, para um elemento w ∈ W qualquer, podemos escrevê-lo como w = (a′cr, a′′cs)bt,

em que a′, a′′ ∈ A0 e r, s, t ∈ {0, 1}. Portanto,

(xi, 1)
w = (xi, 1)

(a′cr,a′′cs)bt

= (xi, 1)
(a′cr,1)bt

= (xi, 1)
(cr,1)bt ,

pois os elementos eliminados acima atuam trivialmente na conjugação. Sendo assim,

iremos analisar os casos possíveis os quais são:

(1) r = t = 0

(xi, 1)
(cr,1)bt = (xi, 1);

(2) r = 1, t = 0

(xi, 1)
(cr,1)bt = (xi, 1)

(c,1) = (x−1i , 1);

(3) r = 0, t = 1

(xi, 1)
(cr,1)bt = (xi, 1)

b = (1, xi);

(4) r = t = 1

(xi, 1)
(cr,1)bt = b−1(c, 1)−1(xi, 1)(c, 1)b = b(x−1i , 1)b = (1, x−1i ).

Portanto, a a�rmação está provada.

Tendo em vista a classe de conjugação C(xi,1), iremos considerar as possibilidades

para ϕu((xi, 1)).

(i) Se ϕu((xi, 1)) = (xi, 1), para todo i ∈ {1, . . . , k}, então ϕu = Id;

(ii) Se ϕu((xi, 1)) = (x−1i , 1), para todo i ∈ {1, . . . , k}, então ϕu = conj((c, c)),

pois (xi, 1)(c,c) = (x−1i , 1) além de (c, 1)(c,c) = (c, 1) e b(c,c) = b, já que c2 = 1;

(iii) Para o caso em que ϕu((xi, 1)) = (1, xi), para algum i ∈ {1, . . . , k}, considere
c 6= 1 e observe que:

ϕu((xic, 1)) = ϕu((xi, 1))ϕu((c, 1))

= (1, xi)(c, 1)

= (c, xi),

o que não é possível já que, pelo Lema 3.5, Versão Pontual de (Nor), temos

que ϕu((xic, 1)) ∈ C(xic,1) e (c, xi) /∈ C(xic,1) pois, caso contrário, deveria existir

um w0 ∈ W , o qual podemos escrever como w0 = (a1, a2)b
k com a1, a2 ∈ A e

k ∈ {0, 1}, tal que
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(xic, 1) = (c, xi)
(a1,a2)bk

= b−k(a−11 ca1, a
−1
2 xia2)b

k.

Assim, (xic, 1) = (a−11 ca1, a
−1
2 xia2) se k = 0 ou (xic, 1) = (a−12 xia2, a

−1
1 ca1) se

k = 1. No primeiro caso xi = 1, para todo i ∈ {1, . . . , k} e no segundo caso

c = 1; de toda forma, temos um absurdo.

(iv) Se ϕu((xi, 1)) = (1, x−1i ), para algum i ∈ {1, . . . , k}, utilizamos mesmo raciocí-

nio do item (iii) acima e, analogamente, encontramos um absurdo.

Concluímos que, para um dado i ∈ {1, . . . , k} �xado, porém arbitrário, ϕu((xi, 1)) =

(xi, 1) ou ϕu((xi, 1)) = (x−1i , 1). Vamos supor que existam distintos i, j ∈ {1, . . . , k}
tais que ϕu((xi, 1)) = (xi, 1) e ϕu((xj, 1)) = (x−1j , 1). Observe que

ϕu((xixj, 1)) = ϕu((xi, 1))ϕu((xj, 1))

= (xi, 1)(x
−1
j , 1)

= (xix
−1
j , 1).

Novamente, deveria existir um w0 = (a1, a2)b
k com a1, a2 ∈ A e k ∈ {0, 1}, tal que

(xixj, 1) = (xix
−1
j , 1)(a1,a2)b

k

= b−k(a−11 , a−12 )(xix
−1
j , 1)(a1, a2)b

k

= b−k(a−11 xix
−1
j a1, 1)b

k.

Se k = 1, então

(xixj, 1) = (1, a−11 xix
−1
j a1)

e, assim, teríamos xixj = 1 o que não ocorre devido à decomposição de A0 em (4.12);

se k = 0, então

(xixj, 1) = (a−11 xix
−1
j a1, 1),

o que implica que xixj = a−11 xix
−1
j a1. Lembrando que a1 ∈ A = A0o 〈c〉, temos que

a−11 xix
−1
j a1 = xix

−1
j ou a−11 xix

−1
j a1 = xjx

−1
i ;

dessa forma, teríamos xi ou xj um elemento de ordem dois, o que é um absurdo,

pois A0 tem ordem ímpar.

A partir da análise feita para os elementos geradores de W , conseguimos mostrar

que existem duas possibilidades para o automor�smo ϕu ∈ IS:

(1) ϕu = Id;

(2) ϕu = conj((c, c)), já que ϕu((c, 1)) = (c, 1) = (c, 1)(c,c), ϕu(b) = b = b(c,c),
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pois c e b têm ordem dois, e ϕu((xi, 1)) = (x−1i , 1) = (xi, 1)
(c,c), para todo

i ∈ {1, . . . , k}.

Em qualquer caso, temos que ϕu ∈ Inn(W ), encerrando a demonstração.

Teorema 4.8. SejamW = AwrB, com A um diedral especial de ordem 4m+2 e B = C2.

Então a Propriedade do Normalizador é válida para W .

Demonstração. A prova segue diretamente da Proposição 4.7 juntamente com o resultado

de Jackowski e Marciniak, o Teorema 3.2, o qual garante que todo automor�smo em IS

que seja interno equivale ao grupo em questão ser uma solução de (Nor).



Capítulo 5

Conclusões

5.1 Considerações Finais e Perspectivas Futuras

Neste trabalho investigamos uma das questões centrais na teoria de anéis de

grupo integrais sobre grupos �nitos, a Propriedade do Normalizador (Nor), para extensões

orladas de grupos nilpotentes.

Exploramos algumas técnicas desenvolvidas para tratar das ações deste tipo além

de resultados relevantes na literatura, os quais foram apresentados no segundo e terceiro

capítulos. Dentre esses, analisamos a estrutura do grupo de automor�smos de um produto

orlado, presente no trabalho de Houghton [CH62] e, juntamente com as contribuições

presentes nos trabalhos de Petit Lobão e Sehgal [PeS03], Jackowski e Marciniak [JM87],

dentre outros, conseguimos mostrar a validade de (Nor) para grupos dados pelo produto

orlado cuja base é um grupo nilpotente �nito e no topo um grupo dado pelo produto

direto de um 2-grupo por um grupo de ordem ímpar.

Inicialmente, visamos à comprovação da conjectura de Petit Lobão e Sehgal,

a saber, que as extensões orladas preservam a propriedade do normalizador, ou seja,

produtos orlados de grupos soluções de (Nor) também são soluções de (Nor). Tendo

em vista a amplitude desse caso, concentramos nossa investigação em produtos orlados

de grupos nilpotentes �nitos; no decorrer do trabalho, notamos a possibilidade de uma

generalização para o grupo topo, a saber um grupo dado pelo produto direto de um 2-

grupo por um grupo de ordem ímpar, permitindo ampliar o grupo solução de (Nor) em

questão, além de estender vários dos resultados alcançados pelos autores Zhengxing Li e

Jinke Hai, como [HL14b, HL11a, HL11b, HL11c], os quais foram abordados na introdução.

No intuito de prosseguir a pesquisa, é relevante investigar possíveis generalizações

para os grupos base e topo, pois o objetivo central é a comprovação da ação do tipo orlada

ser invariante pela propriedade do normalizador.
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