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Resumo

A determinacdo do normalizador do grupo gerador de um anel de grupo em
seu grupo de unidades é uma questao que se impoe naturalmente. Em anéis de grupo
integrais, em particular, observou-se que, para importantes classes de grupos finitos, este
normalizador ¢ minimal, ou seja, Ny (G) = G - Z(U(ZG)). Quando tal fato ocorre, diz-
se que o grupo em questao e seu anel de grupo integral safisfazem a Propriedade do
Normalizador, também conhecida como (Nor).

Nessa tese, utilizamos a estrutura do grupo de automorfismos de um produto or-
lado e técnicas desenvolvidas para acoes deste tipo para mostrarmos, de forma equivalente,

a validade de (Nor) para certas extensoes orladas envolvendo grupos nilpotentes.

Palavras-chave: Grupos; Anéis de Grupo; Anéis de Grupo Integrais; Normalizador;

Propriedade do Normalizador; Produto Orlado.



Abstract

The determination of the normalizer of the basis group in the group of units of
the associated group ring is a question that naturally imposes by itself. In integral group
rings, in particular, it has been observed that, for important classes of finite groups, this
normalizer is minimal, in other words, Ny(G) = G - Z(U(ZG)). When this occurs, we
say that the group in question and its integral group ring satisfy the normalizer property,
also known as (Nor).

In this thesis, we use the structure of the automorphism group of the wreath
product and techniques developed for actions of this type to obtain, in an equivalent way,

the validity of (Nor) for certain wreath extensions of nilpotent groups.

Keywords: Group; Group Rings; Integral Group Rings; Normalizer; Normalizer Pro-
perty; Wreath Product.
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Introducao

Dados um grupo G e R um anel comutativo com unidade, determinamos um
novo anel chamado anel de grupo, denotado por RG, o qual consiste de um moédulo livre,
tendo os elementos do grupo como base e os elementos do anel R como coeficientes, munido
com a operacao multiplicacao entre seus elementos definida a partir da propriedade de
distributividade. Neste trabalho, utilizaremos GG como grupo finito e os chamados anéis
de grupo integrais, isto é, em que o anel de coeficientes considerado é o dos inteiros; esse
anel de grupo é denotado por ZG.

Na teoria de anéis de grupo, encontramos varias questoes importantes e inte-
ressantes; uma delas é o Problema do Isomorfismo, conhecido como (Iso), que consiste
em verificar quando um grupo é determinado pelo seu anel de grupo; ou seja, se dois
grupos serao isomorfos sempre que seus anéis de grupo sobre o mesmo anel assim o fo-
rem. Desde 1940, esta questao vem sendo discutida a partir dos trabalhos de G. Higman,
[Hi40], com diversos anéis de coeficientes; entretanto, varios resultados relevantes foram
obtidos utilizando-se o anel dos inteiros e, assim, a questao do isomorfismo tornou-se uma
conjectura para anéis de grupo integrais.

A Propriedade do Normalizador, ou (Nor) como é conhecida, é uma outra questao
de destaque na teoria dos anéis de grupo integrais sobre grupos finitos. Dizemos que um
grupo G satisfaz essa propriedade quando o normalizador de G no grupo das unidades
de ZG, U(ZG), é o menor possivel, ou seja, é o produto do grupo G pelo centro do
grupo de unidades, Nyze)(G) = G - Z(U(ZG)). (Nor) inicialmente foi apresentada como
conjectura, e o primeiro resultado neste sentido foi alcancado em 1964 por D. Coleman
[C64], que conseguiu provar a validade de (Nor) para p-grupos, e consequentemente para
grupos nilpotentes. Em 1987, Jackowski e Marciniak [JM87| estenderam o resultado para
grupos que possuem um 2-subgrupo de Sylow normal; validando, portanto, (Nor) para
grupos de ordem impar. Posteriormente, em 1995, uma relacao existente entre (Nor) e
(Iso) é revelada por M. Mazur [Ma95]; o que aumentou a relevancia de (Nor). Mazur, no
contexto dos grupos infinitos, percebeu que encontrando-se um contraexemplo para (Nor)
é possivel, a partir deste, fabricar um contraexemplo para (Iso).

As duas questoes apresentadas foram discutidas e varios resultados foram obti-
dos, até que, M. Hertweck, em 2001 [He01|, apresentou um contraexemplo para (Nor),

explorando a relacao descoberta por Mazur. Em sendo assim, ambas as questoes perdem
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o status de conjectura, porém nao a relevancia, pois, a partir dai, o objetivo desta linha
de pesquisa tornou-se a busca das classes de grupos que sao solugoes para (Nor) e/ou sao
determinados pelos seus anéis de grupo integrais, satisfazendo (Iso).

Em [MRO1], Marciniak e Roggenkamp provaram que (Nor) vale para grupos me-
tabelianos finitos com um 2-subgrupo de Sylow abeliano. Yuanlin Li, em [L02], discutiu
dois casos onde um tipo particular de automorfismos, os chamados C-automorfismos, sao
internos e, por consequéncia, para ambos vale (Nor); um outro trabalho relevante desse
autor em colabora¢ao com A. Herman é |AY06|, no qual é provado que os grupos de
Blackburn sao solugoes positivas para (Nor).

Na investigacao das questoes mencionadas, as agoes existentes em determinados
produtos de grupos tém extrema relevancia; pois, por exemplo, é sabido que, se ambos
H e K sao grupos para os quais vale (Nor), entdo o produto direto H x K também é
solu¢do de (Nor) (ver [LPS99]). Porém, no caso de um produto semi-direto qualquer, isto
nem sempre é verdadeiro, dependendo da acao, como demonstrou Hertweck; assim, uma

questao que torna-se natural é:

e Quais sdo as agbes @ para as quais, se H e K sdo solugoes de (Nor), o produto

semi-direto K x, H é também solugao?

Recentemente, em 2003, T. Petit Lobao e S. K. Sehgal [PeS03] conjecturaram que
agoes do tipo orlado (ou wreath) sdo boas candidatas para esta solu¢do. Desenvolveram
entao algumas técnicas para tratar das acoes deste tipo, e obtiveram uma solugao da
Propriedade do Normalizador para a classe dos grupos monomiais completos, isto é, uma
extensao orlada de um grupo nilpotente na base por um grupo simétrico de m letras no
topo, ou seja, G = N wr Sym,,, = N™ x Sym,,.

Explorando essas técnicas, Zhengxing Li e Jinke Hai numa série de artigos obtive-
ram interessantes solucoes dessa propriedade; dentre os varios trabalhos que apresentam
grupos como solugées positivas de (Nor), daremos destaque aqueles que sdo dados por um
produto orlado, como exemplos [HL14a, HL14b, HL11a, HL11b, HL11¢, Lil6], em que o
ultimo corresponde a uma generalizacao do resultado de Petit Lobao e Sehgal, alcancada
por Zhengxing Li. E notével que esses autores, tendo em vista o resultado e técnicas
apresentados em [PeS03|, buscam extensoes nos grupos componentes do produto orlado,
afim de alcancarem generalizacoes para o grupo solucao.

Nessa tese, iremos explorar as principais técnicas e os resultados ja mencionados,
para alcancar como solu¢oes positivas de (Nor) grupos que sao dados por extensoes orladas
de grupos nilpotentes.

No primeiro capitulo, introduziremos as defini¢oes e resultados preliminares da
teoria utilizada, necessarios para o desenvolvimento do nosso estudo.

Ja no segundo capitulo, discutiremos sobre a estrutura do grupo de automorfismos

de um produto orlado.



Apresentaremos a Propriedade do Normalizador no terceiro capitulo, discutindo
alguns de seus aspectos e vérios resultados relevantes.

Por fim, no quarto capitulo destacaremos os resultados que foram alcangados
nesse trabalho, expondo em duas segoes algumas classes de grupos como solugoes de
(Nor), cuja distingao dos casos trata-se de considerar quando uma das componentes do

produto orlado, a saber o grupo base, é um subgrupo caracteristico.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos da teoria de anéis de grupo que sao
relevantes para o desenvolvimento deste trabalho, com enfoque no conceito do normali-
zador de um grupo G; em que G é a base do anel de grupo denotado por RG sendo,
por consequéncia, subgrupo do grupo das unidades de RG. O anel R aqui presente seré
considerado com unidade, apesar de nao ser necessaria tal consideracao para a definicao

de anel de grupo.

1.1 Anéis de Grupo

Nesta secdo, que estd baseada em [PoS02|, apresentaremos conceitos e discutire-

mos alguns resultados presentes e importantes na teoria de anéis de grupo.

Definicao 1.1. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Denotamos por RG o

conjunto de todas as combinacoes lineares formais da forma

o= Zagg,

geG

em que a; € R e {ag}gEG é uma sequéncia quase nula. O conjunto (RG,+,-), dotado
das operacoes de adicdo, multiplicacao e multiplicacao por escalar definidas da forma a

sequir, € um anel chamado anel de grupo de G sobre R:

(i) soma de dois elementos:

(Z agg> + (Z bgg> =" (ay +b,)g;

geG geG geCG



(ii) produto de dois elementos:

(Z agg> : (Z bgg> = ) (agbn)(gh).

geG geG g,h€CG

(iii) produto de um elemento por um escalar do anel R:

A (Z agg> = Z()\ag)g, para qualquer \ € R.

gelG geG

Note que temos 1rg = 1rlg, ou seja, RG € um anel com identidade que denotaremos

por 1.

Facilmente verificamos que RG é¢ um R-moédulo e, se R é comutativo, segue-se

que RG é uma algebra sobre R.

Exemplo 1.2. Sejam G = C,, ~ {...,z 2,27, 2% 2" 2% ...} e R = R, 0 corpo dos

numeros reais. Temos que RG = RC,, € isomorfo ao anel dos polindmios de Laurent.

Exemplo 1.3. Sejam R = Zy = {0,1}. o0 anel dos inteiros mddulo 2, e G = Cy = (x) =
{1,z}, o grupo ciclico de ordem 2. Temos que RG = ZyCy é um anel de grupo finito, cuja
ordem, ¢ igual a |Zs|/?! = 4. Note que como o grupo (ZyCs,+) tem ordem 4, entdo ele é
isomorfo ou a Cy, o grupo ciclico de ordem 4, ou a Cy X Cy, o grupo de Klein. Assim,
para a € ZyCy, temos que2-a= (1+1)-a=0-a=0, em que 1 = 1z, - 1¢, € a unidade
de Z,Cy e
1+1 = 1z, -1¢, + 1z, - 1¢,

(1z, + 1z2,)1c,
= (0z,)1c,
= 0.

Logo, cada elemento do anel de grupo tem ordem menor ou igual a 2; o que nos permite

concluir que ZoCy =~ Cy x Csy, jd que Cy tem um elemento de ordem 4.

E possivel definir um mergulho v : G — RG associando a cada elemento = € G

o elemento v(x) = Zagg, coma, =1ea, =0seg#x. Assim, G é um subconjunto de
geG

RG; ademais, diz-se que G é uma base de RG sobre R. Considerando também a funcao

0 : R — RG dada por 0(r) = Zagg, com a1, =1 e a; =0se g # lg, é facil verificar

geG
que € é um monomorfismo de anéis e, assim, R ¢ um subanel de RG.

Lema 1.4. Sejam R um anel com m elementos e G um grupo de ordem n. Entao, RG é

um anel de grupo finito cuja ordem é |R|I¢l = m™.



Demonstracao. Temos que RG = {Z ayg | ag € R}. Assim, para cada g € G, existem

geG
m escolhas para os coeficientes a, € R; portanto temos m - m - --m elementos no anel de
——
|Gl=n
grupo RG, isto é, m™ = |R|!°!. ]

Nesta tese, trabalharemos sempre com o anel de grupo ZG cujos elementos tém
coeficientes no anel dos inteiros, o qual é chamado de anel de grupo integral; entre-
tanto, algumas definicoes e resultados sao apresentados com um anel de grupo RG para

evidenciar a nao dependéncia da escolha do anel R.

Definicao 1.5. Dado o = Zagg € RG, definimos o suporte de a como supp(a) =
geG
{9 € G| ay # 0}, isto €, o conjunto dos elementos g € G que de fato aparecem na com-

posi¢ao de o de forma nao trivial, ou seja, ag # 0.

Definicao 1.6. Dado um anel R, definimos o grupo multiplicativo das unidades de
R como
U(R) = {x € R; existe y € R tal que xy = yxr = 1}.

Os elementos deste grupo sao chamados unidades. Em particular, para um
grupo G e um anel R, U(RG) denota o grupo das unidades do anel de grupo RG.
As chamadas unidades triviais sao elementos da forma ug em RG com u € U(R)

1

e g € G; cujos inversos, obviamente, sao da forma u~'g~!. Assim, por exemplo, os

elementos da forma 4+¢g com g € G sao unidades triviais do anel de grupo integral, pois
Uz)={-1,1}.

Considerando G um grupo com subgrupo normal N < G, denotamos o grupo
quociente g = G. FE ainda, para os respectivos anéis de grupos sobre estes grupos

mencionados, definimos a seguinte aplicacao:
n:RG — RG

Zagg > Zagg. (1.1)

9geG geG

Pode-se verificar de maneira simples que 7 é um epimorfismo de anéis e que
imagem de unidades de RG sdo unidades de RG, isto &, se u € U(RG), entdo n(u) :=u €
U(RG).

1.1.1 Involucoes e Somas de Classes
A aplicagao definida a seguir é chamada de involucao de grupos.

Definicao 1.7. Dizemos que uma aplicacao x : G — G, em um grupo G, € uma involucao

de grupos se verifica as sequintes condicoes:



(i) (wy)* =y o,
(ii) (x*)* =z,
para todo x,y € G. Nesse caso dizemos que G € um grupo com involugao .

Exemplo 1.8. A aplicacio x — x~ ' define uma involucdao em qualquer grupo G, chamada

de Involucao Cldssica.
Pode-se definir uma involucao em anéis, como segue.

Definicao 1.9. Dizemos que uma aplicacao x : R — R, em R € um anel, € uma involugao

de anéis se verifica as sequintes condicoes:
(i) (rs) = 57",
(ii) (r+s)* =r*+ s,
(iii) (r*)* =r,
para todo r,s € R. Nesse caso dizemos que R é um anel com involugao *.

Exemplo 1.10. A transposicao de matrizes define uma involugao no anel M,(R) das

malrizes n X n com entradas em um anel R.

Das possiveis involugoes a serem definidas em um anel de grupo RG, destacam-se
as involugoes provenientes de uma involucao * do grupo G. A seguir, definiremos uma

involucao para o anel de grupo integral.
Definicao 1.11. Definimos a aplicacao * : ZG — ZG, dada por
geG geG

que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) (a+p) = a" + 5%
(ii) (aB)" = pra”;
(iii) o™ = a.

Esta aplicacao recebe o nome de involugao canénica, ou classica, de ZG. Sobre

esta aplicagdo, temos o seguinte resultado que é mencionado em [JM87]:

Proposicao 1.12. Para o € ZG, o*a =1 se, e somente se, a« = g, com g € G.



Para cada g € G, denotamos por C, = {z7'gz | x € G} a classe de conjugagao

de g em G. Podemos ainda, considerar o conjunto C := {C;}._; das classes de conjugagao

el
de GG, que possuem um niamero finito de elementos e, assim, para cada i € I, temos os

elementos chamados de somas de classes de G sobre R, denotados por ég descritos da

6= e=Yu

zeC T~y

seguinte forma

em que ~ corresponde a relagdo de conjugacao em G. Observe que y‘légy = ég, para
todo y € G, ou seja, (fg é central em ZG, para qualquer g € G.
A seguir, um resultado que fornece uma relacao entre as somas de classes e o

centro do anel de grupo.

Teorema 1.13 (Teorema 3.6.2, [PoS02|). Sejam G um grupo e R um anel comutativo.
Entao o conjunto {7;},c; de todas as somas de classes de G sobre R é uma base de Z(RG),
onde Z(RG) = {a € RG;af = Ba, para qualquer B € RG} é o centro de RG.

Agora, listamos algumas consideracoes relevantes para o trabalho sobre anéis de

grupos; os resultados abaixo podem ser encontrados também em [PoS02].

Definicao 1.14. Considerando um anel de grupo RG, definimos

Observacao 1.15. Dado a = Z agg9 € RG, definimos

geG

h~g
em que ~ corresponde a relagdo de conjugacdo em G.

Dada esta definicao, vejamos dois exemplos para entendermos claramente o seu

comportamento.

vy = 271), o grupo dos quatérnios

de 8 elementos, e considere o = [2x + 3y + by, Ta* + 923y + 11y| € [ZQs, ZQs|. Vamos

Exemplo 1.16. Seja Qg = (z,y : 2* = 1,2% = y*,y~

calcular &(x), com z € Qg, cuja classe de conjugacio é C, = {x,2%}. Computando
o comutador a e exibindo somente as suas parcelas em que aparecem elementos de C,,
temos:

1423 + 2723 + 550% — (142® + 272 + 55z) = 822° — 827.

Observe que a soma dos coeficientes associados aos elementos de C, se anulam, isto €,
a(z) = 0.



10

No exemplo acima, podemos observar que dado um elemento do suporte de o que
pertenca a C,, existe um outro elemento, nas mesmas condicoes, cujo coeficiente associado
corresponde ao simétrico aditivo do primeiro elemento. No entanto, 1sso nao acontece em

geral, o que podemos perceber no proximo exemplo.

Exemplo 1.17. Seja o grupo G nao abeliano de ordem 21, grupo de Frobenius, cuja
presentacao € (x,y " =1 =93 ¥ = 2?) Considere a = [2 + 3z + by + Tzty, 112? +
13xly+17+192y] € [ZG,ZG]. Vamos calcular a(y), comy € G, cuja classe de conjugagdo
é C, = {y, xy, vy, 2%y, 'y, 2y, 2%}. Computando o comutador a e exibindo somente as

suas parcelas em que aparecem elementos de C,, temos:

262y + 38xy + 392%y 4 5722y + 5525y + 85y + TTxy + 119zy

_ 3 6 4 6 4 3 (1.2)
(55x%y + 772y + 262y + 392%y + 85xy + 1192y + 38xy + 57z%y).

Os elementos de C, que aparecem sio xy, 2%y, 2%y, *y, 2°y, 2% cujos coeficientes sio, res-
pectivamente, 77,57, —112,0,94, —116. Observe que a soma destes coeficientes se anula,
ou seja, &(y) = 0. Note, porém, que nenhum dos coeficientes tem o simétrico aditivo como
outro coeficiente. Por exemplo, considerando o elemento xy temos que seu coeficiente as-
soctado € 77, mas nao exriste outro elemento que possua —T77 como coeficiente associado.
O interessante € que, considerando as parcelas em que aparecem o elemento xy em (1.2),
percebemos que firando cada uma delas existe um elemento de C, que possui alguma outra

parcela em (1.2), a qual seu coeficiente é o simétrico aditivo da parcela fizada.

Portanto, com esses exemplos podemos comecar a deduzir que &(g) para um

elemento g arbitrario do grupo sempre se anularad. E é isto que verificamos a seguir.
Proposigao 1.18 (Lema 7.2, [Se93|). Se o € [RG, RG], entio &(x) = 0 para todo x € G.

Demonstracao. Sejam Z Byg € Z vph elementos arbitrarios de RG, tais que
geG heG

a= [Z Beg: Y vhh]
geG heG

e 0gn = Byyn. Considerando que [g,h] = gh — hg = gh — h(gh)h™!, ou seja, gh e hg sao

conjugados, temos

a = ) Seulg.h

g,heG
= > bynlgh —hy)

9,h€G (1.3)
= ) Ggnlgh) = D dgnh(gh)h™".

g,heG g,heG

-~ -~
Oél all
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Assim, para cada somando do coeficiente de gh em o' teremos um somando do
coeficiente de h(gh)h™ em o”, o qual serd o seu simétrico aditivo, com g e h percorrendo

todo o grupo. Portanto, a(x) = 0, para todo = € G. ]

1.2 Grupos

Nesta secao iremos, de forma resumida, destacar uma lista de alguns resultados
da Teoria de Grupos que sao relevantes no desenvolvimento deste trabalho. Para uma
leitura aprofundada sobre esta teoria veja [Hu96|, [Rob96|, [Rot95] e [Sc64].

Definicao 1.19. Um automorfismo de um grupo G € interno se ele é uma conjuga¢ao
por algum elemento de G. O grupo de todos os automorfismos internos de G ¢ denotado
por Inn(G). Utiliza-se comumente as sequintes notacoes: conj(x) para denotar o auto-
morfismo interno de G induzido por x € G isto é, conj(x)(g) = v gz, para todo g € G

e a acdo por conjugacio é denotada por ¢° = x~1gx.

Definigao 1.20. Um subgrupo H de um grupo G ¢é dito subgrupo caracteristico se
o(H) = H para todo automorfismo ¢ de G. Sua notagdo é H car G.

Definicao 1.21. Dado um subgrupo H de um grupo GG, definimos o normalizador de
H em G por
Ne(H)={9eG; g 'Hg=H}.

Seja G um grupo finito cuja ordem é |G| = p™m, em que p denota um inteiro
primo e m um inteiro positivo nao divisivel por p. Devido ao Teorema de Lagrange,
sabemos que a ordem de um p-subgrupo de G deve ser menor ou igual a p™. Dessa forma,
existindo um subgrupo de ordem p”, este deve ser maximal no conjunto dos p-subgrupos

de G. Dai, temos a seguinte

Definigao 1.22. Seja G um grupo finito tal que |G| = p"m em que p f m. Um subgrupo
de G' que tenha ordem p" chama-se um p-subgrupo de Sylow de G.

O teorema a seguir reiine resultados que sao fundamentais para o estudo sobre

os subgrupos de Sylow de um grupo finito.

Teorema 1.23. Seja G um grupo finito de ordem |G| = p"m, em que p é um inteiro

primo que nao divide m. Entao

(i) G sempre contém p-subgrupos de Sylow e todo p-subgrupo de G estd contido em um

p-subgrupo de Sylow de G;

(ii) Todos os p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados entre si em G;
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(iii) Se n, denota o nimero de p-subgrupos de Sylow de G, entdo

n, =1(mod p) e n,|m.
Proposicao 1.24. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G e seja H outro sub-
grupo. Se Ng(P) C H entao H = Ng(H).
Como uma consequéncia imediata temos o seguinte.

Corolario 1.25. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G. Entao, No(Ng(P)) =
Na(P).

Definicao 1.26. Um grupo G ¢ chamado nilpotente se contém uma série de subgrupos:
{1}=Goc Gy C---CG,=G

tal que G;_1 < G e cada quociente G;/G;_1 estd contido no centro de G/G;_1, com

1< <n.

Chamamos de série central de G toda série de subgrupos de G que satisfaz a
propriedade acima.

Os grupos nilpotentes finitos podem ser caracterizados pelo seguinte resultado:
Teorema 1.27. Seja G um grupo finito. As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(1) G é nilpotente;
(11) Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G;

(i1i) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Alguns resultados importantes sobre grupos nilpotentes sao destacados:
Lema 1.28. Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes sao nilpotentes.
Proposicao 1.29. Um p-grupo finito € nilpotente.
Proposicao 1.30. Produtos diretos finitos de grupos nilpotentes sao nilpotentes.

Discutiremos um pouco sobre os chamados grupos simétricos, destacando alguns

fatos sobre os mesmos; que podem ser encontrados em [GL10].

Definicao 1.31. Considerando C um conjunto com n elementos, temos que o con-
junto B(C) ={f:C — C; f é uma bijecio} munido da opera¢ao composicao de fungoes,
(B, o), forma um grupo o qual é chamado de grupo simétrico sobre C; tal grupo é
denotado por Sym,, e |Sym,| = n!. E qualquer subgrupo deste grupo é chamado grupo

de permutagoes de n letras.
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Um fato conhecido sobre o grupo simétrico é que para n > 3, temos que o centro
de Sym,, é trivial; no caso n = 2, o grupo Syms é abeliano.

Considerando Aut(Sym,), o grupo dos automorfismos de Sym,,, temos um resul-
tado na teoria de grupos garantindo que todo automorfismo de Sym,, ¢ um automorfismo
interno, com a restricao quando n = 6. Neste caso, temos uma particularidade do grupo
Symeg, o qual possui automorfismos que nao sao internos. Dessa forma, temos apenas
Inn(Symg) C Aut(Syms), além de que (Aut(Syms) : Inn(Symeg)) = 2; podemos verifi-
car que isso implica Aut(Symg) = Symg x Cy, em que Cy é o grupo ciclico de ordem 2.
Para maiores detalhes ver [Sc64].

Considerando D,, o conjunto das simetrias de um poligono regular de n lados,
temos que D, munido com a operacao composicao de aplicagoes forma um grupo, o
qual é conhecido como grupo diedral de ordem 2n. Iremos definir um grupo que seré
crucial no principal resultado desse trabalho o qual é denominado diedral especial, que
consiste em um caso particular do grupo definido pelo produto semidireto de um abeliano
qualquer por um ciclico de ordem dois, o chamado diedral generalizado; no caso do diedral
especial, temos que o grupo abeliano em questao satisfaz uma condi¢ao bem particular

como podemos observar abaixo.

Definigao 1.32. Se A € um grupo diedral cujo subgrupo abeliano normal, Ay, de indice
dois contém todas as raizes quadradas dos seus elementos e estas sao unicas, entdo A €

um grupo diedral especial.

Para que um grupo A diedral seja dito especial, duas condicoes devem ser satis-
feitas: o subgrupo Ay nao deve possuir elementos de ordem dois e deve admitir extracao
de rafzes quadradas, isto é, para todo ag € Ay, existe a; € Ay tal que a;? = ag. De fato,
se houvesse ap € Ay com ordem dois, terfamos aZ = 1 = 1%, logo ag seria também uma

raiz quadrada de 1, contradizendo a unicidade.

1.2.1 Produto Orlado

Como ja foi mencionado anteriormente, iremos investigar a validade de (Nor)
para alguns grupos obtidos a partir de extensoes de dois outros grupos e de uma acao
especifica, a qual é chamada de produto orlado, do termo em inglés “wreath product”,

cuja definicdo é a seguinte:

Definicao 1.33. Sejam A e B grupos e ¢ : Bx.S — S uma a¢ao de B sobre um conjunto

qualquer S nao vazio. Definimos o produto orlado de A por B, com a acdo ¢, denotado

Awr B, como o produto semidireto Al Xg B, em que Al = (Ax ... x A) e aacio ¢ de
-

|S| eopias

B sobre Al ¢ dada da seguinte forma: para b € B, (a;) = (a;)ics € Al e considerando
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op 2 S — S dada por ¢p(i) = P(b, 1)
b~ (ai)b = (ag,(i))ies-

Definicao 1.34. Temos o chamado produto orlado regular quando consideramos o
conjunto S sendo o grupo B e a acao ¢ serd dada pela propria operacao do grupo B, ou
seja, para by € B

bt (apy)b = (@pyp-1)beB-

Definicao 1.35. O produto orlado permutacional ¢ definido quando o grupo B € dado
pelo grupo das permutacoes ou grupo simétrico de n letras. Neste caso, temos A™ x Sym,,

em que, para o € Sym,,

o Yay,ag,...,a,)0 = (ag(l), Uo(2)s - - - ,ag(n)) .

Observacao 1.36. O subgrupo normal APl ¢ chamado de grupo base e o subgrupo B é

chamado de grupo topo.

O produto orlado aparece relacionado a um resultado relevante dentro da teoria
de grupos, atribuido a Kaloujnine (1948) e descrito em [Rot95|, envolvendo o estudo de
p-subgrupos de Sylow de um determinado grupo simétrico, como podemos observar a

seguir.

Teorema 1.37 (|Ka48|). Sejam p um inteiro primo e k um inteiro positivo qualquer. O

p-subgrupo de Sylow de Sym,. é o produto orlado (regular) iterado

Cywr Cywr ...wr Gy

J/

k ;é;ias
Um outro resultado na literatura que menciona esse tipo de produto é conhecido
como Teorema Universal Embedding, provado por Krasner e Kaloujnine em [KrKa51];
logo a seguir estd o enunciado deste teorema, envolvendo extensoes de grupo, o qual
revela uma fundamental propriedade de um produto orlado especifico, a saber o produto

orlado regular irrestrito que seré definido mais adiante.

Teorema 1.38 (Teorema Universal Embedding). Seja G um grupo arbitrdrio com um
subgrupo normal N e defina K = G/N. Entao, existe um merqulho ¢ : G — N wr K tal
que a imagem de N por ¢ é Im¢N N'El onde N'E| ¢ o grupo base de N wr K. (Portanto,

Nwr K contém uma copia isomorfa de cada extensio G de N por K.)

Abaixo estao algumas consideracoes sobre o comportamento da acao envolvida

no produto orlado W = Awr B.
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Sejam B = {by,...,b,} com by = 1, sem perda de generalidade, e (ap,, ap,, . . ., ap,)

€ A™. Temos que a a¢do do grupo topo no grupo base ¢ dada da seguinte forma:

(i)

(1)

(iii)

-1
b= (ap,, Apyy - -y ap, ) b= (app-1, Qpyp-1, - . ., p,p-1) , para qualquer b € B.

Para uma coordenada ap, de (ap, , ap,, - - ., @y, ) € uma posigao b;, comi,j € {1,...,n},

existe b € B tal que, apos a conjugagao b~ (ay, , ay,, - - -, ap, )b, 0 termo «a;, apareceré

na posicao b;. De fato, para b = bj_lbi teremos ap,p-1 = @y, (,-15,) = s, Para qualquer
i,j€{1,...,n}.

Nunca ocorre b; *(ay, , @y, - - . , ap, )b; = bj_l(abl, by, - - - Qp, )b;, com ¢ # j, para todo

(b, @by, - - - ap,) € A"; pois, caso contrario, terfamos ay, -1 = a,, -1, com k €
-1 _ —1 . i

{1,...,n}, consequentemente byb;”" = byb;,”" 0 que é um absurdo ji que b; # b;.

Em decorréncia de (ii), note que

O tnico elemento b € B que fixa qualquer coordenada de (ay,, ap,,...,a,) ¢ b =1;
—1 /
de fato, se b~ '(ap,, apy, ..., ap,)b = (Qby, Ay, ..., ap,) € tal que app-1 = ap,, para

algum k € {1,...,n}, entdo byb~! = by e, assim, b = 1.

A seguir, apresentamos os subgrupos do grupo G"™ = G x ... x G, onde G é
—_———

m
um grupo finito, os quais terdo importante papel para o desenvolvimento de resultados

posteriores.

Definicao 1.39. Seja H um subgrupo do produto direto G™ de m copias de G um grupo

finito. Entao, H é chamado um subgrupo extensivo de G™ se a intersecao de H com

1,..

1 G ,- -y 1) € ndo trivial para cada i € {1,2,...,m}.

2

Algumas propriedades que subgrupos extensivos satisfazem sao apresentadas na

préxima proposicao.

Proposicao 1.40. Suponha que N™ é o produto direto de m copias de um grupo nilpotente

finito N. Entao, para qualquer p € w(N), isto €, p € um divisor primo de |N|, sao vdlidas:

(1) N™ ¢ extensivo em si mesmo;

(2) o p-subgrupo de Sylow de N™ é extensivo em N™;

(8) o centro do p-subgrupo de Sylow de N™ ¢é extensivo em N™.

Demonstracao.
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(1) Ja que N = (N,...,N,...,N), temos

m vezes

N™A(1,...,1,N,1,...,1) = (N,...,N)n(1,...,1, N ,1,...,1)

N—— v

m vezes t

= (17 a17 N 717 71)7
~

o que implica que a intersecao, para todo 1 < i < m, é nao trivial.

(2) Como N é nilpotente, podemos escrevé-lo como produto direto de seus subgrupos de
Sylow (Teorema 1.27), N = @Q,, X -+ X Q,, e, assim, N = P, X --- X P, , em que
P,, = (Qp,)™, com 1 < i <r. Entdo, para um subgrupo de Sylow P,, = (Q,,)" qualquer

de N™, ou seja, com 1 < i < r, temos

. S

(@) " N (1, . LN L 1) = Qs Qpree Q)N (L, 1N, 1, 1)

= (1,...,1,Q, . 1,...,1),
~

1

isto é, qualquer subgrupo de Sylow de N™ intercepta todas as copiasde N, (1,..., N,... 1),

de forma nao trivial.

(3) Utilizaremos novamente as notagdes do item anterior, isto ¢, N = @Q,, X -+ X @,
e N" = P, x -+ x P, em que P,, = Qp, para todo 1 < ¢ < r. Considerando

Z(PBy,) = Z(Q})) = (2(Qy,))™, em que Z(F,,) é o centro de P, temos

i

Z(P)N(L...,N,..., 1) = (Z(Qp),- . 2(Qp)N(L,...,N,..., 1)

N 7

ou seja, para qualquer 1 <+¢ < r, o centro de P,, intercepta todas as copias de N de forma

nao trivial. O

Em G™, podemos considerar o subconjunto D em que cada elemento possua todas
as coordenadas iguais. Facilmente verifica-se que D ¢ um subgrupo de G™, o qual nos

induz a seguinte definigao.

Definicao 1.41. Dado um subgrupo de G, H < G, o subgrupo diagonal definido por
H em G de G™, denotado por D(H) é

D(H)={(h,...,h) e G™ | h€ H}.



Capitulo 2

Grupo de Automorfismos de Produtos
Orlados

Como vimos anteriormente, o produto orlado de dois grupos A e B quaisquer
caracteriza-se por envolver o produto semidireto A®l x B. No entanto, podemos obter
uma interpretacao distinta para o grupo base em questao, a partir de uma outra defini¢ao,
proposta por C. H. Houghton em |[CH62|, como veremos a seguir. Para isso, vamos
introduzir alguns conceitos encontrados nesse mesmo artigo.

Considerando F} = {f: B — A | f é funcdo} o conjunto das fun¢des em B to-
mando valores em A, podemos mostrar que este tem estrutura de grupo munido da ope-

racao pontual de fungoes, isto é, dadas f, g € F} temos

fg(x) = f(x)g(z), para todo = € B.

Desse modo, F; corresponde ao produto direto irrestrito de |B| copias isomorfas
de A. O subgrupo de F; denotado por Fy = {f € F : s(f) < oo} corresponde ao produto
direto restrito, que consiste das fungoes de suporte finito, onde o suporte de f é dado
por s(f) ={x € B: f(z) # 1}. Em outras palavras, consiste das funcoes f € F} tais que
f(x) = 1 exceto para uma quantidade finita de x € B. Denotaremos ambos esses grupos
por F, distinguindo entre produto direto irrestrito e restrito quando for necessario.

Se f € F e b € B, definimos f’ € F por

fP(z) = f(xb™1), para todo z € B.

Além disso, para cada b € B é possivel garantir que o conjunto de automorfismos de F,

que denotaremos Autg(F'), definido por

Autp(F) = {¢y € Aut(F) | ¥y(f) = f°, para qualquer f € F},

forma um grupo com a operacao dada pela composicao de funcoes.
17
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Lema 2.1 (|CH62|). Autp(F) ¢ isomorfo a B e F ~ AlBl,

Demonstragao. Considere v : B — Autg(F') definida por v(b) = ¢,-1, em que ¢,-1(f) =
fo7", para todo f € F.

(i)

(1)

(i)

(iv)

Boa definicao:

Para by,by € B, consideremos (b)) # v(bs), ou seja, Uyt # b1 Assim, existe
f € F tal que ¢y (f) # ¢y (f), isto &, for' £ fb2' . Portanto, existe z € B tal
que f1 ' (z) # f2 () o que implica, f(xby) # f(xbs). Como f € F é bem definida,
concluimos que xb; # xby, 0 que ocorre se, e somente se, by # by. Portanto, v esta
bem definida.

Homomorfismo de grupos:

Consideremos bi,b, € B e f € F. Inicialmente, observe que (f°)% = fbib2. De

fato, para todo x € B, temos que

(f7)2(x) = o (aby ") = faby'brt) = [0 ().
Desse modo, segue que:

’Y(blbgl)(f) = w(blbgl)—l(f)
= f(blbz*l)f1

= f(b2bf1)
(o)
¢b;1(fb2>

= wbl—lwlw(f)

= ()6 (f);

Injetividade:

Seja b € B tal que y(b) = 1aut,(r), 0 automorfismo identidade em Autp(F'). Assim,
para toda f € F, note que f = Loy, m)(f) = o1 (f) = o logob=1.
Sobrejetividade:

Pela definicao de Autp(F'), vemos claramente a sobrejetividade de .

Portanto, fica provado que + é um isomorfismo. Por fim, podemos observar que cada

f € F pode ser vista como uma lista (ap,, ap,, - - -, ap ) € AlBl em que ay, = f(b;), para
todoi e {1,...,|B|}. O

Defini¢ao 2.2. O produto orlado W de A e B ¢é definido como W = F x Autg(F) a

extensdo cindida de F por Autp(F), isto €, W € gerado por B e F' com as relagoes

bl fb= f° para todosbe B e f € F.
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Chamamos W = F; x B de produto orlado irrestrito de A e B e escrevemos
A Wr B; no caso W = Fy x B, este é chamado de produto orlado restrito de A e B
e escrevemos Awr B. O grupo F, independentemente do caso considerado, é também
denominado o grupo base de W. O préximo resultado exibe o caso em que F' nao é
caracteristico em W; em [CH62|, Houghton menciona tal resultado, que até entao nao
era publicado, de Peter M. Neumann, o qual considera possiveis dois casos de produtos
orlados em que a base nao é caracteristica, a saber, quando o grupo B tem ordem 2
e A é um grupo diedral de ordem 4m + 2 ou de ordem 2. Posteriormente, em |Ne64|,
Neumann apresenta o enunciado exibido a seguir, cuja demonstracao serda omitida por

envolver técnicas que nao sao abordadas nesse trabalho.

Teorema 2.3 (Teorema 9.12, [Ne64]). O grupo base em um produto orlado (restrito ou
irrestrito) de um grupo A por um grupo B é um subgrupo caracteristico exceto quando
B tem ordem 2 e A ¢ um grupo diedral especial'. Neste caso, o grupo base admite um

subgrupo de indice dois no grupo de automorfismos do produto orlado.

Observe que, pela Defini¢ao 1.32, a qual é encontrada em [Ne64], o caso em que o
grupo Ag é trivial nao é excluido, ja que 1 tem raiz quadrada tnica e 1 tem ordem impar;
Neumann faz uma observacao para essa possibilidade em seu artigo e, dessa forma, temos
que A = (5 é também um diedral especial. Portanto, o teorema acima engloba os casos
mencionados por Houghton, porém este autor nao enfatiza em |CH62| que o grupo diedral

em questao seja especial, isto é, o subgrupo de indice dois seja um abeliano nao ciclico.

Definicao 2.4. O subgrupo de F' consistindo de todas as funcgoes constantes é o subgrupo

diagonal, denotado por D = {f € F' | f ¢ constante}.

Proposicao 2.5 (|[CH62|). D ¢ trivial se W for restrito e |B| = oo; caso contrdrio,
D~ A.
Demonstragao. De fato, para W restrito e |B| = oo, temos que, sem perda de genera-

lidade, f € F & da forma f = (ap,, ap,,...,ap,,1,1,1,...). Assim, considerando f € D

segue que ap, = 1, para todo i € {1,...,n}, com n = ny, portanto f = (1,1,1,...).
Agora, D nao sendo trivial, temos D ~ A, pois para qualquer a € A basta

considerarmos a aplicacao a — f = (a,...,a), em que f = (a,...,a) € D, a qual

mostramos sem dificuldades que é um isomorfismo. O

Um fato bastante usado é a comutatividade existente entre os elementos do sub-
grupo diagonal e os elementos do grupo topo. De fato, para b € B e f € D quaisquer,
temos que b=1fb = f° e fo(x) = f(xb~t) = f(x), para todo x € B, isto &, f* = f e,
consequentemente, b e f comutam.

Outro resultado importante o qual envolve o subgrupo diagonal e produto orlado

é o seguinte:

lver Definicdo 1.32.
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Proposicao 2.6 (2.2 |CH62|). Os centros de W e de D coincidem.

Demonstracao. Seja fp € Z(D), logo fp = (a,...,a), com a € Z(A). Naturalmente
temos que fp comuta com qualquer f € F' e também comuta com todo b € B, ji que
fp € D. Portanto, Z(D) C Z(W).

Agora consideremos w € Z(W) e escrevemos w = fb,, com f, € F e b, € B.

Assim, para qualquer b € B tem-se:

wb = bw
fwbwb = bfwbw
bub(fu)" = bbu(fu)";

assim, b,b = bb,,, para todo b € B, ou seja, b, € Z(B). E ainda, (f’*)® = f>, para todo
b € B, ou seja, f2» € D e, consequentemente, f, € D.
Para todo f € F, note que

wf = fw
Jwbwf = [ fuwbuw
buful = [bwfu
bufuf = buf" fu
fuf = [t

Em particular,
fwf = ffuw, para todo f € D,

o que nos permite concluir f,, € Z(D).

Ademais, considerando o caso particular em que f = (a,1,...,1) € F,coma # 1,
e escrevendo f, = (au, - - ., Gy), temos que se b, # 1, entdo
fwf = fbwfw
(A, Qs Ay - oy Q) = (Qagy e vy Ay, Qs - - -, Qyy) Para algum i € {2,...,|B|}.

%

Logo, a,,a = a,, = aa,,, para todo a € A, isto ¢ a = 1 0 que é uma contradi¢ao. Portanto,
devemos ter b,, = 1 para que tal absurdo nao ocorra. Desse mode, vale w = f,b, = fu
com f, € Z(D) e, assim, Z(W) C Z(D). O

2.1 O Grupo de Automorfismos do Produto Orlado Ir-

restrito

Iremos apresentar o crucial resultado de Houghton, em [CH62|, o qual descreve a

estrutura do grupo de automorfismos de um produto orlado. Esse resultado ¢ apresentado
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para produtos orlados irrestritos, no entanto, como nossa pesquisa concentra-se em grupos
finitos e, nesse ambito, os produtos restrito e irrestrito coincidem, podemos aplica-lo em
nossa investigacao. E ainda, esse autor apresenta tal resultado considerando o grupo
base sendo caracteristico no produto orlado, apesar de fazer uma observagao em rodapé,
afirmando que o grupo de automorfismos descrito no trabalho de fato ocorre no caso em
que nao ha grupo base caracteristico. Neste caso, o grupo de automorfismos de W tem
um subgrupo de indice dois que fixa o grupo base.

O grupo de automorfismos de W = F x Autg(F') contém subgrupos isomorfos
aos grupos de automorfismos de A e de B. Para isso, serao construidas extensoes de

automorfismos de A e B para automorfismos de W, como segue.

Definicao 2.7. Se a € Aut(A), definimos a* por a*(fb) = o*(f)b, para todo f € F e
b e B, onde o*(f)(x) = a(f(x)), para todo x € B.

E possivel mostrar que o € Aut(W) e que o conjunto desses automorfismos
munido com a operacao dada pela composicao de fungoes forma um grupo, o qual é

isomorfo ao grupo Aut(A), como sera mostrado a seguir.
Lema 2.8 (|CH62|). A* := {a* € Aut(W), o € Aut(A)} € isomorfo a Aut(A).
Demonstragao. De fato, considere ¢ : Aut(A) — A* dada por a — ™.

(i) Boa definicao:

Sejam oy, ay € Aut(A) tais que oy = ay. Assim, ag(f(z)) = az(f(x)), para
quaisquer f € F e x € Bj; isto &, of(f)b = a;3(f)b, para todo b € B. Logo,
ai(fb) = a3(fb), para quaisquer f € F e b € B, o que nos permite concluir que

* ok
o] = Q.

(ii) Homomorfismo de grupos:

Sejam ay, an € Aut(A) e foe W.

(0(a1)d(a2))(f) = dlan)(d(2)(fb))

pois,

(afaz)(f)(x) = ajlas(f
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Seja Laye(a) € Aut(A) o automorfismo identidade, assim ¢(1au(a))(f0) = (Law(a))*(fb) =

(Laut(ay)*(f)b = fb. Portanto, ¢(1aueca)) € 0 automorfismo identidade em A*.
(iii) Injetividade:
Considere 1* o automorfismo identidade em A* e o € Aut(A) tal que ¢(a) = 1*.

Entao, fb = o*(fb) = a*(f)b, para todo f € F e b € B, o que implica o*(f) = f,
para todo f € W. Pela defini¢ao de o*, concluimos que « é a identidade em Aut(A).

(iii) Sobrejetividade:
Pela definicao de A*, vemos claramente que ¢ é sobrejetiva.
O

Definicao 2.9. Se § € Aut(B), definimos * por B*(fb) = B*(f)5(b), para todo f € F e
b€ B, onde 8*(f)(x) = f(B7Y(x)), para todo x € B.

Analogamente, pode-se mostrar que 3* € Aut(W) e que o conjunto desses auto-
morfismos munido com a operacao dada pela composicao de fungoes forma um grupo, o
qual serd isomorfo ao grupo Aut(B), isto é, B* := {#* € Aut(W), 5 € Aut(B)} ¢ isomorfo
a Aut(B).

Lema 2.10 ([CH62]). B* := {p* € Aut(W), 8 € Aut(B)} é isomorfo a Aut(B).
Demonstracao. A demonstragao segue analogamente a apresentada para o Lema 2.8. [

Nota-se uma relevancia das extensoes construidas anteriormente pois, além de
darem origem a subgrupos os quais tém uma isomorfia com os grupos de automorfismos
de A e B, estarao presentes na decomposi¢ao de Aut(W), como veremos a seguir.

O proximo enunciado corresponde ao principal resultado encontrado em [CH62],
o qual representard uma ferramenta de grande auxilio a investigacao central do nosso
trabalho.

Teorema 2.11 (Teorema 3.3, [CH62|). (a) O grupo de automorfismos do produto or-

lado W de dois grupos A e B pode ser escrito como o produto
Aut(W) = KI, B*,

onde K € o subgrupo de Aut(W) consistindo nos automorfismos que fizram os ele-
mentos de B; Iy é o subgrupo de Aut(W) formado pelos automorfismos internos
dados pelas conjugagoes por elementos do grupo base F; B* é dado pela Definicao
2.9 e pelo Lema 2.10.

(b) O grupo K pode ser escrito como A*H, onde A* é dado pela Defini¢io 2.7 e H ¢ o
subgrupo de Aut(W) composto pelos automorfismos que fizam os elementos de B e

de D.
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(¢c) Os subgrupos A*HI,, HIB*, HI, e I, sio normais em Aut(W) e Aut(W) € a

extensao cindida de A*HI, por B*. Ademais, A* intersecta HB* trivialmente.

Dessa forma, dado um automorfismo £ € Aut(W) = A*H I, B* podemos escrever
& = a*f* com of € A*, h € H, . € I; e f* € B*. Entretanto, devido ao item (c)
do Teorema 2.11, é possivel escrever as parcelas dessa decomposi¢ao em qualquer ordem,
como uma consequéncia das normalidades descritas. Claramente, alterando a ordem na
escrita também ocorrerd uma possivel mudanca nos automorfismos da decomposicao,
no entanto isto nao ira interferir no desenvolvimento dos nossos resultados, visto que,
mesmo com a alteragao, os automorfismos permanecem do mesmo tipo, isto é, continuam
pertencendo ao mesmo subgrupo do qual foi considerado inicialmente.

Definimos I como o subgrupo de Aut(W) dos automorfismos internos dados pelas

conjugagoes por elementos do grupo topo, isto é, para todo w € W,
Iy = {Cbo € Aut(W); G, (w) = by wh, by € B} )

Apesar desse subgrupo nao aparecer explicitamente na decomposi¢ao de Aut(W), temos
que 5 esta contido no produto de duas componentes da decomposicao em questao, como

conseguimos mostrar na proposicao a seguir.

Proposicao 2.12. Considere os subgrupos Iy, B* ¢ H de Aut(W). Temos que I, C
B*H; ademais, os automorfismos de H presentes nessa decomposicao comutam com 08

automorfismos de B* e estes, nesse caso, sao automorfismos intenos de B.

Demonstragao. Fixado by € B, defina ¢ : W — W, dada por ¥(fb) = (f)b, com
U(f)(z) = f(by'x), para todo = € B.

(i) Boa definigdo: Sejam fi, fo € F e by, by € B tais que ¥(fi1b1) # 1(fabs). Assim,
V(f1)br # Y(f2)ba, ou seja, by # by e, como ¥(f1) # P(f2), existe um xy € B tal que
V(f1)(x0) # ¥(f2)(20). Logo, fi(by'xe) # f2(by'20), 0 que nos permite concluir que
fi # fa e, assim, fiby # fabo.

(ii) Homomorfismo:

(1) w(lplB) = 1F137 com 1F = (1, 1, N 1),
(2) P(biba) = biby = ¥(b1)b(ba);
(3) v(fufe)() = fufalbg @) = filb @) folby @) = Y (f1)(@)(f2) (2);
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V(fibifabe) = P(fify blbz)
= U(fifs" )b11)2
= P(f) (W (f2))" baba
= Y(f1)b1v(f2)b2
= P(f1b1)Y(faba).

(iii) Injetividade:

Se 1plp = ¥(fb) = ¥(f)b, entdao (f) = 1rp e b = 15, 0 que nos permite concluir
que f = 1p (pela definigao de v)).

(iv) Sobrejetividade:

Seja g1 = fiby € W e considere g, = foby € W, com fo(x) = fi(box), para todo
x € B. Assim,

U(fabr) = ¥(f2)br, em que Y(fo)(z) = fo(by'x) = fi(x), Vb € B. Logo, ¥(f2) = fi
e ¥(fab1) = fib1, ou seja, ¥(g2) = g1

E ainda, observe que ¢y € H, pois ©(b) = b para todo b € B e para qualquer
feD,(f)=f.

Agora, vamos considerar o automorfismo conjugacao 5: B — B dado por 3(b) =
by 'bby, para todo b € B e mostraremos a seguinte

Afirmacao: Dado ¢, € I3, podemos escrever (, = 3%, onde * € B* e b € H.

De fato, observe que
B (fb) = B*(¥(f)b)
= B ((£))B(b)
(B7!(x)) = ©(f)(boxby") = f(bg bowby") = f*(x), para todo

0 e, consequentemente,

em que 3*(¢(f))(x) = ¥ (f
x € B. Logo, 8*(¢(f)) = f

~—

S

BEy(fb) = frB(0)
= foby bbg

= Cbo(fb);

portanto (p, = 8*¢ e, assim, I C B*H.

Para cada by € B, considere o automorfismo 3(b) = b, 'bby, para todo b € B, o
qual denotamos por 8 = conj(b). Defina B* = {8* € Aut(W) | B = conj(by),by € B},
ou seja, B*(fb) = B*(f)B(b) = B*(f)(by'bby), para todo w = fb € W. Assim, I, C B*H
e, ainda, temos que vale a igualdade $*i) = 3%, com B* € B* e 1. De fato, por um lado

temos que

B (fb) = B*((f)b) = B*(¥(f))B(D).



Por outro lado, note que

VB (fb) = v(B*(f)B(b)) = »(B*(f))B(D).

Assim, como

V(B () = B (N)bg'e) = f(B7 (b5 ) = flaby') = [ = B*((f)),

temos que os automorfismos 5* e 1, de fato, comutam.
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Capitulo 3

A Propriedade do Normalizador (Nor)

Uma das questoes relevantes na teoria dos anéis de grupo integrais e que ¢é a
central neste trabalho é a Propriedade do Normalizador, conhecida como (Nor).

Dados um grupo G e H < G, é natural buscarmos determinar qual é o norma-
lizador de H em G, ou seja, Ng(H). Considerando U := U(ZG), o grupo das unidades
do anel de grupo integral, é de facil verificagdo que G é subgrupo de U. Logo, podemos
questionar sobre o normalizador de G em U. E claro que G e Z := Z(U), o centro de
U, estao contidos em Ny (G), logo G - Z C Ny(G). Dizemos que o grupo G satisfaz a

propriedade do normalizador se Ny (G) for o menor possivel, isto é,

NulG) =G - 2.

3.1 Os Resultados de Jackowski e Marciniak

O artigo de 1987 de S. Jackowski e Z. Marciniak, a saber [JM87|, tem grande
destaque principalmente pelas técnicas relevantes elaboradas pelos autores para a inves-
tigacao da propriedade do normalizador.

Dentre os varios resultados presentes nesse artigo, sendo que alguns serao menci-
onados posteriormente, encontra-se uma forma distinta mas equivalente de (Nor), a qual
é descrita a seguir.

Dado u € Ny(G), denotamos por ¢,: G — G o automorfismo ¢,(g) = v 'gu,
e por Auty(G) o grupo destes automorfismos; a a¢do por conjugacao também pode ser
denotada por u~lgu = g*, a qual sera utilizada no texto para facilitar a notacao quando
for conveniente. E imediato que Inn(G) C Auty(G). Assim, (Nor) é vélida se, e somente

se, para todo u € Ny (G), u=go-z,com gy € Ge z € Z. Logo

eulg) =u""gu=2"g5" 9902 = g5 ' 990,

que equivale a afirmar que ¢, € um automorfismo interno de G, ou seja, Auty(G) C

26
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Inn(G). Portanto, a propriedade do normalizador pode ser reformulada como a seguinte

questao para um grupo finito G:
Auty(G) = Inn(G)?

No trabalho [JM87], é provado o teorema a seguir que garante (Nor) para os

grupos que possuem ordem impar:

Teorema 3.1 (Teorema 3.4, [JM87]). Se G € um grupo de ordem impar, entao Auly(G) =
Inn(G).

Devido a este resultado, a investigagdo de (Nor) passou a ser necessaria apenas
para grupos que possuem ordem par, no caso dos grupos finitos.

Jackowski e Marciniak também apresentam uma forma alternativa para verificar
a validade de (Nor), reduzindo-a & analise de um determinado conjunto de automorfismos
©u em Auty/(G), definido a partir de um 2-subgrupo de Sylow S arbitrario, porém fixado

em (G, como segue

Is == {p, € Auty(G) : ¢ = I1d, p,|s = Id|s} , (3.1)

ou seja, Is é o subconjunto dos automorfismos de G que sao determinados por unidades
normalizadoras, que sao involugoes e que, quando restritos a um 2-subgrupo de Sylow do
grupo G, correspondem a identidade. Com este conjunto Ig, os citados autores mostraram

que para Auty(G) = Inn(G) é suficiente mostrar Is C Inn(G).

Teorema 3.2 (Teorema 3.5, [IM87]). Se Is C Inn(G) para um 2-subgrupo de Sylow
S C G, entao Auty(G) = Inn(G).

Omitiremos sua demonstracao devido & utilizacao de ferramentas tedricas nao
abordadas neste trabalho. Esse resultado, que nos auxiliard na investigacao da proprie-
dade do normalizador, foi utilizado por muitos autores, por exemplo Petit Lobao e Sehgal,
Zhengxing i e Jinke Hai dentre outros, que seguiram essa abordagem para verificar a
validade de (Nor), devido a equivaléncia mostrada por Jackowski e Marciniak. Estes au-
tores obtiveram ainda, com o Teorema 3.2 e utilizando teoria de cohomologia de grupos,

um teorema abrangente com uma restricao para um 2-subgrupo de Sylow do grupo.

Teorema 3.3 (Teorema 3.6, [IM87]). Se G é um grupo finito que possui um 2-subgrupo

de Sylow normal, entao vale a propriedade do normalizador para G.

3.2 Outros Resultados Fundamentais

Temos ainda outra abordagem para (Nor), que consiste em trabalhar com os
chamados automorfismos de Coleman que sao definidos a seguir; este tipo de automorfismo

estd presente, por exemplo, em [L02].
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Definicao 3.4. Um automorfismo p de um grupo finito G é chamado automorfismo
de Coleman, ou um C-automorfismo, se p* = po p € interno, p preserva as classes de
conjugacao em G e, para cada P p-subgrupo de Sylow de G, a restricio a P € igual a

restricao de algum automorfismo interno de G.

Esta definicao foi inicialmente introduzida por Z. Marciniak e K. Roggenkamp
em [MRO1]. No entanto, um conceito distinto do mencionado acima ocorreu em [HeK02];
neste trabalho, os automorfismos de Coleman sao os automorfismos para os quais a res-
tricao a qualquer subgrupo de Sylow é igual a restricao de algum automorfismo interno
de G; ou seja, sao os automorfismos que satisfazem a tltima condicao da Defini¢ao 3.4 .

Esses automorfismos sao nomeados desta forma devido a D. Coleman que, em
[C64], revela que tais automorfismos ocorrem naturalmente no estudo do normalizador de
G no grupo das unidades do anel de grupo integral.

E possivel verificar-se que os automorfismos de Coleman formam um grupo, de-
notado por Autc,(G) e que Inn(G) < Autcq(G); assim denotamos Outey(G) o quociente
Autco(G)/Inn(G). Analogamente, definimos Outy, (G) como o quociente Auty (G)/Inn(G).
Como Auty(G) C Autce(G), se mostrarmos que Outoy(G) = 1, entdo Outy(G) = 1 e,
assim, Auty/(G) = Inn(G) e (Nor) ¢ valida para G.

Os proéximos resultados, que estao presentes nos principais artigos estudados,
representam ferramentas fundamentais no estudo dos teoremas centrais destes artigos e

podem ser vistos como versoes restritas da propriedade do normalizador.

Lema 3.5 (Lema 1, |[PeS03|). (Versio Pontual) Suponha u € Ny(G). Entao p.(g) €
conjugado a g em G, para todo g € G.

Demonstragao. Observe que p,(g) —g = ulgu — g = [u™!, gu] € [ZG,ZG]. Vejamos
que ¢,(g) e g sao conjugados. De fato, seja ¢,(g) =: h € G e considere a := h — g.
Pela Proposigao 1.18, a@(z) = 0, para todo x € G, em particular &(g) = 0. Dado que
g ~ g, seu coeficiente —1 aparece como uma parcela de a(g). Como este se anula, a
soma das demais parcelas em &(g) é igual a 1, e correspondera ao coeficiente de h, ja que

supp(a) = {h, g}. Portanto, h ~ g, ou seja, p,(g) é conjugado a g. ]

Este resultado pode ser interpretado como uma versao pontual de (Nor), pois
©u(g) ~ g em G significa que existe z € G tal que ¢,(g9) = u'gu = z7 gz, em que x
depende de g. Ja o proximo resultado corresponde a uma versao local, pois Auty(G) C
Inn(G) para p-subgrupos do grupo G. As técnicas e resultados aqui expostos foram
motivados pelo teorema fundamental de Coleman em [C64], que apresentamos abaixo em

uma versao proposta em [Se93|.

Teorema 3.6 ([Se93]). [Versao Local] Sejam u € Ny (G) e P um p-subgrupo de G. Entdo

existe y € G tal que @, (x) = w 'ozu =y 'zy para todo x € P.
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Demonstragdo. Dado g € G, sabemos que ¢,(g9) = u'gu € G e assim, u = g up,(g).

Escrevendo u = " u(x)z, temos g up,(9) = g7 O-u(z)z) pu(g) = D u(x)g tzp.(g).
Desse modo, g age sobre o conjunto G por ¢g-x = g 'zp,(g), cuja notagao usada é
og(x) = g-x, e a funcdo u : G — Z dada por x — u(z) é constante nas orbitas dessa
agdo, isto &, u(oy(z)) = u(g'ap.(g)) = u(z), para todo z € G.

Restringindo a acao a P, as Orbitas dessa acao tém como comprimento uma
poténcia de p, pois, pelo Teorema da Orbita e do Estabilizador, e como P é um p-grupo
finito, |O(z)| | | P].

Analisando a funcao de aumento de u, concluimos que

= Z cip”,

onde p¥ é o comprimento da 6rbita de g; e u(g;) = ¢;.

Consequentemente existe uma o6rbita de comprimento 1, pois, caso contrario, nao
poderfamos ter +1 = > ¢;p”; ou seja, existe © € G tal que o,(r) = =, para todo g € P.
Assim, g7 'zp,(g) = = 0 que implica ¢,(g) = x~'gx, para todo g € P, como querfamos.

]

Como grupos nilpotentes podem ser descritos como o produto direto de seus

subgrupos de Sylow, segue o resultado abaixo:

Corolario 3.7 ([Se93]). Seja G um grupo nilpotente finito, entao vale (Nor) para G, isto
é, Nu(G)=G- 2.

Demonstracao. Como G é nilpotente, sabemos que G = P, x --- X B,, em que P; sao os
p-subgrupos de Sylow de G, com 1 < i < n. Seja ¢,(g9) = v 'gu, com g € G, o qual
escrevemos ¢ = pi...pn, com p; € Py, para 1 < i < n. Aplicando o Teorema 3.6 a cada
P;, temos que existe y; € G tal que v lz;u = y;lmiyi, para todo x; € P;. Considere
Yi = Vi1, Yi2, - - - Yin, €M que y;; € Pj; observe que na acao de y; em P; s6 é relevante a
coordenada y;;, isto é, yi_la:iyi = yglxiyii, pois as outras coordenadas comutam ja que

encontram-se em subgrupos de Sylow distintos. Dessa forma temos que

utgu “Hpr- - pa)u
( 1P1U) (u™ppu)
= (y1'Py) - (' Pan)
= (yu'Pyu) - - (Yn PoYn)
= Won 90 ) @1 2a) W1 - Yn),
sendo que a tltima igualdade é devido ao fato de y;; comutar com y;; e p;, sempre que

i # j. Logo, para y = 411 ... Ynn € G temos u~gu = y~lgy, para todo g € G. O



Capitulo 4

Algumas Extensoes Orladas como

Solugoes Positivas de (Nor)

4.1 Produto Orlado com Grupo Base Caracteristico

A partir de agora, consideraremos um grupo dado pelo produto orlado W =
F x B = N3l x B, em que N é nilpotente e B = By x B; com B, um 2-grupo e B; um
grupo de ordem impar.

Note que, o grupo base de W, nesse caso, é subgrupo caracteristico devido ao
Teorema 2.3. O objetivo é provar que W é um grupo soluc¢ao de (Nor); mostraremos mais
adiante que (Nor) também é valida para o grupo exce¢ado mencionado no Teorema 2.3.
Nessa secao usaremos as técnicas de Jackowski e Marciniak, através do conjunto Ig para
um 2-subgrupo de Sylow fixado arbitrariamente, além de nos utilizarmos da estrutura
do grupo dos automorfismos de um produto orlado e resultados cruciais ja mencionados
anteriormente.

Tomando um automorfismo ¢, € Ig, com u € Ny(W), e S um 2-subgrupo de
Sylow de W como vimos anteriormente, sabemos que, de acordo ao Teorema 2.11 e,

especificamente, pelo item (¢) do mesmo, podemos escrever ¢, € Aut(W') como
Oy = La*hS3*, (4.1)

emque t € I, " € N*, he He * € B*.
Para esse grupo mencionado acima, temos o seguinte resultado que fornece uma
simplificagao na decomposicao de automorfismos ¢, € Aut(W), cuja descrigao é fornecida

no Teorema 2.11, além de determinar a agao de ¢, no grupo topo:

Proposicao 4.1. Para W = F x B = N8l x B e dado ¢, € Ig, temos que * = Id e,

consequentemente, ©,|p = t, em que L = conj(f.) com f, € F.

Demonstra¢ao. Tomando b € B arbitrario, sabemos que, pelo Lema 3.5 (Versao Pontual),
30
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existem f, € F' e x;, € B tais que

©u(b) = (foxp) 'b(forp). (4.2)

Denotemos o grupo quociente W/F := W, o qual ¢ isomorfo ao grupo B e para
todo w € W, wF =w € W. Assim, para os grupos W e W, consideremos o epimorfismo

de anéis mencionado em (1.1):
n:IW — ZW

Z AW > Z azW.

weW weEW
Ja que u € ZW, denotamos 1(u) = 1, o qual pertence a U = U(ZW); em particular, para
w € W temos n(w) = w = wF. Vamos mostrar que u € Niz(W) e para isso, utilizaremos

o fato de n ser um epimorfismo de anéis; logo para todo w € W tem-se

1

v wu = n(u)?

wn(u)
= n(un(w)n(u)
(v twu).

3

Visto que u € Ny (W), temos n(u"twu) € W provando que u € Nj;(W), além de garantir
que o automorfismo 7 estad bem definido.

A agio desse automorfismo é dada por ¢g(b) = (T;) 'b(F;). Como o grupo B é
uma soluc¢ao de (Nor), e este é isomorfo a W, concluimos que o termo 75 nao depende de

b, ou seja, existe To = xoF, com zy € B, tal que

u(b) = (To) 'b(T0), (4.3)
para todo b € W. Iremos garantir que o termo z; nio depende de b. Para isto, note que

oa(b) = u 'bu
= n(u""bu)
= (u'bu)F.

Tgualando esta expressdo encontrada com a equacao (4.3), segue que (u='bu)F = (x5 'bxo)F,
o que significa ™ 'bu = (x5 'bxo) f, para algum f € F.

Dessa forma, comparando com a equagao (4.2), temos para todo b € B

(w5'bxo)f = ulbu
= ou(b)
= @, fy bfoms

= (2 b)) ((fy ) fo) ™,
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donde na tltima igualdade utilizamos a notacdo z¥ = y 'zy. Tendo em vista que os
elementos na igualdade da expressao acima estao escritos conforme a decomposicao W =
F x B, concluimos que z,'bry = x;lbxb, para todo b € B. Com isso, a nao dependéncia

do termo x, esta garantida e a equagao (4.2) pode ser reescrita como

¢1L(b) = (be[))_lb(fbe)- (4'4)

Considerando ¢z € I3, com S um 2-subgrupo de Sylow de W, segue que 2 = Id,
portanto b = 2(b) = (To) ~2b(Tp)?, para todo b € W, o que implica (7o)? € Z(W). Assim,

para qualquer b = bF, temos

(@3 F)(F) = (bF)(x5F)
(230)F = (bxd)F
(z2bx,?b~)F = F,

ou seja, r2bry*b~! € F. Além disso, x2bxy*b~! € B porém, sabemos que os grupos F e B
intersectam-se trivialmente. Logo z2b = bx3, para todo b € B o que siginifica 22 € Z(B).
Portanto, 23 € Z(Bj) o que implica z; € Z(By), pois By ¢ um grupo de ordem impar.

A partir disso, podemos assumir que xy € Bs, ji que o termo da decomposicao
de zy em B; contribuird de forma trivial na a¢ao do automorfismo ¢,. Como ¢z € Ig,
sabemos que ¢y corresponde & identidade quando age em elementos de S, logo para todo
by = byF', com by € By, by = %@) = Ty 'byTo; analisando esta igualdade em termos de
classes laterais, obtemos, por raciocinio andlogo feito anteriormente, que xoby = boxg, para
todo by € B,. Consequentemente, zo € Z(Bs) 0 que nos permite admitir zqg = 1p € B,
pois devido a centralidade de xg, este contribuira trivialmente na conjugacao. Por isso, a

equagao (4.4) torna-se, para todo b € B

Pu(b) = [, 10 fs. (4.5)

Utilizando a equagao (4.1) e o fato dos automorfismos h e a* fixarem o grupo
topo, segue que

pulb) = 10" BB (B) = 1B (D). (1.6)

Igualando esta expressao a equagao (4.5) e utilizando ¢« = conj(f,) para alguma f; € F,

tem-se:

UB) = [ 'bfs

f;l (b)fL - fb_lbfb
B) = (fufy D(ff)
BO) = b(ffy ) Ufef),

pois b~! fb = f°. Devido & unicidade presente na decomposicio do grupo W = F x B e i
pertinéncia 5(b) € B, segue de B(b) = b(f,f, ")*(fof, ") que B(b) = b, para todo b € B, o
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que implica que § = id e, consequentemente, 8* = Id, pela Defini¢ao 2.9. Dessa forma, a
equagao (4.6) é reescrita como @, = ta*h. E ainda, a agao deste automorfismo no grupo

topo fica bem estabelecida, ou seja, para b € B temos

pu(b) = 1’ h(b) = u(b) = [0,

pois, por definicao, os automorfismos h e o* fixam elementos de B. Portanto,

Oulp =1

e, de forma geral, temos
Yu = Lt h.
m

O proximo resultado garante que os automorfismos em N*; N nilpotente, segundo

a Definicao 2.7, agem como a identidade nos elementos centrais do grupo W.
Lema 4.2. Se o € N*, entao o|zqw) = Id.

Demonstragao. Considerando fy € Z(W), sabemos, pela Proposi¢ao 2.6, que é possivel
escrever fo = (a,...,a) € D, com a € Z(N) e a # 1, pois Z(N) é nao trivial. Assim,
pela centralidade de fj e pela defini¢do do automorfismo h € Aut(W), segue que

wu(fo) = ta”h(fo) = (™ (fo)) = " (fo)-

Por outro lado, utilizando a Versao Pontual de (Nor), Lema 3.5, temos que exis-
tem b, € B e fp € F tais que

pulfo) = [ 05" fobr S = fo-

Dessa forma, para qualquer f, € Z(W), temos que

Jo= a*(fO) = a*((av s 7a)) = (a(a), SR ’a(a))v

o que implica a(a) = a, para todo a € Z(N) e, portanto, a*|zw) = Id. ]

A seguir, estao algumas conclusoes sobre a acao de um automorfismo ¢, € Is em
determinados elementos do grupo base. Para isso, considere a € N, a # 1; pela Versao

Pontual de (Nor), Lema 3.5, existem b, € B e f, € F, elementos que dependem de a, tais

que
— —1p-1
ou((L,ooy a0 = b, ca 1) fabg
j—ésima j—ésima (47)
= (]‘717 Y a/ 7]" 71)7
~~~
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em que a’ é o conjugado de a pela j-ésima coordenada da lista f, e j,k € {1,...,|B|}.
Em particular, o’ # 1.

Agora, seja a’ € N e consideremos dois casos:

e N3ao existe d’ tal que 1 # d’ # a.

Podemos concluir que N = Cs, ciclico de ordem 2 e, assim, W = F'x B = 0\23| X B.
Considerando Sy um 2-subgrupo de Sylow de W e ¢, € Ig, temos que @, |r = Id, ja
que @u|rs = Id e F C Sy; e, ainda, ¢, (b) = «(b) = f,'bf,, para todo b € B. Logo,
podemos escrever ¢, (w) = f,'wf,, para todo w € W e, consequentemente, o, € Ig
é um automorfismo interno de W. Pelo Teorema 3.2, concluimos que o grupo W é

solucdo de (Nor).

e Existe a’ € N tal que a’ # a.

Neste caso, podemos obter algumas conclusoes as quais serao descritas abaixo.

— / 3
(1) Para todo a € N, ¢,((1,..., _.a  ,...,1) =(1,..., @ ,1,...,1), ou seja, a
j—ésima k—eésima

j-ésima coordenada terd sua imagem resultante da acao de ¢, fixada na k-ésima

coordenada.

Para mostrar esse fato, suponha as seguintes igualdades utilizando o mesmo racio-

cinio em (4.7):

~

L a )= (L1, d 1,1
ul( @ ) = ( | )
j—ésima l—ésima
(1,0, aar ..., 1)) =(1,1,..., (aay) ,1,...,1),
wul( & ) = ( (aay) )
j—ésima m—eésima

/ / ~ . M
em que a; e (aa;) sdo conjugados de a; e aay, respectivamente. Portanto,

1,1,..., (aaq) ,1,...,1) = @, ((1,..., aa; ,...,1
( (aa) ) pul( aa )
m—eésima j—ésima
= el o Dol o)
j—ésima j—ésima
= (1a 17 [N (l/ , 71a 71)<1a 17 . ) al 717 71)
k—ésima l—ésima
= (L,1,..., d ,1,1,..., a ,1,...,1).
~ ~—
k—ésima l—ésima

Concluimos que k = [ = m, pois, caso contrario, comparando as listas na igualdade
acima, teremos pelo menos duas coordenadas distintas de 1 na ultima lista, o que

nao ocorre na primeira lista considerada.
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(2) Segue do item anterior que entradas em posigoes distintas nunca sdo “deslocadas”

para uma mesma posicao.

De fato, caso contrario, terfamos 1 # a # a € N tal que

_ /
eu((L,ooy ca ., ))=(1,1,..., d  ,1,...,1),
j—ésima k—ésima
~ o "

@u((la ,\CL’,]., 71))_(17 ) \CL ,717 7]-)
[—ésima k—ésima

para [ # j e a” um conjugado de a; como 2 = Id, segue que

_ A2 _ /
(L..., ca,....,0)=wi((1,...; ca  ,....1)=¢,((1,..., . ,1,...,1)),
Jj—ésima j—ésima k—ésima,

ou seja, , substitui a k-ésima posicao pela j-ésima posicao. Por outro lado,

~ _ 2 ~ _ "
(L,..., ca ,1,....0)=pi((1,...,; _a ,1,....1) = ((1,..., & ,1,...,1)),
[—ésima l—ésima k—eésima,
. " . " " : "
assim ¢, ((1,..., " ,1,...,1))=(1,..., & ,...,1), @ um conjugado de a”,
k—ésima j—ésima

e teriamos a” = 1, o que é absurdo, pois 1 # a # a.

Agora, vamos considerar um elemento (a1, ...,ap) em F e escrevemos este ele-

mento da seguinte forma:
(CL17...,CL|B|> = (al,l,...,1)(1,@2,...,1)...(1,...,1,a|B|).

Logo,

ou((ar, ..., qp) = eul(ar, 1,..., 1) eu((L,a2,. .., 1)) o oou((1, ... 1 am)).

Para (1,...,a;,...,1), com j € {1,...,|B|}, vimos que
eal(Loooy ap Lo 1) =(1,..., a; ,...,1),
. P v
j—ésima k—ésima

em que k = k(j,u), isto &, k esta em fungao de j e de u € Ny (W). Com isso, podemos
observar que ¢, ao agir em (ay,...,ap|) respeitara as mesmas conclusoes obtidas, devido
a decomposicao de ¢,((1,...,a;,...,1)) descrita acima.

Observe que essas conclusoes comprovam particularidades que possui a agao en-
volvida no produto orlado; por exemplo, considerando um elemento qualquer f € F e
tendo em vista a Versao Pontual de (Nor), Lema 3.5, podemos notar que na acao de ¢, o

elemento do grupo topo, exceto quando for o elemento neutro, permuta as coordenadas de
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f de forma biunivoca, enquanto o elemento do grupo base é responsavel pela conjugacao
das coordenadas de f.

A seguir, um resultado muito util no desenvolvimento do teorema principal desse
trabalho; sera provado que os automorfismos do conjunto Is agem via conjugacao por um

elemento do grupo W no grupo base, desde que este iltimo seja nilpotente.

Proposicao 4.3. Seja W = N wr B, em que N € um grupo nilpotente e B um grupo
finito arbitrdrio. Se ¢, € Ig, entao existem by € B e fy € F tais que

ou(f) = fotby fbofo, para todo f € F. (4.8)
Ademais, se B = By X By, entio b2 = 1.

Demonstra¢ao. Suponha que |B| = m e que o grupo da base seja F' = N™; como este é
nilpotente, podemos escrevé-lo como um produto, F' = P, x ---x P, , de seus subgrupos
de Sylow. Dado x € P, , para algum 1 < k < r, pelo Teorema 3.6, sabemos que existem

elementos b, € B e f,, € F tais que
ou(z) = v au = (b fr) " 2by fr, para todo x € P,,.

Mostraremos que by = b; para qualquer j € {1,2,...,7} com j # k. Sejam
v € Z(Pp,) ey € Z(P,,;). Considerando b fiby ! = fi € F, temos

ulru = f;;lblzll’bkfk
~_1 ~
= b 'fe wfiby
= b,;ll'bk,

pois xle = xf’“’“, em que fp, ¢ a componente de f; pertencente a P, , e x é central.
n men m
Analogamente, temos

ulyu = b;lybj.

Por outro lado, pelo Lema 3.5 temos que v 'zyu ~¢ xy. Logo, existe by € B tal que
u”tyu = by twyby = (by 'xbo) (by 'ybo) = (by, ' wbe) (b} ' yby). (4.9)

Ja que P, é subgrupo caracteristico de F' e I' I W, segue que P, < W e, assim,
b, 'xby e by'axby € P,,. Similarmente, temos b;lybj e by'yby € P,,. Assim, de acordo
a equagdo (4.9), obtemos (b 'wbi) ™! (by ' wbo) = (b 'yb;)(by ybe) ™ € By, N B, = (1), 0
que implica bglxbo = b,;lxbk e bglybo = bj_lybj. Por outro lado, pela Proposicao 1.40,
item (3), sabemos que os centros de P, e P, sdo extensivos em F, assim, como somente

a identidade pode fixar um subgrupo extensivo elemento a elemento; concluimos que
b = by = b,.
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Podemos assumir que f;, € P, . De fato, o caso em que o grupo F' possua somente
um subgrupo de Sylow ¢ trivial; assim, para simplificar o raciocinio, vamos supor o caso
em que ' = P, x P, com P, e P, subgrupos de Sylow de F', e f = f,f, um elemento de

F'. Pelo que vimos anteriormente, existem z,y € I’ em que x = x,7, ¢ Yy = YypY, tais que

uT'fu = (u lfp )(u™! fyu)

= (2 1fpb0$) (y_lbalfqbﬂw
(z, Z, 'z 1b_1fpb0xpxq)(yglyglbalfqboypyq)
( x, b fpbOxp)(yq 1fquyq)

= 1 1bolfpbobo Jabopyq

= q1 ;1b0 ToSaboxpyq

= yq_lxglbglfboxpyq.

Logo, neste caso, temos que u~!fu = (z,y,) by fbor,y, com z, € P, e y, € P,. Clara-
mente, pode-se perceber que o raciocinio apresentado é extensivel para uma quantidade

qualquer finita de fatores na decomposicao de F'. Desta forma, obtemos

0u(f) =u fu= fy by  fbofo, para todo f € F, com fo = fo, ... fo, € Py X -+ X Pp..

Agora consideremos B = By X By, com By um 2-grupo e B; um grupo de ordem
fmpar, e seja a € Z(N). Lembrando que 92 = Id, além de (a,1,...,1) ser central em F,

tem-se:

(a,1,...,1) =2(a,1,...,1) = o (fy b (a, 1,..., Dbofo) = wulby(a,1,...,1)b).

Como @, (b) = 1(b) = f'bf,, para todo b € B, dessa forma,

ou(bg(a,1,...,)bo) = (f b f) fo tog (a1, ..., Dbofo(f o f,) = (a,1,...,1)

e tendo em vista que (a, 1,...,1) ser central em F implica a centralidade de (a,1,...,1)°

em [, para qualquer b € B, teremos
by%(a,1,...,1)b2 = (a,1,...,1), para todo a € Z(N),

ou seja, b2 = 1, como queriamos demonstrar. O]

Corolario 4.4. Nas condicoes da proposicao antertor, temos que qualquer composicao de
©u com automorfismos internos de W, restrito ao grupo base, permanece um automorfismo

conjugacao por um elemento do grupo W.

Até entao, conseguimos mostrar que o automorfismo ¢, € Is age como um auto-

morfismo interno no grupo base e no grupo topo, a saber ¢, |r = conj(by fy), com by € B,
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fo € F e gup =1t=conj(f,), com f, € F. Desejamos garantir que tal comportamento
de ¢, é valido de forma geral, quando aplicado a qualquer elemento do grupo W. Primei-
ramente, analisaremos os automorfismos presentes na decomposicao ¢, = ta*h, fornecida
pelo Teorema 2.11, mostrando que ndo somente o automorfismo i € Aut(W') é dado por

uma conjugacao por um elemento de W, mas também os automorfismos a*, h € Aut(W).

Proposicdo 4.5. Para W = NBl x B e dado um ¢, € Is temos que existem by € B e
go € D, D < F subgrupo diagonal, tais que o* = conj(go) e h = conj(by), em que b3 = 1;
ademais, by € Z(B).

Demonstra¢ao. Sabemos que ¢, € Ig é da forma ¢, = ta*h, com p,|p = ¢, em que ¢ € I,
a* € N*, h € H, conforme o Teorema 2.11. Assim, para qualquer w € W e v = conj(f.),

para alguma f, € F, temos que
ulwu = @, (w) = wa*h(w) = f o h(w)f,

o que implica,

fu fwuf = o h(w).

Denotando u; = uf, ! € U, segue que p,,|r = a*h e ¢, |p = Id. Note que,
Yu|lr = conj(ufNp = [conj(f ) conj(u)]|lr = [coni(f1)eu]lr, logo, pelo Corolario
4.4, @y, |F € um automorfismo conjugagao por um elemento de W. De fato, considerando

oulr = conj(u)|r = conj(bofo)|r, em que b3 = 1, pela Proposigao 4.3, temos

uf, )|r
fH)eonj(u)|r
fh)eong(bofo)lr
bofof )|F

= conj(bog)|r,

Yu|lF = conj
= conj

= conj

o~ o~ o~ o~

= conj

em que g = fof!. Logo, para (a,...,a) € D tem-se
u(a,...;a) =g by (a,...,a)bog = g '(a,. .., a)g.
Por outro lado,
Ou(a,...;a) =a"h(a,...;a) =a*(a,...,a) = (a(a),...,a(a)).

Assim,

(a(a),...,ala)) =g a,...,a)g, onde a € N.

Escrevendo g = (ag,, . .., ap,) e retornando & expressao acima temos

(a(a),...,a(a) = (agaaq,, . .., ay 'aao,),
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o que significa que para todo a € N, aa) = agilaaoi para qualquer i € {1,...,n}.
Portanto, a = conj(ay,) e, assim, o*|p = conj(gy) com gy = (ao,,...,ao,) € D; como,

pela Defini¢ao 2.7, o*|p = Id|p, além de go comutar com qualquer b € B, segue que
a* = conj(go), com gg € D. (4.10)

Tendo em vista este fato, a agao do automorfismo ¢,, no grupo base F' de W
& Oy, |lF = a*h = conj(bogo) = conj(go)conj(by), de onde podemos concluir que h|p =
conj(by), devido a expressao (4.10), com b3 = 1. Apos tais consideragdes, temos que, para
qualquer f € F,

up fur = o, (f) = a"h(f) = g5 " h(f) o,
isto é,
gouy " fuigy ' = h(f).

Denotando uy = w19, € U, tem-se uy ' fuy = @, (f) = h(f), para toda f € F e para
qualquer b € B, vale que ¢,,(b) = b, pois:

Pur(b) = u;lbu2
gouy ‘burgy !
9ou, (b)go
gobgo
— b,
pois, como gg € D implica que g e b comutam. Portanto, ¢.,|r = h e @.,|p = Id|p, em
que h|p = conj(by), com b2 = 1.
Finalmente, vamos provar que by € Z(B). De fato, dados b € Be f € F

quaisquer, note que
Pus (F00D) = us () Pus (bob) = (b fbo) (bod) = bg ' f,
ja que b2 = 1. E ainda,
Puz (D0D.F™") = Pus (bob) 2y (F*°) = (bob) (b ' F**bo) = (bob) (b b by " fbobbo).
Como fbyb = bybf*?, devido a notacdo b~ fb = f, para quaisquer b € Be f € F, tem-se:
bobby *b byt fbobby = byt fb. (4.11)

Escrevendo bybby = V' e simplificando a igualdade em (4.11), obtemos bf* = fb = bf®, o
que implica f* = f* e, consequentemente, b~ fb(V')~' = f, para todo f € F. Conclui-
mos b(b')~! =1 e, entao, b = bybby, para todo b € B, o que implica que by € Z(B). [
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Utilizando os argumentos feitos até entao, estamos aptos para provar o teorema
principal da tese, o qual consiste em mostrar que o grupo W considerado é, de fato, uma

solugdo para (Nor).

Teorema 4.6. Seja W = N wr B, onde N é um grupo nilpotente finito e B = By X By com
By um 2-grupo e By um grupo de ordem impar. Entao, a Propriedade do Normalizador é

valida para W.

Demonstracao. Seja S um 2-subgrupo de Sylow de W fixado arbitrariamente e consi-
deremos Ig como foi definido em (3.1). Tomando ¢, € Ig, onde u € Ny, podemos
escrever ¢, = ta*h de acordo o Teorema 2.11; além disso, temos ¢ = conj(f,) para al-
guma f, € F. Aplicando a Proposicao 4.5, temos os automorfismos ¢,, € ¢,, sobre os
quais podemos concluir que para todo w € W, ¢,,(w) = h(w) = conj(by)(w), em que
b2 =1, e oy, (w) = conj(bygo)(w), pois ja tinhamos o, | = conj(bogo)|r €, para qualquer
b € B, 0y, (b) = gy'by bbogo = b, devido também & Proposicio 4.5 e gy comutar com
b. De acordo com a Proposicao 4.5, podemos escrever us = ulgo_l, com gg € D; como
up = uf!, segue que uy = uf lgy" implicando u = usgo f..

Finalmente, considerando o automorfismo ¢, € Ig, para todo w € W, podemos

escrever

ou(w) = utwu

(f; g0 tug Hw(uagof.)
= [0 (pus(w))go .
= [ g0 b twbogo f.-

Portanto, para todo w € W,
wu(w) = ta*h(w) = conj(wy)(w), com wy = bygo f;

provando assim que ¢, € Inn(WW). Finalmente, aplicando o resultado de Jackowski e
Marciniak, a saber o Teorema 3.2, obtemos que Auty (W) = Inn(W) o que equivale a

propriedade do normalizador ser vilida para o grupo W. O

4.2 Produto Orlado com Grupo Base nao Caracteris-
tico

Como ja foi visto no segundo capitulo, para um grupo dado por um produto
orlado, Neumann, em [Ne64|, apresentou o Teorema 2.3 que exibe o caso em que 0 grupo
base nao é um subgrupo caracteristico. Lembrando que a excecao ocorre quando B = (s
e A= Ay x Cy, com Ay subgrupo abeliano, ¢ um grupo diedral especial (Definigao 1.32),

ou seja, W = [(Ag x Cy) x (Ag x C2)] x Cy; ademais, por consequéncia da defini¢ao do



41

grupo A temos que Aj é de ordem impar, logo escrevemos |A| = 4m + 2 = 2(2m + 1),

com |Ag| =n =2m+ 1.

Nosso objetivo é demonstrar que W também é uma solugao de (Nor); para isto,

utilizaremos a mesma técnica de, a partir de um 2-subgrupo de Sylow fixado arbitra-

riamente, garantir que qualquer automorfismo ¢, € Ig é um automorfismo interno de

w.

Proposicao 4.7. Sejam W = Awr B, com A um diedral especial de ordem 4m + 2,
B =C5 e S um 2-subgrupo de Sylow de W. Se ¢, € Ig, entao ¢, € Inn(W).

Demonstracao. Escrevendo o grupo diedral como A = Ay x Cs, temos dois casos a consi-

derar:

(i)

(ii)

Ag € grupo trivial:

Assim, A = Cy e W = Awr B = Cywr Cy, o qual é claramente uma solucao de

(Nor), devido ao Corolario 3.7, ja que W é um 2-grupo, portanto nilpotente.

Ap € nao trivial:
Temos que
W = AwrB
= [(A() X Cg) X (AO X 02)] X 02
= [(Ag % () x (Ao x {c)] x (b)

para B = (b), com b* =1, ¢ A= Ay x {(c), com ¢* = 1; além disso
Ay =Cpy X=X Cp, = (1) X -+ X () (4.12)
¢ de ordem impar; assim, um elemento ay € Ay pode ser escrito como
Qo ::Ulfxl;...xf,f, com0<[, <n;—1

e, ainda, temos a relacdo af = a, . Observe que {(z1, 1), (v2,1),..., (zx, 1), (c, 1), b}

representa um conjunto de geradores do produto orlado W.

Consideremos S = (Cy x Cy) x Cy um 2-subgrupo de Sylow de W e ¢, € Ig, logo
sabemos que esse automorfismo satisfaz p2 = Id e @,|s = Id|s. Assim, ja temos que
vu((c,1)) = (¢, 1) e @, (b) = b, pois (¢, 1) e b estdao em S. Como precisamos conhecer
a acao de ¢, nos elementos do grupo W, basta analisarmos seu comportamento
nos geradores do grupo; dessa forma, resta-nos determinar ¢,((x;,1)), para i €
{1,...,k}. Pela Versao Pontual de (Nor), Lema 3.5, sabemos que ¢,((z;,1)) €

C(a,,1), sua classe de conjugacao.

Afirmacao: C(, 1) = {(z:,1), (z;7 1, 1), (1, z), (1,27 ")}
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De fato, para um elemento w € W qualquer, podemos escrevé-lo como w = (a'c", a”c*)bt,
em que a’,a” € Ag e r,s,t € {0,1}. Portanto,

(xi7 1)w — (ZL’Z‘, 1>(a’cr,a"cs)bt
_ ([L’i’ 1>(a/67’11)bt
- ('Iia 1)(cr,1)bi’

pois os elementos eliminados acima atuam trivialmente na conjugacao. Sendo assim,

iremos analisar os casos possiveis os quais sao:

(1) r=t=0
(7, 1) = (2, 1);
(2)r=1,t=0
(:Eia 1)(CT71)bt _ (xi, 1)((:,1) — (xi_la 1)’
3) r=0,t=1
(xia 1)(CT71)bt = (mia 1>b = (17*7:2)7
4) r=t=1

(2, 1) = b7 (e, 1) (@, (e, )b = bz, )b = (1, 277Y).

Portanto, a afirmacao esté provada.

Tendo em vista a classe de conjugacao C(,, 1), iremos considerar as possibilidades

para ¢, ((x;,1)).

(i) Se pu((x4,1)) = (x;,1), para todo 7 € {1,...,k}, entdo ¢, = Id;

(ii) Se @u((73,1)) = (x;7',1), para todo i € {1,...,k}, entdo ¢, = conj((c,c)),
pois (z;, 1)) = (z;!,1) além de (¢, 1) = (¢, 1) e bl®) = b, ja que ¢ = 1;

(iii) Para o caso em que ¢, ((x;,1)) = (1,x;), para algum i € {1,...,k}, considere

¢ # 1 e observe que:

eu((zic, 1)) = wul(@i;1))eul(c, 1))
= (1,z;)(c, 1)
= (c,@),
0 que nao é possivel ja que, pelo Lema 3.5, Versao Pontual de (Nor), temos
que @, ((wic, 1)) € Cizyeny € (¢,2;) & Craye,1) POIS, caso contrario, deveria existir
um wy € W, o qual podemos escrever como wy = (a1, a)b* com a;,ay € A e
k € {0,1}, tal que
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(xic, 1) = (¢, x3) (a1,a2)b"

(
= b%(a;'car, ay w00k

Assim, (zic,1) = (a] cay, a5 xia2) se k = 0 ou (zic, 1) = (a3 wsa0, a7 cay) se
k = 1. No primeiro caso z; = 1, para todo ¢ € {1,...,k} e no segundo caso

¢ = 1; de toda forma, temos um absurdo.

(iv) Se pu((zi,1)) = (1,z; "), para algum 4 € {1,..., k}, utilizamos mesmo racioci-

nio do item (4i7) acima e, analogamente, encontramos um absurdo.

Concluimos que, para um dado i € {1, ..., k} fixado, porém arbitrario, ¢, ((z;, 1)) =
(z:,1) ou @, ((24,1)) = (z;*,1). Vamos supor que existam distintos i, j € {1,...,k}
tais que ¢, ((2;,1)) = (23,1) e u((2;,1)) = (2;',1). Observe que

Sou((xixj’ 1)) = SOU((mia 1))90u<<xj7 1))
= (z, 1)(:17]-_1, 1)
(za; ', 1).

Novamente, deveria existir um wo = (a1, a)b* com ay,a, € A e k € {0,1}, tal que

(rizj,1) = (xzx_l 1)(ara2)b?
= b ¥t ay )( iy 1) (a1, ag)bF
= b *a;! T Yar, 1)bF.

Se k=1, entao

(zixj, 1) = (1,07 'z tay)

e, assim, teriamos x;z; = 1 o que nao ocorre devido & decomposicao de Ay em (4.12);
se k=0, entao

(xiz;,1) = (al_lxi:vj_lal, 1),

o que implica que z;z; = al_lxixglal. Lembrando que a; € A = Aj x (), temos que

-1, -1 _ —1 B —1.
ap TiT; o ap =TT OU Gy TiT; G = Tl )

dessa forma, teriamos x; ou z; um elemento de ordem dois, o que é um absurdo,

pois Ay tem ordem impar.

A partir da andlise feita para os elementos geradores de W, conseguimos mostrar

que existem duas possibilidades para o automorfismo ¢, € Ig:

(1) Pu = Id;
(2) @u = conj((c,c)), ja que @,((c,1)) = (¢,1) = (¢, 1)), p,(b) = b = ble),
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pois ¢ e b tém ordem dois, e p,((z;,1)) = (2;1,1) = (2;,1)(*9) para todo
ie{l,...,k}.

Em qualquer caso, temos que ¢, € Inn(W), encerrando a demonstragao. O

Teorema 4.8. Sejam W = Awr B, com A um diedral especial de ordem 4m+2 e B = (5.

Entao a Propriedade do Normalizador é vdlida para W.

Demonstracao. A prova segue diretamente da Proposicao 4.7 juntamente com o resultado
de Jackowski e Marciniak, o Teorema 3.2, o qual garante que todo automorfismo em Ig

que seja interno equivale ao grupo em questao ser uma solucao de (Nor). O



Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Consideracoes Finais e Perspectivas Futuras

Neste trabalho investigamos uma das questoes centrais na teoria de anéis de
grupo integrais sobre grupos finitos, a Propriedade do Normalizador (Nor), para extensoes
orladas de grupos nilpotentes.

Exploramos algumas técnicas desenvolvidas para tratar das agoes deste tipo além
de resultados relevantes na literatura, os quais foram apresentados no segundo e terceiro
capitulos. Dentre esses, analisamos a estrutura do grupo de automorfismos de um produto
orlado, presente no trabalho de Houghton |[CHG62| e, juntamente com as contribui¢oes
presentes nos trabalhos de Petit Lobao e Sehgal |PeS03|, Jackowski e Marciniak [JM87],
dentre outros, conseguimos mostrar a validade de (Nor) para grupos dados pelo produto
orlado cuja base é um grupo nilpotente finito e no topo um grupo dado pelo produto
direto de um 2-grupo por um grupo de ordem fmpar.

Inicialmente, visamos & comprovacao da conjectura de Petit Lobao e Sehgal,
a saber, que as extensoes orladas preservam a propriedade do normalizador, ou seja,
produtos orlados de grupos solugbes de (Nor) também sdo solugoes de (Nor). Tendo
em vista a amplitude desse caso, concentramos nossa investigacao em produtos orlados
de grupos nilpotentes finitos; no decorrer do trabalho, notamos a possibilidade de uma
generalizacao para o grupo topo, a saber um grupo dado pelo produto direto de um 2-
grupo por um grupo de ordem impar, permitindo ampliar o grupo soluc¢ao de (Nor) em
questao, além de estender varios dos resultados alcancados pelos autores Zhengxing Li e
Jinke Hai, como [HL14b, HL11a, HL11b, HL11¢], os quais foram abordados na introdugao.

No intuito de prosseguir a pesquisa, ¢ relevante investigar possiveis generalizacoes
para os grupos base e topo, pois o objetivo central é a comprovacao da acao do tipo orlada

ser invariante pela propriedade do normalizador.
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