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Resumo

Neste trabalho, traremos contribuicoes para as teorias da coeréncia e da com-
patibilidade ja estabelecidas na literatura, passando pelas recém introduzidas classes de
sequéncias e generalizando-as. Apresentaremos também uma abordagem abstrata para os
polindmios absolutamente somantes e para as aplicagoes multilineares miltiplo somantes,
nos levando a estabelecer conceitos que generalizam as classes de sequéncias. Estabelece-
remos um novo conceito de coeréncia e compatibilidade mais restrito, testando seus limites
em alguns métodos geradores de ideais e apresentaremos algumas de suas propriedades.
Por fim, apresentamos uma nova abordagem para os recém introduzidos multipolinomios
de forma a nos permitir estabelecer um conceito novo para a coeréncia e compatibilidade

no contexto multipolinomial.

Palavras-chave: Espacos de sequéncias, ideais de operadores, coeréncia e compatibili-

dade, classes de sequéncias.



Abstract

In this work, we will present contributions to the coherence and compatibility the-
ories already established in the literature, passing through the newly introduced sequence
classes and generalizing them. We will also present an abstract approach to absolutely
summing polynomials and to summing multiple multilinear applications, leading us to
establish concepts that generalize the sequence classes. We have established a new con-
cept of stricter coherence and compatibility by testing its limits on some ideal generator
methods and presenting some of its properties. Finally, we present a new approach to
the newly introduced multipolinomials in order to allow us to establish a new concept for
coherence and compatibility in the multipolinomial context.

Keywords: Sequences spaces, operator ideals, coherence and compatibility, sequence

classes.
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Introducao

A teoria geral dos ideais de operadores lineares teve efetivamente inicio na década
de 70 com A. Pietsch em [50], com o objetivo de unificar o tratamento de diversas classes
de operadores lineares que haviam sido bem estudados na literatura até o momento, mas
seguiam em geral roteiros semelhantes, como as classes dos operadores lineares continuos,
compactos, fracamente compactos entre outras. Em 1983, ele mesmo generalizou essa
teoria para o contexto multilinear, ver [51], cuja adaptagdo para polinomios homogéneos
é imediata.

Quando pensamos em classes de aplicagoes multilineares ou de polindémios homo-
géneos, faz sentido perguntar como se comparam seus distintos niveis de multilinearidade
ou de homogeneidade. Quando a comparacao é com os niveis vizinhos, chamamos tal
estudo de coeréncia. Quando a comparacao ¢é feita com o primeiro nivel, isto é, com
a classe das aplicacoes lineares, que gera as classes de aplicagoes multilineares e po-
linbmios homogéneos em questao, tal estudo é chamado compatibilidade. Vale a pena
destacar que nem sempre é uma tarefa simples associar um ideal de operadores lineares
a um multi-ideal. Por exemplo, o ideal de operadores lineares absolutamente somantes
tem, pelo menos, oito extensdes possiveis para graus mais altos de multilinearidade (veja,
[17, 29, 31, 36, 38, 44, 46]).

O estudo da coeréncia e da compatibilidade tem sua origem nos conceitos de
ideais fechados sob diferenciacao e fechados para multiplicagao por escalar, introduzidos
em [15] como uma tentativa de identificar um conjunto de propriedades que se espera que
os ideais possuam para manter uma certa harmonia entre seus niveis de homogeneidades.
Esses conceitos podem ser facilmente generalizados para multi-ideais, como pode ser visto
em [44]. Seguindo o mesmo espirito Carando, Dimant e Muro, em [26, 27|, introduzem
uma noc¢ao de ideais de polinémios coerentes e compativeis, com o mesmo objetivo de
filtrar bons ideais de polinomios homogéneos que sao extensoes de um ideal de operadores
lineares. Vale a pena destacar que a nomenclatura coeréncia e compatibilidade surge nos
trabalhos de Carando, Muro e Dimant. Em [43]| J. Ribeiro e D. Pellegrino apresentam
um novo conceito de coeréncia e de compatibilidade, passando a analisar sequéncias de
pares formados por classes de polin6mios homogéneos e de aplicacbes multilineares.

Neste trabalho, apresentaremos contribuicoes para a teoria da coeréncia e da

compatibilidade e também, no Capitulo 4, construiremos um conceito mais restrito que o

2



atual, extraindo diversas propriedades e apresentando alguns métodos geradores de ideais
que satisfazem nossa abordagem.

Teoricamente, seria possivel desenvolver este estudo em classes mais gerais, mas
devido a falta de aplicabilidade e também devido as boas propriedades dos ideais, traba-
lharemos com, pelo menos, multi-ideais e ideais de polinémios homogéneos. O principal
motivador deste novo conceito de coeréncia e de compatibilidade é a possibilidade de
comparar niveis de multilinearidades e homegeneidades que nao sao vizinhos e, para isso,
utilizamos formas multilineares e polinomiais tomando o papel de destaque antes ocupado
pelos funcionais lineares. A formulacao desta nova abordagem tem também como motiva-
cao o conceito de hiper-ideais, no qual as classes de aplicacoes multilineares e polindmios
homogéneos satisfazem uma propriedade mais forte que os multi-ideais: a estabilidade pela
composicao com aplicagoes multilineares no lugar das aplicagdes lineares, ver [19, 20].

Em [57], D. Serrano-Rodriguez introduziu a classe das aplica¢oes multilineares -
somantes, que generaliza o conceito de aplicagoes multilineares absolutamente somantes
j& introduzidos na literatura. Neste mesmo trabalho, ela mostra que esta classe é um
multi-ideal. Vale mencionar que o trabalho de abstracao, em geral, nao é simples. Por
exemplo, o artigo [57] apresentava algumas lacunas nesse processo, preenchidas com o
trabalho de G. Botelho e J. Campos [12|, que introduzem notagoes e conceitos essenciais
para o desenvolvimento dessa abordagem.

Seguindo esse roteiro natural, no Capitulo 2, apresentamos uma construc¢ao abs-
trata dos polindbmios absolutamente somantes, mostramos que esta classe é um ideal
Banach de polinomios homogéneos e apresentamos as condigoes necessarias para que o
par formado por essa nova classe e a classe das aplicacoes multilineares definidos por
Serrano-Rodriguez seja coerente e compativel, no contexto de Ribeiro e Pellegrino.

Inspirados pelos comentarios e sugestoes dos professores D. Pellegrino e G. Bo-
telho, apresentamos, no Capitulo 3, uma abordagem abstrata das aplicacoes multiplo
somantes. A nocao de operadores miltiplo somantes foi introduzida independentemente
nos trabalhos [6, 36] e se baseia na teoria de sucesso das aplicagoes multilineares absolu-
tamente somantes, que tem tido um progresso significante com o passar dos anos. Para
mais detalhes ver [7, 11, 16, 23, 30, 36, 48, 49]. Na construgio dessa abordagem abstrata,
é necessario introduzir nog¢oes que generalizam os resultados introduzidos por Botelho e
Campos em [12]. Concluimos mostrando que essa classe ¢ um multi-ideal e apresentamos
as condicoes necessarias para que o par formado por essa classe e a classe dos polinomios
homogéneos gerados seja coerente e compativel, no contexto de Ribeiro e Pellegrino.

O conceito de multipolinomios foi inicialmente introduzido por I. Chernega e
A. Zagorodnyuk em [28] e bem estudado por T. Velanga em [62]. Tal conceito uni-
fica o tratamento das teorias bem sucedidas de polinémios homogéneos e aplicagoes
multilineares entre os espagos de Banach. Em [63] foi mostrado que cada polinémio

(ny,...,nm,)-homogéneo P: Fy x --- x E,, — F pode ser associado a aplicagdo simétrica



P: (Ep X -+ X Em)(”ﬁ"'mm) — F'. Tal aplicacao, apesar de ser obtida de maneira natu-
ral, apresenta muitas dificuldades no uso pratico, devido a grande quantidade de espacos
no seu dominio. Na tentativa de transpor essa dificuldade, introduzimos no Capitulo 5
uma nova abordagem para os multipolindomios, na qual cada um deles é associado a uma
aplicacao multilinear com dominio £} X --- x E™ agindo sobre F'. Um dos nossos pri-
meiros objetivos neste momento é investigar sob quais condi¢oes a unicidade da aplicacao
T: EY" x---x E' — F mencionada acima é obtida. Para isso, é necessario generalizar
o conceito de simetria e a célebre Formula de Polarizacao.

A simplicidade dessa abordagem nos permite investigar a classe dos multipolino-
mios absolutamente somantes (para mais detalhes, ver [61, 62]), que no caso das aplicacoes
multilineares e dos polinémios homogéneos foram estudados por diversos autores. Como
exemplos, temos os absolutamente somantes, em [4, 37, 38|, os Cohen fortemente soman-
tes, em [23], os (s,q, p1,- - ., Pn)-mixing somantes, estudados em [7], os mid somantes, em
[13, 53] e 0s quase somantes, em [42]. Seguindo o espirito das generalizagoes citadas acima,
construiremos, na Secao 5.2, uma abordagem abstrata para os multipolinémios absolu-
tamente somantes na tentativa de unificar os tratamentos das aplicagoes multilineares e
dos polindmios homogéneos absolutamente somantes. Concluimos este trabalho apresen-
tando um novo conceito de coeréncia e compatibilidade no contexto dos multipolinémios

e apresentaremos algumas de suas propriedades.



Capitulo 1

Conceltos basicos

1.1 Aplicacoes multilineares e polinémios homogéneos

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de aplicagoes multilineares e polinomios
homogéneos e algumas de suas propriedades, que serao importantes no decorrer deste

trabalho. As provas dos resultados desta se¢do podem ser consultados em [5].

Definicao 1.1.1. Sejamn € N, Ey, ..., E,, F espacos vetoriais normados sobre K. Dize-

mos que uma aplicagdo A : Ey X - -+ X E,, — F é n-linear (multilinear) se é linear em cada

entrada. Mais precisamente, se para cada xy € Ey,...,x, € E, et =1,...,n, o operador
A(zl7---7xi717‘7xi+17---7$n): E; > F
dado por
A(Il7--‘7xi717':xi+17~--71n) (y) = A(Ih sy Ti—1, Y, it - - 7‘7371)
é linear.

Vamos fixar algumas notacoes que serao utilizadas daqui em diante: Para cada
n € N, denotaremos o conjuntos das aplicacoes multilineares de Fy X --- X E, em F' por
L(Ey,...,E,; F). Quando F = K, denotaremos L(Ej,...,E,; F) por L(Ey,...,E,) e,
quando E; = --- = E, = E, escreveremos L("E; F). Se n = 1, denotaremos L('E; F') por
L(E; F). Quando as aplicacoes multilineares forem continuas, denotaremos o conjunto
destas aplicacoes por L(F1, ..., E,; F). Quando F = K, denotaremos L(FE, ..., FE,; F)
por L(Ey,...,E,) e quando F; = --- = E, = E, escreveremos L("E;F). Se n = 1,
denotaremos L(*F; F) por L(E; F).

Uma caracterizacao bem conhecida das aplicacoes multilineares continuas é a

seguinte:

Teorema 1.1.2. Sejan € N. Se Fy, ..., E, e F sao espagos vetoriais normados sobre K
el: Ey x---xX E, = F é uma aplicacio n-linear, entao sao equivalentes:
5



~

. T € continua;
2. T € continua na origem;

3. Existe uma constante M > 0 tal que
[T (@1 wm) || < Ml - [[2nl],

para qualquer (z1,...,x,) € E1 X -+ X Ey;

B

. T ¢ uniformemente continua sobre os limitados;
5. T ¢ limitada em toda bola com raio finito;
6. T € limitada em alguma bola.

Diferente da linearidade, a continuidade das aplicacoes multilineares, em geral,

nao pode ser pensada como a continuidade coordenada a coordenada, exceto no seguinte

caso.

Teorema 1.1.3. Sejam Fy, ..., E, espacos de Banach e F' um espaco vetorial normado.
Entao, a aplicagio T € L(FE1, ..., E,; F) € continua se, e somente se, é continua em cada
varidvel.

Um outro resultado classico é o seguinte:

Proposicao 1.1.4. Sejam n € N e Ey, ..., E,, F espacos de Banach sobre K. Entao a
fungao || - ||: L(E\, ..., E,; F) — F definida por

|7 = sup{||T'(x)|l;x € Ex x -+ X By, 2]l < 1}
é uma norma completa em L(Ey, ..., E,; F). Onde,
|Z]loo = [(Z1, -y 2n)||o = max{||z;]|; 1 =1,...,n}.

Uma classe particularmente importante, é a das aplicagoes multilineares simétri-

cas, que definiremos a seguir.

Definicao 1.1.5. Sejam E e I’ espacos vetoriais sobre K e n € N. Dizemos que uma

aplicagao n-linear continua 7" : E X Y xE—Fé simétrica, se tivermos
T(:L’l, Ce ,:L‘n) = T(ZEU(l), e ,J]U(n)),

para toda permutagio o do conjunto {1,...,n} etodosz; € E;i=1,...,n.



O espago das aplicacoes multilineares simétricas serda denotado por Ls("E; F).
Quando estas aplicacdes forem continuas denotaremos por L,("E; F). E facil ver que
Ls("E; F) ¢ um subespago vetorial de L("E; F)).

Observacao 1.1.6. No decorrer desta tese ulilizaremos a sequinte notagao:

para qualquer T € L("E; F).

Uma expressao classica, valida para as aplicacoes multilineares simétricas, é a

célebre Formula de Polarizacao.

Teorema 1.1.7. Seja T € L("FE; F). Entdao, para quaisquer o, 1, ...,T, € E, vale que

1
T(:Ula s 7‘rn) = n Z €1 6n]—'(x(] +eaxr+---+ ann)n-

2n
€;==%1
Uma consequéncia imediata da Féormula de Polarizacao é a seguinte:

Proposicao 1.1.8. Sejam E e F espacos de Banach. Se TS € L ("E;F) e T(z")
= S(a™) para todo x € E. Entao, T(z1,...,x,) = S(x1,...,2,) para todo xq,...,x, € E.

Um fato bem conhecido ¢ que nem toda aplicacao multilinear continua é simétrica,
porém, podemos sempre simetriza-la, isto é, definir uma aplicagao simétrica através desta,

como segue.

Definigao 1.1.9. Dada T € L(E™; F), definimos a simetrizagdo de T, denotada por Ty,

1
To(x1, ..., 2n) = o Z To(x1, ..y Tn),

) O'ESn

onde
Ta(xl, Ce 7ZL’n) = T({L’g(l), Ce ,ZL‘U(n)),
para qualquer o € S, onde S, denota o conjunto de todas as permutacoes do conjunto

{1,...,n}.

Observacao 1.1.10. Nao € dificil mostrar que para qualquer T € L("E; F), a aplicagdo
T, pertence a Ls("E; F).

Agora, apresentaremos o conceito de polinémio homogéneo.

Definicao 1.1.11. Sejam E e F espacos vetoriais sobre K. Uma aplicacao P : F — F é
um polindémio n-homogéneo (ou homogéneo de grau n), se existir 7' € L("E; F') tal que
P(z) = T(x™), para todo x € E.



Denotaremos por P("E; F') o espago de todos os polinémios n-homogéneos con-
tinuos entre espacos de Banach. Quando F' = K, escreveremos apenas P("E).

Uma consequéncia imediata da Formula de Polarizacao é a seguinte:

Proposicao 1.1.12. Sejam E e F espacos de Banach e n € N. Se P € P("E; F), entdo
existe uma unica aplica¢ao n-linear simétrica T € L ("E; F), tal que, P(x) = T(z") para

todo x € E. Tal aplicacio serd denotada por P.

A proposicao acima garante que dado um polinémio n-homogéneo, existe uma, e
apenas uma, aplicacao multilinear simétrica associada a ele. Dai, cabe perguntar se dado
uma aplicacao n-linear, podemos obter um polinémio n-homogéneo associado a ele? A
resposta é sim e podemos fazer isso da seguinte forma: Dado T' € L("E; F'), denotaremos
por T o polinémio n-homogéneo continuo associado a T, isto é, f(x) = T'(2"), para todo
rekb.

Observacao 1.1.13. Seja P € P("E;F). Entio, (P)" = P. De fato, para todo x € E
temos

(P)z) = P(a") = P(a).
Um resultado interessante que vale a pena mencionar é o seguinte:

Proposicao 1.1.14. A funcio ¢ : L,("E; F) — P("E; F), dada por ¥(T) = T\, é um

1somorfismo, para cada n € N,

Assim, como feito no caso multilinear, podemos caracterizar a continuidade dos

polinébmios homogéneos por meio de desigualdades, como veremos a seguir.

Teorema 1.1.15. Sejam E e F' espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K, n € N, P €
P("E;F) eT € Ly(E™, F) com T=P. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) T € Ly(E™ F);
(b) P e P("E; F);
(c¢) P € continuo na origem;

(d) Eziste uma constante C > 0, tal que
I1P(@)] < Cllz"

para todo v € E;
(e) P € limitado em toda bola de raio finito;

(f) P ¢é limitado em alguma bola de raio finito;



(9) Se B C E é limitado, entdo, existe Cg > 0, tal que
|1P(z) = P(y)|| < Cllz —y]

para todos x,y € B.

Proposicao 1.1.16. Seja n € N. Se E e F sao espacos de Banach sobre K, entdo, a
fungao || -||: P("E; F) — F definida por

|1P|| = sup {[|P(z)[};z € E, |lz]|lz < 1}

é uma norma completa em P("E; F).

1.2 Ideais de aplicacoes multilineares

Na década de 80, A. Pietsch em [51] introduziu a nogao de ideais de operadores
multilineares, cuja adaptacao para polinomios homogéneos é imediata. Nesta se¢ao, expo-
remos alguns destes conceitos. As provas dos resultados desta secao podem ser consultados
em [5].

Definigao 1.2.1. Sejam Fy, ..., E,, e F espacos de Banach. A aplicacio
A S E(El,,Em,F)

é dita ser de tipo finito se existem n € N, cpgj) € E; eb, € Fcomi=1,...,ne

j=1,...,m, tais que

n

Alxy, .. o) = Z gpgl)(xl) e gogm)(aim)bia

i=1
para todos x; € E;, e =1,...,m. O conjunto formado por essas aplicacoes serd denotado
por L;(Ey,...,En; F).

Observagao 1.2.2. L¢(Ey, ..., Ey; F) € um subespago vetorial de L(Ey, ..., Ey; F).

Apresentaremos agora os ideais de aplicacoes multilineares e introduziremos al-

gumas de suas propriedades que serao importantes no decorrer deste trabalho.

Definicao 1.2.3. Um ideal de aplicacoes multilineares M, ou apenas multi-ideal, é
uma subclasse da classe de todas aplicacoes multilineares continuas entre espacgos de

Banach, tal que, para todos m € N e espacos de Banach FEy,..., E,,, F', as componentes
M (Ey, ... En; F) = L(Ey, ..., Ey; F) N M satisfazem:
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1. My, (E1, ..., Ey; F) & um subespaco vetorial de L(Fy, ..., E,; F) que contém as

aplicagoes m-lineares de tipo finito;

2. Se Ae My, (Ey,....Ey; F),u; € L(Gj,Ej) paraj=1,..., met e L(F;H), entdo

toAo(uy,...,up) € Mu(Gi,...,Gn; H).

Definicao 1.2.4. Um ideal normado (resp. quasi-normado) de aplica¢oes multilineares
(M, ]|]|am) € um ideal de aplicagoes multilineares munido da fungao ||| : M — [0, 00),

tal que:

1. || - [|pm restrita a M,,(E, ..., Ey; F) € uma norma (resp. quasi-norma, com cons-
tante nao dependendo dos espagos, dependendo eventualmente apenas de m) para

quaisquer espacos de Banach Fy,..., FE,,,F em € N;

2. |lidgm||pm = 1, onde idgm : K™ — K é dada por idgm (21, ..., Ty) = 1 - - T, para
todo m € N;

3. Se Ae My, (Ey, ..., By F),u; € L(Gj,Ej) paraj=1,..., mete L(F;H), entdo

[t Ao (ur,. . um)llaa < YL - 1A flal] - [l

Quando todas as componentes M,,,(E1, . .., E,,; F)) sao completas com essa (quasi-
) norma, M é dito um ideal de aplicagbes multilineares (quasi-) Banach.

Fixados um ideal de aplicacoes multilineares M e m € N, a classe

My = |J Mu(Br,....EnF)

El’“wEm’F

¢ chamado ideal de aplicagoes m-lineares.

Em alguns momentos, chamaremos tanto M como M,, simplesmente de ideais
de aplicacoes multilineares, porém, o contexto deixara claro o conceito que estaremos uti-
lizando. E importante evidenciar também que as componentes de um ideal de aplicacoes
multilineares M ou de um ideal de aplicacdes m-lineares M,, envolverao sempre espagos
de Banach sobre o mesmo corpo K.

Um resultado que vale a pena destacar é o seguinte:

Proposicao 1.2.5. Seja (M, ||| m) um ideal normado de aplicagées multilineares. Entdo,
IT|| < ||T||m para qualquer T € M.

Uma classe de ideais de aplicacoes multilineares particularmente importante é o

seguinte:
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Definicao 1.2.6. Dizemos que um multi-ideal M é simétrico se, dados quaisquer espacos
de Banach E. F e m € N,
T, € M(ME; F),

sempre que T' € M(™E; F).

Definigdo 1.2.7. Dizemos que um multi-ideal normado (M, || - ||»() € fortemente simé-

trico se, para quaisquer espacos de Banach F e F' e m € N,
To € M("E;F) e [[To][p = (1T a1

para todos T' € M("E; F) e o € S,

Exemplos 1.2.8. Alguns exemplos de multi-ideais simétricos sao:
(1) A classe das aplicagoes multilineares de tipo finito;
(2) A classe das aplicagdes multilineares continuas;

(3) A classe das aplicagoes multilineares absolutamente (p, q1, . . ., ¢, )-somantes em todo

ponto: Considere
lp(E) == {(%)}”1 € BN ) layllP < OO} e
j=1

G(E) = {(x])z’ol € EY; Z lo(z;)P < oo, para toda ¢ € E' := E(E;K)} :

i=1

Uma aplicacao multilinear T € L(E, ..., E,; F') é dita absolutamente (p, ¢1, . . ., Gm)-

somante no ponto a = (ay,...,ay,) € F1 X -+ x E,, quando,
(1) (m)y _ >

T(ay+x;7, . am+ 27 ) = T(ar, ..., am) | X € l,(F)
J:

para todo <x§8)> ety (Ey),s=1,...,m.
j:l S

O ideal das aplicagoes multilineares absolutamente (p, q1, . . . , ¢ )-somantes em todo
ponto ([4, 38, 47]), denotado por L5 gy ¢ um ideal simétrico.

(4) A classe das aplicagdes multilineares Cohen fortemente p-somantes: Considere,

- > o w 1 1
£p<E> = {(‘Ij)jzl c EN, Z |QOJ<ZL’j)| < 00, v(@j)j:l € gp/(E) com ]; + ]? = 1} .

j=1

Uma aplicacao multilinear T € L(F, ..., E,; F) é dita p-somante no ponto a =
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(a1,...,am) € By X -+ X E,, quando

J J

<T (a1 a2V am 4 x(m)> —T(ayq,... ,am)) el,(F)

sempre que (:pﬁ”) €ly(Ey),i=1,...,m.
j=1

O ideal das aplicacoes multilineares Cohen fortemente p-somantes em todo ponto

([24]), denotada por LE,, ,, € um ideal simétrico.

1.3 Ideais de polindmios homogéneos

Nesta se¢do, abordaremos o conceito de ideal normado (Banach) de polinémios
homogéneos entre espacos de Banach. Iniciaremos definindo os polindémios homogéneos

de tipo finito.

Definicao 1.3.1. Sejam E e F' espagos de Banach. O polinémio m-homogéneo P €
P("E; F) é dito ser de tipo finito, se existem n € N, ¢, € E' e b; € Fcomi=1,...,n,

tais que,
n

P(z) =) (@i(x))"b;

i=1

para todo z € E. O conjunto formado por essas aplicacoes serd denotado por Py(™E; F).
Observagao 1.3.2. (a) O conjunto P¢("E; F') é um subespaco vetorial de P(™E; F).
(b) P € P¢("E;F) <= P e L;(E™F).

Agora, passemos a definicao de ideal de polindmios homogéneos entre espacos de

Banach.

Definicao 1.3.3. Um ideal de polinémios homogéneos ¢ uma subclasse Q da classe de
todos os polindmios homogéneos entre espacos de Banach, tal que, para quaisquer m € N,
E e F espacos de Banach, as componentes Q(™E; F) = P(™E; F) N Q satisfazem:

(a) Q(™E;F) ¢ um subespaco vetorial de P(™E;F) que contém os polindmios m-

homogéneos de tipo finito;

(b) Se P € Q(ME; F),u e L(G,E) et e L(F;H), entao,

toPoue Q("G; H).

Se m € N for fixo,
Qn=JQ(E; F),
EF

¢ chamado um ideal de polinémios m-homogéneos.
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Defini¢ao 1.3.4. Um ideal normado (resp. quasi-normado) de polinémios homogéneos
(9, - lle) é um ideal de polinémios homogéneos munido da fungao || - ||g : @ — [0, 00),

tal que:

L. || - ||g restrita a Q(™E; F) é uma norma (resp. quasi-norma, com constante nao
dependendo dos espacos, dependendo eventualmente apenas de m ) para quaisquer

espacos de Banach E, F e m € N;
2. ||idgm||o = 1, onde idgm : K — K é dada por idgm(z) = 2™ para todo m € N;

3. S5e Pe Q(ME;F),ue L(G,E) et e L(F;H), entdo

[toPoullg <t - [Pl - [lull™ (1.1)

Quando todas as componentes Q(™F; F') sdo completas com essa (quasi-) norma,
Q é dito um ideal de polindomios homogéneos (quasi-) Banach.

Dado um ideal de aplicagoes multilineares M, podemos obter de forma natural,
através de M, um ideal de polinémios homogéneos P, denominado ideal de polinémios

homogéneos gerado por M.

Proposicao 1.3.5. Seja (M, || - ||m) um ideal Banach de operadores multilineares. En-

tao, a classe
Pr={PeP;PeM}y . |Plpy, =Pl

¢ um ideal Banach de polindmios homogéneos.

O ideal Banach (Pu, | - |lp,,) de polinomios homogéneos é chamado de ideal
Banach de polinémios homogéneos gerado por (M, || - [|sm). Essa classe tem sido extensi-

vamente estudada em diversos trabalhos, dos quais destacamos [8, 10, 22, 32].

1.4 Coeréncia e compatibilidade

Até agora vimos como funciona a teoria dos ideais de aplicacoes multilineares e
polinémios homogéneos, porém, uma questao pertinente é, se em um ideal de aplicacoes
m-lineares fixarmos m — 1 coordenadas nos elementos deste ideal, serda que as aplicacoes
lineares assim obtidas formam um ideal de aplicacoes lineares? Supondo que seja ver-
dadeira a resposta desta questao, podemos entao perguntar: se tomarmos um elemento
deste ideal de operadores lineares e multiplicarmos por m — 1 funcionais, seré que a aplica-
¢ao m-linear assim obtida pertence ao multi-ideal inicial? Ou seja, serd que este ideal de
aplicagoes multilineares é uma extensao ao caso multilinear de um ideal de aplicagoes line-
ares? (A mesma questdo vale para o ideal de polindmios trocando a multilinearidade pela

homogeneidade). Tal estudo é conhecido por compatibilidade. Um outro questionamento
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pertinente é: como se relacionam os multi-ideais em niveis proximos? Isto é, quando
fixamos uma coordenada ou quando multiplicamos os elementos deste ideal por um fun-
cional linear (tais indagagoes também valem para os polindmios homogéneos), tal estudo
recebe o nome de coeréncia. A versao que utilizaremos neste trabalho foi introduzida na
literatura por Pellegrino e Ribeiro em [43].

De agora em diante utilizaremos as seguintes notagoes:
Observacao 1.4.1.

1) U, ./\/ln)g:l denota uma N-upla de pares, onde cada U,, ¢ um ideal (quasi-) normado
de polinémios n-homogéneos e cada M,, é um ideal (quasi-) normado de aplicagoes

n-lineares. O parametro N pode eventualmente ser infinito.

(ii) Dados P € P("E;F), a € E e 0 < k < n. Definimos o polinémio P, € P("*E; F)
por
Py (x) = P(a,.%.,a,z,77% 2).

Para k£ = 1, escreveremos apenas P, no lugar de P,1.

(iii) Dadosv; € Ejj=1,...,n—1leu € L(E,; F). Definimos v, - - -y, 1u € L(Ey, ..., En; F)
por
DA 7”_1u(x1’ T ,ZL’n) = ’71(‘%‘1) e ’Yn—l(xn—l)u(xn>'
Quando By =---=E, =E ey = = 7,1 = 7, escreveremos apenas 7"~ 'u no

lugar de ~ v Y.

Definicao 1.4.2 (Par de ideais compativeis). Seja ¢ um ideal normado de operadores
lineares e N € (N — {1}) U {oc}. A sequéncia (U, M,,)"_, com Uy = M; =U & compa-
tivel com U, se existem constantes aq, as, az, tais que, para quaisquer espacos de Banach

E FE, ..., E, e F, as seguintes condic¢oes sao verdadeiras, para todo n € {2,..., N}:

(CP1)Seke{l,....,n}, T € M,(E1,...,E,) ea; € Ejparatodo j € {1,...,n} —{k},

entao,

T,

A1 5eey Ok — 150k 15000

an € Z/{(Ekv F)

[,

u < || T, Nlaall - - llaall flargall- - flan]

Ak —1,0k+41,--+,0n

(CP2)Se P eU,("E;F) eac€ F,entao, P € U(E;F) e

|Panerlly < czma [Pl 1Pl el
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CP3)SeueclU(E,;F)e~y; e B j=1,...,n— 1, entao,
J J

M Yo € My (B, ..o By F)

7=l g, < @sllnll- - vl el -

(CP4) Seu e U(E;F) ey € E', entao,

V" lu e U,("E; F).

(CP5) P esta em U,("E; F) se, e somente se, P pertence a M, ("E; F).

Defini¢ao 1.4.3 (Par de ideais coerentes). Sejam M um ideal normado de aplica¢ies
lineares, U um ideal de polinémios homogéneos normado e seja N € N — {1} U {o0}. A4
sequéncia (Uk,./\/lk)ivzl, com Uy = My =U, € coerente, se existem constantes By, Ps e P3
tais que, para quaisquer espacos de Banach E, E+, ..., E, e ' as sequintes condigcoes sao

verdadeiras, para todo k=1,...,N —1:
(CH1) SeT € My (Ey,...,Ex;F) eaj € Ej para j =1,...,k+ 1, entado,

To, € My (Er, .. Ej 1, Ej, .. By F)

HTajHMk <5 ||T||Mk.+1 |a;l].

(CH2) Se P € U4 (kHE; F) ,a € E, entao, P, pertence a Uy, (kE; F) e

1Pally, < Bomax [P, o I1P g, el

(CH3) SeT € My(Ey,...,Ex F) ey € Exyq, entao,

VT € My (Er, ..., Epy1; F)

VT gy, < BallVIIT pgy, -

(CH4) Se P €Uy, (*E; F) ey € F', entao,

VP € Upr (FM'E;F).

(CHb5) Para todo k =1,...,N, P pertence a Uy (kE; F) se, e somente se, P pertence a
Mk(EhaEk;F)
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Um resultado muito tutil é o seguinte:

Proposicao 1.4.4. [43, Observacdo 3.3] Se 1 = [ = 5 = 1, entdo, coeréncia implica

na compatibilidade.

Os trabalhos [23, 24, 43] apresentam uma grande quantidade de pares de classes
de polindmios homogéneos e aplicagoes multilineares que sao coerentes e compativeis com

seus respectivos niveis lineares.

1.5 Classes de sequéncias

O conceito de classe de sequéncias foi originalmente definido por Botelho e Cam-
pos em [12]|. Tal conceito é de fundamental importancia para grande parte desta tese.

No decorrer deste trabalho, denotaremos por cy(F) o conjunto de todas as
sequéncias finitas com valores em FE, que, como de costume, podem ser consideradas
sequéncias infinitas completando com zeros e por /. (E) o conjunto das sequéncias li-
mitadas tomando valores em E. Em geral, escreveremos (xj)g?:l para representar uma
sequéncia que até a k-ésima é diferente de zero e a partir dai todos as coordenadas sao
Zero.

Apresentaremos esta nocao a seguir.

Definicao 1.5.1. Uma classe de sequéncias a valores vetoriais 7, é uma regra que associa
cada espaco de Banach F a um espago de Banach ~,(E) de sequéncias a valores em FE,

isto &, v5(E) é um subespaco vetorial de EN com as operagoes usuais, tal que:

coo(E) C 7(E) 5 boo(E) e |le

’YS(K):17 ijl,...’n’

onde e; é o vetor com 1 na j-ésima coordenada e zero nas outras coordenadas. O simbolo

E< F significa que E é um subespaco vetorial de F' e ||z||r < ||z]|E -

A classe de sequéncias v, é dita finitamente determinada se, para qualquer (xj);?‘;l €

EN, temos

;)50 € vs(E <:>supHx-]?_ < 00,
( ])j 1 €7s(E) p ( ])]_1 o (E)
e, neste caso,
00 k
Ti)._ = supH Ti)._ .
I [C

Definicao 1.5.2. Uma classe de sequéncias v, é dita linearmente estavel se, para qualquer
u € L(E;F), vale
(u(x;));2, € vs(F)

e [[a: 7s(E) = vs(F)|l = |lull, onde @ ((x;)52,) = (u(x;))],, sempre que (z;)7°, € 7:(E).
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Dadas as classes de sequéncias vs,, .. .,7s,, Vs, dizemos que 7, (K) - - 75, (K) =N

,YS(K) se </\(1) tee )\(n)>:ol S 75(K) e

J J
H <)‘j o )‘j >

Jj=1

n

)SH

i=1

)
(3 j=1

Vs (K Vs, (K)

sempre que ()\y)) €7,(K),i=1,...,n.
=1

Consideraremos durante este trabalho que todas as classes de sequéncias envolvi-

das serao finitamente determinadas e linearmente estaveis, a nao ser por meng¢ao contraria.

Exemplo 1.5.3. As classes £,(-), () (), (p(-) e lo(+) sdo classes de sequéncia finitamente

determinadas e linearmente estdveis.

1.6 Operadores multilineares absolutamente ~,, ., -

somantes

Os operadores multilineares absolutamente v, s - somantes foram introdu-
zidos por Serrano-Rodrigues em [57] como uma abordagem abstrata para os operadores
multilineares absolutamente somantes, ja bastante estudados na literatura. Nesta secao,

apresentaremos esta classe cujos Os resultados podem ser consultados em [57, 58|.

Definigcao 1.6.1. Sejam n € N e FEy,..., E,, F espacos de Banach. Dizemos que um
operador T' € L(E},. .., E,; F) ¢ absolutamente v 5, s, - somante em a = (ay,...,a,) €

Eix---xXE, se
(1) (n)) _
T(a+z;7, ... an + 15 T(ay,...,an)) € vs(F)
sempre que (xgl));’il €7, (Ei),i=1,...,n.
O espago vetorial de todos os operadores T' € L(E},..., E,; F') absolutamente
(E1, ..., By F). Quando

(E1,...,E,; F) e quando os operadores sao

Vs.51,..5n - SOMaNtes em a = (ay, . .., a,) ¢ denotado por H: .
»S]1

..... sn

a ¢ a origem, escreveremos apenas H7
5,51

absolutamente 7 s, .. s, - somantes em todo a = (ay,...,a,) € Ey; x---x E,, escreveremos
H(ev) (Ey,...,E; F). Quando s = -+ = s,, escreveremos Hiwl (Ey,...,E F),

’75,51,...,571
H’Y‘gﬂsl (Eh B E”’ F) € H’(Yef,}i (Eh . 7En7 F)
Um resultado que serd 1til no decorrer desta tese, cuja prova pode ser obtida

adaptando os argumentos utilizados em [10, Lema 9.2], é o seguinte:

Lema 1.6.2. Se T € H(ev) (By,....,Ey; F) e (ay,...,a,) € By X --- x E,, entdo,

Vs,81,...,8

existe uma constante Cy, ., > 0 tal que

-----

S Calv-"7a

n

H (T <a1 + mg-l), co, Ay +x§-n)> —T(ay,... ,an)>
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. o0
para quaisquer (m§-2)> € s, (E;) com ‘
j=1

@) >
(xj j=1

Podemos caracterizar os operadores absolutamente 7,5, 5. - somantes por desi-

<l,i=1,...,n.
Vs

gualdades, como mostra o proximo resultado, provado em [57, Teorema 2].
Teorema 1.6.3. Para T € L(FE1,...,E,; F), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) T e Hf;jjl YYY By, By F);

(b) Existe uma constante C' > 0 tal que

m

H(T (a1 +x§-1),...,an+x§n)> —T(al,...,an)>

J=1

s (F)
<] <||aiH + ’ ()" )
i=1 I= s (B3)
para quaisquer (ai,...,a,) € Fy X --- X E, exy) €eFR,i=1,...,nej=1,...,m.
(c) Existe uma constante C' > 0 tal que
(o all ) = o)™
I s ()

<] (nain +]
=1

(=) ) (12)
= Vsg (EZ)

para quaisquer (ay,...,a,) € By X -+ X E, e (x?) €V (Fy),i=1,...,n. Em
j=1

adicional, o infimo das constante C' > 0 satisfazendo (1.2), denotado por Ty
define uma norma sobre H(Wev) (Er,...,Ey; F).

5,57 5005 sn

10 577,7

Um outro resultado que desempenhara um papel importante neste trabalho, que
foi mostrado em [57, Teorema 3|, é o seguinte:

Teorema 1.6.4. (ng”) s Ty ) ) € um tdeal Banach de aplicacoes m-lineares.
8,87 5041y Sn CRCE N Sn



Capitulo 2

Coeréncia e compatibilidade de ideais
de poliné6mios homogéneos e aplicacoes
multilineares absolutamente

Vs,s,-Somantes

2.1 Ideais de polindémios absolutamente v, ; -somantes

Nesta secao, iremos introduzir o conceito de polinomios absolutamente -, -
somantes, que generaliza o conceito de polindmios absolutamente somantes ja existente

na literatura.

Observacao 2.1.1. Os resultados contidos neste capitulo foram aceitos para publicacdo

na revista Methods of Functional Analysis and Topology [55].

Definicao 2.1.2. Sejam E e F' espacgos de Banach. Um polinémio m-homogéneo é dito

absolutamente ~; ;,-somante em a € E quando

(Pla+ ;) = P(a));Z; € 7(F)
sempre que (z;)2, € 75, (E).

O espago de todos os polinémios m-homogéneos absolutamente -, s, -somantes
em a € FE serd denotado por 7>§“>1 (ME; F). Quando a = 0, escreveremos apenas
P

Vs,s1

ponto serd denotado por Pf,fz)l (mE; F).

(ME; F). O espaco de todos os polindmios m-homogéneos 7, s,-somantes em todo

Observacao 2.1.3. Nao ¢ dificil mostrar que para cada a € F, Pa(yj)sl (ME; F) é um
subespago vetorial de P ("™FE; F)

Utilizando a Férmula de Polarizacao, mostraremos o seguinte resultado.
19
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Proposicao 2.1.4. P € 73%7)51 (ME; F) se, e somente se, P € v54ms - somante em
(a,...,a) € Ex.m x E (de acordo com [57]).

Demonstrag¢io. Suponha que P é Vs.sym.s; - Somante em (a,...,a) € E x . x E. Dali,
(P(a+z;) — Pa)), = (P(a+zj,...,a+z;)— Pla,... ,a));il € v(F)
para todo (z;)°2, € 75, (£). Logo, P & 7,5, - somante.
Supondo que P seja 7,5, - somante em a € E. Sejam
k‘ o
<x§ )>j1 €, (E), k=1,...,m.
Usando a Formula de Polarizacao, temos
1om (1 (1) m)\ _ p
ml2™ (P la+z;7, ... a+z; P(a,...,a) (2.1)
= Z €1+ € P (xO—I—ZGk (a—l—argk))) — Z €1+ € P <x0+a26k>
=1 k=1 ei=+1 k=1

NE

el (5 (Be) B )}

Quando a = 0, a igualdade (2.1) se reduz a

§ - 1 “
P(l’El),,ZL‘; )>:W E 61"'€mP<E Ekﬂfg'k)),
e;==%1

k=1

quando tomamos xy = 0. Dai,

. ) 1 m k OO
p(g)’m, (}m))> _ e [P (k) ‘
( T T " g 21 €1 € ;ekx] |
€= = j=1
Uma vez que s, (E) é um espago vetorial, podemos perceber que
(Z ekxﬁk)) € Vs, (E).
k=1 j=1

Sendo P absolutamente v, 5, -somante em a = 0, temos

(P (i ekxg-k))) € v(F)
k=1 j=1
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e como v5(E) é um espaco vetorial, segue que

% 1 m o0 1 - k -
€;==*1 j

k=1 i=1

o0

sempre que ()
pre que (x;" )

€7, (E),k=1,...,m. Portanto, P ¢ absolutamente -, , - somante
7=1

em a = 0.

Suponha agora que a # 0 e escolha z¢g = (m + 1)a, dai

o+ (Z> (Dt (Z) - <m+1+ (Z)> .

m

Chamando A =m+ 1+ (Z ek>, temos A # 0, logo Aa # 0.
k=1
Sendo P s, - somante em a, entdo, para todo 0 # A € K, segue que P é 7,5, -

somante em Aa. De fato, seja (7;)52, € 7, () assim

P(a+ ;) = P(ha) = P (A (a+ %)) ~ P(Xa) (2.2)
=X (P(a+ %) - Pl@)
e dai,
(P(a + ;) — P(Aa))2, = A™ <<P <a n %) - p(a))):o . (2.3)

Como 74, (F) & um espago vetorial, temos

(%)m € Vs, (B).

J=1

Dai,

de onde segue que
(P(Aa+ xj) — P()\a));il € v(E).

Entdo, P ¢é 7,5, - somante em Aa e, portanto, P & v,,, - somante em o + (D, €;a).
Logo, segue de (2.1) que P ¢ 7, - somante em (a, ..., a).
O

Podemos também obter um resultado mais forte que o anterior.
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Proposicao 2.1.5. P € plev) (ME; F) se, e somente se, P é 55, - somante em todo

Vs,s1

ponto (ay,...,an,) € £ X X E.

Demonstracdo. Suponha que P é Vs.s, - somante em todo ponto (ai, ..., a,) € Ex X E.
Sejam a € E e (1;)32, € 7., (). Note que,

(P(a+a;) = P(a)i, = (P((a+a)™) = P(a™) ",
e sendo P Ys,s; - somante em todo ponto (ai, ..., a,) € E X o E, entao,

(P(a+x;) = P(a));Z, €7(F).

Suponha agora que P € ngz)l (ME; F). Sejam (ai,...,ay,) € Ex " x E e

(x?) € Vsy, ¢ = 1,...,m, usando a Férmula de Polarizagao com zy = 0, temos
j=1
(P <a1 —|—x§1), e O +x§m)> — P(ay,. .. ,am)> =

S (o[ Set) ) (£ )

e;==%1 i=1 i=1 =1 j=1
s (¢S ) (5]
€;==*1 i=1 i=1 i=1 j=1
Como 74, (F) é um espaco vetorial entao <Z eixg»i)) € 75, (E). Uma vez que Z €a; €
=1 j=1 =1

E e sendo P € P (mE; F), podemos concluir que

Vs,s1
(]5 <a1 + x§1)7 e Oy x§m)> — P(ay,... ,am)> € vs(F)

para quaisquer (ay, ..., a,) € Ex -~ -x Ee (xgl));’il €V, (E),i=1,...,m. O

O proximo resultado serd muito 1util na prova da caracterizagao dos polinémios

Vs,s;-SOmantes na origem.

Lema 2.1.6. Se Pe P,

e, (MES F), entao existe uma constante C' > 0, tal que

[CZENI

: <C H(xj)oo

Jj=1

(2.4)

’YS(F ,751(E)
sempre que ()22, € Vs, (E).

Demonstragdo. Suponha que P € P, ("E; F) e tome ()52, € 7, (E£). Da Proposicao

2.1.4, segue que P é absolutamente Vs.s1m s, -s0mante na origem. De [57, Proposicao 2|,
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existe C' > 0, tal que

P(x)™ <C H )0 .
H( (#;) )Fl vs(F) SUE 1 (B)
Entao,
Pz <CH o0 .
|Pe, o SClenml

]

No proximo resultado, caracterizaremos os polinémios m-homogéneos 7, 5, -somantes
na origem por uma desigualdade, o que nos permitird extrair uma norma para o espago

P, (ME;F).

Proposigao 2.1.7. Sejam m € N, 4 e 75, classes de sequéncias. As segquintes condigoes
sao equivalentes para qualquer P € P(™E; F):

(a) P 6 P’Ys,sl (mE’ F))

(b) O polinémio m-homogéneo induzido

A

Py (B) = 7s(F)

dado por P ((z)52,) = (P(xj));il estd bem definido e € continuo;

As condigoes acima implicam a condi¢ao (c) abaizo, e elas sio todas equivalentes quando

as classes de sequéncias s e s, sao finitamente determinadas.

(c) Existe C' >0, tal que

| P,

Para todos k € Nex; € B, j=1,...,k. Nesle caso,

| P|| = inf{C; (2.5) ¢ satisfeita}.

Demonstracao. (b) = (a) é imediado da definicdo de polindomio m-homogéneo s -
somante na origem. (a) = (b) suponha que P € P,  ("FE;F). Segue imediatamente
da definigao de P, | (™E; F) que P esta bem definido. Mostraremos que P é um polino-
mio m-homogéneo continuo.

Uma vez que P € P, ("E; F), segue da Proposicao 2.1.4 que P é uma aplicacao

multilinear 7, ,,m s, somante na origem e, portanto, podemos considerar a aplica¢ao m-

1

linear induzida por P introduzida na demosntragio da [57, Proposicio 2]

(P) 7 (B) x 2 x 74, (B) = 3 (F)
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dada por
5\ M\ @\ \ _ (»(,0 (m)
(P) (@. )7 (o )jzl)_@(mj ™).

Uma vez que P ¢ a Gnica aplicacao multilinear simétrica associada a P, podemos concluir

() ((@)") = P (@)

Ao, A A =\ A . ~ .
Portanto, P é um polinémio m-homogéneo. Sendo (P) uma aplicacao continua e os

que

espacos envolvidos serem de Banach, mostrado em [57, Proposi¢do 2|, podemos ver que

e G (U=

Segue do Teorema 1.1.15 que P ¢ um polinémio m-homogéneo continuo.
(b) = (c) é imediata do Lema 2.1.6.

(¢) = (a) é consequéncia imediata das classes de sequéncias 7, e 75, serem fini-

A

P ((%);.11)

Vsq (B)"

H (Ij)ﬁl

<oy

Vs

tamente determinadas. Também é facil perceber que

|P|| = inf{C; (2.5) & satisfeita}.

0
Observagao 2.1.8. Podemos definir uma norma em P, | (mE; F) pondo
m(P) = [P
para cada P € P, ("E;F), ©(P) = |P||. A prova que w(-) é uma norma € imediato

dos dois sequintes fatos:

1. A aplicagio (T): Proo, (MESF) = L (75, (E);vs(F)) dada por (]5) = P ¢ linear sobre

o corpo K.
2.0 - || € uma norma em L (s, (E);vs(F)).
O proximo lema é crucial para provar o primeiro teorema desta secao.

Lema 2.1.9. Se P € 77560) (ME; F) ea € E, entdo, existe uma constante Cy, > 0, tal que

5,51

|(Pla+a;) - Pla))?

j=1

<C, (2.6)

'Ys(F) o

<1.

para todo (x;)7° | € s, (E) com H(xj)oo
J Vs1 (E)

J=1

Demonstragdo. Como P € P, _ (™E;F), da Proposicdo 2.1.5, segue que Peé Vs,s1m 51"
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somante em todo ponto. Uma vez que,

H ( (CL 'r]) (a))]_—l V.Q(F) ( ((a x]) ) (a ))le "/S(F) ) ( 7)

segue do Lema 1.6.2 que existe C, > 0 tal que,
F) \m p m :4: < Ca 28
) ( ((CL LE]) ) (Cl ))]:1 %( ) — ( )

o0
j:

sempre que (xj);’.il €75, (F) e H(x]) L

< 1. Portanto, de (2.7) e (2.8) segue que
Ysq (E)

|(Pa+a5) - P

=1

para todo (xj);il € 75, (E) com H(xj);il

<1
[l

O proximo resultado, como feito na Proposicao 2.1.7, é uma caracterizagao por
desigualdade dos operadores em ngz)l (ME; F). O argumento que usaremos na prova do
proximo teorema ¢ uma adaptacao do argumento original de M. Matos, introduzido em
[38].

Teorema 2.1.10. Seja P € P(™E; F). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. Pe P (mE; F);

Vs,s1

2. O polindomio m-homogéneo induzido
7]73,31 (P) G — 75<F)

definido por
o (P) (b @)321) ) = (P(b+25) = PO

estd bem definido e é continuo. Além disso, existe C' > 0 satisfazendo

[po+op—ponz| <o (bi+ @], ) @

para todos b € E e (xj);)il € v, (E);

3. Existe C' > 0 satisfazendo

[Po-sa = Py | < (1o + ey

Vsq (E)>

para todosn € N e xy,...,x,,b€ F.
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Demonstragao. (2) = (3) é imediato. Como as classes de sequéncias envolvidas sao
finitamente determinadas, segue imediatamente que (3) = (1). Portanto, nos resta apenas
provar que (1) = (2).

Seja G = E x 7y, (E). Para cada P € 73%1)1 (ME; F), considere a aplicagao

7775,51<P)3 G — vs(F)
definida por
Mo (P) (0 (@1)321) ) = (Po+35) = PO)),

Segue da defini¢ao de polindmio m-homogéneo absolutamente 7, 5, -somante em todo ponto
que 7,, , (P) estd bem definida. Mostraremos que 7, , (P) é um polinomio m-homogéneo.

De fato, foi mostrado no [57, Teorema 2|, que podemos considerar, para cada

(ev)
Te]] (Ei,...,En; F),

Vs,51,.,5m
a aplicagao m-linear continua

O(T): Gy X -+ X Gy = 7s(F),

onde G; = E; X v,,(E;), i = 1,...,m, dada por

O(T) (al, <a:§.1)> e, Oy, <a:§.m)>j:1) = (T <a1 + x§.1), B x;m) —T(ay,... ,am)) 4

Jj=1 J=1

Uma vez que P € P»(vasl (™E; F) segue da Proposicao 2.1.5 que P € H(fv)l (ME; F), assim

e (P) (00030 ) ) = (PO )™ = PO, = (P ( (b )32,) ")

Mostrando que 7,, . (P) ¢ um polinémio m-homogéneo. Para mostrar que 7, , (P) é

continua, iremos considerar, para todos k € N e (z;)°2, € 75, (F), o conjunto

< k}
vs (F)

Note que, o conjunto Fk7(m].);-;l é fechado para todos b € F e (:EJ) 1 € By, (;)- De fato,

Frayz, = {b eL: ’ Moo, (P) <<b> (%‘)?11))

para cada n € N, sendo

temos

xJ)J 1 ﬂ Fk xJ)y 1’ (210)
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o

Agora, para cada (xj)jfl € B,, (g), e fixado k € N, podemos definir
Dy: E — [0,00)

dada por

’YS(F)

Dilb) = || (P +25) = PO}

J=1

Usando a Proposi¢ao 2.1.5 e seguindo as mesmas ideias de [57, Teorema 2|, segue facil-

mente que Dy ¢ uma aplicagao continua. Assim, cada Fj, ;) € fechado, pois
b ]:

Fotepyr, = Dy (0, 4])

e de (2.10) segue que Fj, (5= ¢ fechado.

Fr = ﬂ Bz, -

(%)721€8 ()

E:Uﬂ

keN

Facamos

Pelo Lema 2.1.9, temos

e usando o Teorema da Categoria de Baire, existe ky € N tal que Fj, tem interior nao

vazio. Seja b um elemento no interior de Fy,. Assim, existe 0 < e < 1 tal que

sempre que [lc — bl| < € e (z;)72, € B, (m)- Note que, se

(o)<

e (P) (e (1))

< ko (2.11)

vs (F)

dai
v<eeHx4(?i’ <e< 1.
ol <ce Jazm,
Entdo, por (2.11) temos
e () (b0 @) |, <o

Assim, 7, . (P) é limitado em uma bola aberta de raio € centrada em

(b, (0)32,) € G,

Jj=1
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e, portanto, concluimos que 7,, , (P) é continua. Daf,

Mesy (P) ((b (2 >§11>) 7 (F)
< P (100 o)

Observagdo 2.1.11. ||n,,, (P)|| = inf{C > 0;(2.9) € satisfeito}. De fato, de (2.12)

temos
Vs1 (E)>

inf{C' > 0;(2.9) ¢ satisfeito} < ||n,.. (P)||- (2.13)

[P+ - PO, (2.12)

v(F) ’

]

[Pos = PO < 2 (1004

assim,

Por outro lado,

I P = sup o, (P) (b))
(s, | <1 ()
= s ||+ - PO
TSI ’ 7=
< sup (HbH + H €T )
(5,622, ) || <1 i) i= 1 Ve (E)
< C.

Portanto, concluimos que

|7..., (P)|| < inf{C > 0; (2.9) € satisfeito}. (2.14)
De (2.13) e (2.14) segue que

|75, (P)|| = inf{C > 0;(2.9) ¢ satisfeito}

e o infimo € atingido.

Corolario 2.1.12. O infimo das constantes C > 0 satisfazendo a desigualdade (2.9)

define uma norma sobre PA(YS}S)I (ME; F), que serd denotada por w()(-).

Segue da observacao anterior que, para qualquer P & P§:2)1 (mE; F), podemos
escrever ) (P) =, (P).

Uma maneira alternativa de construir uma norma no espaco dos polindomios ho-
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(ev)

5.5, s Seria considerar a classe

mogéneos associado a ]

731—[(51,) = {P e P, Pé Vs,5,-somante em todo ponto} )

Vs,s1

e considerar a norma herdada do ideal das aplicacoes multilineares Hf;’l), isto é,

Vs,sq

1Pl () = Hp”ngesvzl =\ (P).
A vantagem desta abordagem, é o fato que ja estd bem estabelecido na literatura ([10,
pagina 46|) que esta classe, com esta norma, é um ideal normado de polinémios homoge-
neos.
Mas, entdo, surge a seguinte questdo: qual a relacdo entre as normas 7" (P) e

Pl - ? A resposta a esta pergunta é dada na proxima proposi¢ao:
Vs,s1

Proposicio 2.1.13. A norma 7(®)(-), definida no Coroldrio 2.1.12, satisfaz a relagdo

7€) (P) < Wgem (P) < m_ﬁ@v)( P),

81 m!

para qualquer P € P (ME; F).

5,81

Demonstracao. Utilizaremos, no decorrer desta prova, as mesmas ferramentas que apare-

cem na demonstragao de [57, Teorema 2|. Se P € plev) (™E; F), entao, pela Proposicao

Vs,sq1

2.1.5, P é 7, -somante em todo ponto. Desta forma, para qualquer (mj)jil € 75, (F) e

a € F, temos

|Pate) - Pz =P+ -Pam)?,

Jj=1

vs (F)

751(E)) ’

Para a outra desigualdade, considere G = E x v,,(F) munido com a norma da
soma e P: ng”)l (E™ F) — L(G, .., G;vs(F)) definida por

(o )) o (o ()

— (T (al +x§-1), e O +:1:§-m)) —T(ay,... ,am)>

<7 () (hall + )2,

(e
Vs

disso, segue que 7 (P) < Wsyi?g)l (P).

By
S

o0

j=1

Note que, para quaisquer (xﬁ”) €, (E)ee==x1,i=1,...,m, temos
j=1

(elxgl) + -+ emx(m)> - €74 (E)

J -
J_
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o0

?

Em [57, Teorema 2|, se estabelece que 75! (P) = ||®(P)]|, dai

<elx§-1) + -+ emx§-m)>

S ‘

i1
J Vsq (E)

- ~ 1)\ oo m)\ oo
[e@) = s [|R(P) (o (@D
(ai’<x§'”>g‘:1) GSl
= s [P a2 = Pl an))E
() vs(F)
a;,| x: <1
( “( J >J 1) ’Gi

< o P > <P<€1(“1+I§1)>+"'+em(am+x§m)>) )Oo
- 2Mm ((l'u( g“) ) ’ <1 e==+1 (61(11 I Gmam) ll
Jj=1 a S
1 m m o0
~ ompl S“E Z 7773,31(13) Zekak, <Z 6k$§/’€))
(ai7<x§l)>j:1) ‘Ggl e;==x1 1 = . .
1 m m %) m
S S sup Z 170, P | D eran, (Z ekmgm)
(ai’(xél)%:l) ’GSI o k=1 k=1 ) .
e, el< | (1 N
— m! sup ai, ( %) -
H(CL’(JCS)):J ‘GSI G
= 2 e (P

onde a funcgdo 7, (P) foi definida na prova do Teorema 2.1.10. Portanto, segue da
Observacao 2.1.11 que
ﬂ_ev(P) < e (P) <

Vs,s1

O

Esta proposicao estabelece uma relagao entre 7¢(-) e 72 (). Contudo, é im-
Vs,s1
portante notar que este resultado ja era esperado, uma vez que, existe uma desigualdade
bem conhecida na literatura que estabelece uma relacao entre a norma dos polindmios
m-homogeéneos P e a norma das aplicagoes multilineares simétricas associadas a P, a
saber
1P| <

mm
<P,
m:

Essa desigualdade foi mostrada em |39, Teorema 2.2 (para mais detalhes, ver [39, Exemplo
21)).

Enfatizamos também que o resultado apresentado no Proposicao 2.1.5 é muito



31

pertinente, pois, juntamente com o |57, Teorema 3| e com a Proposi¢do 1.3.5 nos garante
que 7353”3)1 ¢ um ideal de polindmios homogéneos. Precisamos agora mostrar que este é um
ideal de polindmios homogéneos normado e completo (Banach), com a norma 7¢(-).

Para a proxima proposicao, utilizaremos a notagao:

Vs1 (K) Z Vst (K) (i> Vs (K)

com ¢ = 1,...,m, para significar que

Vs1 (K> (i> Vs (K>7 Vs1 (K) * Vs (K) (i> 7S(K)7 < Vst (K)m/ym (K) (i> Vs (K>

A proxima proposicao mostra que (¢?) (tdgm) = 1.
Proposigao 2.1.14. Seja idgm: K — K dado por idg(x) = 2™ e suponha que

1

Yor (K)- 7 (K) < 75(K)

comi=1,...,m. Entdo, 7 (idgn) = 1.

Demonstracdo. E imediato que idgm € P ("K; K). Também nao é dificil ver que
7 (idgm) > ||idg|| = 1. (2.15)

Resta-nos entao, mostrar a desigualdade contraria. Faremos isto para o caso em que

m = 3, o caso geral se faz de forma analoga. Dados b € K e (a:j);il € 75 (K), temos

| (b2 — iden ),

= | ((b+2;)* = %)

j=1

Vs (K)

= |[(b” + 3b%x; + 3baF + 2 — b°)

o
j=1

Vs (K)

= (3b2x]~ + 3bx§ + x?)ji

‘(%’);‘;1

Hlyax)

<3|%?| K)+3|byH(x§);;

3\ 00
7s(K) " H(xj)jzl

s s(K)

Como s, (K)- : s, (K) < vs(K) com i = 1,...,m, temos

2 3

o0

< 3o N

o
() (xj>j:1

|G b+ ) = i )32,

3
Vs1 (K))

+ 300l || )2,

Vs (K) Vsq (K Vs1 (K)

< (11+ [Jez,

e, entao,
7 (idg) < 1. (2.16)
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De (2.15) e (2.16) segue que 7" (idyx) = 1.

Para mostrar a completude, utilizaremos o seguinte resultado.

Lema 2.1.15. Seja E um espaco vetorial, F' um espaco de Banach e f: E — F uma

aplicacao linear e injetiva com imagem fechada em F. Entao, a aplicacao

[z B —[0,+00)

v [|f (@)l

define uma norma em E e o espaco (E, ||| z) € completo.

Demonstragao. Facilmente se verifica que ||-||; é uma norma. Vamos mostrar que esta

norma é completa.
Seja (xj)]o.il uma sequéncia de Cauchy em F, isto é, dado € > 0 existe jo € N tal

que

s — ayll < e

sempre que 7,5 > jo. Dali, para todos j, 5" > jo

1f(x5) = flz)llp <

de onde segue que (f(x]-));il ¢ uma sequéncia de Cauchy em F, que é completo por

hipotese. Portanto, existe y € F tal que
flz;) —y
quando j — +o0o. Como a imagem de f é fechada, existe x € E tal que
y = [f(x).
Dali,

2 =2l g = I1f (x5 = o)l p

= [1f () = f (@)l

Portanto, z; — x quando j — oo.

Para mostrar a proxima proposicao, necessitamos do seguinte resultado.
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Lema 2.1.16. Seja P € Pﬂ(yf?}s)l (ME; F). Entao, ®(P) definida na demonstragao de Te-
orema 2.1.10 é uma aplicacio m-linear simétrica, onde P é a inica aplicacdo m-linear
simétrica associada a P.

Demonstra¢ao. Ja sabemos que ®(P) é uma aplicagdo m-linear, veremos, entao, que ela

é simétrica. Sejam (bz-, (mE”) ) €eG,i=1,...,m. Assim,
j=1

para toda o € S,,. O

Proposicao 2.1.17. A aplicacio

Myew, : PO (MESF) — P ("G 7,(F)),

Vs,s1

onde G = E X v;,(E), dada por

Mo (P) (0 @)32) ) = (PO +a5) = PO,
é linear, injetiva e possui imagem fechada em P ("G;~s(F)).

Demonstragao. n,, . estd bem definida pela demonstracao do Teorema 2.1.10. Nao é
dificil ver que 7,, ,, ¢é linear. Mostraremos a injetividade de n,, . . Seja P € PA(,ZZ)I (mE; F)

tal que n,, . (P) =0, isto é

e, (P) ((b, (xj);il)) = (0)52, para qualquer ((b, (xj);’;)) € G.

Ja sabemos que,

oo (P) (0,032 ) ) = 2P (0, @)32) ")

para todo ((b, (:L'j)(;i1>) € G. Sabemos, também, de |58, Proposicio 4.0.8], que a aplica-

¢ao @ é injetiva. Do Lema 2.1.16, a aplicacao ®(P) ¢ simétrica. Dai, segue imediatamente

da Formula de Polarizacao que
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S e (8 (0 60)7))

(]

2mm‘ D et (P <Z€<< 5) 1)) =0,

e;==+1 i=1

para quaisquer (bi, <£L‘§Z)> ) eG,i1=1,...,m. Logo,
j=1

o(P) ((bl, (@”)j) . (bm, (x§m)):°1)) = (0)321,

para todos ((bi, (a:@> )) €G,i=1,...,m, implicando que ®(P) = 0. Da injetivi-
j=1

j
dade de @, concluimos que P = 0 e, portanto, P = 0. Assim, s6 nos resta mostrar que
Ths,s, tem imagem fechada.

e}

Seja (P, )J | uma sequéncia em 73% 2 (ME; F) tal que a sequéncia (1, (P'))j:1

converge para A em P ("G;v,(F)), isto é
.., (By) = Al — 0

quando 7 — oo. Dai,
M, (Fi)(2) — A(2)

quando j — oo, para todo = € G.
Note que

77%,51 (Pj) ((07 (:L", O’ 07 s ))) = (P](O + $Z) - PJ<O))2021 = (P](l‘), 07 07 s )
Denotando, para cada ¢ € N, m; a projecao na i-ésima coordenada, temos

lim Pj(x) = lim m(P;(x),0,0,...)

= }Lm m (77% 51 <PJ) ((07 (l‘, 07 07 Tt ))))
_ (]gm o () (0, (z. 070,..'>>>)

= m (A(0, (2,0,0,...))).
Assim, existe lim;_,., P;(z). Denotaremos por

P(z) = lim Pj(x).

J—00

Note que P esta bem definido e ¢ um polinémio m-homogéneo. O Teorema de Banach-
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Steinhaus para polinémios homogéneos (|5, Corolario 1.3.13]) garante que P é continua.

Vamos agora mostrar que P é 7, -somante. Sejam b € E e (z;)_, € 74, (E).
Para cada k € N,

[P+ - PO,

- (mngw+xa—hmf%®>k

j—o0 j—o0 i—1

S(F
vs (F) o (F)

= | lim (P;(b+ z;) — ;b))

d=e0 = ¥s (F)
— I , N:
——}gmmﬁn@mmﬂ)ﬁm

=||A (57 (xz);)

<141 (1ol + e,

Vs,s1

%I(E>) '

Portanto, P € 73%”5)1 (mE; F). Ainda mais, para todo t € N

m (A b, (2))) = m (nm o (P) (b <xi>§°1>)

Jj—o0

=T (Jli}l{.lo (Pj(b+z;) — Pj(b))fil>
= jli_>r(r>1o T ((Pj(b + ;) — Pj(b))zl)

= lim (P;(b+ z) — P;(b))

J]—00

= P(b+x;) — P(b).

Logo,
A (b (20)721) = My, (P) (0, (22),2,) -

Portanto, A pertence & imagem de 7, _ .

Corolario 2.1.18. O espaco 735,52)1 (ME; F) é completo na norma 7 ().

Demonstracao. Da Proposicao 2.1.17, a aplicacao

77'75,51 : P(ev) (mE7 F) — P (mG7 VS(F)) I

Vs,s1

dada por
Mo (P) (b (2)521) ) = (Po+ ) = PO),

é linear, injetiva e possui imagem fechada em P ("G;~s(F)). E, portanto, segue da
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observacao 2.1.11 e do Lema 2.1.15 que a norma

7 (-): P (ME; F) — [0, 00)
é completa, isto &, <P§evl (mE; F) ,We”(-)> ¢ um espacgo de Banach.
]

Teorema 2.1.19. Suponha que 7, (K)- - 75, (K) = 7s(K), i =1,...,m. Entao, (P(ev) e“)>

'75517

€ um tdeal Banach de polindmios homogéneos entre espacos de Banach.

Demonstragao. Sejam u € L(G;E), P € P("E;F), t € L(F;H) e a € G. Dado que
775:21 é um ideal de polinémios homogéneos , entdao, to Powu € 7755?1 ("G, H). Agora, se

(:zcj)j:1 € v, (G), entdo, segue da estabilidade linear de v e 7,5, que

H(topou(a+xj)—toPou(a))Jo.ilH%H < |1t H ula+ ;) = Pu(@)i |
= el (P (o) +utey)) = P @)

< == (P )(Hu M+ |t )2

Vs1 (E)>
751<G>) '

< el (Yol + |,

Entao, 73%7”3)1 satisfaz
w0 Pou) < [tl|x) (P)lu]™.

Portanto, <7D~§§,?1 , W(ev)(-)) ¢ um ideal Banach de polindbmios homogéneos entre espacos de
Banach.
m

2.2 Coeréncia e compatibilidade

Nesta secao, iremos estudar a coeréncia e a compatibilidade do par formado
pelo ideal de polindmios homogéneos y-somantes e o ideal de aplicagoes multilineares ~-
somantes (|57]). Este conceito foi introduzido na literatura por Pellegrino e Ribeiro em
[43] cujas defini¢oes foram apresentadas na Segao 1.4.

Denotaremos os ideais Banach dos operadores m-lineares absolutamente -, ,-
somantes e dos polindmios m-homogéneos absolutamente v, ;,-somantes em todo ponto
por (H:ﬁ”(?’), ﬂZf?()) e (P;fjs(f”); 7?””“6”(-)>, respectivamente. A razao disto é evidenciar
a multilinearidade /homogeneidade das componentes do ideal.

N
Iremos estudar a coeréncia e a compatibilidade do par (P;n () Hm’(ev)> com
=1

8,81 Vs,s1
o ideal ] |w .
S,81
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Observacao 2.2.1. Para quaisquer espacos de Banach E e I, temos que Hi(ef)(E, F) =
1,(ev A .
PN B F) = IL,.. (E;F).

Nas proximas duas proposigoes, iremos verificar as condigoes (CH1) e (CH2) da
Definicao 1.4.3.

Proposicao 2.2.2. Para cada T € H:ﬁtll’(w)(El, o B3 F) e (a1, ... amy1) € By X

- X Epy1, temos que
Tak(xly cey Lh—15 Tt ly - - - 7$m+1) = T<x1a sy Lh—1, Ok Th41s - - - 7xm+l)
m,(ev) )
pertence a H%’s1 (B, By 1, Ery1y .o Epys F) e

PN Tyy) < altHENT) ag.

Vs,s1 — F‘/s s1

Demonstracao. Sejam T € HZtll’(ev)(El, oy By F)y (a1, ooy amar) € By X oo X By

e (xé”) X € 75 (Fy),comi=1,... . k—1,k+1,...,m+1. Faremos apenas o caso k = 1.
J:

Os outros casos sao similares. Para cada b; € E; e <x§’)) €V (Ey),1=2,...,m+1,
j=1

considere a sequéncia nula <$§1)) € ¥, (E1), isto &, z; =9 para todo j € N. Entao,
j=1

(Tal (bg + ZL‘§-2), c. bm+1 + ZE(m+1)) ,I'a1 (bg, c. 7bm+1)> -
J:
T T A (T .,bm+1)> _eu(p).

=

— (T(al—i—x bg—{—x2)

Assim, Ty, € [[™)(Ey, ..., Ems1; F). Além disso, temos

Vs,s1
H (Ta1 (b2 + ZL';Q), R bm-i—l + x§m+l)) - Ta1 (b27 (aS) bm-i—l)) .
I=Hlyy(p)
H CL +l’ b2+fL’ ) ..,bm+1+l‘§~m+1)) —T(Cll,bQ,...,bm+1>
7= by ()

Vs1 (Em)>

< wn (D) <Hbgll + ‘

)"
(x] j=1

) (Hbm—HH +
'Ysl(El)

wrON(T,,) < At HENT) a).

Vs,s1 — ’Ys s1

( (m+l)>
7=1

e portanto,

Proposicao 2.2.3. Para cada P € P;r:tll “mHE F) ea € E, temos que

P,(z) := P(a,z, ™., x)
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pertence a 73% . VME F) e

T e(Py) <t (P)all.

’Ys s1

Demonstragdo. Sejam P € 77;';1_11 ) (mHE F)ea € E. Para quaisquer b € F e (75)72, €
vs, (F), segue da Proposigao 2.1.5 que P & absolutamente Vs,s,-somante em todo ponto de
E x -". x E. Novamente, considerando a sequéncia nula, isto ¢ (Y);21 € 751 (E), tal que
y; = 0 para todo j € N, temos

(Pa(b+ ;) — Pa(b));2

j=1

:(P(a—l—yj,b—i—:cj,.m.,b—i—xj)—P(ab m, b)) E"}/S(F)

Assim, P, € 7)733 (mE F) e, além disso,

|(Pato - 25) = Pa))

j=1

< azrre(lal (10l+ o),

%1<E>> ‘

vs (F)

Portanto,
7 (P,) < m O (P

'Ys s1

]

As proximas definicbes contém importantes propriedades que serao usadas para
verificar (CH3) e (CH4) da Definigao 1.4.3.

Definicao 2.2.4. Sejam E um espaco de Banach e v, uma classe de sequéncias. Dizemos
que a classe de sequéncias v, é K-fechada quando, para qualquer (Ij);il € v (K) e

(45);21 € 7s (B), a sequéncia (2;)22, € 7 (), onde z; = z;y;, e

H (/21‘)?11

<@z e

7s(E) 75 (K) H vs(E)

Definigao 2.2.5. Sejam v, e 7, classes de sequéncias. Dizemos que 75 € 75, sao finita-

mente coincidentes, quando v,(E) = v, (E) e

Sk

¥s(E)

para qualquer espaco vetorial de dimensao finita F.

Exemplo 2.2.6. As classes de sequéncias £,(-), €,(-), £77(-) e £¥(-) sdo K-fechadas e
finitamente coincidentes com ¢,(-). Para ilustrar, utilizaremos as classes de sequéncias
£7() e £p(-). A prova que £;'(-) é finitamente coincidente com £,(-) pode ser obtida através
da Observagdo 2.2.4 e da Proposigao 2.2.9 de [41]. Mostraremos que ('(-) é K-fechado.
Com efeito, sejam 0 < p < oo, £/ um espago de Banach, (z;)%2, € £;(K) = {,(K) e
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(y;)52, € £)(E). Uma vez que, para todo ¢ € £/,

Z lo(ajy5)| (Z Ix]|p> (g Isﬁ(yj)l”> < 00,

temos (z;y;)72, € £, (K) e que

< H(Ij)il »

H(‘ijj>§il H(yj);il

Y
w,p

w7p

o que completa a demonstracao.

Observacao 2.2.7. Nas duas proximas proposicoes, iremos assumir que a classe de

sequéncias s € K-fechada e que 7y e 7y, sao finitamente coincidentes.
Proposicao 2.2.8. Sejam T € H (ev) (EI, o, Eni F) ep € E L, entio,

m+1,(ev)
SOTGH (Elv"'aEm-‘rl;F)

Vs,s1

Tt (T < lellmi ().

Vs,s1

Demonstra¢ao. Faremos somente o caso m = 2. Os outros casos sao analogos. Sejam
. oo
T € Hi’s(jf)(El,EQ;F), p € Eye (a;;»z))' 1 € v, (F;), a; € E;y i = 1,2,3. Como 7, &
k) ]:
linearmente estavel, K-fechada e as classes 7, e 7, sao finitamente coincidentes, segue
que

o0

(ng (a1 + m , Qo + x( ) ,as + x(?’)) ©T (ay, as, CL3>)
j=1
o(as) (al, T; >> + (go(ag)T <x§1),a2>> - + (g&(ag)T (x§-1),x§2)>> o+

Jj=1 Jj=

# (o ()T (ana?)) L+ (0 (87) 7 () L+ (o () 7 (57057)) L+

(90( 3)) a17a2)>oo € 7s(F)

Jj=1

e que

o

<90T (al + 965-1), az + 935-2), az + $§-3)> — ¢T(ay, az, a3)>

J=1 'YS(F)

A
N
~
/N
o

-
8
oL~
»
N———
N———
o
8
I
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Vs (K)

I e (Has\l q
VSl(EQ)

( (3)
J :

<r2(T) ay | \

2T as \ (") el <Ha3\| + \ () ) +
3=l (1) Yo (Bs
2,(ev) O\~ @)\ (3)
s (T)‘ (l’j )j:1 <:cj >j:1 ol <||Q3H + ( Tj )4:1 > +
’Ysl(El) 751(E2) J 781(E3)

ev 3)\ >
+r2(T) el | (2)
3= s, (B3)

3
= pll2e(T) (H (nazn + \ ()
i=1 B

> - ||a1||||a2||||a3||) :
'\/sl(Ei)

Consequentemente,

[e.9]

H (ng <a1 + x§-1), as + xf), as + $§3)) — T (ay, as, a3)>

3
< gl ) [ (Haz||+ (7). )
J= 751(Ei)

i—1
De onde segue que T € Hi’s(‘;”)(Eh Ey, E5; F) e

3 ,(ev)

'ys s1 (QDT) < ||SO||7T’YS s1 (T)

Jj=1

]

Proposicao 2.2.9. Sejam P € 73% o (mE F)egp e E'. Entio pP ¢ pjz:rll ev) ("B F)

TN (O P) < [l

Vs,s1

“(P).

Demonstra¢ao. Faremos apenas o caso m = 2. O caso geral é analogo. Sejam P €

Pg;?ff)(QE, F), ¢ € E' e (2;)%2, € 7s,(E). Para qualquer a € E, como 7, ¢ linear-

mente estavel, K-fechado, v, e 7, sao finitamente coincidentes e pelo Corolario 2.1.5

Pc Hi(ef)(QE, F), temos,

(pPla+z;) — pP(a)Z,
= (p(a +z;) P (a+ ;) — p(a)P(a))::
= ((p(a + x]-)P (a+zj,a+x;) — gp(a)P(a, a));il
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=2 (p(a)Pla,zy)) - + (p(a) Pxj,2))) )+ (plx) Pla, ) 7 + 2 (o) Pla, ;) 7 +
_, €7s(F).

Logo, (pP(a+z;) — pP(a)), € 75(F) e assim, pP € 793;,(51”) (*F; F). Além disso,

[P tara)—er@i|
= QH(%O(G)P(G,%))J—l ®) H@( )P(,25)) -, +H 7)Pla0)) 2, )
+2H(gp(xj)]5(a,x])) 1 + H & P(xj’%))jol s (F)
=2 H(P(a,xj)) =Hlyo(r) (\go(a)] - H(90<1'j))§11 'Ysl(K)>
+HGw%%»f1MF(W@H+Wﬂ%»ﬁ1M®)+WP“aHH el w
Como HPH < 51)(15) temos
[P (a2 —eP@)2,|
<m0 (Pl (3|| ()] 3l D) o +H<so<xj>>§‘;1 11@@)

< w2 (el (llal + otz

3
%1<K>) '

Portanto, () (o P) < ||¢||72 ) (P).

551

Pelas Proposigoes 2.2.2, 2.2.3, 2.2.8, 2.2.9 ¢ 2.1.5 o par
Pm,(ev) m,(ev) m,(ev) m,(ev) >
Vs,s1 @ (> ’ H'Ys 51 ’ 7-‘.75»51 ()
’ m=1
é coerente com (3 = f5 = 3 = 1. Portanto, podemos concluir de [43, Observacao 3.3|

que o par
m,(ev) *
m,(ev) _—m+1,(ev) /. | | m,(ev) (.
<<P%’Sl T ( )> ’ ( Vs,s1 ’ﬂ—%,sl ( ))>

m=1
¢ coerente e compativel com J]
»S1

Este resultado seré enunciado a seguir em forma de teorema.

Teorema 2.2.10. Supondo que as classe de sequéncias s € s, sao linearmente estdveis,



42

K-fechadas e que vs e vs, sao finitamente coincidentes. A sequéncia

m,(ev) oo
m,(ev) _m+1,(ev) m,(ev)
((P'Ys,sl T > ) (H'YS,sl ? 7T'Ys,sl ) )

m=1
é coerenle e compativel com [, .
51

Vale a pena destacar que, para obter as provas das Proposicoes 2.2.2, 2.2.3 e 2.1.5,
foi suficiente as classes de sequéncias serem apenas linearmente estaveis. Contudo, para
demonstrar as Proposicoes 2.2.8 e 2.2.9, foi necessario o acréscimo de propriedades extras
sobre as classes envolvidas; mais especificamente, as classes de sequéncias precisam ser
finitamente coincidentes e a classe de chegada precisa ser K-fechada. Estas condi¢oes nao
apresentam uma grande restricao ao nosso trabalho, pois, a maioria das classes estudadas

na literatura satisfazem esta propriedade.

2.3 Algumas aplicacgoes

Para qualquer espaco de Banach FE, denotaremos por (,(E),{,(E) e £;)(E) os
espacos das sequéncias Cohen fortemente p-somantes, absolutamente p-somantes e fraca-
mente p-somantes a valores em FE, respectivamente. Em 2014, S. Karn e D. Sinha [34]
introduziram o espaco E;’”'d(E), o qual também foi estudado por G. Botelho, J. Campos e

J. Santos em [13], onde se estabelecem as seguintes inclusoes:
(,(E) C (,(E) C (3"Y(E) C l¥(E). (2.17)

A natureza de muitos operadores na literatura é "melhorar" a convergéncia de
séries. Por exemplo, podemos citar as aplicacoes absolutamente p-somantes que transfor-
mam sequéncias fracamente p-somaveis em sequéncias absolutamente p-soméveis. Pen-
sando nessa direcao, podemos definir varias classes de operadores que melhoram a con-
vergéncia das séries. Nos proximos dois exemplos, apresentaremos classes ja conhecidas,
que sao casos particulares da nossa construcao abstrata. Apresentamos também algumas
classes de operadores que ainda nao estao disponiveis na literatura, embora possam ser

facilmente obtidas através da construcao proposta neste trabalho.

Exemplo 2.3.1. Seja P(TZ”SU) o espaco dos polindomios m-homogéneos absolutamente
(p, q)-somantes e ngfgv) 0 espaco dos operadores m-lineares absolutamente (p, ¢)-somantes.
Para mais detalhes sobre esta classe, veja [4]. Dado que as classes de sequéncias envolvidas
£)(+) e £,(-) sdo linearmente estaveis, finitamente determinadas, finitamente coincidentes

e l,(-) é K-fechada, segue do Teorema 2.2.10 que a sequéncia de pares

m,(ev) m,(ev) o
((P(pm A lew2) (H(m) A H(ev>2<p,q>))

m=1
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é coerente e compativel com o ideal de operadores lineares absolutamente (p, ¢)-somantes,

denotado por [, .-

Exemplo 2.3.2. Seja Pc o espaco dos polindmios m-homogéneos Cohen fortemente
m,(ev)

p-somantes em todo ponto e ’CCohp o espaco dos operadores m-lineares Cohen fortemente

ohp

p-somantes em todo ponto. Para mais detalhes sobre estas classes, ver [24, 57|. Dado

que as classes de sequéncias envolvidas £,(-) e £,(-) s@o linearmente estaveis, finitamente

determinadas e finitamente coincidentes e, além disso, £,(-) ¢ K-fechado, segue do Teorema,
o0

2.2.10 que a sequéncia de pares <(Pclohp , m’(e”)) , <£7g(’)(}i?,7rgo’§i?))m:1 é coerente e

compativel com o ideal de operadores lineares Cohen fortemente somantes, denotado por

D

D

Note que, a classe dos operadores multilineares/polindmios homogéneos, definidas
nos dois exemplos anteriores, consideram aplicacoes que transformam sequéncias fraca-
mente p-somaveis em sequéncias absolutamente p-soméveis e absolutamente p-somaveis
em absolutamente Cohen p-soméveis. Contudo, devido as inclusées dadas em (2.17),
podemos apresentar diversas classes de aplicacoes multilineares e de polinémios homo-
géneos as quais ainda nao se encontram na literatura. Esta nossa abordagem estabelece

resultados interessantes para essas classes. Para ilustrar, consideraremos os exemplos:

(ev) P(ev

Exemplo 2.3.3. Denotaremos por Lmldp mid,p

as classes de aplicacoes multilineares
mid absolutamente p-somantes e polindmios homogéneos mid absolutamente p-somantes,
respectivamente. Tais classes sao caracterizadas por transformar sequéncias mid p-somduveis

em sequéncias absolutamente p-somdveis. Considerando v, = €, e 7, e como es-

__ pmid
= Ep

tas classes de sequéncias sao linearmente estdveis, finitamente determinadas, finitamente
coincidentes e {y(-) € K-fechada, entdo, essas classes satisfazem a abordagem abstrata

introduzida neste capitulo. Em particular, P ¢ um ideal Banach de polinémios homo-

mzd P

(sz(ev) Em,}(ev)) °
m=1

mid,p * ~mid,p

géneos e a sequéncia

€ coerente e compativel com ,szdp

Exemplo 2.3.4. Denotaremos por £7(jvmldp e P&evludp as classes de aplicagoes multili-
neares fracamente mid p-somantes e polinémios homogéneos fracamente mid p-somantes.
Tais classes sao caracterizadas por transformar sequéncias fracamente p-somdveis em
sequéncias mid p-somdveis. Considerando 7y, = Kz”d e Vs, = €, e como estas classes de
sequéncias sao linearmente estaveis, finitamente determinadas, finitamente coincidentes
e ﬁ;”d(-) € K-fechada, entio essas classes satisfazem a abordagem abstrata introduzida
neste capitulo. Em particular, qu(vev;“dp ¢ um ideal Banach de polinémios homogéneos e

a sequéncia
[e.9]
Pm,(ev) ()
w—mid,p’ ~w—mid,p mel
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ev)

¢ coerente e compativel com /Jw mid.p-

Exemplo 2.3.5. Denotaremos por E(c%;}f)kmidw CSU Coh.p’ P(Ces,zfmidp e Pfuef)cohp as clas-

ses de aplicagoes multilineares mid Cohen p-somantes e fracamente Cohen p-somantes
e polinomios homogéneos mid Cohen p-somantes e fracamente Cohen p-somantes, que
transformam sequéncias fracamente p-somdveis e sequéncias mid p-somdveis em Sequén-
cias Cohen p-somdveis, respectivamente. Considerando v, = é;’”d e Vs, = Ly ou ly() e
como estas classes de sequéncias sao linearmente estdveis, finitamente determinadas, fi-
nitamente coincidentes e (,(-) ¢ K-fechada, entio essas classes satisfazem a abordagem
abstrata introduzida neste capitulo. Em particular, PCoﬁzevmzdp e P Ef;)hp sao ideais Ba-

nach de polindmios homogéneos e as sequéncias

m,(ev) & m,(ev) m,(ev) &
<7DCoh mid,p’ ‘CCohfmid,p> el € (owcoh,jﬂ ‘waCoh,p> mel

1,(ev) e £17(ev)

sao0 coerentes e compativeis com, £Coh7midp w—Coh.p’ respectivamente.



Capitulo 3

(Generalizacao dos operadores multiplo

somantes

A teoria dos operadores miltiplo somantes, que tem sido extensivamente estudada
por diversos autores, dos quais destacamos |7, 11, 48, 49|, serve como prototipo para a

teoria geral a ser introduzida nesta secao.

Observacao 3.0.1. Os resultados contidos nas secoes 3.1, 3.2, 3.3 e 3.5 foram publicados

na revista Mediterranean Journal of Mathematics [54].

3.1 Operadores multiplo v, s, -somantes

Nesta secao, apresentaremos o conceito de operadores multiplo s 5, .
e mostraremos algumas de suas propriedades. Iniciaremos apresentando as nogoes de n-
sequéncias e classes de n-sequéncias para, entao, podermos definir o nosso principal objeto

de estudo.

Definicao 3.1.1. Dado n € N, uma n-sequéncia em um espago de Banach F é uma
aplicacao f: N*" — E. Isto é,

f(1s---yJn) = 4., para todos ji,...,J, € N.

~ . ~ [e.@]
A n-sequéncia f serd denotada por (xj, ;)% . ;.

E importante observar que, para n > 2, uma n-sequéncia nao ¢ uma sequéncia.
Por exemplo, dada a 2-sequéncia (xi,j)f'}-:p é inutil tentar exibi-la como uma sequéncia

quando se considera a seguinte ordenacao:

($1,1, T21,X3 15,212,022, L32y-+-,L13,L23,T33,.-. )

45
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Note também que uma n-sequéncia pode ser transformada em uma sequéncia de diversas

maneiras. Por exemplo, considere a 2-sequéncia (z; ;); jen dada por

1, se 1 é impar e qualquer 7 € N
T =
" 0, se1 é par e qualquer 7 € N.

Duas formas de tornar esta 2-sequéncia em uma sequéncia sao:
(1,0,1,0,...) e (0,1,0,1,...).

Agora, iniciaremos a construcao de nossa abordagem abstrata. Ao longo deste

capitulo consideraremos:

Coo (E, Nn)

=Ty )S X 0 para somente uma quantidade finita de ji,..., 7,
J1see0In ) J1yeesdn=1 J15-+5In

EOO (E’ Nn) = {(Ijlr--,jn)?i...,jnl; . Sup ’|Ij17---7j7L < OO}
J1y--Jn €N

com norma. || (z;,....j.)5% =1l = 5P, w2l

Definicao 3.1.2. Seja n € N. Uma classe de n-sequéncias a valores vetoriais, ou sim-
plesmente uma classe de n-sequéncia, s (-, N"), é uma regra que associa cada espaco de
Banach E a um espago de Banach 7,(E;N") de n-sequéncias a valores em F, isto é,
~s(E; N™) ¢ um subespaco vetorial do espago de todas as n-sequéncias a valores em FE com

as operacoes usuais, tal que:

1
Coo (E; Nn) C Vs (E; Nn) — €OO (E; Nn) e ||ek:1,...,kn| s (K;Nn) = 1,

o z A . . .
para todos ki,...,k, € N, onde ey, ., = (5, j.) . _, ¢ an-sequéncia definida por:

jlv"'v]n

17 s€ jlzkla"'vjn:kn

le 7"‘7j’71 L, .
0, caso contrario.

Uma classe de n-sequéncias 7, (-; N") é dita finitamente determinada se, para toda

n-sequéncia (xj;, j.) , a valores em ),

oo
JLyen=

(1)t €% (BN = s | (@) <o

150,Jn=1
ml,...,mnEN MARTERV D)

s (E;N™)
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e, neste caso,

— Sup (‘r . )mlv---7mn
(BN mneN ILsedn/ jy,.jn=1

o0
||(le7~“1]n)j1,...,jn:1 ’YS(E;N") .

Note que, o conceito de classe de n-sequéncias generaliza o conceito de classe de

sequéncias introduzido por Botelho e Campos em [12].

Exemplos 3.1.3. Alguns exemplos de classes de n-sequéncias finitamente determinadas

Sao:

(a) A correspondéncia E +— (., (F;N"), munido com a norma

(@1, gu )i jumtlloo = sup [z -
.717---7_7716N

(b) A correspondéncia E — £ (E;N"), 1 < p < oo, onde

6y (E;N") = {($j1,...,jn)§f ..... poti > e (@) [P < o0, Vo€ El}v

jlv"‘v.jnzl

munido com a norma H(Ijljn);’fh:ﬂ

1
wp 7= SUP ( > \w(mjl,..‘,jn)!p) :

o
l, (E;N") = {(% ..... i) et > P < 00}7

jlr--vjnzl

1
0 P
munido com a norma [|(z,,...5,)57, =1y = ( > ijl,“.,jan) :

jl"“?jn:l

(d) A correspondéncia E +— ¢, (E;N"), 1 < p < oo, onde
¢, (E;N")

(o]
= {(xj1,~~~,jn)jo'10,...,jn=1; > 1 Piin @) < 00, V(@) irinen € Ly (El%Nn)}

jl:"'mjnzl
1,1 .
com o + 5 = 1, munido com a norma
o

(21, ) e et lconp = sup > @i @)

(Pitein )y, jn:1eBé;;f(E';Nn)j1 77777 =1
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(e) A correspondéncia E +— E;”id (E;N™), 1 < p < oo, onde

mad LRI
6" (E;N")

= {(ﬁfjl,...,jn)?f,...,jnl; > lem(@ig)l?

m7j17~'-7jn:1

< 00, Y(om)m_ EE“’(E)},

munido com a norma

3=

o
(@1, i)y et [lmidp 2= sup ( > |90m(17j1,...,jn)|p>

(wm)ﬁ:IEB[%}(El) mvjlv"'?jn:l

(f) A correspondéncia E +— Ly s, (E;N"), 1 < p < o0, onde £y(sp) (E;N") € 0 con-

junto de todas as n-sequéncias a valores em E, (xj, 7j7l)j17---7jn:17 tal que z;, .

0 :
le”"’jnlev-“vjn para (le""’jn).?loz"'vjn_l E gs(p)/ (K N ) ( .717 »]n)‘?loa“-vjn:l e fé‘] (E’Nn) €
L1
sp) s p

Considere £p,(s p) (£;N") munido com a norma

o0

H(I‘jl,,]n>]1,,]n:l -

= lnf H (le,...,jn)jh...,jn:l

Cr
Ljrresind ji,jn=1

)
w,s

m(s;p) s(p)’

= T 0

onde o infimo é considerado sobre todas as representagoes x;, . 1redn Ty i

J1y- -5 Jn € N

sJn

Mostraremos que a classe dada no item (b) é uma classe de n-sequéncias finita-
mente determinada. E imediato que co (E;N") estd contida em (¥ (E;N") e que
l€ji,inllwp = 1. Seja (lew,’jn);i._,jn:l € (y (E;N"). Segue, do Teorema de Hahn-

Banach, que

1
o0 p
csup oyl = supsup f@ () [ < sup (> el )l ] < oo
Jlseees Jn €N Jlseees Jjn€N pEBER pEBE G1yeerfin=1
e, portanto, £}’ (E;N") < U~ (E;N™). Mostraremos, agora, que
(1) Tt € Oy (B3N = sup (g5, < oo

mi,...,mMn€

Seja (zj,,.j.)5, 5 —y €4 (E;N"), entdo,

mi,...,Mn %
sup || (@) fr ||, = sup SUP< > el jn)|p>

M1,...,Mp € mi,...mn€EN pEBE =1
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hSA

= sup < Z |90(xj17---7jn)|p>

B . -
$EDE J1yeejn=1

—= H (l’jlya]n);)lo’Jn:l Hw »

< Q.

A outra implicacao é imediata.
Uma outra definicao muito ttil é a seguinte:

Definigao 3.1.4. Dizemos que uma classe de n-sequéncias s (-, N") ¢ linearmente estével
se

(W), ga))sr . jumr € Vs (F5N) sempre que (z,,..5,);, 5 ) € 7 (E3N") eu € L(E; F),
e

[a: s (B;N") = 55 (F;N") || = [l
Onde 71 <('Tj17~~7jn)§1o,u-7jn:1> - (U(le ..... ‘7"));ia]n:1

Todas as classes de n-sequéncias apresentadas no Exemplo 3.1.3 sao linearmente
estaveis. Para ilustrar, mostraremos que a classe dada em (f) é linearmente estavel.
Sejam E e ' espagos de Banach, u € L(E; F) e (zj,,..5,)5 . ;=1 € lm(sig) (E5;N"). Entao,

77777 o )i =1 € LY (E5;N"), tais que, para
quaisquer ji,...,Jn, € N

le?"'?j’ﬂ - T]l)"'?]nwj17.--,jn :

Assim,
W(Zjy, ) = U (le,...,jnﬂﬂgl,...,jn)
= Tj1,ejn U (m?h--w]’n) :
Como E — (¥ (E;N"™) é linearmente estavel, entao, (u (x?l ]n))jf o1 € Y (F;N"™).
-

Logo (u(@jy,...ju))5r.. =1 € lin(sig) (F;N").
Agora, considere o operador induzido @: lp,sq) (E;N") = Cys,q) (F3;N") dado

por

~ 00 L ) ] fe’e)

u <(xj1 ~~~~~ jn)j17,,,,jn:1> T (u($]17-~-7]n))jh,,,Jn:l‘
Segue diretamente da definicao que @ estd bem definido e é uma aplicacao linear. Mos-

o
A . P . k o0 ~ . . n
traremos que 4 é continua. Seja <<x3'1~--,jn)j1,...,jn:1>kzl uma sequéncia em (s ) (£; N")
convergindo para (z;, ;)5 . _, tal que
J1seesdm j17.--,]n:1

~ k )OO ) ) 00
u ((xj17"'7j'n jl,...,jn:1) ? (Zjl""’]n)jlr~~7jn:1 :
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Como, para quaisquer ji,...,J, € N,

121, ll 2 < H(%,...,jn)f,,,,,jnzl

Y

m(s,q)

temos que (z¥ . ) converge para x;, _;, e, portanto, (u (x5 ;))," converge para
u(zj,,.j,) para todos ji,...,j, € N. Por outro lado, (u (x;“l]n))zozl converge para
Zj....j. Para todos ji,...,j, € N. Segue da unicidade do limite que

u (:L‘jl ----- jn) = Zj1,eedn th cee ajn eN

Z) ..... ju=1 — (Zjlr'wjn)(;f ..... jn=

grafico fechado. Logo, do Teorema de Grafico Fechado, @ ¢ uma aplicacao continua.

e entao, (u(xj,, . j.)) .- Portanto, 4 é uma aplicacao linear com

Agora, mostraremos que |lu|| = ||l
lull = sup fju(2)]| < sup |@w@s 2 =
llzll<1 (ac ) )oo <1 m(s,q)
J1seees In G1reees n=1 m(gqu)_
j— 5 B . S f— ¥
= ooSllp Uu ((1‘]1,.“,]77,)]'1’“,7‘7'“:1> Hm(s7q) - HUH
(35]1 vvvvv j")“ ..... Jn=1 m<5’q)§1

Assim, ||u|| < |Ja||. Por outro lado,

|al| = sup i <($j1""’j")f""’jn:1> Hm(s’q)
(x” ,,,,, jn)]'l ..... Jn=1 m(s,q)Sl
— OoSuP H(u (ley---vj"));f""’j"ﬂ m(s,q)
(zh ,,,,, jn)jl ..... Jn=1 ,,L(s,q)gl
< sup infH(le,...,jn);i...,jnzl s(q)’ ’(“ (Iglﬂn)):h:l ws
(21,0, jn)jl AAAAA Jn=1 m(s,q)Sl

onde o infimo na primeira desigualdade é tomado sobre todas as representacoes da forma

Tjyoin = lew.7jnI21,...’jn para quaisquer jy, . .., j, € N, com (75,5, )50, .21 € Loy (K;N™)
e (29, ]n)jf o1 € (¥ (E;N™). Como E — (¥ (E;N") é linearmente estavel, temos que
AR ey —
A . oo
@l < |Ju| sup inf H(le ..... jn);i.,,,jnzl sy (mgl""’j”)jlv'"vjnzlHws
o0 k)
(:le ,,,,, Jn)jl YYYY e Hm(syq><1
= u sup | @) = Tl
(le """ ]n)oo o Sl n m(sﬂ)
J15-in=1 m(s,q)

Daqui em diante, iremos supor que todas as classes de n-sequéncias envolvidas
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sao linearmente estaveis.
Vamos introduzir na préoxima definicao uma propriedade de simetria cujas classes
de n-sequéncias devem satisfazer para podermos definir os operadores multiplo vs s, s,.-

somantes.

Defini¢ao 3.1.5. Dado n € N, dizemos que uma classe de n-sequéncias s (-, N") é sime-

tricamente fechada se, para qualquer n-sequéncia (x;, . ;) jn—1 @ valores em [,

00
VAR

(leu“"jn)](?f,...,jn:l €V (E’ Nn) — (xjg(1)7~~-7jg(n))(]?f,...,jnzl €7 <E7 Nn)

_ . . oo
vs(E;Nm) H(xja(lw---ﬂa(n))117---%:1

9

oo
H(I]h---»]n)jl,---,jn:l} ~vs (E;N™)
S )

para toda permutagao o do conjunto {1,...,n}.

Exemplo 3.1.6. As classes de n-sequéncias listadas no Exemplo 8.1.8 sdo simetricamente

fechadas.

Daqui em diante, 7,,...,7s, serao classes de sequéncias linearmente estaveis e
finitamente determinadas e v, (-, N") serd uma classe de n-sequéncias finitamente deter-

minada e simetricamente fechada.

Defini¢ao 3.1.7. Seja n € N. Um operador n-linear continuo 7' € L(Fy,...,E,; F) é

dito multiplo 7,5, . s,-sSomante quando

(T (xﬁ),,xx))) € v (F;N")

jl:"'mjnzl

sempre que (a:ﬁ”) €7, (Ey),i=1,...,n.
=1

Note que a condicao de simetria da classe de n-sequéncias ~, (-, N") garante que
este conceito estd bem definido.

O conjunto de todos os operadores n-lineares multiplo 7, , ... s,-somantes de E; X
(Ey,...,E F).

Para munir este espaco com uma norma completa adequada, necessitaremos do seguinte

-+ X E, em F', claramente um espago vetorial, ¢ denotado por L7 .

Sn

resultado:

Lema 3.1.8. Sejam n € N, 74 (-;N") uma classe de n-sequéncias linearmente estdvel.

Para todo espaco de Banach E,

lzlle = 11(251,.. .53 =1 |

vs(E;N™)

comx € E, onde (xj,.. ;)5 . _, €an-sequéncia com x em uma das coordenadas e zero
¢ Jleessdn/ g, jn=1

nas demais posicoes.
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Demonstracao. Considere o operador linear continuo

uy: K— F
dado por u;(\) = Ax.
Sendo ki,...,k, € N, a posicao na qual z aparece na n-sequéncia ('ler--,jn)?il
com zero nas demais coordenadas, temos
(o)
o 01

- ||@(€k1,--.,kn) "/S(E;N")

< ||@|| ||€k17---7kn s (K;Nm)

= [z ||

= ||lzl&.
onde a primeira desigualdade é uma consequéncia de ~, (E; N") <i> (oo (E;N™). O
Lema 3.1.9. Sejam Eu, ..., E,, I' espagos de Banach e T € LT . S"(El, o B F.

Entao, o operador induzido

~

T s (Br) X o X s, (En) — s (F;N7)

dado por

P () ) = ()
< .le ji=1 :E.]n jn=1 le :an Jlremrjn=1

estda bem definido, € n-linear e continuo.

Demonstracao. E claro que T estd bem definido e é simples de checar sua n-linearidade.
Para provar que T' é continuo, usaremos o Teorema do Gréfico Fechado e a norma da

soma no produto cartesiano. Seja

(_1),k:>°° ( (n),k>°° =
((le j1:1 PR x]n jn:1 o1

uma sequéncia em g, (E7) X - -+ X 75, (E,) convergindo para

) )

A .k A ~
T ((J}gl) ) ' Sy (x§n) > ) — (Zj1>"'7jn)j1,...,jn:1 . (31)

k—o0

e tal que
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Entao, dado € > 0 existe ky € N tal que, para quaisquer k > kpet=1,...,n,

<

2Ok 40

Ji

E;

(i),k>°° _ ( <z’>>°°
( g Ji=1 g Ji=1 'Ysi(Ei)

1),k) > (n),k) ™ W\ )\~
< H ((% N )jnzl) - ((% ) (ol )jnzl)

Vsq (EI)X“.X’-YSTL (E”)

(),k

J

(%)

Assim, x — x;/ para todo ¢ = 1,...,n. Segue da continuidade de T" que

T (x(l)’k, e ,xg.n)’k) — T (:1:(1) e x(”)> ,

jl n k—00 jl ’ ) jn

para todos ji,...,j, € N. Por outro lado, de (3.1) podemos tomar k; € N tal que, para
qualquer k£ > kq,

HT (x(.l)’k, . ,:E(-n)’k> = Zj1,endn

In

F

(1):k m).k) )™ 0
5”( (% e Ly, )) l CTR PR

jlv"'vjnzl

(504" (=) " ) = Gy
A AN S | Tbednd usesgn=1

<€

para todos j1,..., 7, € N. Logo,

(1).k (n).k
T (le v &g, > 2 e
para todos j,...,J, € N. Consequentemente,

e 1M\ n)\ ™ _ (1) m\) ™ _ 00
g <(le )j11 Y (xjn >jn1) B <T <le e T >)j1,...,jn1 i S

provando que T' possui grafico fechado. Logo, do Teorema do Gréfico Fechado, T &

continuo. ]

A reciproca do Lema 3.1.9 é obviamente verdade, mesmo desconsiderada a con-
tinuidade do operador induzido. O proximo teorema serd bastante ttil, pois dele sera

extraida a norma que fara L7 . (E1, ..., E,; F) um espaco de Banach.

,,,,, sn

Teorema 3.1.10. Sejam Ei, ..., E,, F espagos de Banach e T € L(Ey,...,E,;F). As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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(a) T € L™ (Ey,...,En F).

D ERCI I sn

(b) Existe C > 0, tal que

) OAN @\~
(@)™ | selT|@E) e
¥s (F5N7) i=1 ¥s; (Ei)
sem, ()™ E),1=1
pre que ;") 167&( i), 1 .,
=
(¢) Eziste C > 0, tal que
mi,...,Mn n N
(T (x(»l), e ,x(»n))> <’ <JJ(~Z)> ,
H " " =t i 11 SR SES

Para quaisquer mq,...,my, € N e xy) ekE,i=1...,n.

Demonstragao. (b) = (c) é imediato e (¢) = (a) segue diretamente do fato de as classes
de sequéncias e de n-sequéncias envolvidas serem finitamente determinadas. Assim, temos
somente que provar (a) = (b). Para fazer isso, considere "€ L7~ (Ey,.... Eqy F) e

defina

,,,,, sn

~

T: ve (Er) X oo X s, (Ey) = v (F;N)

como no Lema 3.1.9. Por esse mesmo lema, T estd bem definido, é n-linear e continuo.

Portanto,

(1) )\ 7 (1) (n)
H(T(%,...,xjn))jh_ﬂjn1 - T((% )jl,_..,(xjn%n) -
’YS(FvN ) 75(F7N )
< |7 ( @)oo

Uma consequéncia do Teorema 3.1.10 é o seguinte resultado:

Corolario 3.1.11. O infimo das constantes C' > 0 satisfazendo (3.2) do Teorema 3.1.10
(Er, ..., B F), denotada por || - || om

..... Sn V8,81 5--38n

Demonstragao. Dado T' € L e (E1, ..., Ey; F), é imediato que

é uma norma sobre ,Cﬁ{ms .

17|z

V8,871,380 V8,87 5045 S

Sejam A € K— {0t e T € L7}~ (Ei,...,Ey; F). Por um lado,

H(AT(x;p,...,xgy))} | :|A|H(T(x;;>,...,x;:>)), |
Jiyedn=1 J1yeendn=1

s (F;N™) s (F;NT)
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Tl o)
<ITey,, . T (=)
i=1 Ji=1 vs; (i)
e assim,
T, . < WITles,, . 53

Por outro lado,

o0
A ()
HH

N
) H ( le x]" Jiseenjn=1

'Ys(FiNn 'YS(F§Nn)
@\~
<INTllep, L TTGES)
i=1 Ti=H s, ()
de onde obtemos que
AT es,, . < AT, (3.0
Portanto, de (3.3) e (3.4) temos que
I\Tles,., . = T,
O caso A = 0 é o6bvio.
SeT,R € L} - Sn(El, ..., En; F) entao,
() (el na))™
J0edn =L (7yNm)
(1) )Y\~ 1) )\
o] (CICTRED) M [ (TGRS
Jbdn= 2 iy (F3Nm) Jbdn= 2 g (F3Nm)
@\~
< (Iley,.. .., 1Ry, )TN (=)
i=1 ¢ vs; (E4)
Portanto,
T+ Rleg,, ., SWTleg,, ., +IRlen, .,
[

Lema 3.1.12. A aplicacao
L (B By F) — L(95,(Bn), -7, (Ba)i s (F5N7))

A

dada por (T)" =T, € uma isometria linear, onde T ¢ definido como no Lema 8.1.9.

Demonstragao. Claramente, a aplicagao (-)" é linear. Como T é uma aplica¢do continua,

segue que
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T ((”)OO ( (_">>°°
(xﬁ h=1’ ) =

v(FN™) Vs; (Ei)
Logo,
) (),
Joendn=Hly (i) 7=y, (B0)
e assim
ITllez, L < T-
Por outro lado, usando o item (b) da Teorema 3.1.10, obtemos
/ (1) ()}
T = sup T(( ]1) 1»"'7(%'”)‘1)
()™ < = =t/ Ny
it g T
sup (T (xﬁ), cee g?)) '
H <1 Ioeendn =l (P
" h—l vy (By)
Ty,
Portanto, ||(T)"| = |7 = 1Tl , - O
Proposicao 3.1.13. Sejam Ei, ..., E, e F espacos de Banach.
(a) ||T] < HTHLTS o, PaTa qualquer TecLy, - (B By ).
(b) (/Jz”” e (BB E) e ) é um espago de Banach.
5,8 sn 5,57 50015 sn
Demonstragao. (a) Seja T € LT~ (Ey, ..., Ey; F). Entao,
1Tl = sup  [[T(1,...,20)l|p
|zi||<1, i=1,....,n
(n)
e,
H (=) <1, i=1, 7 s (F5NT)
Vs; (E;)
< ||T||%sl ,,,,, .
(b) Seja (13),—, uma sequéncia de Cauchy em LI~ (Ej..., Ey; F). Pelo item
(@, -1 =<1 Mlem oy s DA (Tk)4—; é uma sequéncia de Cauchy em L(Ey,...,E,; F),

de onde segue que ex1ste T € L(F,...,E,; F) tal que

Mostraremos que T' € L7 (Br..., By F)eque ([T — Tl cm — 0. De

5,57 50005 sn
fato, como T), € LT (Ev..., En F), pelo Lema 3.1.12, ||T}|| = 1Tkllz,., .., - Assim,

,,,,,,
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(Tk)oo ¢ uma sequéncia de Cauchy em L (v, (E1), ..., Vs, (En);7s (F;N")). Consequen-
k=1

temente, existe A € £ (s, (E1), ..., 7s, (En);7s (F;N") tal que ||T}, — Al Tl 0. Dadas
(at(i)> €7 (B, i=1,...,n, defina
Ji=1

Ji
o L 1\ (n)\>
Wit )i o=t = A ((a:jl >j1=1 Y (xj” )jnzl) '

Entao,

X T

(1) )\ \* -
» < H (Tk (Ijl yeey Ly ))].17“"].”_1 - (yjl"‘”j")jl,-n,jn:l
= @=L
H( : )( le j1=l’ ’ x]” Gn=1

<IT AT | (=)
i=1 "

Portanto, T}, <x(1) - ,xgn)> LN Yj,...;, Para quaisquer ji, ..., J, € N. Assim,

s (F3N7)

s (F;N™)

Ji1o n

(1) (n)\ _
T (le R % ) = Y1, iin-

Logo,
0 (> o
Isto mostra que
1 n & n
<T<x§-1),...,x§n)>>‘ o € s (F;N"),
J1sees Jn=1
para quaisquer (xy)) € 7, (Ei), i =1,...,n e, consequentemente,
j=1

TeLrm (B ..., Ey F).

V$,81 50005 sn

Também afirmamos que 4 = T'. De fato,

) ) ) = (2 ()
(x“ ji=1 i Jn= L i Jyedn=1

= (yj17-~~7jn)_?f,...,jn=1
A (@) L)),
( x]l j1:1 :L']n anl

para quaisquer (chz)) € v, (E;),i = 1,...,n, em que resulta T = A, Como, para
j=1
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qualquer k € N, T}, e T' pertencem a LI . (Ey...,E,; F), temos

..... sn

T—TkE[,m

Vs$,875..418n

(By..., By F)
e, pelo Lema 3.1.12,

| T — Tyl e

RETERRTIE Sn

== -] - Ja-3]

Assim, Ty, converge para T em L E, ..., E,; F). Portanto, L (Ey...,E; F)

¢ um espago de Banach com a norma || - || zn | : O
A

R EN- TN 5n<

381500y sn

3.2 (L ol e,

o ) é um ideal Banach

A prova de que (Em Al zm

> ¢ um ideal de Banach de operadores
Vsi8150s sSn V8,87 50y sn

n-lineares, se divide em varias etapas. O primeiro passo foi apresentado na Proposicao
3.1.13. Antes de prosseguirmos para as proximas etapas, vamos apresentar uma condi¢ao
na qual as classes de sequéncias devem satisfazer para que nosso objetivo seja alcancado.

Dadas classes de sequéncias g, ,...,7s, € uma classe de n-sequéncias s (-; N"),

escreverernos
mult,1

Vs1 (K) © Vsn (K) — Vs (K; Nn)

se ()\g) e )‘g‘:)) o en(KNYe
J1yeendn=1

(1) n)\™
()™

sempre que (Ag“) €7, (K),i=1,...,n.
=1

s (K;N7)

mult 1

Proposigao 3.2.1. Suponha que s, (K) - - - 75, (K) vs (K;N™).  Entao, para quais-
quer Fy,...  E, e F espacos de Banach, ﬁ? (Ey,. .. ,En; F) contém os operadores

Treens sn

n-lineares de tipo finito.

Demonstracao. Considere o operador n-linear
B:Eyx--xXE, —F, B(xy,...,2,) = W (x1) - 0" (x,)b,
onde be F, " € E', r=1,...,n. Considere também o operador linear

FiK—F, f(A) = \b.

E imediato que || f|| = ||b]| e que f é um operador continuo. Dada <x§-T)> € Vs, (Er),
j=1
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segue da estabilidade linear de v, que (gp(”) (xg-r) > € 7. (K), para qualquer r =
j=1
1,...,n. Agora, como s, (K) - -, (K) e vs (K; N™), segue que
(6@ (#2) -9 (a2))" e
J1yesdn=1

e da estabilidade linear de v, (; N™), temos

(90(1) (l@p).__@(n) <x§">>b) | :<f<<p<1) <$§p)...¢<n> (:cﬁ”)))) € (F N
J1yeejn=1 Il Jn=1

Isso prova que B € 521751 7777 . (By..., By F). Como Ervns,sl

vetorial, concluimos que ele contém os operadores n-lineares de tipo finito. O

(Ey...,E,; F) éum espago

,,,,, sn

O proximo resultado prova a propriedade de multi-ideal.

Proposicao 3.2.2. Sejam F1, ..., E,,G1,...,G,, F e H espagos de Banach, t € L(F; H),

T € L'Q”SYSI ,,,, (B By F) ey € L(Gis By, i = 1,00 n. Entao,
toTo(uy,...,u,) € ‘Cvms,sl,,..,sn(le oo, Gy H)
e
[toT o (ur, o yun)lles . < NIT e unll- Juall

Demonstracao. Sejam (x(l)> € 7,(G;), i = 1,...,n. Como cada ~,, é linearmente
Ji=1

Ji
(uz- (:c?’)); € s, (E;)

parai=1,...n. ComoTGEZ;S1 (Ey1...,E.; F), temos

,,,,,,

estavel, segue que

(To(ul,...,un) (xﬁ),...,x;:)))oo € s (F;N").
j =1

Segue da estabilidade linear de 7, (+; N") que

<toTo(u1,...,un) <xﬁ),,m§f)>) € v (H;N"),
1vegin=1
sempre que (a:?) € 7, (Gi), i = 1,...,n. Portanto,
‘5=

toTo(uy,...,u,) € LY (Gy,...,Gn; H).

Vs$,81,.,8n

Novamente, da estabilidade linear de 75 (;N") e v, i = 1,...,n, temos

(e}
H(toTo (g, ..., Uy) (355?,,305?))

J1y--Jn=1

s (H;N™)
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_H(toTo(ul(xg,p),...,un(x;.y))), -
J1se-5In=

'YS(H;N”)
(G () ()T )
]17~-~7]n:1 ,YS(H;NTL)
< |l H (7 (wr (23)) 0w (25)))
jl,...,]nzl ,YS(F;N’VL)
S o () ()
o=l (Fimm)
<IN, TT (o ()
i=1 Ji= ’YSi(Gi)
< TN, ol el T (0)
i=1 Ji= 'Ysi(Ei)
Logo,
H(toT(uh...,un) (Iﬁ)7a$§:))> ,
J1yeenjn=1 ~vs (H;N™)
< NWTNes,,, ol el TT | (+0)
i=1 Ji= 'Ysi(Ei)

que completa a demonstracao.

Proposicao 3.2.3. Considere a aplicacao

Idgn: K" = K, Idgn(M, ..o ) = A1+ Ay,

mult,1

e suponha que v, (K) -7, (K) =" 74 (K;N"). Entao ||IdKnHE:ryﬂ;ySl 77777 . =1L
Demonstracao. Dados (Ag”) €7, (K),i=1,...,n, segue de
t/gi=1
mult,1 n
781(K) © Vs (K) — Vs (K; N )
que </\§-1) e Ag:?) o ernEKNY)e
]17---7_771:1
(e (s-42) - o)
"7 =1y (kN " gein =1 |, (ke
@\~
- H (Aj >j1 '
i=1 ¥s; (K)

Entao, ||/dgn ||£¢qul """" .. < 1. Aoutra desigualdade segue diretamente da Proposi¢ao 3.1.13
(a). O
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Combinando as Proposicoes 3.1.13, 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3 obtemos o seguinte resul-

tado:

Teorema 3.2.4. Sejam s, ...,7s, € Vs (3 N") classes de sequéncias e de n-sequéncias
mult,1

finitamente determinadas e linearmente estdveis. Suponha que v, (K) - - - 7, (K) —

vs (K; N™). Entdo (ﬁgﬁﬂ YYYY ol llem _ ) é um ideal Banach de alica¢ées n-lineares.

- mult,1

E importante observar que, a condigao s (K) - - - v, (K) "= ~4 (K;N™) foi
utilizada por duas vezes, uma prova das Proposicao 3.2.2 e outra na prova da Proposicao
3.2.3. Esta condicao é muito importante por estabelecer uma relagao entre a norma do
espaco de sequéncias vs,(K), ¢ = 1,...,n e do espago de n-sequéncias v, (K;N"). Note
também que, esta condicao nao representa uma importante restricao, pois muitas classes
conhecidas na literatura possuem esta propriedade.

Para comparar a classe de operadores que estamos analisando com a classe dos
operadores multilineares absolutamente 7, . s, -somante na origem a = (0,...,0) €

Ey x -+ X E,, introduzida em [57] e denotada por H% . (E1,..., E,; F), precisamos

da seguinte definicao:

Definigao 3.2.5. Dado n € N, dizemos que uma classe de n-sequéncias v, (+; N") é se-
quencialmente compativel com a classe de sequéncias vs(-) := 7, (-;N!) se, para toda
Ty gn)3ejnet € Vs (B N), temos (75)32 := (7. 5)52, € 7s(E) e

H(x]);il vs(E) S H(le ~~~~~ jn);i...,jn:1 vs(E;Nn)

Exemplo 3.2.6. Todas as classes mencionadas nos Exemplos 3.1.3 satisfazem a Defini¢ao
3.2.5.

Proposicao 3.2.7. Sejam F, ..., E,, F espacos de Banach e suponha s (-; N") sequenci-
(El,,En7F)CH El,...,En;F)

almente compativel com ~,(-). Entao L7 y (
5,8 5,87 5-455n

------ Sn

€
7T'Ys,sl,.4.,sn (T) S HTH£m

V8,81 5--58n

(El,,En,F)

,,,,, sn

para qualquer T' € LT .

Demonstracao. Dados T € L”{:ﬂ (B, ...,E F) e <x(’)) € v, (Fy),i =1,...,n,

segue diretamente da Definicdo 3.2.5 que (T (a;g.l), o ,mg."))). € 7s(F), dando-nos
Tell,, . (B... E;F)e

AAAAAA sn

T (e, a))
H< K Vo))

(1) m\\™
SH(T@_.._,%n))_ :
’YS(F) ]17"'7]77,-1

)
(xj j=1

s (F3N™)

< Tler. 1

=1
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provando que 7., . (T) < |[|T|zm : O

""" V8,81,--58n

Finalizamos esta secao apresentando outra consequéncia da Definicao 3.2.5.

Proposicao 3.2.8. Sejam 7s,,...,7s,classes de sequéncias finitamente determinadas e

linearmente estdveis, s (+;N") uma classe de n-sequéncias finitamente determinada e su-
mult,1

ponha que v, (+;N") é sequencialmente compativel com s(-). Se vs, (K) -7, (K) —
N 1
Vs (K N"), entao s, (K) - - - s, (K) <= 75 (K).

o0

Demonstracao. Dados (Ag”) € v, (K), i = 1,...,n, pela Defini¢ao 3.2.5 temos que

j=1
(/\(.1) o Ag.")) € 7,(K) e
j=1

J

3.3 Coeréncia e compatibilidade

Nesta secao, investigaremos a coeréncia e a compatibilidade no contexto multiplo
somante, porém, para cumprir este objetivo é necessario introduzir as classes dos polino-
mios absolutamente miltiplo somantes. Denotaremos a classe dos polinémios homogéneos
entre espacos de Banach por P. Dado um poliné6mio n-homogéneo P: E — F', denotamos
por P a tnica aplicacdo multilinear simétrica associada a P. Para mais detalhes referentes
a estas notacoes, ver |8, 43|.

Denotaremos a classe dos operadores n-lineares multiplo 7, , . s,-somantes por

m,n

Vs,s1
ideal.

A razao para isso é evidenciar o grau de multilinearidade das componentes do

Definicao 3.3.1. Dados E e F' espacos de Banach, a classe dos polinomios n-homogéneos

Vs.s,-somante é definida por

Pt = Pog = {PePiPeLyn ],

Vs,s1 Vs,s1

Como (/lz""”l, ||| g ) ¢ um ideal Banach de aplica¢oes multilineares, segue da
5,8 Vs,81
Proposicao 1.3.5 o seguinte resultado.
Proposigdo 3.3.2. (P"" | ||P|lpmn |, munido com a norma || P|pmn := HPH mn 5 €
Vs,s1 Vs,81 Vs,s1 L’Ys,sl

um ideal Banach de polindmios n-homogéneos.

Com o objetivo de provarmos a coeréncia, vamos exigir que as classes de n-

sequéncias possuam duas propriedades adicionais, a serem exibidas na proxima definicao.
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Defini¢do 3.3.3. Uma sequéncia (v, (;N") onde M € NU {oo} e cada 7, (- N") ¢
uma, classe de n-sequéncias, é dita ser:
(a) maltiplo regular com a classe de sequéncias 7, (-) quando a seguinte condicao for

verdadeira: para qualquer espago de Banach F, se ()\j)?il € 75,(K), i = 1,...,n e

. . . O\ -1 5 . . . )\
(a’J17---7]i—17‘7i+1,---Jn)jl7_._7ji717ji+17.__7]‘n:1 € ,}/S (F’N )7 entao ()\]iajlv--w]’iflvjﬁkl ----- J’Vb)jl,_.,7jn:1 S
vs (F;N™) e

o
Ni Qi )
H( Ji .717-~~»]1717.71+17~~-7]n)jl’m’]n:l s (F3Nm)
(o ¢]

< [[(X\;)52 Qi i) .

= ( ])j:l ’Ysl(K) ( J1s-050i—15Ji+15--s ‘7")]1 77777 Jie1sJidt1seesdn=1 s (F;Nn—1)
(b) regular para baixo se, para qualquer espago de Banach E e todo (7, . ;)% ;-1 €
vs (B3 N™) com n > 2, fixado qualquer j;, i = 1,...,n, vale que ('rjlv"w]">j17---7ji—17ji+1 77777 =1 €

Vs (B3N 1) e

S H (lewuyjn)‘?f,.--,jnzl ‘

Jseodn ) J15eesJim1,0i4 15 dn=1 s (E;NP—1) s (E;N7)

Exemplo 3.3.4. Todas as classes apresentadas no Exemplo 3.1.3 sao multiplo regulares

com seus niveis n = 1 e regulares para baixo.

Além de garantir a coeréncia, como mostraremos em breve, as defini¢oes anteri-
ores evitam as sequéncias de classes de n-sequéncias artificiais, como ilustra o exemplo a

seguir,

Exemplo 3.3.5. Seja 7, (-; N") definida por, v, (-;N") := £} (-;N") se n é par e ~, (-;N")
.= {, (-;N") se n & impar. Evidentemente, a sequéncia (v, (- N*))* | ndo é nem multiplo

regular com ¢, e nem regular para baixo.

Foi mostrado em [52, Lema 2.1.5] o seguinte resultado, que tera um papel funda-

mental para a prova do préximo teorema.

Lema 3.3.6. Sejam P € P("E;F) ea € E. Entao (P,)" = P,.
Agora, apresentaremos o principal resultado desta se¢ao.

Teorema 3.3.7. Sejam n € N, v, uma classe de sequéncias finitamente determinada
e linearmente estdvel, e vs (+,N") uma classe de n-sequéncias finitamente determinada e

linearmente estavel. Suponha que a sequéncia de classes de n-sequéncias (ys (;N™))>2 | ¢

maltiplo reqular com s, e regular para baixo. Entao, a sequéncia de pares

o0
((ﬁ;’;:’;, |- “52112.1) ) (7’33,’?1 - ”7’321?1»”:1

€ coerente e compativel com L., . no sentido de [43].
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Demonstragao. Iniciaremos mostrando a condi¢ao (CH1). Faremos apenas o caso i = 1.

O caso geral é analogo. Sejam T € E%ZH(El’ ooy Eni1; F) e ay € By
Considere a sequéncia (:1:'5.1)) tal que, xgl) = a; e xgl) =QOparaj # 1. E
=1
imediato que <w§1)> € v, (F1). Sejam <m§-’)> €7, (E),i=2,...,n+ 1. Assim,
j=1 j=1
) (1)) )™ N
<T<9”j1"">$jn+1 )) o € s (F; NPT
J1sedn+1=1

Como (s (;N™))>° | & regular para baixo, fixando j; = 1, temos

2 +1)\\ > 2 +1)\\®
(Tal <$§2)7‘-'=x§:+1))>, ‘ = (T (al,xx),...,x;:“))). ‘ € s (F;N")
J25-Jn+1=1 J25--Jn+1=1
e
2 +1 2 +1 >
H(Tal (955'2)"*‘7x§:+1)>) H al’IEQ)""’IEZ-&-l))). )
327 ]n+1 1 s (F Nn J2;- ]n+1:1 ’Ys(F§Nn)
+1)\\*
< (r ()
Jusdnt1=b{|y (p.Nnt1)
n+1
. o0
ATl TT|()
+ 1= = Vs, (EZ)
n+1
(7)
=17z, ol I1 =)

Portanto, Ty, € L7'" (Ea, ..., Epy1; F) e

vs,81

1Tl egsn < Tl gnsa flaa -

Checaremos agora a condigao (CH3). Sejam T € LIV . (B By F) e

€ E)_ . Sejam <x§i))j:1 €7, (Ei),i=1,....,n+ 1. Como (s (- N”)) ~, ¢ multiplo
regular com g, (+), temos

n+1 & n+1 n n
(b7 (0l = (o () T (o0 a))T e (i)
Jisdnar=1 J1sednt1=1

e

T ()t
H (90 j1 In+1 1yeesint1=1 'yS(F;Nn+1)
_ (n+1)) ( M <n>>)°°
_ T\ T yeooy L

H (90 ( Jn+1 Jl Jn J1seensIn+1=1
Jeerl e
j=1

’yS(F;N"'H)

(1) (n)))“’
’< (J“ VI ) jregn=1

Y1 (K) s (F5N™)



65

n+1 o0 1 n 00
<l | ()7, (r ()™
. Tsn41(Fny1) Jhoesdn= s (F;N™)
n+1 oo
<lelizlens, T (=) |
i=1 J= ’YSZ' (Ez)

Portanto, ¢ € L2041 (B, ... Byei F) e Tl gpnes < 11T g

Provaremos agora a condigdo (CH2). Sejam P € P ("HE;F) e a € E.
Para ver que P, € P ("E; F) € suficiente mostrar que (F,)" € L7 ("E; F'). Como
P e Py ("E; F), entao

Pe LY (BT F),
assim, de (CH1),
P, € LI (E™ F).
Pelo Lema 3.3.6, temos
(P)Y = Py € LV (E™ F).

Dessa forma,

1Pallpmn = (Pa) lezn = || Pul

Vs,81 vs,s1

Lm,n S HP“ﬁm,njl”aH

Vs,s1 Vs,s

Agora, provaremos a condigdo (CH4). Sejam P € P ("E;F) e p e E'. Como
feito para provar (CH2), para ver que pP € PQZ’Z“("HE; F) é suficiente mostrar que
(pP)" € Lo (E™ F). Note que

WY p (.2 (n+1) (n+1)\ p (.1 (n)
o (q00 ey _ £ Pl all) + v (a10) P (a0 )

(90 ) ('rj17'-->xjn+1)_ (n+1)|

Como P € P ("E; F), entdao P € EZ?Z (E™; F). Assim, para quaisquer <x§k)) €

, , i1
Vo, (E), k=1,....,n+1,
5 (2 (n+1)) ) 5 () )™ NP
<P <:17j2 e T >>j27---7jn+1:1 ey (P <$j1 pees T >>j1,.--,jn:1 € v (F;N").
Uma vez que (75 (;N™))>°, é multiplo regular com s, (-), temos
&\ p (.0 (k=1) _(k+1) (n+1) )\~ ENCAS]

Portanto,
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M\ p (.2 (n+1) n+1)\ B (.1 m\\
gp( h)P(ach RN >—|—---—|—90<xjn+1 )P(le ,...,xjn>

n—+1

J1sesJn+1=1

€ s (F; NPT
Assim, (pP)" € L5 (E™ F). Note também que, por (CH3)

lePllpmne = [ (P)" [l grtr < HoPllgmosr < Il Pllgmner = @l Pllprener.

A condigao (CH5) segue da Definicao 3.3.1.

]
3.4 Resultados de inclusao
Nesta secao, serao apresentados trés resultados de inclusao.
Proposicao 3.4.1. Sejam s, Vs, ---,7s, classes de sequéncias e s (+;N™) classe de n-

sequéncias finitamente determinadas e linearmente estdveis. Supondo que (v (-;N"))>7,
seja uma sequéncia de classes de n-sequéncias regular para bairo e as classes de n-
sequéncias que compoem esta sequéncia sejam sequencialmente compativeis com s, entao

Vs,s1

Vs,81 50005 sn

Demonstracao. Provaremos apenas o caso n = 2. O caso geral é analogo. Para quaisquer

(a1,a9) € Ey X Ej, <x§7’)) € v, (E;), 1 =1,2eT € £m72 (El,EQ;F), segue da
j=1 :
sequéncia (v, (+;N™))>° | ser regular para baixo e da classe de 2-sequéncias 7s (-; N?) ser

sequencialmente compativel com 7, que

<T <a1 +x( ) , Qo +a:( )> — T(al,a2)> '

j=1
= (1 (nal)),, (T () o+ (1 (007)) - €t
T j=1 J j=1 T ) =1

Portanto,
cr (BB P [ B E).

Vs,81,89 Ys,51,59

Temos também que

o0

H (T (al + :E;l)a as + LU§2)> - T(a’h CLQ)) .

7j=1
< (o)),

Vs (F)

(1) OO
j:l

T(m <2>))°°
+H< 1)) =

¥s (F) vs (F)
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o e )

+ ”Ta2H£m

Vs,s1
Vso (EQ)

@ @)\~
H a A\ 1 +H(T (xj ' ))‘:1
.7 vs (F) vs(F) J vs (F)

<2>>°° ( (1)) (1) <2>>>°°
X, X,
< 7 /=1 j=1 H 7)) e

Novamente, pelo Teorema 3.3.7 e da classe de 2-sequéncias 7, (-; N?) ser sequenciamente

<HTa1||Em

Vs,s9

751(E1 'YS(F)

compativel com 7, temos que

H (T <a1 + .’E( ) , Qo + 1'22)) — T(al, a2)> ' < HT”ﬁf,nS 1259
'YS(F)

7j=1
("), &)
=1 Vsl(E) - '751 El)
() ) (naQu + ) )
3=, (1) 2 (E2)

Portanto, ﬂﬁSSLSQ( ) < T zm -

Vs,81, 92

jaa |

(") -
j=1

Vso (E2)

+ 1Tz,

s,81,892

|az|l

Vso (EQ)

2

(2)
J

<Tlleg o | Naall +
1

Proposicao 3.4.2. Sejam vs,,7s,, © = 1,...,n e 7, classes de sequéncias finitamente

i
determinadas. Supondo que s, (E) = vs; (E), entdo

L (Ey, ... B F) < L™ (B, ..., En F).

Vs,81 5005 Sn RERTIN Sn

Demonstragao. Sejam T € LT = (Ey,.... Ey)e (x?) € 75, (E;). Entao <x§1)> €

Vs (E), i =1,...,n. Assim
(T (xﬁ), ,x§:)>> € s (F;N"),
J1, 7‘71171
mostrando que '€ L'~ (Ey,..., E,). Temos ainda que
1 n)\\ > - i)\ >
H (7 (2l al)) ATl T (=)
i =l (Finm) bt ia 1=y, (B2
@\
Wl T
B I= s, (E9)
de onde segue que HTHﬁ%i ’’’’’’’’ < “T”ﬁz/" o
O
Um outro resultado de inclusao interessante é o seguinte.
Proposi¢ao 3.4.3. Sejam ~,,, i = 1,...,n, 75 € ¥s classes de sequéncias finilamente

determinadas. Se, para qualquer espago de Banach F, v, (F;N") < vs (F;N), entao

L (El,...,E F)%[,m (El,...,En;F),

Vs,81 5005 V5,815, sn
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para quaisquer espacos de Banach Fy, ... E,, F.

o0

Demonstracao. Dado T € £Z;Sl

oS

(E1, ..., E,; F), para quaisquer sequéncias <£C§z))
j=1
€ v, (E;), i=1,...,n, temos

<T (:Uﬁ),,xgz)» € v,(F;N").

j17~'-7jn:1

Como ~, (F;N™) <i> s (F;N™),

T(e0,a®))” enm
< le x]n j17“'7j7l:1 /7 ( )
e
(1) M\~ (1) ™\~
H@(%,...,xjn))jlmj:l SH(T(%,...,%)),“_:1
yeensdn %(F;N") J1s--5)n 75(F§Nn)
k o0
ATy, JTT|E)|
k=1 J= ’YSk(Ek)
Assim,
e (B EgF)C Ly (B EgF)elTllen < Tlep,

3.5 Aplicacoes

Nesta secao, apresentaremos algumas classes de operadores multilineares que po-

dem ser recuperadas como casos particulares de nossa abordagem abstrata.
Operadores multiplo (p,q,.. ., g,)-somantes
A classe dos operadores miultiplo (p, g, .. ., g,)-somantes, denotada por
£mS(P,ql ,,,,, %)(Eb oy B F>7

tem sido amplamente estudada por diversos autores, dos quais destacamos [11, 16, 30].

Essa classe ¢ recuperada pela nossa abordagem abstrata quando escolhemos
V(1) = ﬁ;‘;(-) ey (sN") =46, (5N,

paral <g<p<ooek=1,...,n.
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Operadores miltiplo Cohen absolutamente p-somantes

A classe dos operadores Cohen absolutamente p-somantes, denotada por
Liconp(Ery ... En; F),

foi estudada em |23, 24|. Em nossa abordagem abstrata, esta classe é recuperada esco-
lhendo

Vo () = Lp(-) € 75 (5 N?) = £, (N),,

onde l<p<oocek=1,...,n.

Operadores miltiplo misto (s, ¢, p)-somantes

O conceito de sequéncias misto m(s, g)-somaveis e de operadores multiplo misto
(s, q, p)-somantes foi estudado nos trabalhos |7, 35, 37]. Relembraremos apenas a defini¢ao
principal. Supondo 1 < py,...,p, < ¢ < s < oo, um operador multilinear continuo

T: Ey X x E, — F émultiplo (s,q,p1,-..,p,)-misto somante se

1 n & n
(T <I§1)7 e ,Z‘§~n)>) ) o € gm(s,q) (F7 N ) )
J1seesn=1

. (o ¢]
sempre que (xy)) €y (E;),i=1,...,n. Note que, considerando
=1 P
Vs (N") = lins,g) (3N7) € 5, (1) = 65, (),
para ¢ =1,...,n, esta classe ¢ um caso particular de nossa construcao geral.

As proximas trés subsecoes introduzirao novas classes de operadores multilineares
que sao casos particulares de nossa estrutura abstrata, deixando claro que nossos resul-
tados também podem ser aplicados a classes que ainda nao haviam sido consideradas na

literatura.

Operadores miltiplo absolutamente (s, ¢, p)-misto somantes

Sejam 1 < ¢ <s<oo, Fy,...,E,, F espacos de Banach e p < ¢q. Uma aplicacao
multilinear continua 7': E; X - -+ X E, — F é dita miltiplo absolutamente (s, ¢, p)-mixing

somante se

1 n o0 n
(T (xgl),...,x;L))) € l, (F;N")

jlﬂ"‘?jn::l

J

Escolhendo

sempre que (x(»i)> € lp(s,g)(Ei)i=1,...,n.
j=1

Vs (5 N") =4, (s N") e vy, = linsq)s
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concluimos que a classe dos operadores miltiplo (s, ¢, p)-misto somantes é um caso parti-

cular de nossa construcao geral.

Operadores miultiplo absolutamente mid p-somantes

Sejam 1 < p < oo, n € Ne Ey,...,E, F espacos de Banach. Um operador
multilinear continuo 7": F; X - - - X E,, — F é dito multiplo absolutamente mid p-somante

se
(T (xg-i),...,xg.:)))oo el,(F;N")

jlu"'vjnzl

N\ 00 )

sempre que (x?) e Mi(E;), i=1,...,n.
=1 A

Como as classes de sequéncias ¢, e fp””d sao finitamente determinadas e line-

armente estaveis (ver [12, 13|), a classe dos operadores miltiplo absolutamente mid p-

somantes ¢ mais um caso particular da nossa abordagem abstrata.

Operadores miultiplo mid fracamente p-somantes

Sejam 1 < p < oo, n € Ne Ey,...,E,, F espacos de Banach. Um operador

multilinear continuo 7': F; X --- X E,, — F é dito multiplo fracamente mid p-somante
se
(1) ™\ mid (. NP
(7 (.ol >>j1,...,jn:1 € m (F;N")

sempre que (:1:5”) cly(E;),i=1,...,n.
j=1

Pela mesma razao da classe anterior, a classe de todos os operadores multiplo

mid fracamente p-somantes é um caso particular da nossa abordagem abstrata.



Capitulo 4

Ideais fortemente coerentes e

fortemente compativeis

Neste capitulo, apresentaremos um novo conceito de coeréncia e compatibilidade,
mais restritivo que o introduzido por Pellegrino e Ribeiro em [43], ao qual chamamos
coeréncia forte e compatibilidade forte. A motivagao para a construcao deste conceito se
baseia na ideia de hiper-ideais introduzida por Torres em [19] em que as formas multilinea-
res e polinomiais ocupam o lugar de destaque, antes ocupado pelos funcionais lineares. No
decorrer deste capitulo, exploraremos suas propriedades e testaremos seus limites através

alguns métodos de geradores de ideais.

Observacao 4.0.1. Os resultados contidos neste capitulo foram aceitos para publicacdao

na revista Linear and Multilinear Algebra [55] e obtidos em parceria com E. Torres.

4.1 Par de ideais fortemente coerentes e fortemente
compativeis

Comecaremos definindo os conceitos de par de ideais fortemente coerentes e par

de ideais fortemente compativeis.

Definigdo 4.1.1 (Par de ideais fortemente coerentes). Sejam M um ideal normado
de operadores multilineares, &/ um ideal normado de polindémios homogéneos e N €
(N—{1}) U {o0}. A sequéncia (Up, My)r_,, com Uy = M, = I, ¢ fortemente co-
erente, se existem constantes [,y e (3 tais que, para quaisquer espacos de Banach

E Ey, ..., Exiq, F, as seguintes condigoes sao verdadeiras para qualquer £k =1,..., N —1:
(CH1) Se T'€ Myi1(Ey ..., Ep1; F) e aj € Ej para j =1, ...,k + 1, entao,
To, € My (Evy .. Ej 1, By, By F)

71
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1T, | i, < BTNy, Ntsll

(CH2) Se P € U411 (k“E; F)7 a € E, entdao, P, pertence a U, (kE; F) e
1Pall, < Bomax [P, o I1P g, el

(CHS) Se T € Mk(El, R F),Q el (Ek‘-i-lu . 7Ek+n)7 entao,

QT € Mk+n(E17 s 7Ek+n; F)

1QT | pn,..., < B3l QUIT |, -

(CH4) Se P e Uy, (*E; F) e Q € P ("E), entao,

QP € Uy ("TE;F) .

(CH5) Para qualquer k = 1,..., N, P pertence a Uy, (kE; F) se, e somente se, P pertence
a Mk(kE, F)

Defini¢ao 4.1.2 (Par de ideais fortemente compativeis). Sejam M um ideal normado de
operadores multilineares, « um ideal normado de polinémios homogéneos e N € NU{oo}.
A sequéncia (U, Mk)ivzl, com Uy = My =T, é fortemente compativel com I, se existem
constantes oy, as e ag tais que, para todos espagos de Banach E e F', as seguintes condicoes

sao verdadeiras:

(CP1) Se k € {1,....,n},T € M,(E1,...,Ey; F) e a; € E;, para todo j € {1,...,n}\k,

entao
T(ll,“.,(lkfl,ak+1 ..... Qn, E :Z(Ek'? F)
e
[ Tar....ar—r.aprmanllz < @1 | Tl g, Nlaall - - llarall llarsall- - flanl]

(CP2) Se PeU,("E;F)ea€ F,entdo Py € Z(E; F) e

| Pin-1]l; < o max{ P un}||a||"_1.

a1

(CP3)SeuweZ(E,; F)eQ e L(FE,...,E, 1), entao

Qu € Mu(Ey, ..., En; F) e ||Qul] y, < asl| QI [[ull7 -
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CP4) Seu e U(E;F) e PP ("'E), entdo
(

Puecl,("E; F).

(CP5) P pertence a U,("E; F) se, e somente se, P pertence a M,("E; F).
Observacao 4.1.3.

(1) As defini¢oes acima sdo mais restritivas que [43, Definition 3.1] em relagdo as condi-
¢oes (CH3) e (CP3).

(2) Como feito em [43], ndo usamos a condi¢ao de controle da norma em (CH4) e (CP4)
pois, sob essas condicoes, alguns pares canoénicos de ideais nao seriam fortemente

coerentes nem fortemente compativeis.

(3) Em relacao a notagdo do grau de multilinearidade, ou homogeneidade, vamos nos
reservar a opcao de sobrescrever ou subscrever esse indice, quando acharmos apro-

priado para a notagao global.

De maneira anéloga ao que foi feito em [52, Proposigao 2.1.6], a coeréncia forte
implica na compatibilidade forte quando ; = By = 3 = 1, como afirma o préximo

resultado.

Proposicao 4.1.4. Seja (unan)ﬁle uma sequéncia de ideais de polindmios homogé-
neos e multi-ideais fortemente coerentes com constantes 5y = Po = B3 = 1. Entao essa

sequéncia € fortemente compativel com o ideal Uy = M1 =T.

O proximo resultado serd muito util para analisar a coeréncia e compatibilidade

das classes que serao apresentadas nas proximas secoes deste capitulo.

Proposicio 4.1.5. Seja (M, || - |lam., )Y, uma sequéncia de multi-ideais normados e si-
métricos satisfazendo as condi¢oes (CH1) e (CHS3) da Definicao 4.1.1. Entao, a sequéncia

o o . N . i
de ideais normados de polindmios homogéneos (PMn, Il - ||7;Mn)n:1 satisfaz as condigoes

(CH?) e (CHJ).

Demonstragao. Iniciaremos com a condigao (CH2). Sejam F, F' espacos de Banach, P €
Pty ("TE; F) e a € E. Por (CH1), temos que

Da definicao de Py, segue que

Agora, novamente de (CH1),

1Pallpas, = (P at, = I Pallat, < BillPllag, s llall-
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Assim, precisamos apenas escolher 55 = .
Passemos a verificagao da condi¢ao (CH4). Sejam P € Py, ("E; F)e @ € P(™E).
Note que,

(QP)V(ZEL . ,xn+m) =

Q(xpst, ... ,a:n+m)P(a:1, ces ) F e+ Q. ,xm)p(xm+1, ey Tpam)

PR
3
3 +
3
~——

Q‘P(IJ(I)J SR wra(n—l—m))

UESn-Hn

(n+m)!
nlm!*——=

= (QP)S (Il, o 7$n+m)~

Logo, (QP)Y = (QP)S. Como (M,,)N_, satisfaz (CH3) e P € M, (pela definicio de
Pu,) segue que PQ € M, 1, ("™ E; F). Entdo, da simetria de (M,,)_, temos

(QP)Y = (PQ)* € Myy("T™E; F).

Observacao 4.1.6.

(1) Se (M, || - lla,), & uma N-upla de ideais normados de operadores multilineares
simétricos satisfazendo as condigoes (CH1) e (CH3) com p; = f3 = 1, entdo, pelas
Proposigoes 4.1.4 e 4.1.5 temos que (P, || - |pre, ) s (Mo, || - ||Mn))i[:1 ¢ forte-
mente coerente e fortemente compativel com My = Py, = 7.

(2) Vale um resultado analogo & Proposicdo 4.1.5 para a coeréncia e compatibilidade in-
troduzida em [43|, apenas adaptando a verificacao de (CH4) para funcionais lineares

no lugar das formas multilineares.

Agora estamos no momento apropriado para falar sobre o conceito de hiper-
ideal de polindmios homogéneos. A definicdo de hiper-ideais de aplicacdes multilineares
e polinomios homogéneos foram originalmente apresentadas em [60]. Abordaremos estes

conceitos a seguir.

Defini¢ao 4.1.7. [19, Definicdo 2.1] Um hiper-ideal de aplicagbes multilineares é uma,
subclasse ‘H da classe de todas aplicacoes multilineares entre espacos de Banach tal que

para todos n € N e espacos de Banach Fy,...  E, e F, as componentes
H(Ey,...,Ey F):=L(Ey,...,E; F)N'H

satisfazem:
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(a) H(E4,...,E,; F) é um subespago vetorial de L(Fy,..., E,; F) contendo todas as

aplicagoes n-lineares de tipo finito.

(b) Sejamn € Nel <m; <myg < --- <my. Dados Ey,...,E,,Gy,...,G,, F e H
espagos de Banach, se By € L(Gy,...,Gn  Er)y ..., By € L(Gy 415+, Gy B,
te L(F;H)e A€ H(E,,. .., E,; F), entao,

toAo(By,...,B,) € H(Gy,...,Gn,; H).

Se existe p € (0, 1] e uma aplicacdo || - ||%: H — [0, 00) tais que:
(1) || - ||3 restrito a qualquer componente H(E, ..., E,; F) € uma p-norma.
(il) ||]dKn K" — K, ]dKn<>\1, cee )\n) = )\1 s >\n||7-[ =1 para todo n.

(iii) Sejamn € Ne 1 <m; < my < --- < m,. Dados Fy,...,E,,Gy,...,G,,, ,F e H
espacos de Banach, se By € L(G1,...,Gny; E1), ..., By € L(Gy 415+ Gony s B,
te L(F;H)e A€ H(E,,. .., E,; F), entao,

[to Ao (B, ..., Bn)llu < [t Alllloa - - | Bnll,

entao (H, || - - - ||3) é chamado um hiper-ideal p-normado. Se as componentes H(E, ..., E,; F)
sdo completas com respeito & topologia gerada por || - |3, entdao (H,|| - ||3%) é chamado
hiper-ideal p-Banach de aplicagoes multilineares. Quando p = 1 dizemos que (H, || - ||»)

¢ um hiper-ideal normado (Banach) de aplicagoes multilineares.

Defini¢ao 4.1.8. [21, Defini¢ao 2.1/ Sejam 0 < p < 1, (Q,|| - ||lo) a classe de todos os
polinémios homogéneos munida com a func¢ao ||-||g: Q — [0,00) e (C,,)52, uma sequéncia
de ntmeros reais com C),, > 1 para qualquer n € N e C; = 1. Para todo n € N e espacos
de Banach F e F', assuma que:

(i) A componente
Q"E; F):=P("E;F)NQ

¢ um subespago vetorial de P("E; F'), contendo os polindmios n-homogéneos de tipo finito,
(i) A restricao de || - ||g a Q("F; F') é uma p-norma,

(iii) | I,: K — K, I,(A\) = A"||g = 1 para todo n € N.

(a) Dizemos que (Q, ||-]|o) é um (C,,)5% -hiper-ideal p-normado de polindmios homogéneos
se satisfaz:

Propriedade de Hiper-ideal: Para n,m € N, e espacos de Banach E, I, G e H, se
Pe Q"E;F),QeP(™G;E)ete L(F;H),entdaoto PoQ € Q("G;H) e

ltoPoQlo<Ch-lltl- IPlle- Q"
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Quando C,, = 1 para todo n € N, diremos simplesmente que (Q, |||/ o) é um hiper-
ideal p-normado de polindmios homogéneos. Se as componentes Q("F; F') sdo completas
com respeito & topologia gerada por || - ||g, entdo (Q,|| - ||o) é chamado (C,,)2,-hiper-
ideal p-Banach de polindmios homogéneos. Quando p = 1, dizemos que (Q, || - ||g) é um

(C)32 -hiper-ideal normado (Banach) de polindémios homogéneos.

Definigao 4.1.9. [60, Defini¢ao 3.3.1] Seja G uma subclasse da classe de todos operadores
multilineares entre espagos de Banach munido com a funcdo || - ||g: G — R. Defina
PY:={PecP: existeAEQtalqueP:ﬁ},e

IPlps = inf{[[Alg: A€GeP=A}

Essa classe naturalmente forma um hiper-ideal quando G é um hiper-ideal de

aplicagoes multilineares, como garante o proximo resultado.

Proposigao 4.1.10. [60, Teorema 3.3.2] Se (H, || - ||%) € um hiper-ideal p-normado (p-
Banach) de operadores multilineares, entao (P™,| - ||px) € um (ﬁ)oozl—hiper—ideal p-

n!/n

normado (p-Banach) de polindmios homogéneos.

Como citado em [60, Pagina 100, contrario ao caso dos ideais de aplicacoes
multilineares/polinomios homogéneos, nao ¢ de se esperar que (Py, || - ||»,,) seja um hiper-
ideal de polinémios homogéneos sempre que (H, || - ||3z) for um hiper-ideal de aplicacoes
multilineares, pois, dado P € Py("E; F) e Q € P(™G; E), em geral, P o () ndo pertence
a Py. Na verdade, tudo que temos ¢ que P € H("E; F) e da propriedade de hiper-ideal
de H podemos somente concluir que P o (Q, ..., Q) pertence a H. Para P o @ pertencer
a Py deveriamos ter (P o Q)Y em H, entdo, isso funcionara se (Po Q)" = Po(Q,...,Q).
Nio ha esperanca para essa igualdade, porque o operador multilinear P o (Q, e Q) em
geral nao é simétrico.

Para solucionar tal problema, ¢ imposto sobre o hiper-ideal de aplicacdes multi-
lineares (M, || - ||3) um condi¢do extra para garantir que (Py, || - ||p,,) seja um hiper-ideal

de polin6mios homogéneos. Como sera visto a seguir.
Lema 4.1.11.

(a) [60, Lema 3.3.5] Uma subclasse G da classe das aplica¢oes multilineares continuas

entre espacos de Banach é simétrica se, e somente se, P9 = Pg.

(b) [60, Proposicao 3.3.6] Se 0 < p <1 e (H,| - |lz) € um hiper-ideal p-normado de

operadores multilineares fortemente simétrico, entao,
1_
1Pllpr < 1Py < (012~ Plpw

para quaisquer n € N e P € Py ("E; F).
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Proposicao 4.1.12. [60, Proposicdo 3.3.6/ Se (H, || - ||) € um hiper-ideal de aplicagies
multilineares normado (Banach) fortemente simétrico, entao, P = Py, isometricamente.

ﬁ)le—hiper—ideal normado (Banach) de polindémios

Em particular, (P, | - ||p,) € um (

homogéneos.

Com este resultado, podemos obter uma versao da Proposicao 4.1.5 para hiper-

ideais.

Proposigao 4.1.13. Sejam (H,, || - |1, )oe; uma sequéncia de hiper-ideais de aplicagoes
multilineares simétricas satisfazendo as condicoes (CHI) e (CH3) da Definicao 4.1.1.
Entio, a sequéncia de hiper-ideais de polinémios homogéneos (P, || - Hpﬂn)oi1 satisfaz

as condigoes (CH2) e (CHY). |

Nos exemplos contidos nas proximas secoes, todas as classes sao, pelo menos,
multi-ideais. Para as classes (M,,)"_; que satisfazem as condigoes (CH1) e (CH3), ob-
temos, de acordo com a Proposicao 4.1.5, as condigoes (CH2) e (CH4) da Definigdo
4.1.1, quando consideramos a sequéncia (Paq,)Y_,, assim, podemos concluir que o par
((Prtes | lonn,) » M, || - “M"))gzl ¢ fortemente coerente. Vale também salientar que,
mesmo com a condigdo (CH5) dando a forma do ideal de polinémios homogéneos asso-
ciados & M, para tornar ((Pa,, || |pr, ) s (Mo, |l - ||/V1n))i:[:1 fortemente coerente (ou
fortemente compativel), ainda temos uma variedade de normas (nao necessariamente equi-
valentes) || - ||, que podemos escolher em Py, que ainda mantém a sequéncia de pa-
res ((Pa,,

Note, além disso, que as propriedades multi (hiper)-ideal nao estao diretamente relacio-

| ) s (Mo, || - ), fortemente coerentes (ou fortemente compativeis).

nadas as condigdes das Defini¢oes 4.1.1 e 4.1.2 ou mesmo da Definicao 3.1 de [43].

4.2 Ideal de Composicao

O método de composicao ¢ um processo gerador de multi-ideais e ideais de po-
lindmios homogéneos, isto é, produz multi-ideais/ideais de polindmios homogéneos que
sao a composicao de um ideal de operadores lineares com o ideal das aplicacoes multili-
neares,/polindomios homogéneos continuos. Este método foi inicialmente introduzido por
Pietsch em [51] e estudado em detalhes por Botelho, Pellegrino e Rueda em [17]. Nesta
secdo, iremos investigar a coeréncia forte e a compatibilidade forte referente aos ideais
assim obtidos.

Iniciaremos relembrando a definicao do objeto de estudo desta secao, a qual pode

ser encontrada em [17].

Defini¢ao 4.2.1. Sejam Z um ideal de operadores e A € L(Ey, ..., E,; F'). Escreveremos
A€ ZoL(F,...,E,;F) se existem um espaco de Banach G, um operador linear u €
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Z(G; F) e um operador n-linear B € L(E},..., E,; G) tais que
A=uoB.

Se (Z,||-||;) é um ideal p-normado, definimos

[Allzo, = nf{{Jullz [|B][},

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes u o B de A.

O ideal de composicdo é um hiper-ideal, para mais detalhes ver [19]. Quando

(Z,|]-|7) é um ideal p-Banach, entao, o ideal de composi¢ao é um hiper-ideal p-Banach.

Definicao 4.2.2. Sejam Z um ideal de operadores e um polindmio n-homogéneo P &€
P("E; F). Escreveremos P € Z o P("E; F), se existem um espago de Banach G, um
operador linear u € Z(G; F') e um polinémio n-homogéneo B € P("E; F) tais que

P=uoB.
Se (Z,||-||;) é um ideal p-normado, definimos
1Pl zop = nf [Jul7 [|P]]

A propriedade/desigualdade de hiper-ideal para Z o P segue facilmente e assim

temos:

Proposiciao 4.2.3. [60, Teorema 3.4.5] Quando (Z,||-||;) € wm ideal p-Banach, entio

I o P serd um hiper-ideal de polinémios p-Banach.

Foi mostrado em [17, Proposigao 3.7 (b)] que P € Zo P("E; F) se, e somente se,
PeToL(E™F)equeasnormas || -||zop € || - |7, S30 equivalentes. Podemos, entdo,

considerar esta definicdo em vez de Pzo..

Proposicao 4.2.4. [17, Proposicao 3.2] Para todo ideal de operadores p-normado (p-
Banach) I, tem-se
Zo 7Dn = onﬁn‘

Iremos verificar que a sequéncia (Z o P,,Z o En)gzl ¢ fortemente coerente e for-
temente compativel com Z. A prova da proxima proposigao segue a mesma linha que [25,

Proposigao 3.1].

Proposicao 4.2.5. Sejam T € ZoL,1(E1, ..., Eni1;F) eaj € Ej, ondej=1,...,n+1.
Entao
Taj €lo En(Eh ) Ej—b Ej+17 R ETL+1; F)
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I7.,

ToLy < HTHIoLnJrl ||aj||E-

Demonstracao. Faremos apenas o caso j = 1. O caso geral é andlogo. Como T € Z o
LOH(E ..., E,1; F), existem um espaco de Banach G, um operador linear v € Z(G; F)
e uma aplica¢do (n + 1)-linear B: Ey X --- X E,;1 — F tais que T' = u o B. Entdo,

Ta1 (ZL’Q, e ,[L‘n+1) = T(Cbl,l’g, e ,ZEn+1)
=wuo B(ay, Ty, ..., Tny1)
=wuo B, (x9,...,2,).

Como By, € L(Es, ..., Eyy1), entdo T,, € To LM(E,, ..., E,1; F). Temos ainda,

[ Tas 170, < i {[Jullz.[| Ba, [} < inf {{lullz- [ Bl[}axll = 1Tl zozemsn llanl],

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as representacoes T'=w o B. [

Proposicao 4.2.6. Sejam T € Zo L, (Ey,...,E;F) e Q € L(Epy1, ..., Eny). Entdo,

QT €Zo L, (Ey,...,E,; F)

1QT l|zoz,, < QT lIzoz,-

Demonstracao. Sejam T' € Zo L, (Fy,...,Ey; F)e Q € L(Ent1, ..., Ey), entdo, existem
um espaco de Banach G, um operador linear u € Z(G; F) e uma aplicagdo n-linear
B: Ey x---x E, — F, tais que

QT (x1, ..., Tm) = Q(Tpy1s- -y Tm)T (21, ..., 2y)
= Q(Tpt1, .- xm)uo B(xy,. .., x,)
=u(Q(Tps1,- -, Tm)B(x1,...,2,))

=u(QB(x1,...,Tm))

=uoQB(xy,...,Tpy).

Como QB € L(FEy,...,En; F), entdo QT € Zo L,,(Fy, ..., Ey; F) e também

1QT ||z, < nf {{lullz-|QBI[} = inf {JJullz- | BIHIQI = | Tllzoc, [QI;

m

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes T'= u o B. O

Do item (1) da Observacao 4.1.6 e de || - ||[zop < || - ||ps., © seguinte resultado

independe da norma escolhida em 7 o P:
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Teorema 4.2.7. O par (ZoP,,Zo En)gzl ¢ fortemente coerente e fortemente compativel

com o ideal T.

Exemplo 4.2.8. Sendo K o ideal dos operadores lineares compactos e W o ideal de
operadores lineares fracamente compactos. Denotaremos por Px e Lx a classe dos po-
linbmios homogéneos e aplicagoes multilineares compactas, respectivamente, e por Py e
Lyy a classe dos polindmios homogéneos e aplicagoes multilineares fracamente compactas,

respectivamente. Ryan [56] provou que

Pc=KoP e Pw=WoP
e Petezyniski [45] mostrou que

Lx=KoL e Lyy=WocL,

O Teorema 4.2.7 garante que a sequéncia formada pelos pares (Pk ,, C;Qn)fj:l de polino-
mios homogéneos compactos e aplicacoes multilineares compactas e (PW,mﬁwm)g:l de
polindmios homogéneos fracamente compactos e aplicagoes multilineares fracamente com-
pactas sao fortemente coerentes e fortemente compativeis com IC e WV, respectivamente.
O mesmo vale para o par formado pelos polindmios homogéneos/operadores multilineares
de posto finito (ver [40, Proposicao 3.1(b)|) e aplicagbes multilineares/polinémios homo-
géneos aproximaveis por aplica¢oes multilineares/polinémios homogéneos de posto finito
(ver [14, Teorema 2.2|).

4.3 Operadores Dunford-Pettis

Ja vimos em secoes anteriores que sob certas condicoes a coeréncia forte implica na
compatibilidade forte, permitindo-nos reduzir, neste caso particular, o trabalho de provar
apenas cinco condicoes para obter a coeréncia forte e a compatibilidade forte. Surge,
deste modo, de forma natural, o seguinte questionamento: serd que as condicoes que
determinam a coeréncia forte sao independentes? Uma parte da resposta a essa pergunta
aparece na Proposicao 4.1.5 que vale apenas se exigirmos a simetria do multi-ideal em
questao. Neste caso, reduzimos apenas para trés condicoes a serem provadas para obter a
coeréncia forte. Podemos entao perguntar se é possivel melhorar ainda mais este cenario.

Outra inquietagao que surge naturalmente, é a seguinte: uma vez que o conceito
de coeréncia forte e compatibilidade forte tem como um dos principais motivadores a
teoria dos hiper-ideais, na qual, as formas multilineares e polinomiais ocupam o lugar
de destaque das aplicacoes lineares, sera que a condicao (CH3) é uma exclusividade dos
hiper-ideais?

Para responder a tais questionamentos, introduziremos, nesta secao, a classe dos
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operadores multilineares e polindmios homogéneos Dunford-Pettis, que nos permitira ana-
lisar a independéncia entre as condi¢oes (CH1) e (CH3) e da condicdo (CH3) com a
definicao de hiper-ideal.

Definicao 4.3.1. Sejam Fi, ..., E, e F' espacos de Banach. Uma aplicacao multilinear
continua T': F; x --- x E, — F é dita Dunford-Pettis quando (T (x(l) x("))>

7 0 (] i
converge para zero, para quaisquer (xy))?‘;l em F;, i=1,...,n, fracamente convergentes
para zero, isto é,

) 50, vi=1 = || (2,2 o
Neste caso, escreveremos T € Lpp(F1, ..., Ey; F).

Definicao 4.3.2. Sejam E e F' espagos de Banach. Um polin6mio n-homogéneo continuo
P: E — F é dito Dunford-Pettis quando (P (%));il converge para zero, para quaisquer

(xj)‘]?‘;l em F fracamente convergente para zero, isto é,

Neste caso, escreveremos P € Ppp("E; F).
Um fato importante sobre estas classes é apresentado no seguinte resultado.
Proposicao 4.3.3.
(1) A classe (Lpp;|| - |) € um multi-ideal Banach.
(17) A classe (Ppp; || - ||) € um ideal Banach de polindmios homogéneos.

Demonstracao. Mostraremos apenas a primeira afirmacao, a segunda é analoga. Inicia-
remos mostrando que as aplicagoes de tipo finito estao contidas em Lpp(Ey, ..., E,; F).
Seja T € Li(Ey,...,E,; F), isto é, T possui a forma

T(1, . wn) = (1) - &5 ()Y
k=1

. . o0
onde 9, € Eley, € F,i=1,...,n, k=1,...,m. Sejam (xg-l)) em FE; sequéncias
j=1
fracamente convergentes para zero. Entao,

claramente converge para zero.
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Agora, checaremos a propriedade de ideal. Sejam Gy,...,G,, Ey,...,E,,F, H

espacos de Banach, u; € L(G; E;),i=1,...,n, T € Lpp(Ey,...,E;;F) et e L(F;H).

Seja também (xgz)) em G; i =1,...,n, sequéncias fracamente convergentes para zero.
j=1

Como,

ot () =1 (0 o () o ()

. (o]

e u; é continua, temos (ul (x?)) sao sequéncias fracamente convergentes para zero em
j=1

E;,i=1,...,n. Resultando diretamente que t o T o (uy,...,u,) € Lpp(Gi,...,Gpn; H).

Agora, precisamos mostrar que Lpp(Ey, . .., E,; F) é fechadoem L(Ey, ..., E,; F).
Seja (Ty)pey em Lpp(Ey, ..., E,; F) uma sequéncia convergente, digamos para T € L(Ej,

.., E,; F). Mostraremos que 7' é Dunford-Pettis. Dado € > 0, existe ky € N tal que

k2k0:>HTk—TH<6

. oo
Sejam x(-z) em F,; i=1,... n sequéncias fracamente convergentes para zero. Como
] (3] ) b
j=1

(n)

toda sequéncia fracamente convergente é limitada, existe M > 0 tal que Ha:y) ” e ij <

M para todo j € N. Entao, para qualquer k > ko,

1 n . . 1 )
HT(:L'E),...,:US. )>H < H(TkO—T) <$§),-..,x§ )) +HTkO (x§)’.'.’x§ ))H

‘ —i-HTkO (xgl),...,xﬁn)ﬂ’

< eM + HTko (xgl), e ,mgn))

1 n
< T = T || -+ o

Portanto, T' € Lpp(Er, ..., Ey; F). ]
Um resultado muito interessante sobre estas classes ¢ o seguinte:

Proposicao 4.3.4. Para quaisquer espagos de Banach E e F', temos P € Ppp(E; F) se,
e somente se, P € Lpp(E™; F).

Demonstragio. Sejam F e F espacos de Banach. Suponha que P € Lpp(E; F) e tome

(z;)32, uma sequéncia fracamente convergente para zero. Assim,
1P ()l = 1P(xj, ., 25)ll

converge para zero. Dai, P € Ppp(E;F). Para a outra implicagdo, considere P €
. oo

Ppp(E; F) e tome <x§7)> R 1t =1,...,n, sequéncias fracamente convergentes para zero.
j:

Como,

5 (. G) @) _ 1 ~
P(xj,...,xj)—znn!Zel---enP<Zeixj>,

€;==%1 i=1
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para qualquer ¢ € E’ temos que,

go(x?) — 0,Vi=1,...,n,

J—00

entao
@\ _ ‘ ()
¥ (Z Gy ) = Z & (%‘ ) P 0.

i=1 i=1

n oo
Logo, <Z eixy)) é fracamente convergente para zero. Portanto,

S (.0 ()
HP (xj ’ ,.f] ) ]jooo
e concluimos que P € Lpp(E; F). O
Observacao 4.3.5. A classe (Lpp, || - ||) ndo & um hiper-ideal. De fato, considere T': {5 X

ly — (1 dada por
T (("L‘j);ﬁl’ (y;)521) = (2;9)5%4-

Nao é dificil de ver que T' ¢ Lpp(la, l2; (). Pelo Teorema de Schur [18, Teorema 6.2.12],
I; € CC(4y) = Lpp(ly). Logo, se Lpp fosse um hiper-ideal, terfamos que

T = [dgl ol € EDP(EQ,KQ;gl).
Tomando e; € {5, é facil ver que e; 5 0. Assim,
lIlley
T(ej, €j) — 0.

Por outro lado
1T (ej,ei)lles = llejlle, = 1,

o que contradiz a convergéncia anterior.
Proposicao 4.3.6. A classe Lpp satisfaz (CH3) mas nao (CHI).

Demonstragao. Sejam T € Lpp(Ey, ..., B F)e @ € L(E,11,...,E,). Considere tam-
. o
bém as sequéncias fracamente convergentes para zero w§1)> em F;, i = 1,...,m.
j=1
1 n

X

n+1 m
. gy L FERREREY

J ]
verge, em norma, para zero. Entao,

Assim, a sequéncia (Q(x )52, € limitada e a sequéncia (T'(z )52, con-

(QT(QJ;, s T)) 7

converge para zero. Logo, QT € Lpp(FE1, ..., Eyim; F). O controle das normas é imedi-

ato.
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Mostraremos que Lpp ndo satisfaz (CH1). Considere E um espaco de Banach e
tome a € E\{0}. Entao, pelo Teorema de Hahn Banach, existe ¢ € E’ tal que ||¢(a)|| = 1.
Defina T': E x {5 — {5 por

T (2, (x5)i21) = (p(2)7)3s-

E facil ver que T é uma aplicacio bilinear e continua. Se xj S 0em Ee Yj 5 0 em 4,

entao () e (y;)52, € limitado em /5, dai

T(Ij, yj> ”—H2> 0,
isto &, T" € ;CDP(E,KQ; 62)
Por outro lado, T, ¢ Lpp(l2;ls). De fato, considere e; € £5, j € N. Nao ¢é dificil

ver que (e;)52, converge fracamente para zero em (. Mas,

1T (a, ;)2 = [e(a)l,

para todo j € N. Logo, (T,(e;))52, nao converge para zero em {3, isto é, Lpp nio satisfaz
(CH1).
]

Vale destacar o fato desta classe estabelecer, sem nenhuma divida, a independén-
cia entre a condi¢ao (CH3) e a defini¢ao de hiper-ideal, em outras palavras, existem classes

de aplicagoes multilineares que ndo sdo hiper-ideais que satisfazem a condigao (CH3).

4.4 Meétodo da desigualdade

O método da desigualdade foi introduzido em [20] como um método que gera
hiper-ideais de aplicagoes multilineares e polinomios homogéneos. Recordaremos algumas

definicoes e resultados relativos a este método.

Definigao 4.4.1. |20, Definition 2.1 (a)] Seja 0 < p < 1. Por BAN, denotaremos a classe
de todos espacos de Banach sobre K = R ou C e por p-BAN, a classe de todos espacos

p-Banach sobre K. Uma correspondéncia
X: BAN — p — BAN

que associa a cada espaco de Banach E a um espago p-Banach (X (E), || - ||x(r)) ¢ chamado

um p-funtor de sequéncias se:

(i) X(F) é um subespago vetorial de EN com as operagoes algébricas usuais;
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(ii) Para quaisquer x € F e j € N, temos (0,...,0,,0,...) € X(F), onde x aparece na

j-ésima coordenada, e |[(0,...,0,z,...)||lx@® = ||z|E&-

k N

(iii) Para todo u € L(E;F) e toda sequéncia finita com valores em E, (z;)i_, :=

(x1,...,2%,0,0,...), k € N, vale que

< Nl (s

| @,

X(F X(E)

Quando p = 1, diremos simplesmente que X é um funtor de sequéncias.

Definigao 4.4.2. [20, Defini¢ao 2.4] Sejam 0 < p,q < 1, um p-funtor de sequéncias
X e um g-funtor de sequéncias ). Dizemos que um operador A € L(E,...,E,; F) é

(X — Y)-somante, se existe uma constante C' > 0 tal que

k k
H (A(xg-l), e ,a:gn))> _ <C  sup (T($§1), : ,:175"))> ' . (41
j=1 y(F) TEBL(EI ,,,,, En) Jj=1 X(K)
)"
para todo k € N e qualquer sequéncia finita (xj ) em F;, i = 1,...,n. Neste caso
j=1

escreveremos A € (X — YV)(E, ..., E,; F).
O infimo das constantes C' > 0 que satisfazem a desigualdade (4.1) ¢ uma ¢g-norma
em (X — V)(E1, ..., En; F), denotada por ||| y_y,-

Defini¢ao 4.4.3. |20, Defini¢ao 2.1 (b)] Sejam 0 < p,q < 1. Dizemos que um p-funtor
de sequéncias X é escalarmente dominado pelo g-funtor de sequéncias ) quando, para

qualquer sequéncia finita ()\j)jf:l C K, k € N, temos

H(Aj)j';:l

< ||\ :
X(K) ~ H< i)j=t V(K)

Teorema 4.4.4. [20, Teorema 2.7] Sejam 0 < p,q < 1, um p-functor de sequéncias X e

um q-functor de sequéncias Y, tais que X € escalarmente dominada por Y. Entdo,

(X =), )

€ um hiper-ideal q-Banach.
Passemos ao estudo da coeréncia forte e compatibilidade forte para esta classe.

Proposicao 4.4.5. Sejam T € (X — YV)pi1(Fr, ..., Epy; F) ea, € By i =1,...,n+ 1.
Entao,

T, € (X =V)u(Er, ... Eioy, B, ... By F)

I,

=2 < Tl o=l
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Demonstra¢ao. Verificaremos apenas o caso ¢ = n + 1. O caso geral é analogo. Sejam
Te (X —=Y)nu(Er, ..., By F) e apqy € Eyp. Entao,

k
1 n (1) (n)
) A I [ C LR anﬂ))]l .
k
( ( (1) (n)  Qn41 ))
oz
Hlansll )/ -
k
o)
<1/1(:cj pees T .

< N[ x-9)psn llansa |
WEBuEI ..... Epi1)

X(K)

< N Tlx-ynllanall — sup

YEBL(Ey,... Ep)

X (K)

e assim,

Ty € (X =B, Ens F) e [T, =3y, < TN x=y)nss ll@ns |l

]

Proposicao 4.4.6. Sejamn <m, T € (X = V) (E1, ..., Ey; F) e Q € L(Eyi1, ..., Ey).
Entao,
QT € (X = W)m(Er, ..., En; F)

1QT || (v, < QN TN (=),

Demonstragao. Sejam T € (X — V), (E1,...,E;; F)e @ € L(Epy, ..., Ey). Entao,

k
H QT(x§-1), . ,xg. ))> '
=y
k
H n“ ,mg-m))T(azg-l), . ,Ig-n)))
=y
k
n+1 m 1 n
H ( ,x§ )):zrg), ,ZE§~ ))> -
I=HIY(F)

< Tlw-y).  sup

$EBL(Ey,...,Ep) =[x (k)
k
n+1 m 1 n
=Ty, s |[(QGE, 2 e(El, . al))
$EBL(Ey,....En) X (K)

< Ty, |Q  sup

YEBL(By,....Bm)

e assim,

QT € (X = V)m(Er, ..., B F) e [|QT || x-yy,, < QI [T/ (x-p)..-
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Poderiamos definir o caso polinomial de maneira intuitiva, no entanto, este tra-
tamento nao é adequado em nosso contexto. Por exemplo, em [31], foi mostrado que o
ideal de polindmios homogéneos (73 HZ’S”', H-Hpng,str>j_1 gerado por este método nao é
compativel com o ideal Hp. Assim, seguimos um caminho natural e trabalhamos com a
classe Pix_yy. Como (X — Y, | - ||x—y) é fortemente simétrico (ver [60, Lema 3.4.11]), se-
gue da Proposicao 4.1.5 que valem as condigoes (CH2) e (CH4). Portanto, da Observagao

4.1.3 item (3) concluimos o seguinte resultado.

N
Teorema 4.4.7. A sequéncia ((P(X_y)n, |- ||p<X7y)n> (X =Y || - H(X—)J)n)) é for-
temente coerente e fortemente compativel com (X — V).

4.5 Meétodo da Z-limitacao

O método da Z-limitagdo foi introduzido em |59| e explorado em diversos tra-
balhos, dos quais destacamos [3, 20, 21, 33]. Ele se destaca por ser um método que
também gera hiper-ideais de aplicagoes multilineares e polinémios homogéneos. Nesta se-
¢ao, analisaremos a coeréncia forte e a compatibilidade forte para a classe das aplicacoes

multilineares e polin6mios homogéneos Z-limitados.

Definigao 4.5.1. |20, Definicao 3.1] Seja Z um ideal de operadores lineares. Dizemos
que um subconjunto K de um espago de Banach F' é Z-limitado, se existem um espago
de Banach H e um operador linear v € Z(H; F), tais que, K C u(Bg). A classe dos
subconjuntos Z-limitados de F' é denotada por Cz(F).

Definigao 4.5.2. |20, Defini¢ao 3.2] Seja Z um ideal de operadores lineares. Dizemos que
a aplicagdo A € L(E, ..., E,; F) é Z-limitada se

A(BE1 X oo X BEn) S C<I><F)

Em outras palavras, se existem um espago de Banach H e um operador linear v € Z(H; F))
tais que
A(BEl X oo X BEn) C U(BH) (42)

Denotamos por [,E;; a classe de todas as aplica¢oes n-lineares Z-limitadas. Se ||-||z € uma

p-norma em Z, entao, podemos definir uma p-norma em ﬁgg por
| Al sy = inf {||ul|z; u satisfaz (4.2)} .
(@)

Em [20] foi mostrado o seguinte resultado.

Teorema 4.5.3. [60, Teorema 2.6.4] Sejam 0 < p <1 e (Z,| - ||z) um ideal p-Banach de

operadores (p-normado). Entao, (ﬁgg, ||l ;o0 | €um hiper-ideal p-Banach (p-normado).
(z)
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Agora, mostraremos que L7y satisfaz as condigoes da coeréncia forte e compati-
bilidade forte.

Proposicao 4.5.4. Sejam T € Eg;;rl)(El,...,EnH;F) eaj € Ej, j=1,....,n+ 1

Entao,
T., € LBy, ..., Ejy, By, F)
e
el ey < 1Tl e s -
Demonstra¢ao. Faremos apenas o caso j = 1. Os outros casos sao analogos. Dados
T e EE%H)(El, ooy Enp1 F) e ag € By, existem um espaco de Banach H e um operador

linear u € Z(H; F'), tais que, para quaisquer z; € Bg,,j =1,...,n,
T(xy,...,2,) € u(Bpy).

Uma vez que,

a
To, (o, ... xn) =T(ay,x9,...,2,) =T (W,m,...,xm) llaa]l,

considerando o operador linear ||a;||u € Z(H; F), temos

T (i,@, N xm) e u(By),
|ay ||

e, portanto,
aq
T (m;$27 ce ;xm> HGI1H € (Haluu) (BH)
Assim,

a1
(s, an) = T (H“” o m) lasl € (las ) (Ba).

Logo, Ty, € ng(El, B B, F)e

1Teill oo < Nl(laall)llz = Nlaa[l[ullz,

para todo u satisfazendo
T<x17 s 7xn) S U(BH)

com z; € Bg;, j=1,...,n. Dessa forma,

HT‘HHc(I") <inf {||a1||||u||;; u satisfaz(4.2)}

= inf {||ul|z; u satisfaz (4.2)} ||a1]|

= |7y
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Portanto,

||Ta1||£§g < ||T||£<(;>+1>||a1||-

[]

Proposicao 4.5.5. Sejamn, m e N, T € EE;;(El, B F)eQe LBy, Enim)-
Entao,
QT € L™ (B, ... Eyi F)

T n-+m < T n) .«
QT gz < IQUIT

Demonstracao. Sejam T € EE;;(El, By F)eQ € L(Epya, ..., Eyym). Entao, existem
um espaco de Banach H e um operador linear u € Z(H; F') tais que, para qualquer

(xl,...,xn) EBEl X oo XBEn7
T(xy,...,2,) € u(Bp).
Isto &, existe h € By, tal que T'(xq,...,2,) = u(h). Assim,

QT (x1, .., Tnim) = Q(Tna1y -+ s Togm) T (21, ..., 24)
Q(Tni1s- - Tonrm)u(h
u

Q(Tnt1s- s Togm)h)

(& ) 1€

onde (z1,...,%ntm) € Bp, X -+ X Bg,,, . Considerando o operador linear
w:=||Q|lu: H— F,

temos que & € Z(H; F) e QT (x1, ..., Tpnim) = ﬂ(ﬁ), onde h = C(Zpits .. Tm)h € By,

el
pois
- Q Q
hH _ H—(xn+1,...,a;m)h <N (@t |l < 1.
H m o Q] v Q]
Assim,
QT € Egg;rm)(Ela s aEn-i-m; F)
e como
IIQTllﬁg;yw < lall; = 1Q|lullz,
temos

IQT M ) < IE{[[|Qllully 5 w satisfaz (4.2)}
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= inf{||ul|;; u satisfaz (4.2)}]|Q|
== T n
| ||[;§I;||QH

I ()rtanto,
T n+m < T n .
||Q HCEIT ) = || ||CEI;||QH
D

Passemos a analise do caso polinomial. Em |60, Proposi¢ao 3.4.19], foi mostrado

que <£<I>, | - ||£<z>> é um hiper-ideal fortemente simétrico, implicando que o par

N
Pe- Il SPCENE >)
(( ngg | ||P£§;g) ( (T) | ||£EI; .

é fortemente coerente e fortemente compativel com Egg, de acordo com a Proposigao
4.1.5 e item (3) da Observacao 4.1.3. Abordaremos, agora, o caso polinomial em que a

definicao independe do caso multilinear.

Definig¢ao 4.5.6. [60, Definigao 3.4.16] Sejam P € P("E; F') e Z um ideal de operadores.
Dizemos que P ¢é Z-limitado se P(Bg) € C\z), isto é, se existem um espaco de Banach H

e um operador linear u € Z(H; F) tais que

Denotaremos o espaco dos polinémios n-homogéneos Z-limitados por Pé;; ("E; F).
Também definiremos, como no caso multilinear, uma p-norma em Pfg através da p-norma

de Z, da seguinte forma:
| P|| s = inf{[[ul|z; u satisfazendo (4.3)}.
@

Em [19, Teorema 3.4.17|, foi mostrado o seguinte resultado.

Teorema 4.5.7. Seja (I, || - ||z) um ideal de operadores p-Banach. Entio (P, | - [Ip,)

€ um hiper-ideal de polinémios homogéneos p-Banach.
Checaremos as condic¢oes da coeréncia forte.
Proposicao 4.5.8. P ¢ Pfgg ("E; F) se, e somente se, P € EE;;("E; F).

Demonstragao. Dado P € Py ("E; F'), existem um espaco de Banach H e um operador

linear u € Z(H; F') tais que P(Bg) C u(Bg). Sejam x,...,x, € Bgp e ey,...,6, = £1.

€101 + -+ + EpT .
Como " € Bg, existe z,
n

-, € By tal que

-----

€ EnTn
P(1m1+ + et
n

) = (2, ) -
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e, € By, segue da Formula de Polarizagao que

.....

==+1
. 1
P(xla-.-7$n) = n'zn Z 61"'€nP(€lx1+"'+€nfL’n)
’ ej=%x1
1 n €11 + -+ EnTn
X e (2
€=
n" n" n"
— n|2n 621 €1 Enu(251 77777 En) — Fu(u)) c EU(BH)
=

Como “ru € I(H;F), concluimos que P(Bp x Y. x Bg) C 2 u(By), provando que
Pe L) ("B F). V
Por outro lado, se P € Li7)("E; F'), entdo, existem um espaco de Banach H e um
operador linear u € Z(H; F) tais que P(Bg x --- x Bg) C u(By). Por conseguinte, para
qualquer z € Bg,
P(x) = P(z,.".,x) € u(H)

e, portanto, P € Pipy("E; F).

Proposicao 4.5.9. Sejama € E e P € Pfgrl)(”“E; F). Entao,

P, € P ("E; F)

||Pa||7)<(;>) < ”PHﬁ((;;H)Ha”

Demonstracio. Sejam a € B, a#0e P € Pénﬂ) ("TLE; F). Pela Proposigio 4.5.8,

Pery (e F).

Logo,
» (n) m .
P, e £<I>( E; F).

Como P, = (P,)Y, temos (P,)" € L'(g ("E; F') e portanto,

—

P, e PV ("E; F).

Como P € £§;>H)("+1E; F), existem um espago de Banach H e v € Z(H; F) tais que

+
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Uma vez que,
P,(z) := P(a,x,.".,x) = P (HLLH,:L*, . ,x) lall,
a

concluimos que P,(z) € ||a||u(Bg), pois ||a|ju € Z(H; F). Logo,
1Py, < lalllullz,
para todo u € Z(H; F) tal que P(Bp x " x Bg) C u(Bpy). Portanto,
IPul g, < Nl [P -

]

Usando os mesmos argumentos da Proposicao 4.5.5, podemos mostrar o seguinte

resultado.

Proposic¢ao 4.5.10. Sejam P € ng ("E;F) e Q € P(™E). Entao,

PQ € Py ™ (MBS F) ¢ | PQlpnsm < 1P

QI

Assim, concluimos que o par

N
(n) (n)
(P& ) (€1 1y ) ) .

¢ fortemente coerente e fortemente compativel com L zy.



Capitulo 5
Multipolinémios

O conceito de multipolinémio utilizado neste capitulo é o apresentado por T.
Velanga em [62]. Esta classe se destaca por apresentar uma unificacdo no tratamento
das aplicacoes multilineares e polinomios homogéneos, além de contemplar outras classes
que ainda nao foram estudadas na literatura em espacos de dimensao infinita, como por

exemplo, o operador
Pty xt K P ((:cj)j’;l , (yj)j‘;) => 2yl
J

Neste capitulo, seré apresentada uma nova abordagem para o conceito de multipolindémio.
O principal objetivo deste nova abordagem ¢ facilitar o tratamento de certas classes nao
triviais de multipolinomios. Aplicaremos esta nova proposta na construcao dos multipo-
linomios absolutamente 7,5, . -somantes e também na formulacao de um novo conceito

de coeréncia e compatibilidade no contexto dos multipolinomios.

Observacao 5.0.1. Por uma questao de simplicidade utilizaremos durante todo este ca-

pitulo as sequintes notagoes:
o L(MEy,...""En;F):=L(E), ™ Ey,...,Ey, "™ E.;F).

e Para qualquer T € L(™Ey,...." E,; F),

T (P, . aim) =T (xy, ", T, .oy Ty M0, Ty

o L(MTtmELF) = L, (B, B F).

5.1 Multipolindmios

Nesta se¢ao, apresentaremos uma nova caracteriza¢ao para os polindmios (nq, ..., 7y, )-

homogéneos. A fim de explorar esta nova abordagem, definiremos um conceito de simetria
93
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que generaliza o j& existente na literatura e também uma versao da Formula de Polarizacao

nesse novo contexto de simetria.

Defini¢ao 5.1.1. [62] Sejam m € N e (ny,...,n,) € N™. Uma aplicacdo P: Ey x --- X
E,, — F é dita um polinémio (ny,...,n,)-homogéneo se, para cada i = 1,...,m, a
aplicacao

P($1,...,Ii_1,',l’i+l,...,xm)I El—>F

¢ um polindmio n;-homogéneo, para qualquer (x1,...,2T;1,Tit1,...,Tm) € E X -+ X
E; 1 x Fiyp x --- x E,, fixado. A aplicacao P ¢ um multipolinémio, se ¢ um polino-
mio (ny,...,n,;,)-homogéneo para algum (n,...,n,,) € N™. O espago vetorial de to-
dos os polindémios (ni,...,n,)-homogéneos de E; X --- x E,, em F & denotado por
MP, ("MEy, ... E, ;F), enquanto que denotaremos por MP (" E;,...."m» E,.; F) o
supespaco vetorial de todos os elementos continuos de MP, (" Ey, ..., E,,; F'). Quando
F =K, escrevemos simplesmente MP, (" Ey,....,"" E,,) ou MP (" Ey, ..., E,,). Quando

munimos MP (" Ey,...," E,,; F) com a norma
|P|| = sup{[|P(z1,...,2m)|: = € B, i =1,...,m},

este espaco torna-se um espaco de Banach.

Proposi¢ao 5.1.2. P é um polinémio (ny,...,ny,)-homogéneo se, e somente se, existe
TeL™E,...,)m E,; F) tal que

P(zy,...,xp) =T (2, ..., 2™,

para quaisquer x; € B; i =1,...,m.

Demonstracio. < E imediato.

= Seguindo as mesmas ideias de |63, Teorema 2.1] podemos mostrar que, sendo
Bp, = {ey)}je J; a base de Hamel de E; e 53(?> os funcionais coordenados correspondentes,
paracadai = 1,...,m, qualquer polinomio (n4, ..., n,,)-homogéneo P: Eyx---XFE,, — F

pode ser unicamente representado na forma

P(xly ,l’m) =
Z Z b.ay ) .m) .m 51 f( (1) --- 5 f( (Tm)
FIR. G5 e g™ g S (1) (1) (m) (m) .
SO aen e
onde
Di0 i, gm )
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1 T G ) XS () (m)
)y i=1 k=1 k=1
Defina
T: B x x Ey x xE "X E, —F
dada por,

T(mgl),... z(V ...,xﬁm),...,ﬂm)) =

rYng Nm
m (.1 (1) 1 (m) ((m) (m) m
' Z bj{”,...,jffl),...,j§’">,...jmgjg) (xl > "'53-5111) (2f)) - '%m) (Il ) "'5]-7(;;) CHOR
i e
1=1,...,m

E facil ver que B ¢ uma aplicacdo (n; + - - - + n,,)-linear e que

P(zy,...,xp) =T (21, M, xq, .00 Ty, M, )
]
A proxima definigdo apresentara o conceito de aplicagoes multilineares (ny, ..., n,)
- simétricas, sendo esta necessaria para garantir que cada polinémio (ny, . . ., n,,)-homogéneo
pode ser associado com uma, e apenas uma, aplicagdo multilinear (nq, ..., n,,)-simétrica.

Defini¢ao 5.1.3. SejaT € L ("™ Ey,...," E,,; F). Dizemos que T é (ny, . .., n,,)-simétrica

quando,

1) 1) (m) (m) _ (1) 1 (m) m
T <$01(1)7 e Ty T (1) ,xam(nm)> =T (xl Y. ,xﬁll), ce Ty ,xﬁlm)>
para quaisquer o; € S,,,, i =1,...,m.

A Definicao 5.1.3 pode ser pensada como uma simetrizacao por blocos e foi mo-
tivada pela |65, Definigao 1.1].

Exemplos 5.1.4. (1) Sejam E; = R e Ey = C espagos vetoriais sobre R. A aplicagao
4-linear T': 1 x E1 x Ey x Ey — C, dada por

é (2,2)-simétrica, mas nao é simétrica, pois £y # Es.

(2) Sejam E; = F, = R% Entao, a aplicagio 4-linear T: R? x R? x R? x R? — R dada
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por
T ((x,y),(z,w), (a,b),(c,d)) = xzbd

é (2,2)-simétrica, mas nao é simétrica, ainda que tenhamos F; = FEs.

O espago vetorial de todas as aplicagoes (ny + - -+ + ny,)-lineares (ny, ..., ny,)-
simétricas saindo de E x Mo Eix---xE,x M E,, e chegando em F' ser4 denotado por
I/L(qm"”’m”)(”1 Ei,...." E,; F), enquanto que denotaremos por £§n1""’"m)(”1 Ei,...."m E,.; F)
o subespaco vetorial de todos os elementos continuos de Lgm"”’”"‘)("lEl, o By .

A prova da proposicao seguinte é imediata e por isso serd omitida.
Proposicao 5.1.5.

(a) Sendo E e F espagos de Banach, a sequinte inclusdo é sempre verdadeira

Quando dimE > 1, a inclusao acima serd prdpria.

(b) Se E é um espago vetorial de dimensdo 1 sobre K, entao

Um fato bem conhecido é o seguinte: nem toda aplica¢do (ny + - - - + n,,)-linear
é (ny,...,ny,)-simétrica. O proximo resultado mostra que qualquer aplicagao (ny + - - +
Ny, )-linear pode ser (ny,...,n,) - simetrizada, cuja prova pode ser obtida aplicando a

simetrizacao para aplicagoes multilineares em cada bloco.

Lema 5.1.6. Seja T € L(™Ey,....,"" E,,; F). A aplicacao

T(n1,“.,nm) <$§1)’ L .I(l) L. ’Jjgm)7 Ce l’(m))

s P2 ) Y,

_ 1 (1) () (m) (m)

R E— Z T(,lwgm<w1 T A ,...,:L‘nm>,

0; € Snl
i1=1,....,m
onde
(1) 1 (m) m)\ _ 1) (1) (1 (m)

To....om (;1:1 b v$7(11)> N ,a::flm)> =T (xal(l), e Ty T (1) ,xom(nm)> ,
€ (ny,...,ny)-simétrica e é chamada de (nq, ..., ny)-simetrizacao de T.

Corolario 5.1.7. Seja T' € L(™ Ey,...,"" E,; F). Entao,

— N1y--sMm
T(xy, P, 2y, oo Ty ", ) = T ™) (2q, BTy, Ty T ).
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Podemos também obter uma versao da Formula de Polarizacao neste novo con-
texto de simetria.

Proposicao 5.1.8. (Férmula de (ni,...,n,)-Polariza¢ao) Sejam FE,,... E, e F
espacos de Banach. Se T € Lgm’""n’”)("lEl, " B F), entao

T(xgl),... ztD 9552),... z?) ...,wgm) x(m)) =

7Ny ) Yng ) ) ' VN
m ni ni Nom, Nm,
Ay H Z egk) e egi) T ((xél) + Z 651)9‘?51)) e (a:[()m) + Z egm)xgm)> )
k=1 \ (& _44 i=1 i=1
(@ .0 (4) 1

para quaisquer Ty, Ty, ..., T, € B, i =1,...,m, onde A,, ..

T omtrtnmp o, 1

Demonstragio. SejaT € L™ (M By, ... ™ E,,; F). Para quaisquer x(()i), 2002 e
E;,i=1,...,m, temos

T (o, el

o Tx<12),..., 5:::2 (‘rgl)a ,.ng)

n ni
! (... 0 R e
= TP Z € G;I)Tz(lz)’wxg:zb) Ty + Z € 'x;
eM=t1 i=1
n ni
1 ) . I ) .
:2n1n| Z €§)67(111)T(<$é)+265)1’§) 7'1:(1)7-‘-7I£Lm) .
Yy i=1
Como
ni ni
r <<$(()1) +Z€§l)x§1)> 71.52)7"'7:67(12))
i=1
2
= T(Ié1)+2?:11 5§1)$§1>)n1,$g3),.,_,xgﬁ2 <{L‘§ )7 . 7x£Li)>
1 ni ni N9 ng
2y i=1 =
temos
T(xgl)’ . ’$£111)7 ,[E( )’ , ;TZL)) _
ni ni n no
2 (1) (1),.(1) (2) @ @
€ g +Z€i z, > ,(:CO +Z€i T, )
Anl,nz H Z ) E(k) T ( im1 — 7
k=1 E<k) 41 Nk (3) (m)
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onde

Anhng =

Repetindo este processo, obtemos

oy fngo

m ni ni Nm, Nm,
Ani.oim H Z e e | T ((fﬁ(()l) + Z egl)xl(l)) ey (x(()m) - Z el(-m)azgm)) ) ;

E=1\ (g

T<$§1)’_. ey x§2),... +@ ...,a;Y"),.., x(m)> _

onde
1
Ans o = onitFnmy. | I
mple Ny, !
m
Uma consequéncia imediata da Férmula de (n4, ..., n,,)-Polarizacao, é o seguinte
resultado.
Corolario 5.1.9. Sejam E., ..., E,, e F espacos de Banach e
T,Re L") (MEy,..."" B, F).
Se T'(x1, ™, 21, .oy Ty P ) = R(xq, M, 21,00 Ty, M0, T para quaisquer x; € E;
1=1,...,m, entao
T(Igl), . ,a:ﬁ}l), . ,xgm), . ,xgz)) = R(:z;gl), . ,x,(lll), . ,xgm), . ,x,%)),
pare quaisquer xii), . 7:175;) ceE,i=1,....,m.
O proximo resultado estabelece que cada polinomio (ng, . . ., n,,)-homogéneo pode
ser associado a uma, e apenas uma, aplicacao (nj+- - - +n,,)-linear (ny, ..., n,,)-simétrica.

Proposicao 5.1.10. Seja P € MP(™E,,...," E,;F). Entdo existe uma, e somente

uma, aplica¢ao (nq + - -+ + ny,)-linear (nq, . .., ny)-simétrica

pe L (Mmp B F),
tal que
P(xy,...,0p) = P(xy, ™., 21, ..., T, ", Ty
para quaisquer x; € E;, i =1,...,m.
Demonstragao. Seja P € MP(™Ey,...," E,,; F). Pela Proposi¢ao 5.1.2 e pelo Corolario
5.1.7 existe T € L(™ Ey,...,"™ E,,; F) tal que

P(xzy,...,xp) =T (g, ™M 2,00 Ty, M, Ty
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_ q(n1,...,n
=T (2, ML T, Ty L T,

para quaisquer x; € E;, i = 1,...,m, o que mostra a existéncia. Para mostrar a unicidade,
suponha que exista R # P € 52"1""’”"”)("1 Ey,..."E,; F) tal que

P(zy,...,xm) = Rz, ", Ty, ooy Ty 0 )
para quaisquer x; € F;, i = 1,...,m. Desta forma,
P(zy, ™2y, o T, P, ) = R(xy, MLy, g, T )
para quaisquer x; € F;, i = 1,...,m e segue diretamente do Corolario 5.1.9 que P = R.
m
Como feito na teoria dos polinémios homogéneos, podemos associar cada T €
L(ME,....,"™ E,; F) aum polinbmio (n,...,n,)-homogéneo, denotado por 7', fazendo
T(xy,..., %) =T (x1, M, 2, ooy Ty M0, Ty).

Proposicao 5.1.11. Sejam Ey, ..., E,, e I espacos de Banach. Entdo, a aplicacdao
G Limmm)(mp B F) s MP(MEL,. " B F)

definida por, ®(T) = T, é um isomorfismo. E ainda,

n1 e Nm A
T < ||| < 22l 7
nyl-ony,!

Demonstracao. Nao é dificil mostrar que ® é linear e um isomorfismo.
Seja T € L") (mE,, ... " E,: F). Como

”T(Il’ s 7xm)|| = ||T([E1, STy T nm?‘rm))” < HTH”:Cle o meHnmv

temos ||7'|| < ||T|. Por outro lado, seja (:1:5”, . ,x?) € E;x-"-x E; com H <x§i), . ,:cff?) ‘ <

i

1, para todo ¢ = 1,...,m. Usando a Formula de (nq,...,n,,)-Polarizacdo, com x(()l) =
o= 2™ =0, temos
T (2, ", 2,y Ty Ty ) ||
m ni ni Nm Nm
<o f| £ el [ ((Eer) o (Sea) )|
i=1 =1

=L\ ) —ty



100

m ni ni N Nm
- 1 1 m m
< Ampean [T D0 |7 e ITY D eVt > emal™
7=1 e(j)*zl:l =1 i=1

m ni 1 Nm nm
j i - 1 m
<A [I| 20| 171 x§>H> ---(2:\:& l
i 1

J=1 \ O_4q i=1 1=

K2

ni Nm
n DRI 0} ~

1 m

< L7,
Ny Nyp-

— 1
onde Anhn-,nm T oonittnmp lan,, !t L

Corolario 5.1.12. Seja P € MP(™E;....," E,; F). Entao,

ni n

o nl .. .pm
1P < 1P] < e p.
A Férmula de Polarizagao assume um papel fundamental na teoria dos polinémios
homogéneos, pois usando-a podemos obter a tao importante desigualdade de polarizacao
(39, Teorema 2.2]), a qual diz o seguinte: se E e F sdo espacos vetoriais normados e

P: E — F é um polinémio m-homogéneo, entao, existe uma constante ¢(m, E) tal que
[P <IIP|| < e(m, E)| P

- m , L. . ~ 1. . L. .
onde P: £ X --- x E — F ¢é a unica aplicacao multilinear simétrica associada a P.

Seguindo esta ideia, porém, em seu contexto, foi mostrado em [65, Teorema 3.2| a seguinte

desigualdade,
= (n1 + ng)mtnz)
P||<||P| < P 5.1
1Pl < 1P < Py (1)
como consequéncia da Formula de Polarizacdo. Utilizando a Formula de (ny,...,n.,)-

Polarizacao, obtemos no Corolario 5.1.12 uma constante mais precisa para a desigualdade

(superior) de polariza¢ao em nosso contexto, pois

niy. no
nl n2 (nl + nz)(n1+n2)

nllngl - nllngl

O proximo exemplo mostra que esta constante é a melhor possivel. A inspiracao para a
construgao deste exemplo vem dos polinomios de Nachbin e segue as mesmas ideias de [1,
Exemplo 1.2.3].
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Exemplo 5.1.13. Sejam E) = --- = E,,, = {1(C), onde
6L(C) = {(%)?’Q e CY, Z |75] < OO} :
=1

A norma sobre ¢;(C) é definida por

.Z‘] j= 1”1 Z|$]’

Dados m,ny,...,n, € N, defina a aplicacao (ny + - - - + n,, )-linear
An17”'7nm:€1 X AR ><£1 X El X nm Xgl S K
dada por
o () () ()T ()
bt ( i j=1""" Y j=1"""" i j=1""" Y j=1
. 1 (1,01(1)) (1,01(n1)) (m,om(1)) (m,om(nm))
_m Z 1'1 ...$n1 ...a’;l ...xnm .
o; € Snz
1=1,...,m
Nao ¢ dificil ver que [|A,, .| = roy—r Como
i W)™ )™ ) 1 m)® |
Ty T ((IJ )]:1’ 7(-T )] 1) - MLy Tim (((SEQ )] 1) ’ ’ ((QZ )j:l) >
= :rgl) xg}w{ -xgm) xT(ZZ)
sempre que (xgl)) € (1(C),i=1,...,m, nao é dificil provar que
j=1
1
[Ans i | = =
nl .. /n/mm

Relembraremos agora o conceito de ideal de multipolindémos, introduzido por
Velanga em [62]. Primeiro definiremos o conceito de polindémios (ni, ..., n,)-homogéneos

de tipo finito.
Defini¢ao 5.1.14. [62, Definicao 4.1/ Sejam E, ..., E,,, F' espagos normados. Um po-

linémio (nq,...,n ) homogéneo continuo P: Ey x --- x E,, — F é dito de tipo finito, se

existem k € N, goz EE’eb €eFcomi=1,...,kej=1,...,m tais que

k
Py, wm) = Y o (@)™ - o™ ()" b

i=1
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Passemos ao conceito de ideal de multipolinomos.

Defini¢ao 5.1.15. [62, Definicao 4.2] Para cada m,ny,...,n, € N, denotaremos por
MPﬁ:l’“""m), a classe de todos polinomios (ny, .. ., n,,)-homogéneos continuos entre espa-
cos de Banach. Um ideal de multipolinémios ¢/ é uma subclasse da classe

U U Mz])g:l,...,nm)

m=1 \ (ni,...,nm)EN™

de todos os multipolindémios entre espagos de Banach tal que para todosm € N, (ny,...,n,,) €

N™ e quaisquer espacos de Banach FE,... E,, e F', as componentes

U mm) (ML By ) t= MPG ) (ME By F) MU

satisfazem:
(a) A componente L{,(,?I""’nm)(”lEl, ... By FY) @ um subespaco vetorial de
MPEnm) (g, - nm B R
que contém os polindémios (n1, ..., n,,)-homogéneos de tipo finito;

(b) Propriedade de ideal: Se P € Ur(r?l"“’nm)(”lEl,...,”m E.;F), u; € L(Gy; E;) para
j=1,....,m,et e L(F;H), entdo,

toPo(uy,... u;) € UM (MG, Gy H).
U ¢ dito um ideal (quase)-normado de multipolinémios, se existe uma funcao || - ||y: U —
[0.00) satisfazendo:

Lo || - [jo restrita a L{,Si”""’”’”)(”lEl, ...,"m By F) ¢ uma (quase)-norma, para todos
meN, (ny,...,n,) € N" e Ey,... E,, F espacos de Banach;

idy ) K — K idi " (A Am) = AP A
Ne (ny,...,n,) €N

2.

’ = 1 para todos m €
u

3. Se P ¢ Z/{?g?l""’"m)(”lEl,...,”7” En;F), u; € L(Gj;E;), para j =1,...,m, et €
L(F; H), entdo,

[t Po(uy, . ui)llue < [P el ™ - - "

Quando todas as componentes Z/{T(,Z”"“’"m)("lEl, ...,"m E; F) sdo completas sobre

a norma | - ||y acima, entdo, U ¢ chamado ideal (quasi-) Banach de multipolinomios.
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Fixados um ideal de multipolindémios U e m,ny,...,n, € N, a classe

ufr:q,‘..,nm) _ U ur(rzzl,..‘,nm)(nl Eb o 7nm Em; F)

Elv“wE'mmF
¢ chamada ideal de polinémios (n4, ..., n,,)-homogéneos.

No proximo resultado, utilizaremos a seguinte notacao:
MPEEEIn) — MP (), ()i ()
Teorema 5.1.16. Seja M um ideal de aplica¢oes (ny + - - - + ny,)-lineares e defina
MP = {P € MPpmt—inm. pec M},

Entao, MP e é um ideal de polindmios (ny, ..., ny,)-homogéneos. Se (M, || - ||m) € um

ideal normado de aplicagoes (ny + - - - + n,,)-linear, entdo, definindo

[Pllpmp e = 1P llma
temos que

(MPas, || - lmp )
é um ideal normado de polinémios (ny, ..., n,)-homogéneos.
Demonstracao. Nao é dificil perceber que, para quaisquer Fi,...,E,, e I espacos de
Banach,

MPM(nlEl, R ’nm Em, F)

é um subespaco vetorial de MP (" Ey,... " E,,; F) e que este espago contém os polino-
mios (nq, ..., n,;,)-homogéneos de tipo finito.

Agora sejam Gy,...,G,,, E1, ..., E,, F e H espacos de Banach,
P e MPM<HIE17 s 7nm Em7F)7

t € L(FyH) e u; € L(G;E;), j = 1,...,m. Entao, pela Formula de (nq,...,n,,)-

J
Polarizacao, com xél), L™ =,

»Yng 1 N
ni ni Nom, Nm
=Cpy....m (to Po(uy, ..., up))" ((Z efl)x§1)> e (Z Egm)x(m)> )
i=1 i=1

ni Nom
=t (Cm ..... R (Z egl)m <x§1)> e ,Z egm)um (a:im)>>
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ni ni m frm
:t (Cnl,...,nmp ((Z Egl)u1 (ZUEI))) ge ey < Egm)Um (xfm))) > )
i=1 i=1

=1 (15 <u1 <$§1)> sy U (:ch]ll)) sy Um (a:ﬁ’"’) sy U (acg:l))))

=toPo(up, ™, uy,. .., Unp, ", Up) (xgl), o ,:c,(fl), o ,q:gm), o ,xﬁﬁ) ,
onde
1 m
_ (K) . (k)
Cnl""’nm B i+t nmp .l ooon | H Z €1 Enk
v =1\ (_ g
Assim, (t o P o (uy,...,um))Y = to Po (uy, ™ uy,... , Uy, " uy). Como to P o
(g, "L ULy e Uy, P Uy, ) € MMITEIm (G e G ), segue que,
\ ni+-+nm (mi Nm .
(tOPO(Ul,...7Um)) EM ( Gl,..., Gm,H)
Entao, MP s é um ideal de polinémios (ng, ..., n,)-homogéneos.
Suponha agora que (M, || - ||a) seja um ideal normado de aplicagbes (ny + -« +
N )-lineares, mostraremos que (MP yp, || - || ) € um ideal normado de polinomios (ny, . .., 1y, )-
homogéneos. Sabemos que MP,, € um ideal de polindmios (ny,...,n,,)-homogéneos e
é facil de mostrar que ||P||mp,, ¢ uma norma sobre MP (" Ey,...," " E,,; F), para
quaisquer Fy, ..., E,, e F espacos de Banach. Vamos mostrar que
[ TdGmm) K™ = K, TS "™ (A, Am) = AT A e =1 (5.2)
Defina,

TAr " WAL A Ay Z D AW ),

Y ny ni Nm

(nl7"'7n

Note que, Idy ) € Eg"l""’"m)(”lK, ., Ky K) e que
TaS "™ O, M A T, A) = TAS " (L A).-

(77,17...,’”

Logo, (Iczﬁgl"“’"m))v = Idy ™) Uma vez que,

I_dﬂgl""’"’") HM — 1, segue imediatamente
que Hldﬁgl"”’"m)H =1.
MP

Sejam Gy, ...,Gp, Er, ..., E,, F e H espagos de Banach, P € MP (™ Ey, ...,
"mEa F),te L(F;H) euj € L(Gj; E;), j=1,...,m. Jasabemos que

(toPo(up,...,up))’ =toPo(uy, ™, U, ... Uy, ™, Uy).
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Logo,
”tOPO (ula"'vum>||MPM = H(tOPO (ula"‘aum))v“/\/[
= Ht o Po(uy, ™. uy,...,Up,, ?“m,um)HM
< NP oy Ml = Nl ™
= Pl g o Ml [ [

5.2 Multipolinémios absolutamente y-somantes

A teoria dos operadores multilineares/polindmios homogéneos somantes tem con-
quistado um lugar especial na Anélise Funcional, sendo explorada por diversos autores,
dos quais podemos destacar [4, 7, 12, 23, 37, 38, 42]. Em geral, a busca por resultados
nestes trabalhos seguem caminhos similares, como por exemplo, caracterizar estas classes
por desigualdades para obter uma norma que tornem essas classes espacos de Banach.

Seguindo este espirito, Serrano-Rodriguez em [57| construiu uma abordagem abs-
trata para os operadores multilineares absolutamente somantes e no Capitulo 2 foi cons-
truida uma abordagem abstrata para os polinomios homogéneos absolutamente somantes.

Relembraremos estas definicoes.

Definicao 5.2.1 (Defini¢ao 1.6.1). Seja m € N. Um operador T' € L(E,...,E,; F) ¢é

Vs.s1...sm-Somante em a = (ay, ..., Ey,) € By X -+ X E,, quando,

(T <a1 - xgl), ey O $§m)> —T(ay,... ,am)> € vs(F)

j=1

sempre que (x?) € v (Ey),1=1,...,m.
j=1

Defini¢ao 5.2.2 (Definicdo 2.1.2). Sejam E e F espagos de Banach. Um polindémio

m-homogéneo P: E — F' ¢ dito v, -somante em a € E, se
(P(a+ ;) = Pla));Z; €7s(F)

sempre que (z;)7°, € vy, (E).

A classe de todos os operadores multilineares 7,5, s, -somantes em todo ponto
é denotada por ng”)lm e a classe de todos os polinémios homogéneos v, ;,-somantes
em todo ponto é denotada por P§“1

Nesta se¢ao, iremos apresentar a classe dos polinémios (ny, ..., n,)-homogéneos

continuos, que unifica os conceitos destacados acima e, utilizando a abordagem introduzida
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na secao anterior, exploraremos suas propriedades. No caso da origem, este tratamento

unificado foi proposto por T. Velanga em [61].
Observacao 5.2.3.

(a) No decorrer desta secao e da proxima, Ys, Vs, - - -, Vs,, denotarao classes de sequéncias

finitamente determinadas e linearmente estdveis.

(b) Por uma questao de simplicidade escreveremos

(ev)
1L, .,

(ev)
BB F) = "R B F.
( 1 ) ) H’Y ( 1 )

n n
yeeerSym 5,51_.1,51,...,5777‘, M sm

Defini¢ao 5.2.4. Dizemos que um polindémio (n4, ..., n,,)-homogéneo continuo P: E; X

-+ x B, — F é absolutamente 7,5, ., -somante em a = (ay,...,a,) € E; X--- X E,, se

»Sm

o0

<P <a1 + xél), e U xgm)) — P(ay,. .. ,am)) 1 € vs(F),

j=

sempre que (xﬁ”) €7, (E),i=1,...,m.
j=1

O conjunto dos polindémios (ny, ..., n,)-homogéneos absolutamente s, .-
somantes em a = (aq,...,a,) serd denotado por MP@W (MEy,...."m En; F). Se

V8,81 5055m

a é a origem, escreveremos apenas MP, (" Ey,....," E,; F). Quando for absolu-

tamente v, 5, _s,,-somante em todo ponto, escreveremos MPSf”)l (MEy,...."m B, F).

»»»»» Sm

Observacao 5.2.5. Note que

MPE) (MBS En )= () MPY ("B, B F).

78751$"<7S’nl

a€FE1 XX Em

Lema 5.2.6. Sejam F1,...,E,, e F espagos de Banach ¢ P € MP(™Ey,...." E,.; F).
Entao,

P e MP'YS,sl ,,,,, Sm, (n1E17 AR 7nm Em7 F)

se, e somente se, a aplicacao nduzida

P:ys, (Br) X -+ X s, (Bm) = 7s(F)

dada por
s 1\ m\>* ) _ (1) m\ )™
P s ()7 ) = (P (0 a™))
estd bem definida. E ainda, P é uma aplicacio continua.

Demonstragao. A equivaléncia segue diretamente da defini¢do de polinémio (ny, ..., n,)-

homogéneo absolutamente 7, 5, ., -somante na origem.
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Vamos mostrar que P é um polinémio (n4,...,n,)-homogéneo. Uma vez que
PeMP,,, . (MEy,.. . " E,;F), existe uma dnica aplicagdo (n; + - -+ + ny,)-linear

(N1, ..., Ny )-simétrica P tal que P(z1,...,2,) = P(z}", ..., 2"), assim

P e ()7 ) = (P () (5.3
= (P () (7))

Vamos apresentar uma aplicagao (ny + - - - + n,, )-linear associada a P. Defina a aplicacio

(P)\/: fysl (El)nl XX ’YSM(Em)nm — /yS(F)

dada por

SV 1,0\ (1,n1)\ (m,1)\ (mynm)\ ™
(P) ((xj ) ()T ()T (o ))

— > (171) (Lnl)
—(P(:I:j e Ty
Nao é dificil mostrar que esta aplicacao estd bem definida, é (n; + --- + n,,)-linear e

(nq, ..., ny,)-simétrica e de (5.3) temos que,

P ((E5) (L)) = () ) )L

mostrando que P é um polindémio (n4,...,n,)-homogéneo.
Seguindo as mesmas ideias da demonstragao do Teorema 2.1.10, podemos mostrar
que a aplicacao P é continua.
O

O proéximo resultado evidenciard uma relacao entre MPge“)l (ME,...."" By F)

e Hi) (MEy, ... "™ By F).

M sm

77777 Sm

eSm

Proposicao 5.2.7. Sejam FE1, ..., E,, e F espacos de Banach e P € MP(™Ey,...."" E,; F).
Pc ./\/173ge”)1 (MEy, ..t By F) se, e somente se, Pe H(ev) (MEy, ..., B F).

n n
"/S’Sll snm

.....

AAAAAA s

Demonstragio. Seja P € H(vev) .

815t ySTaens

(MEy,...,"™ Ey,; F). Para quaisquer

(a%i%...,aﬁj}) € Ele <($§z1)> L (xf”)) > € (B, i=1,...,m,
j=1 j=1
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P (agl) + xél’l), s a&’ + x(.l’"l), o ,agm) + x(.m’l), o ,a%n) + ()
. (agl>,...,a;?,...,agm>,...,am>)

j=1
Entao,
(P(a1 + x§1), N ZL‘§m)) — P(ay, ... ,am)) -
‘]:
P (a1 + x(l), Mooaq + .T(l), ey QT+ x(-m), M G, x(»m)) -
- ( omT ) J & (P,
—P(ay, ™. ay, ... 60, ", ap) i
para quaisquer a; € E; e (xy)) €7, (E;), i=1,...,m. Logo,
j=1
PeMPL)  (MEy,... " By F).
A reciproca é consequéncia imediata da Formula de (n4, ..., n,,)-Polarizagao.

]

A demonstracao do proximo resultado segue do Lema 1.6.2, do Teorema 5.1.2 e

da Proposicao 5.2.7.

Proposicio 5.2.8. Sejam P € MP) (MEy,...""E,,F) ea = (al,...,ay) €

Vs,81,-,8m

Ey x - x E,. Entao, existe uma constante C,, o, >0 tal que

o0

H <P (al +:L’§-1), Oy +x§-m)> — P(ay,. .. ,am)>

S Cah...,a
¥s (F)

m

J=1

(4)

sempre que (xj ) - € B, (g),t=1,...m.
]:

Os argumentos usados na demonstracao do préoximo teorema sao uma adaptacao
do argumento original feito por M. C. Matos em [38]. Para o proximo resultado considere

G; = E; X 7, (E;) munido da norma

)] ();
H(a <x] J=1) ) =

Teorema 5.2.9. Sejam E,, ..., E,, e F espacos de Banach e P € MP(™Ey,..."™ E,; F).

As segquintes afirmagoes sao equivalentes:

(5.4)

— llailz, + }

G; Vs (EZ)

(@) Pe MPLY)  (MEy,...)" By F);

.8

(b) A aplicag¢ao induzida
O(P): Gy X -+ X Gpy = v(F)
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definida por

@G”(<M»@foi¥)“'”<“”<ém»i¥)>

= <P <a1 + :cg»l), ey Oy xgm)> — P(ay,. .. ,am)>

o0

i=1
é um polinomio (ny, ..., ny)-homogéneo bem definido. E ainda, ®(T) é continuo;
(c) Existe C > 0 tal que

[e.9]

H(P <a1+x§-1),...,am+x§-m)> —P(al,...,am)> o
Vs

gC’H(Hai\ (=) " ) , (5.5)
i=1 I= s, (B3)

sempre que (:L'gl)) €Evs(Ey),i=1,....,me(ay,...,an) € By X -+ X Ey;
j=1

Jj=1

(d) Existe C > 0 tal que

H (P (al —I—azg-l), ey Oy —i—a:(m)) — P(ay,. .. 7am)>

J
gcﬂomm+‘ ><
=1 Vs; (EZ)

@y
(xj j=1

sempre que n € N ( Z) CE,i=1,....me(a,...,an) € By X X E,,.
)

Demonstracao. (a) = (b) A boa definigdo de ®(P) segue diretamente da defini¢do de
MPﬁ”}l o, (MEy .t By F) e ndo é dificil mostrar que @(P) ¢ um polinomio (ni, . .., nyp )-
homogéneo para qualquer P e MPQEUS o (MEy,... " By F). Vamos mostrar que

O (P) é continua.
Iniciaremos mostrando que, para qualquer P € /\/173(7‘2”5)

38 ey Sm

o conjunto

al,...,am)EElx---xEm;

F o0 m o m [e’s)
o L R P 0
o =1/ ) )
¢ fechado para quaisquer & € K e <g;§l)> € B, (g), i =1,...,m. Para todo n € N,
j=1 i
considere
(a1,...,am) € Ex X Ep:
F m)\ " n m n
( ;1)> =17 ( 'g )> =1 ®(P> a‘l? (x(1)> Y ) am7 (fL‘( )> S k
] J B b= s (F)
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Uma vez que as classes de sequéncias 7s, Vs, - - - , Vs,, 520 finitamente determinadas, pode-

mos mostrar que

F . ﬂF o\
kv(”ﬁy))j:l < ) <1> (;;:5 >)j:1

neN
Para quaisquer (:L’;Z)) € B, (g),t=1,...,m, e fixado k € N, podemos definir
i=1 o

Dy: By x -+ X E, — [0,00)

por,
() (m) "
Di(ay, ... ap) = (P <a1+:1:j N R ) —P(al,...,am))
7=l (p)
Veremos que Dy, é continua para todo k € N. Seja (b,) —, = ((b],...,0%)),~, uma
sequéncia em E; X --- x B, convergindo para b= (by,...,b,,). E facil perceber que,

lim Dy (b7, ... b") =

n—oo n—o0

: n (1) n (m) n n k
j=1

Por simplicidade, escreveremos

B = (b”+x1 b+t >>—P(’f,...,b;)

e
h, =P <b1 +2M b, +x§m)) — P(by, ..., by).
Segue da continuidade de P que, dado € > 0, existe ng € N tal que
I =l < &
para todo n > nj). Tomando ny = maz{nj; j =1,...,k}, teremos

||<h? _hla-’whz _hkaoa"')Hﬂ/S(F)
<N = R0y 10, 0B = B0, )l
= [|hy — Pl + -+ [|hg — Pl

<€,
para todo n > ng. Assim,

”(h?7, 2’07)_(h177hk’07)’|')’s(F) <6
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para todo n > ng e de (5.6), segue que
lim Dk(b?,,bfn) = Dk<b1,...,bm>.

n—0o0

Logo, Dy é continua. Como

F n = D [0, k]),
k’<z('1>)9—1 (z(_ >)j:1 r ([0,K])

segue que F / 1)\n @ € um conjunto fechado e assim F / ) (my\> tam-
() ()L () ()7
Lo . . @\ -
bém é um conjunto fechado para quaisquer (xj . € B, gy, t=1...,m.

Para cada k € N, considere Fj, = I, (z@))oo . (x<.m))°° . Da Proposicao 5.2.8,

7 )j=1"""\" j=1

obtemos

Emmx%:U&
keN

e, pelo Teorema da Categoria de Baire, existe ky € N tal que o interior de F},, nao é vazio.

Seja (by,...,by,) um elemento do interior de Fy,. Dai, existe 0 < € < 1 tal que

(o ()7 o (o (7))

o0
sempre que |lc, — byl <e€e (:E(-T)> €B,, gy r=1...,m. Se
[ ]:1 T

J
<”>m
“(UT’<x] j—l)

< ko (5.7)

Vs (F)

para todo r = 1,...,m, entao,

(!

o]y, <€ e \

De (5.7) temos

H”P) {(@1, O35) oo (b (005,)) + ( (xi-l’)?;) (m (.r;m):l)]
_ qu K o, @;w);) ( b, (x;w)jl)}

pois,

¥s (F)

vs (F)

|vr + b, — bTHET = ||UTHET <€

<e<l,
/YS’V‘(E'V')
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para todo r = 1,...,m. Portanto, ®(P) é limitada na bola de raio € e centro

(b ©)32) oo (b (0)2) ) € G x o X Gy

e, de |62, Teorema 3.3|, segue que ®(P) é uma aplicagdo continua.

(b) = (¢). Sejam (:705”) € B, gy, i=1,...me
]:

PeMP,  (MEy,..." EyF).

----- Sm

Como ¢(P) é um polinémio (ny,...,n,)-homogéneo continuo, temos

o0

H(P <a1 —|—w§-1), ce O +x§-m)> — P(ay,. .. ,am)> -
J:

=[leer ( (e ()7, ) (o (x;m)jl))
<10 (Hail (), (E))

(c) = (d) E imediato.
(d) = (a) E consequéncia imediata das classes serem finitamente determinadas.
[

vs (F)

vs(F)

Eﬂ"

A prova do préximo resultado pode ser feita de forma andloga a do Corolario
3.1.11 e da Proposicao 3.1.13.

Proposigao 5.2.10. (a) O infimo das constantes C' > 0 satisfazendo (5.5) define uma
norma em MPLE) (MEy,...." By F), denotada por 7s? | (+).

’YS,Sl 11111 sm JIEEEES) sSm

(b) Para qualquer P € MPgev)l """ o (Bt By F), temos que mf! | (P) =
[P(P)]].
(¢) Se Pe MPYY  (MEy,...." By F), entio |P|| <7 (P).
O proximo resultado é uma consequéncia imediata da Formula de (nq, ..., n,)-
Polarizacao.

Proposigao 5.2.11. A norma w5’ (+) satisfaz a relagdo

1seesSm

ni n
(qu) - nl ...nm

Zio9e (P)<m (P) < (¥ (P).

Yoi51som Voor oo om0 el Yeeteem

Agora, mostraremos o principal resultado desta secao.

Teorema 5.2.12. Se v, (K)-" 7, (K) - - - 7, (K) ", (K) = vs(K), entao,

(MPE O s, L O)

m
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¢ um ideal Banach de polinémios (nq,. .., ny,)-homogéneos.

Demonstracao. Pela Proposicao 5.2.7, podemos ver facilmente que

2l n n
$,81, Hl.,sl,uuys,n, Msm

Dessa forma, segue do Teorema 5.1.16 que MP,(Z”jl ,,, ¢ um ideal normado de polinomios

,,,,,

(nq,...,n,)-homogéneos. Restaria a nos verificar a completude, entretanto, essa pode ser

verificada seguindo as mesmas ideias da Proposicao 2.1.17. O

Exemplos 5.2.13. Sejam 0 < p,q1,...,qn, < o00e FEy,..., E,,, F espacos de Banach. Um

polinémio (ng,...,n,,)-homogéneo continuo P: Fy X --- x E,, — F & dito
e absolutamente (p;q1, ..., qm)-somante em a = (ay,...,a,) € Ey X -+ x E,, quando
(P (al + x§-1), e Oy T x§m)) — P(ay,. .. ,am))j:1 € (,(F),

sempre que (a:?) €l (E;),i=1,...,m.
j=1 "

e Cohen fortemente p-somante em a = (ay,...,a,) € £; X --- x E,, quando

o0

(P (a1 + xgl), O+ x(m)) — P(ay,. .. ,am)> € (,(F),

j i
sempre que <x§z)> €ly(E),i=1,...,m.
i=1

Um conceito muito util na teoria dos multi-ideais é o de ideais simétricos. A

proxima definicdo apresentard o conceito de multi-ideais (nq,...,n,,)-simétricos e mos-
traremos que H(e”) ¢ um ideal de aplicacoes (ny, ..., n,,)-simétrico.
75,51,7?1,51,..,,sm7?m,5m

Definigao 5.2.14. Seja M, 1.1, um ideal de aplicagbes (ny + - - - + n,, )-lineares. Di-

zemos que My, 4oon. & (N1, ..., nm)-simétrico se T\ ™™ € My, 4.in. Sempre que
Proposigao 5.2.15. O ideal Hffv) . é um multi-ideal (nq, . .., n,,)-simétrico.
5,81, 4,87, ,8m, VM smy
Demonstracao. Sejam Fy, ..., E,, e F espacos de Banach e
(ev)
TeH7 (MEBy,..." B, F).

5,51 777,1 51 eSSy
Entao, para quaisquer

<a§1),... a® ._.’agm)"”’agiv CE X" XE X xE,x "xE,

s Unqyo
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T <a§1) + 955-1’1)7 Cah) + $§1’n1)v ™ xg‘m’l)> )+ xgm,nm)> € 7s(F)
(ol el al) 5
j=1

Assim, para todas 0, € S,,,, i =1,...,m

Ty om <a§1) + :L‘g-l’l), a4 xél’”l), cal™ gt g xg-m’"m)>

~To1....om (agl), e a&), e agm), o ,agﬁ))

j=1
d (ev) n n .
pertence a vs(F). Assim, T, ., € [[; " o (MEy,.. By ). Como
( ) 8,587,381 5.3 8my 1, 8m
ev n n . . .
H7 . . (MEy,...," E,; F) éum espago vetorial, segue que
5,571,387 5.-,5m, 1, 8m
e ¢ T (MEy,..." Ep; F)
s 1y---> ms .
’Ys,sl,(l.l,sl,‘.‘,sm,nm,sm
]

5.3 (Q, M)-Coeréncia e (Q, M)-compatibilidade

Nesta secao, apresentaremos um conceito de coeréncia e compatibilidade no con-
texto dos multipolindmios, no qual a referéncia deixa de ser um ideal de operadores lineares
e passa a ser um par formado por um ideal de polindémios homogéneos e um multi-ideal.

Comecaremos definindo nosso objeto de estudo. Para esta secao,
Mt m g, ot B F) = MMt (B By By e By F).

Definicdo 5.3.1 (Par de ideais compativeis). Sejam Q um ideal normado de polino-
mios homogéneos, M um ideal normado de operadores multilineares, MQ um ideal
de multipolinémios, N € (N—{1}) U {oc} e (n1,...,n,) € N™. Sendo Q" (™E;F)
e M"(Ey,...,E,;F) para i = 1,...,m, componentes de Q e M, respectivamente, a
sequéncia

(M Q(”lv--w”m)’ Mn1+---+nm) N

m=1
é compativel com (Q, M), se existem constantes positivas, oy, as, as, tais que, para quais-
quer espagos de Banach E, Fy, ..., E, e F, as seguintes condi¢oes sao verdadeiras para
todon € {2,--- ,N}:

(CP1)Se ke {1,...,m}, T € Mmttnmmp, . "mmE -F)e agj), e a%) € E; para
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todo j € {1,...,m}\ {k}, entdo, Ta<1 (W) =1 D) (D) D) () ) €

’* 70‘7117 i 1 VM1 1 nk-{—l ..... 1 PRETRLC 27 poey
M (" By F) e
‘Tu) GO D e (D) (1) (m) <m>H <
Aq ey ey @y, 1507 Qg gy e Any, M™k

Ng—1 Nk+1 m,
R [ J— (H HGEDH) (H Hagk_nH) . (H H‘LE'””)D (H HagmH) .
1=1 =1 i=1 =1

(CP2) Se k € {1,...,m}, P € MPm=mm)(mp, mm[ - F)ea; € E; para todo
j€{l,...,m}\ {k}, entdo, Py, ap_1.ar41,mam € Q" ("t Ey; F) e

HPa1:~'~7ak71:ak+1:”~7am HQ”k S

\Y
(g Max

(CP3) Se u € M (" E,.; F), fyfj), . ,fy,(fj) € E} para todo j = 1,...,m — 1, entdo,

Mn1+AAA+nm

T B N L=V L s T (D oL oy

(1), (1), (n=1)  ,(m-1),

HV ’7n1 ’yl /Ynm 1 HM”l‘*‘“‘*’”m
< ay [ ‘---II’yé?H---H%M) APl el g

(CP4)Seue QU(™E;;F) e~ € El,i=2,...,m entao,
Y2 mmy, € MP(m"“’"m)("lEl, S B F.
(CP5) P € MPr-nmm)(mp,  mm [ - F) se, e somente se,
\
Pe Mmttrmmp B F).
Defini¢ao 5.3.2 (Par de ideais coerentes). Sejam M um ideal normado de operadores

multilineares, MQ um ideal de multipolinomios, N € (N —{1})U{oo} e (n1,...,n,) €
N™. Sendo M"™(Ey,...,E,;F) parai=1,...,m, componentes de M, a sequéncia

é coerente, se existem constantes positivas, (1, 52, 83, tais que, para quaisquer espacos

de Banach F, Fy,...,Er1 e I, as seguintes condicoes sao verdadeiras para qualquer
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k=1,....N—1:

(CH1) Sejam T € M™*ttnewr (mp, M+t By F) e agj), . ,a%) € Ej, para j =
1,...,k+ 1. Entao,

nit-4nj_14+njy1+-+n n i n; n .
Ta(lj) o) e M™ Jo1TRIHL ’H’l( 1E1,..., J 1Ej_1, i+ Ej+1,..., k+1 Ek+1,F)
yeing
e
‘ “(1])’~~~:a§w/]j) Mgy T Bull ||Mn1 R il

(CH2) Sejam P € MQU-mett) (mp  mii By F)ea; € By, j =1,....k+ 1.

Entao,

M yeeesTVj— 1,415, N ni n;i_1 Nnjit1 ng .
P,, € MQUumitnittemiin) (P, Mt B M B M By F)

(CH3) Sejam T € Mm+tm(mp, e B F) e 40 480 ¢ Br | Entio,

,yik""l) T 7(k+1)T S Mn1+‘..+nk+l (rﬂElv e ank-H Ek-‘rl; F)

NE+1

(CHA4) Sejam P € MQU ") (M, . ™ Ei F) e v*D € Er . Entdo,

(k+1)

(k+1) (k+1) -

o e T (k+1)

Vnk-q-l

< B3

H,/\/ln1+m+nk+l ’lT"M"1+"'+"Lk .

0] P e mplreni) (e By F),

(CH5) Para todo k = 1,..., N, P pertence a MPM-m) (mp,  m [ F) se, e so-
\

mente se, P pertence a M™ T (M Ey M e F).

Seguindo as mesmas ideias que [52, Proposi¢ao 2.1.6], podemos mostrar o seguinte

resultado.

Proposicao 5.3.3. Se 51 = (5 = 83 = 1, entao, a coeréncia de uma sequéncia

implica na sua compatibilidade com o par (Q, M).
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Observacao 5.3.4. A coeréncia e a compatibilidade no contexto multipolinomaial foi ini-
cialmente explorada por T. Velanga em [64, Secao 3.4], este conceito considera apenas a
sequéncia de ideais de multipolindmios, o que a torna diferente da explorada nesta se¢ao

que considera a sequéncia de pares formados por um ideal aplicacoes multilineares e de

multipolindmios.
Teorema 5.3.5. Sejam m,ny,...,n, € N e M™TFmm & ym jdeal de aplicagoes (ny +
<o+ ny)-linear. Considere o ideal de polindomos (ny, ..., nm,)-homogéneos

MP s toinm = {P € MPom) prg pgratetomy,
Se MMttnm satisfaz (CH1) e (CH3), entao, MP ygny+-snm satisfaz (CH2) e (CH4).
Demonstracao. Seja P € MP ypny+-tnm (" E1, ..., By F), segue da definicao que

P e Myt (g, g )

e de (CH1) podemos concluir que

Pa1,7.1.1.,a1 € Mretrtnm <n2E27 s 7nm Epn; F)
para todo a; € E;. Como consequéncia imediata da Formula de (ng, ..., ny,)-Polarizagio,

temos

Pa :(Pal)v'

1,7 a1
Logo, (Pa,)¥ = P, ny 4, € M™ T4 ¢ portanto, Pa, € MP ypnotetnm (" Ea, ... By F).

Sejam P € MP yny,onm) ("M Ery ... ," B F) e 4 € B! . Uma vez que

(07 PY (@) = [0 Plan, )

) k) o gy
e que ([ym+v]"m P)v e MDD P oggo aplicacoes (n1 + -+ 4 ny)-lineares
(ny,...,ny)-simétricas segue da Proposi¢ao 5.1.9 que

Nm+1 v Nm ~
([’Y(W—H)} + P) _ ,Y(m-l—l) k .Jr_l’y(m-‘rl) P
e da condigdo (CH3) que
nm V cee
([7(m+1)} - P) € MnlJr T (nlElu s 7nm+1 E1m+1;Z ) :

Portanto, h(mﬂ)}nm“ P e MP pu+inmin (MBS By F).
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Seguindo as mesmas ideias das Proposigoes 2.2.2 e 2.2.3, podemos mostrar os

seguintes resultados.

Proposicao 5.3.6. Sejam T € H (6” (MEy,...""E,,F) e agi), dVeR, Q=

nm
e S
1,...,m. Entao,
m—1,(ev) n n n n
T o € | | (MEy,. . E T By, " B F)
1o 0ny -1 Tit1 nm
1 **** i—1 %41 o Sm
e
m—1,ev m,ev (4) ()
T - To o) <7 H ‘ ay:
7373”1 ,,,,, *?ﬁ?l, Z}_Tl AAAAAA Z{m ( ar’ ’a"]’ ) ’ys,syl ~~~~~ Sm "

Proposicio 5.3.7. Sejam P € MP! me?.‘,sm (MEy,..."mEnF)ea, € Ej,i=1,...,m
Entio, P, € MPm—1ev) e

V515008515 Sid1 sm

(m—1,ev) (m,ev) 5 ||
T o vnsi_18i 1o (Fo) < W”s,s?l,.“,sﬁl’" (P)llal
Supondo que v, e 7, @ = 1,...,m sejam K-fechadas e finitamente coincidentes,

conceitos introduzidos nas Definicoes 2.2.4 e 2.2.5, podemos provar, seguindo as mesmas

ideias das Proposicoes 2.2.8 e 2.2.9, os seguintes resultados:

Proposicao 5.3.8. Sejam Ei, ..., E,,, F espacos de Banach,

(ev)
’VL Nm .
TeH (MEy, ... By F)
(m+1) (m~+1) ~
e 901 PRI Sonm_H € Ek+1 EntdO,
(m+1) m+1 m+1,(ev) n - .
¥ gpnm+1) GH 1-E‘h'"a 1 Em—l—l)F)
S
e
m+1,ev (m+1) (m+1) m,ev (m+1) (m+1)
7T’YS 1 [t (901 (,Oan T = Tr’Ys ST s 1 ||g0nm+1 H :
[ m+1 > ST e

Proposicao 5.3.9. Sejam E1, ..., E,,, I espacos de Banach, P € MP:Z?? ’’’’’ L (ME,. L By,
F) e oY ot e B Entao,

gngﬂ) (P(m+1)P c /\/173%’81

Nm+1

(nlEl, e 7nm+1 Em+1; F)

..... Sm41

et plmop

P i B el v

n
V8,81 5-00» Sm+1 s 1,.41.751,4..,snl,771m,sm
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Juntando estas proposi¢oes, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 5.3.10. Supondo que as classes de sequéncias sao linearmente estdveis, fini-

tamente determinadas, K - fechadas e finitamente coincidentes, entao, a sequéncia de
pares

m,ev ni Nm m,(ev) >
(wP O (O )

s 1 s1

’YS’Sl ’ 'Ys,sl .....

¢ coerente e compativel com (P(e”) H(‘”’) . )
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