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Resumo

Este trabalho fornece algumas contribui¢des originais para o estudo das relagdes en-
tre amenidade de grafos e Sistemas Dinamicos. No primeiro resultado principal do trabalho,
caracterizamos amenidade de grafo através da extensao por grafo de uma aplicagao de Markov
completa, inspirado nos trabalhos de Stadlbauer e Jaerisch para extensdo por grupo. Vimos
que sob hipdteses suaves, o grafo é ameno se, e somente se, o raio espectral do operador de
Transferéncia associado a extensao por grafo € igual a 1. Além disso, definimos extensao por
grafo de aplicagdes de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida e de aplicagdes nao-
uniformemente expansoras, € mostramos a caracterizagdo de amenidade de grafos através da
extensao por grafo para essas classes de sistemas dindmicos. Encerramos com duas aplica¢des
ndo triviais. Primeiro, mostramos que o grafo de Schreier € ameno, se a taxa de decaimento
da extensdo por grafo de uma aplicagdo de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida
€ igual a 1, enquanto na outra aplicagcdo, consideramos extensdo de uma aplicagdo de Markov
completa por um semigrupo. Neste cendrio, a amenidade do semigrupo € equivalente ao raio

espectral do operador de Transferéncia ser igual a 1.

Palavras-chave: Amenidade, Aplicacio de Markov, Extensao por grafo, Operador de
Transferéncia, Formalismo Termodinamico.



Abstract

This thesis provides some contributions to the study of the relations between amenabi-
lity of graphs and dynamical systms. The first main result characterises amenability of a graph
through the graph extension of a full Markov map, which is inspired by results of Satdlbauer
and Jaerisch for group extension. Under mild assumptions it is shown that a graph is amenable
if and only if the spectral radius of the transfer operator associated with the graph extension is
equal to 1. Thereafter, we introduce graph extensions for Markov maps with embedded Gibbs-
Markov structure and non-uniformly expanding maps, and obtain amenability criteria also for
these classes of dynamical systems. We finish with two nontrivial applications. The first shows
that the Schreier’s graph is amenable if the decay rate of graph extension of a Markov maps with
embedded Gibbs-Markov structure is equal to 1, whereas in the other application, we consider
extensions of a full Markov map by a semigroup. In this setting, amenability of the semigroup
is equivalent to the transfer operator having spectral radius 1.

Keywords:Amenability, Markov maps, Graph extension, Transfer operator, Thermody-
namic Formalism.
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Introducao

Kesten [22] caracterizou amenidade de um grupo enumerdvel G através do raio es-
pectral do operador de Markov associado a um caminho aleatdrio. Posteriormente, Day [8]
apresentou um critério para amenidade em termos do espectro de um operador de convolugdo,
atuando no espacgo de Banach /7(G), p € N, sem assumir que o caminho aleatdrio fosse simé-
trico. O crescimento exponencial da probabilidade de retorno a origem de caminhos aleatorios
podem ser vistos nos artigos de Gerl-Woess [13] e Pélya [26]. Ja Gerl em [11] e [12] caracte-
rizou amenidade de grupos e grafos através da propriedade isoperimétrica forte e desigualdade
de normas para certos operadores associados. E mais recentemente, Doughall [9] estudou pro-
blemas para fluxos geodésicos usando fluxos de suspensido, caracterizando subgrupos amenos.
Ambos estes aspectos tornam o assunto relevante.

A definicdo de grupo ameno surgiu aproximadamente em 1929, com Von Neumann,
dizendo que G um grupo enumeravel € ameno se existe uma probabilidade u finitamente aditiva,
tal que u(G)=1e u(Ag) = u(A), paracada A C G e g € G. Equivalente a esta defini¢do, Fglner
[10] mostrou para G enumerdvel, o grupo G é ameno se existe uma sequéncia (K, : n € N) de

subconjuntos finitos de G com | J,_; K, = G tal que
lgn ’gKnAKn‘/‘Kn’ =0 VgegG,

onde |.| refere-se a cardinalidade do conjunto e A a diferenca simétrica.

Um caminho aleatério dirigido por um sistema dinamico é modelado por uma exten-
sdo por grupo (generalizando caminhos aleatérios cldssicos em grupo). Recentemente, a relacao
entre amenidade e Sistemas Dinamicos foi estudada no contexto do formalismo termodinamico
([33], [17]). Stadlbauer em [33] usou a pressdo de Gurevi¢ de um potencial Holder continuo
para dar uma extensdo do critério de Kesten sobre amenidade para extensiao por grupo de uma
Cadeia de Markov Topoldgica (ou shift de Markov). Para caracterizar amenidade através da
pressdo de Gurevic, foi necessario impor algumas hipdteses de simetria para a Cadeia de Mar-
kov Topoldgica e ao potencial. J4 Jaerisch em [17] caracterizou amenidade de grupo em termos
do raio espectral do operador de Transferéncia associado a uma extensdo por grupo de uma
Cadeia de Markov Topoldgica e um potencial Holder continuo, onde temos a vantagem de ndo
serem considerados simétricos a extensao por grupo e o potencial. Além disso, ele relaciona o

raio espectral do operador de Transferéncia com a pressdo de Gurevic.
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Neste trabalho, estamos interessados em caracterizar amenidade de grafos em termos
do raio espectral do operador de Transferéncia e decaimento exponencial da taxa de retorno
a origem, associados a uma extensdao por grafo de uma aplicagdo de Markov, sem usar, de
fato a parti¢do de Markov. Inicialmente, substituimos a caracterizacdo de grupos amenos por
caracterizacao de grafos amenos, de [33] e [17].

A definicao cldssica de grafo ameno foi dada por Gerl em [11], de forma que, para
um grafo ¢ = (V,E) com V denotando os vértices e E as arestas, e considerando ¢ com uma

limitacdo uniforme do nimero de arestas adjacentes a um vértice é chamado de ameno, se

. dK
1nf{"7||;K CV,|K| <o =0,
com JdK denotando a fronteira do subconjunto K C V. Porém, neste trabalho, queremos con-
siderar grafos que possam conter infinitas arestas adjacentes aos vértices, surge a definicao de
grafo ameno com peso. Dizemos que ¢ é um grafo com peso p : E — [0, 1], se paratodo v € V,
temos Y,.s()=y P(e) = 1. E definimos a e-fronteira de K, uma fronteira que considera somente

as arestas grandes, por
0°K :={veK:JecEtal ques(e) =vt(e) ¢ K,p(e) > €}.

Diremos que o grafo ¢ ¢ um grafo ameno com peso se

€
liminf ]8 K|
£—0 |K]

:KCV,|K]<oo}:O.

Outra motivacdo para o trabalho, além da substitui¢do para grafos, foi a substituicdo
da Cadeia de Markov Topoldgica por uma aplica¢do de Markov. Designamos por (X, 0,1, a)
uma aplica¢do de Markov se, para todo a,b € a, a aplicagdo 6|, for invertivel, bimensurdvel
e ndo-singular; e satisfazer u(anNO(b)) =0 ou u(an B(b)°) = 0. Observe que esta defini¢do
vem com uma Cadeia de Markov Topoldgica associada, que é uma efetiva ferramenta para lidar
com pré-imagens da estrutura de aplicacao de Markov.

Aqui, consideramos extensodes por grafos de uma aplicagdo de Markov para um dado
cociclo (ver Capitulo 1), isto é, dada uma aplicagdo de Markov (X,0,u,a), k: X xV =V
com (x,g) — Kx(g) um cociclo vizinho mais préximo, K, constante nos dtomos e um grafo ¢.

A extensdo por grafo de (X, 0, i, o) através de k é definida por
T:XxXV—=XxV; (xg)—(0(x),k(g)),

onde estamos interessados na dinamica da segunda coordenada.
Os principais resultados apresentados neste trabalho utilizam do formalismo termo-
dindmico as suas ferramentas principais para caracterizar amenidade de grafos. Mostramos

no Teorema 2.7 que, para hipdteses suaves, temos que o grafo é ameno se, e somente se, O



raio espectral do operador de Transferéncia associado a extensao por grafo de uma aplicagdo de
Markov completa € igual a 1, generalizando o trabalho de Stadlbauer em [33]. Pensando na apli-
cacdo de Markov completa, que é uma aplicacdo de Markov com ramos completos (6 (a) = X
mod pt, para todo a € &) que satisfaz a propriedade da Holder continuidade, observamos que
sdo poucas aplicacdes Gibbs-Markov que tém essa propriedade. Definimos entdo, a aplicagao
de Markov que possui a estrutura de Gibbs-Markov embutida. Ou seja, aplicacdes de Mar-
kov (X, 6, 1, o) tal que existe o sistema fibrado (Q, &, v, B), definido por & (x) := 679 (x) que
¢ Markov completa com  C X uma unido finita de elementos de & e 1 referindo o tempo
de retorno. Dessa forma, demonstramos o Teorema 3.8, adicionando algumas hipéteses com
respeito a extensao por grafo da aplicacdo embutida associada, para que pudéssemos relacio-
nar as taxas de decaimento associadas as extensdes (definidas no Capitulo 3). Posteriormente,
apresentamos uma caracterizacdo de grafos através da extensdo por grafo de uma aplicagcdo
(f,X, 1) ndo-uniformemente expansora associada a uma medida x-zooming, o Teorema 4.15.
Inspirado no trabalho de Pinheiro [25], obtivemos uma aplicacdo de Markov induzida completa
e construimos uma particdo de Markov associada a f, com isso, aplicamos o Teorema 3.8.

O presente trabalho foi dividido em cinco partes. No Capitulo 1, intitulado "Ameni-
dade de grupos e grafos, extensao por grafo e aplicacdo de Markov", apresentamos algumas de-
fini¢Oes introdutdrias no que diz respeito ao formalismo termodinamico e amenidade de grupos
e grafos. Além disso, apresentaremos uma caracterizagdo relacionando grafos amenos e gru-
pos amenos. No Capitulo 2, denominado de "Extensao por grafo de aplicacdes Gibbs-Markov
completa e amenidade", baseado nos artigos de [33] e [17], apresentaremos o resultado que ca-
racteriza amenidade de grafo através da extensao por grafo de uma aplicacdo de Markov com-
pleta. Para o Capitulo 3, intitulado "Extensao por grafo de aplica¢des Gibbs-Markov embutida
e amenidade", consideraremos aplicacao de Markov que possui uma estrutura de Gibbs-Markov
embutida, e entdo provamos a mesma caracterizacdo de grafos, pedindo algumas hipéteses adi-
cionais. No Capitulo 4, "Extensdo por grafo de aplicacdes nao-uniformemente expansoras”,
definimos extensao por grafo de uma aplicacao nao-uniformemente expansora e demonstramos
o Teorema 4.15, usando resultados do capitulo anterior e resultados de [25]. Por fim, no Capi-
tulo 5, "Aplicagdes", encerramos com algumas aplica¢des ndo triviais. Primeiro, mostramos que
o grafo de Schreier é ameno, se a taxa de decaimento da extensdo por grafo de uma aplicacdo
de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida € igual a 1, enquanto na outra aplicagdo,
consideramos extensdo de uma aplicacdo de Markov completa por um semigrupo. Neste cena-
rio, a amenidade do semigrupo € equivalente ao raio espectral do operador de Transferéncia ser

igual a 1.



Capitulo 1

Amenidade de grupos e grafos, extensao

por grafo e aplicacao de Markov

O objetivo deste primeiro capitulo € introduzir algumas defini¢des e notacdes. Inici-
amos apresentando o resultado da teoria da Probabilidade, o Teorema de Kesten (1959), que
caracterizou amenidade de grupos em termos do raio espectral do operador de Markov asso-
ciado a um caminho aleatério. Dessa forma, definiremos os objetos principais do trabalho,
incluido definicdes de probabilidade, e apresentaremos a teoria basica necessaria sobre forma-

lismo termodinamico para uma boa compreensao dos capitulos seguintes.

1.1 Teorema de Kesten e Amenidade de Grupos

A inspiracdo desse trabalho veio através de dois resultados cldssicos da teoria da pro-
babilidade, o Teorema de Kesten (ver [22]) e o Teorema de Day (ver [8]), que caracterizavam
amenidade de grupos em termos do raio espectral de um operador de Markov associado a um
caminho aleatdrio simétrico e o decaimento exponencial da probabilidade de retorno a origem,
respectivamente. Mais precisamente, os resultados dizem que, um grupo G enumeravel € ameno
se, e somente se, o raio espectral do operador de Markov associado a um caminho aleatério é
igual a 1.

Iniciaremos com a defini¢do de amenidade de grupo, pois os principais teoremas apre-
sentados aqui, serdo de certa maneira uma caracteriza¢do de grupos e grafos amenos.

A definicdo de grupo ameno surgiu aproximadamente em 1929, com Von Neumann,
definindo grupo enumerdvel G ameno, se existe uma medida de probabilidade p finitamente
aditiva, tal que u(G) =1 e u(Ag) = u(A), para cada A C G e g € G. Equivalente a esta
definicdo (ver [10]), temos a condicdo de Fglner para grupos enumerdveis, formulado como

segue.

Definicao 1.1. Um grupo enumerdvel G é ameno se existe uma sequéncia (K,),cn de subcon-



Jjuntos finitos de G com U,,_K,, = G tal que
lim [(gK,) AK|/|Ky| =0 Vg €6,

onde || denota a cardinalidade do conjunto e /\ a diferenca simétrica dos conjuntos gK, e K,
ou seja, (gK,)AK, = (gK,)\K, UK, \(gKp,).

Exemplo 1.2. (Grupo ameno): Considere o grupo dos inteiros G = 7 e tome a sequéncia

K, ={—n,—n+1,...,n}. Temos que o grupo 7. é ameno, pois
lim |(m+ K,)AK,|/|Ky| = lim 2m/(2n+1) =0 Vme Z.
n—oo Nn—oo

Exemplo 1.3. (Grupo ndao ameno): O grupo ¥, o grupo livre com dois geradores e e e, ndo

é ameno (ver prova nas notas sobre amenidade em [15]).

Agora, definiremos caminho aleatério, operador de Markov e raio espectral, comple-
tando os objetos do Teorema de Kesten (1959).

Definicdo 1.4. O caminho aleatorio sobre G é definido por (Q,A) espago mensurdvel, {P, :
g € G} medidas de probabilidade sobre Q e uma sequéncia de varidveis aleatorias X, : Q — G

comn € N tais que para cadan € N, g; € G,

n—1
—1
Py(X1 = g1, Xn = gn) = [ [ (g7 ' giv1)

i=1
Podemos dizer que a posi¢ao de um caminho aleatério pode ser obtida a partir do an-
terior, através da multiplicagc@o a direita com o elemento aleatério independente do grupo que
tem a distribuicao u. Note que a defini¢cdo de caminhos aleatdrios consiste de sua probabili-
dade de transic@o (sem qualquer distribui¢ao inicial fixada), assim o caminho aleatério pode ser

identificado com o par (G, it). Agora definimos um operador de Markov.

Defini¢do 1.5. Dados G um grupo enumerdvel, I*(G) = {f : G =R : /Lo f(8)? < oo} um
espago de Hilbert, definimos um operador de Markov Py : I*(G) — I*(G) dado por

Pu(f)(g) ==} (W) f(gh™), Ve€G
heG
Visto que se f >0, temos Py(f) >0 e Py(1) =1, e se u é uma probabilidade simétrica (ou
seja, u(g) = u(g™")) sobre G, entdo o operador é um operador autoadjunto de Markov.

Para definirmos o raio espectral, necessitamos de mais duas defini¢des, a de conjunto
resolvente e a de espectro. Seja T : B — B operador linear num espago de Banach complexo
B # {0}. O conjunto resolvente de 7', denotado por v(7T'), é o conjunto dos A € C para os quais
o operador resolvente de T em A, Ry (T) : B— B, Ry (T) := (T — Aid) !, existe e é limitado.
O espectro de T é o conjunto 6(7) = C\v(T).



Definicao 1.6. O raio espectral do operador de T : B — B é definido por

Po(T):= sup [A]
Aea(T)
No texto, utilizamos a caracterizagdo de raio espectral segundo o resultado de Gelfand

(ver por exemplo em [24]) segundo o qual
_ T 1/n
p(T) = lim [|7,,[|"/".

Segue o enunciado do Teorema de Kesten. Uma demonstracdo acessivel pode ser

encontrada em [18].

Teorema 1.7 (Kesten, 1959). Se um grupo enumerdvel G é ameno, entdo o raio espectral
do operador de Markov é igual a 1 para toda medida de probabilidade 1L simétrica em G.
Reciprocamente, se o raio espectral do operador de Markov é igual a 1 para alguma medida

de probabilidade | simétrica cujo o suporte gera G, entdo G é ameno.

1.2 Generalizacao do Teorema de Kesten

Com o resultado de Kesten (1959), Stadlbauer (ver [33]) adaptou o resultado para a
area de Sistemas Dinamicos, usando uma linguagem do formalismo termodinamico, fazendo
uma generalizacdo de caminhos aleatérios de grupos para uma extensdo por grupo de uma
Cadeia de Markov Topoldgica. Portanto, Stadlbauer [33] e Jaerisch [17] obtiveram a mesma
caracterizacao de grupos amenos através do raio espectral de um operador de Transferéncia
com algumas hipéteses adicionais. Vejamos agora o contexto que eles utilizaram e como foi
feita esta transi¢do e generalizacgdo.

Sejam I um conjunto enumerdvel (alfabeto) e A = (g; J-) i,jer uma matriz tal que a;; €
{0,1} para todo i, j € I e Y ja;; > 0 para todo i € J, ou seja, que a matriz de transi¢io A ndo
contenha linhas ou colunas com todos os elementos iguais a 0. Vamos denotar o par (X4,0)

correspondendo a Cadeia de Markov Topolégica (ou, shift de Markov), onde
4= {(Wk)k:O,l,Z,m wpele Awpwyy) = 1,Vi=0,1,2,--- }, e

0 : X4 — Xy, com o (wowiwy -+ ) = (Wiwp---).

Uma sequéncia finita w = (wy---w,) comn € Nywy € [ parak=1,2,--- ne Aypwyy, = | para

k=1,2,--- ,n—1 € chamado palavra de comprimento n, € 0 conjunto
W] :={(vr) €X4: comwy =v,Vk=1,2,---,n}

um cilindro de comprimento n. Denotamos como o conjunto de palavras admissiveis de com-



primento n o conjunto #", o comprimento de w € #" por |w|, e o conjunto de todas as pala-
vras admissiveis por #* = U, #". Temos que ¥4 é um espago Polonés, ou seja, um espago
metrizdavel, separdvel e completo, com respeito a topologia gerada por cilindros. Além disso,
diremos que X4 € topologicamente transitivo se para todo a,b € I existe um n,;, € N tal que
ot ([a]) N [b] # 0. £4 é chamado de topologicamente misturadora se para todo a,b € I existe
N, € N tal que 6”([a]) N [b] # O para todo n > N, ;. Dizemos que uma Cadeia de Markov
Topoldgica possui a propriedade de grandes imagens e pré-imagens se € topologicamente mis-
turadora e existe um conjunto finito I, ; , C #/, tal que para todo v € #/, existe a € I ;, com
aveW?*ouvac W

Visto que estamos interessados na relacao entre aspectos do formalismo termodina-
mico e a amenidade de grupos e grafos, considere o par (X4, @), onde ¢ : £4 — R é uma func¢éo

estritamente positiva a qual nos referimos como um potencial. Paran € Ne w € #", definimos

n—1
@, :=[[pocteCy:= sup ®,(x)/Pu(y). (1.1)

k=0 x.y€[w]
O potencial ¢ € dito ter variagcdo localmente limitada se ¢ € continua e existe C > 0 tal que
C,, <Cparatodon € Newe #", e é chamado potencial de variacdo média se ¢ é continua
e, para todo n € N, existe C,, > 0 com C,, < C,, para todo w € #" e lim,, .. \/C, = 1. Para
sequéncias positivas (a,), (b,), frequentemente escreveremos a, < b, se existe C > 0 com
ap, < Cb, paratodon € N, e a, < by, se a, < b, < a,. Uma nova hipdtese, mais forte sobre a
variacdo € a propriedade localmente Holder continua. Portanto, definimos a n-ésima variagao
de uma funcdo f : ¥4 — R por

Va(f) = sup{|f(x) =f W) s xi = yis i= 1,2, ,n}.

A funcio f € referida como uma funcao localmente Holder continua, se existe 0 <r<leC>1
tal que V,(f) < r"* para todo n > 1.

Para um dado potencial ¢, o objeto basico do formalismo termodinamico € a fungao
particdo. Uma vez que o espaco de estados é enumerdvel, considere a funcdo particio Z,, para

um fixado w € #'1, definida por

= Y @)

0" (x)=x, xE[w]

Além disso, nos referimos a taxa de crescimento exponencial de Z]!, por

1
Pg(o,9) :=limsuplog </Z" = limsup —logZ,

n—oo n—oo N

como a pressdo de Gurevi¢ de (£4,0,¢). Essa nocéo foi introduzida por Sarig em [29] para

Cadeias de Markov topologicamente misturadoras e potencial ¢ localmente log-Holder conti-



nuo, isto é, log @ é localmente Holder continuo. Sarig mostra que se (X4, 0, @) € transitiva e ¢

tem uma varia¢do média, entdo Pg(0, @) ¢ independente da escolha de w e

PG(o,¢9) = H}j{;,,#@%longw
Além disso, & ficil ver que P;(o, @) permanece inalterado substituindo w € #'! por
algum w € #". Temos também que, se log ¢ € Holder continuo e o sistema € topologicamente
misturador, entdo possui um principio variacional (o que pode ser visto em [29]).
Dois objetos basicos para a nossa andlise sao a concep¢do de medida conforme e me-
dida fracamente Gibbs relacionada com o potencial ¢. Devido ao fato que a constru¢io cano-
nica conduzird a medidas sigma-finitas, faremos uso do seguinte: uma medida de probabilidade

boreliana u sigma-finita é chamada ¢-conforme se
1
u(o(4) = [ —du
AQ

para todo conjunto boreliano A tal que o4 é injetiva. Para (w1 ---w, 1) € #"*! e um potencial

de varia¢do média, dizemos que u é uma medida fracamente Gibbs se

p(wi .. wni1])

D, (x) < Gt (0o ([wn1])) (1.2)

G, (o ([wari])) <

para todo x € [w;---w,1]. Note que esta estimativa implica que P5(¢) = 0 é uma condi¢édo
necessdria para a existéncia de uma medida conforme com respeito a um potencial de variagao
média.

A fim de continuar com a generaliza¢do, note que um caminho aleatério simétrico diri-
gido por um sistema dinamico € modelado por uma extensdo por grupo (e generaliza caminhos
aleatdrios cldssicos em grupos).

Considere uma extensao por grupo (G um grupo enumerdvel) de uma Cadeia de Mar-
kov Topoldgica para uma dada fungio potencial ¢ : X4 — (0,0) tal que log ¢ é Holder continuo,
e uma aplicacdo y: X4 — G constante em cada cilindro, definida por

T:ZAXG%ZAXG;<x7g)'_>(G(x)7g’Y(x))' (13)

Observacao 1.8. Estamos interessados na dindmica da segunda coordenada, ou seja, no com-

portamento de Y,(x) com

Yu(x) := y(x)y(0(x))- "}’(Gn*l(x)), neN.

Para concluir a mudanca, no que diz respeito a trazer o resultado para o ambito dos
sistemas dinamicos, € necessdrio também substituir os operadores: antes tendo sido usado o

operador de Markov, agora o substituiremos pelo operador de Transferéncia T que € definido



por, para f : 64 X G — R,

T(f)xg) = Y,  o0)fOh).

T(y.,h):(x,g)

Se G = {id}, obtemos o operador de Ruelle 6 associado a (X4,0, Q).

Finalmente, os teoremas seguintes caracterizam amenidade de um grupo através das
coincidéncias das pressdes de Gurevic e o raio espectral associado ao operador de Transferéncia
da extensdo por grupo. As demonstracdes dos dois primeiros teoremas a seguir podem ser
encontrados em [33] e a demonstracdo do terceiro teorema, encontra-se em [17]. A definicdo

sobre simetria sera feita mais adiante no nosso contexto.

Teorema 1.9 (Stadlbauer, 2013). Sejam T uma extensdo por grupo simétrica topologicamente
transitiva de uma Cadeia de Markov Topolégica (X4, 0) topologicamente misturadora, poten-

cial @ fracamente simétrico e Pg(0) < oo. Entdo, Pg(T) = P;(0), se G é um grupo ameno.

Teorema 1.10 (Stadlbauer, 2013). Sejam (X4,0) uma Cadeia de Markov Topolégica com a
propriedade de grandes imagens e pré-imagens, (Y,T) uma extensdo por grupo topologica-
mente transitiva e o potencial ¢ é Holder continuo e somdvel. Entdo, Pg(T) = Pg(0) implica

que G é um grupo ameno.

O teorema a seguir contém os dois resultados anteriores, sendo que a demonstracdo
de uma implicacdo do teorema foi baseada no teorema de Stadlbauer e a outra implicagcdo se

diferencia da apresentada anteriormente por nao precisar de no¢des de simetria.

Teorema 1.11 (Jaerisch, 2015). Seja (£4,0) uma Cadeia de Markov Topoldgica topologica-
mente misturadora com a propriedade de grandes imagens e pré-imagens e seja T uma extensdo
por grupo associada. Considere ¢ um potencial Holder continuo com Pg(0) < 0. Entdo, temos

que logp(T) = Ps(0) se, e somente se, G é um grupo ameno.

Nesse trabalho, generalizamos esses resultados anteriores em duas versdes. Primei-
ramente, substituindo grupo por grafo, e ao invés de trabalharmos com Cadeias de Markov
Topoldgicas, definimos aplicacdo de Markov e apresentamos dois resultados, uma caracteriza-
cdo quando a aplica¢do de Markov for completa e outra quando a aplicacdo de Markov possuir

uma estrutura de Gibbs-Markov embutida.

1.3 Aplicacao de Markov

Definiremos aplica¢do de Markov (ou sistema fibrado de Markov) segundo o trabalho

de Aaronson [1]. Além disso, notaremos suas relagdes com uma Cadeia de Markov Topoldgica.

Definicao 1.12. Suponha que (X,B, 1) é um espago de probabilidade padrdo e o uma parti¢do
enumerdvel de X em conjuntos mensurdveis de medida estritamente positiva. Dizemos que

(X,0,u,a) é uma aplicagcdo de Markov se, para todo a,b € a,
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(i) 0|,:a— 6(a) é inversivel, bimensurdvel e ndo-singular (0.1 < L),
(ii) ou u(anO(b)) =0ou u(anO(b))=0

e, para 0, :={a;NO0 lay---N0" a,:a;c a,i=1,--- ,n}, a 6-dlgebra gerada por {a, : n >

0} é igual a B exceto num conjunto de medida nula.

Observe que cada aplicacdo de Markov vem com uma Cadeia de Markov Topolégica
associada, que € uma efetiva ferramenta para lidar com pré-imagens da estrutura de aplicagc@o
de Markov. Temos o conjunto #' := «, e para cada w; € #'! com i = 1,--- ,n dizemos que
w = (w---wy,) é uma palavra admissivel de tamanho n se 0(w;) D w;j parai=1,--- ,n— 1.
Denotaremos o conjunto de palavras admissiveis de tamanho n por #”, o comprimento de w €
#" por |w| e o conjunto de todas as palavras admissiveis por #* = J, #". Como facilmente

podemos verificar
n
W= Oy (Wi owp) = wreown] =) 01 (wy) (1.4)
k=1

define uma bijecdo entre #" e o,. Para se ter uma notagéo consistente, escrevemos [w| para
denotar o 4tomo de « associado a w € #'!. Cada w € #" pode ser identificado com o ramo
inverso de 6" como segue. Visto que a aplicacdo 0" € injetiva sobre sua imagem, a inversa
T, : 0" ([w]) — [w] estd bem definida e por (i) da Defini¢éo 1.12,

duor,
0 < @y(x):= ‘ud‘u

(x) < oo

para u-q.t.p x € 0"([w]).
A Cadeia de Markov Topoldgica associada definida por (£4, 0 ), tem dupla relevancia.

Primeiro, a identificagdo em (1.4) d4 origem a uma medida {1 em X4 definida por

LW wpyva--- ) €Za v € ) = u([wy - - wa)).

Por um argumento simples da udltima condicao da Definicao 1.12, € facil construir uma bije-
¢do entre (X4,[1) e (X,u) tal que o e 6 comutam. De fato, 7w : X4 — X € um isomorfismo
mensurdvel dado por [w] — N [wy ---wy,], isso é consequéncia de o, ser uma sigma-algebra
geradora.

Além disso, ¥4 vem com uma topologia natural gerada por {[w] : w € #*} que coin-

cide com a topologia induzida definida através da métrica d,, dada por, para qualquer r € (0, 1),
dr((xl)7 (yl)) = rmin{i:xi#yi}.

Essa métrica ird desempenhar um papel crucial para a defini¢do de espacos de fungdes invari-

antes.
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Diremos que (X, 0, u,a) é um sistema fibrado topologicamente transitivo de Markov
se para todo a,b € a, existe n,;, € N tal que u(60"(a) Nb) > 0, e dizemos que o sistema ¢é
topologicamente misturador se para todo a,b € «, existe N, € N tal que u(6"(a) Nb) > 0,
para todo n > N, .

1.4 Extensao por grafo

A definicao de extensdo por grafo de uma aplicacio de Markov é semelhantemente
a extensdo por grupo de uma Cadeia de Markov Topolégica (veja (1.3)). Para definirmos a
extensdo por grafo, precisamos de um sistema dindmico, no caso, uma aplicacdo de Markov,

um grafo e um cociclo. Definiremos cada objeto a seguir.

Definicao 1.13. Um grafo (direcionado) é um par ordenado 4 = (V,E), onde V é um conjunto
enumerdvel de vértices e E C 'V X V um conjunto de arestas (direcionadas). Uma aresta e =
(g1,82) € E pode ser vista como uma ligagcdo entre os vértices g1,82 € V. Nesse contexto,

s(e) := g1 € chamado de fonte e t(e) := go chamado de destino de e.

Dessa forma, temos a nogdo de caminhos e loops em ¥, tal que p := (ejer...e,) € E"
¢ chamado de caminho de tamanho n de s(p) := s(e1) parat(p) :=t(e,) se t(e;) = s(e;+1) para

todoi=1,--- ,n—1. Se s(p) =t(p), entdo p é chamado de loop.

Figura 1.1: Grafo

Definicao 1.14. Seja (X, 0,u, o) uma aplicagcdo de Markov e 4 = (V,E) um grafo. Considere
a aplicagdo x : X x V — V,(x,8) — K(g) um cociclo vizinho mais proximo, se para todo
x€X egeV, temos K : V— V uma bijecdo, (g,k:(g)) € E, e K, constante em cilindros, isto
é, Ky = Ky para todo x,y € [v] e todo v € W'\, A extensdo por grafo (X x V,T, k) de 4 através

do cociclo vizinho mais proximo K é definida por,
T:XxV—=>XxV, (xg)—(0(x),k(g)).

O espaco Y := X X V estd equipado com a medida candnica, o produto da medida u

com a medida de contagem. Por conveniéncia, notaremos essa medida também por . Além
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disso, paran € Nev e #" e x € [v], escrevemos
Ky = Ky 1= Kgn-1(y) © Kgn-2(x) 0"+~ O K.

Observe que uma extensao de uma aplicacdo de Markov por um grafo define implicitamente
uma coloragdo de E ao definirmos v € V como a cor de (g, k:(g)) € E, onde x € [v].

Em teoria dos grafos, coloracdo de grafos é um caso especial de rotulagem de grafos,
ou seja, uma maneira de colorir os vértices (ou arestas) de um grafo tal que ndo haja dois
vértices (ou duas arestas) que compartilhem a mesma cor. Um conceito fundamental para as
provas dos principais resultados apresentados nesse trabalho € a existéncia de loops que podem
ser escolhidos uniformemente em relacdo a coloragdo. Veremos essa definicado mais adiante, no

segundo capitulo.

1.5 Grafo ameno

A definicdo cldssica sobre amenidade de grafos foi dada por Gerl ([11], [12]) do se-

guinte modo.

Definicdo 1.15. Seja 4 = (V,E) um grafo com limitacdo uniforme do niimero de arestas adja-

centes a um vértice. Considere K C V,|K| < oo, e defina a fronteira de K por
dK :={ve K :3JecEtal que s(e) =v,t(e) ¢ K}
(sempre finita). O grafo G é um grafo ameno se

. [ |9K| }
1nf{—:KCV,|K|<°<> =0.
K]

Ou seja, dizemos que o grafo ¢ é ameno se a area da fronteira dividida pelo tamanho
do subconjunto de vértices vai a zero quando o grafo cresce.
Uma vez que também podemos querer considerar grafos que possam conter vértices

com infinitas arestas adjacentes, introduzimos a nocao de amenidade para grafos com peso.

Definicao 1.16. Diremos que um grafo 9 = (V,E) é um grafo com peso p : E — [0, 1], se para
todo v € V, temos Z ple)=1.

e:s(e)=v

Isso nos dé a seguinte defini¢ao de fronteira.

Definicao 1.17. Para € > 0e K CV, a g-fronteira de K é definida por

0°K :={ve K :3ecEtal que s(e) =v,t(e) & K,p(e) > €}.
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Isto é, consideraremos somente as arestas de pesos grandes. Dai, definiremos um dos

principais objetos de estudo.

Definicdo 1.18. O grafo 4 = (V,E) com peso p é dito p-ameno se

liminf{ [9°K] :K CV,|K| < 00} =0.
-0 K|

Observe que existe a seguinte defini¢do equivalente. Para um grafo com peso ¥ e
€>0,seja¥ = (V,E¢) o grafo com mesmo conjunto de vértices V e arestas E. := {e: p(e) >
€}. Entdo, temos que ¢ é um grafo com peso ameno se, e somente se, % é um grafo ameno
para todo € > 0. Em particular, se p € uniformemente limitado longe de zero, ou seja, existe
0 > 0 tal que p(e) > O para todo e € E, entdo o nimero de arestas adjacentes de um vértice
¢ uniformemente limitado por cima e a no¢do de amenidade para grafos e grafos com peso
coincidem. Além disso, vale a pena observar que, por constru¢do, arestas com peso zero sao
irrelevantes para p-amenidade e podem ser removidos do grafo sem alterar a p-amenidade.

No contexto de uma extensdo de uma aplicagdo de Markov com u(X) = 1, considera-
mos o peso definido por p(e) := u{x € X : kx(s(e)) =t(e)} como o peso candnico. Portanto,
se ¢ € ameno com respeito a este peso, vamos denotar o grafo ¢ como p-ameno.

Note que, se |#!| < o e se para cada e € E, existe x € X com ki(s(e)) = t(e), entdo
a no¢do de amenidade de grafos e grafos com respeito ao peso candnico coincidem desde que
p(e) seja uniformemente limitado longe de zero.

Agora, mostraremos que amenidade, na verdade, s6 depende de k. Para fazer isso,

definimos sequéncia de Fglner com respeito a .

Definicao 1.19. Uma sequéncia (K,) de subconjuntos finitos de V é uma sequéncia de Fplner
com respeito a K (ou sequéncia x-Fplner) se, para todo v € W,
. K (Kn)\K,
lim —| oK)\ Ko =0.
n—ree | Kl
Com isso, temos o primeiro resultado com respeito a caracterizacao da amenidade de

grafos.

Proposicao 1.20. Suponha que (Y, T, K) é uma extensdo por grafo de uma aplicagcdo de Markov
(X, 0,u) topologicamente transitiva. Entdo o grafo ¥ é |L.-ameno se, e somente se, existe uma

sequéncia K-Fglner.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que o grafo ¢ € p-ameno e mostremos que existe uma
sequéncia x-Fglner. Observe que, para € > 0, temos |d*K| > |k, (K)\K| para cada K C Ve
v € W com u([v]) > €. Consequentemente, se ¢ é p-ameno, entdo existe Fz C V finito tal
que

1K, (Fe) \ Fe| < |Fele Wve#! com u(p]) >e.



14

Considere o conjunto K, := Fj/,. Como u([v]) > 0 para todo v € #'* por transitividade to-
polégica, segue que lim, o |, (K;) \ Ky)|/|Kn| = O para todo v € #'! . Agora, por indugio,
mostramos que (K,) é uma sequéncia k-Fglner. Se a propriedade acima for vélida para palavras

u,v € ¥ esew:=uv € ¥, entio

| K (Kn) \ K| < | Kuv (Kn) \ K (Kn) | [%60(Kn) \ K

Kal K| K|
< |k (K (Kn) \ Kn)| | [%0(Kin) \ Ki|
- K| K|
. K (Kn) \ Ku| |16 (K) \ K e
K K|

Portanto, por indug@o, (K,) é uma sequéncia k-Fglner.
Para mostrarmos a outra dire¢do, supomos que (K,,) é uma sequéncia k-Fglner, e que-

remos mostrar que ¢ é p-ameno. Para isso, escrevermos a defini¢do de e-fronteira de K,,,

0°Ka|  [{g € Kn: v e #! tal que u([v]) > € e x,(g) ¢ Kn}|

| Kol | K|
< Z |KV(I§;)\Kn| e
ve? Lu(v))>e ‘ n’
Portanto, temos que o grafo ¢ é p-ameno. [

Observe que a primeira definicio depende da medida e a segunda é uma definicao
topoldgica. Obtemos com esse resultado, que amenidade ndao depende da medida. Mais do que
1ss0, nos dd uma relacdo da amenidade de grupos e amenidade de grafos, pois a defini¢do de
grupo ameno nos da a origem de uma sequéncia de Fglner.

A condic¢ao de Fglner cldssica é dada em termos da diferenca simétrica dos conjuntos,

como visto na Defini¢do 1.1. Observe que para conjuntos finitos da mesma cardinalidade,

sempre temos que |A\ B| = |A| —|[ANB| = |B\ A|. Como &, é sempre uma bije¢do no conjunto
de vértices, segue que (K,) é uma sequéncia Fglner como definido acima se, e somente se, para
todo v,

0.

oo K|
Em particular, se k¥ define uma extensao topologicamente transitiva por um grafo de Cayley de
um grupo finitamente gerado discreto G, a no¢do de p-amenidade por grafos e a nocao cléssica

de amenidade de grupos coincidem.

Exemplo 1.21. O grafo de Cayley, também conhecido como grafo colorido de Cayley, diagrama
de grupo ou grupo colorido é um grafo que codifica a estrutura abstrata de um grupo. Suponha
que G seja um grupo e S seja um conjunto de geradores. O grafo de Cayley Gc = (V,E) é um

grafo direcionado colorido construido da seguinte maneira.

a) a cada elemento g de G é atribuido um vértice;
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Figura 1.2: Grafo de Cayley do grupo [,

b) a cada gerador s de S é atribuido uma cor cg;

¢) para qualquer g € G e s € S, os vértices correspondentes aos elementos g e gs sao unidos
por uma aresta de cor cs. Assim, o conjunto de arestas consiste em pares da forma (g,gs),

com s € S proporcionando a cor.

Corolario 1.22. Suponha que (Y, T, k) é uma extensdo por grafo de Cayley Yc associado a uma
aplicagdo de Markov (X, 0, lt) topologicamente transitiva. O grupo enumerdvel G é ameno se,

e somente se, o grafo de Cayley 9¢ é [L-ameno.

Demonstragdo. Segue da Proposi¢do 1.20. 0



Capitulo 2

Extensao por grafo de aplicacoes

Gibbs-Markov completa e amenidade

Neste capitulo, vamos caracterizar grafos amenos através da extensdo por grafo por
uma aplicacdo Gibbs-Markov completa, a qual € uma generalizagcdo da caracterizagdo de grupos
amenos para extensdo por grupo para Cadeias de Markov Topoldgicas. Na primeira se¢ao,
faremos algumas estimativas técnicas e depois apresentaremos o principal resultado do capitulo,
generalizando o trabalho de Stadlbauer [33]. Posteriormente, utilizando as nogdes de simetria,

com o trabalho de Jaerisch [17], conseguimos mais algumas estimativas interessantes.

2.1 Aplicacao de Gibbs-Markov completa e algumas estima-

tivas

Para apresentarmos o resultado, vamos definir os objetos necessarios e fazer alguns
lemas técnicos. Anteriormente, definimos aplicacdo de Markov e aqui definiremos aplicag¢do
Gibbs-Markov completa (com ramos completos) para seguir com a generalizagdo desejada.

Note que uma Cadeia de Markov Topolégica (X4, 0) é uma aplicagdo Gibbs-Markov completa.
Definicdo 2.1. Dizemos que (X, 0,1, ) é uma aplicacdo Gibbs-Markov completa se
(i) 8(]w]) =X mod u, paratodow € #'1, e

(ii) Existe C >0, r € (0,1) tal que, para todow € #* e x,y € X,
‘log (Pw(x) —log Qow(y)| < Cdr(xay)'

Observe que a condicdo (ii) equivale a Holder continuidade com respeito a topologia
em (X4,d). Além disso, para cada aplicacdo Gibbs-Markov completa, existe uma medida de
probabilidade v equivalente a it e 8-invariante tal que log g_/.\i satisfaz a propriedade de Holder

continuidade e (X, 0, Vv, ) é uma aplicacdo Gibb-Markov completa (ver [1]).
16
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Exemplo 2.2. A funcdo f :[0,1] — [0,1] com f(x) =2x mod 1 é uma aplicagdo Gibbs-Markov
completa. Outro sistema dindmico no intervalo [0, 1| que podemos exemplificar é a transforma-
¢do de Gauss G : [0,1] — [0,1] dada por G(x) = 1 — [L], com [1] denotando a parte inteira de
1

X

Agora, relacionaremos amenidade com o raio espectral para extensdes por grafos de
aplicacdes Gibbs-Markov completa, seguindo ideias de Stadlbauer [33] e Jaerisch [17].

Comecaremos com algumas estimativas preliminares baseadas na propriedade da ex-
tensdo por grafo possuir loops uniformes para a norma || - ||, em £2(V). A fim de fazer isso, para
f:V—=Rewe #", defina a fungio f, := fok,'. Como o cociclo K, é uma bijeco, segue
que ||f]|2 = || fiv||2 para todo f € £2(V). Vejamos agora a defini¢iio de loops uniformes, no qual

qualquer vértice possui um loop e tém um nimero finito de escolhas para esse loop.

Definicao 2.3. Suponha que (T,Y,x) uma extensdo por grafo associada a uma aplica¢do
Gibbs-Markov completa (X,0,1, ). Dizemos que uma extensdo por grafo satisfaz a propri-
edade de loops uniformes se existe um subconjunto finito ¢ de W tal que, para cada g € V,

existe w € _f com K,(g) = g.

Os lemas a seguir nos ajudardo na limitacdo do raio espectral do operador de Transfe-

réncia da extensdo 7.

Lema 2.4. Suponha que a extensdo por grafo T tenha a propriedade de loops uniformes e seja
f € 2(V) com || f||» = 1. Entdo,

<# 71 2.1)

2

ME/

Demonstragdo. Por hipétese, existe uma aplicacdo ug : V— _# com &, (h) = h, para cada
heV. Tome n:=#_¢ — 1. Paracada h € V, escrevemos g 1,...,8,, € V para o elemento
de (k, '(h) :ue # \ {uo(h)}) e veja que cada elemento da familia (g, : h € V,i € {1,...,n})
aparece, N0 maximo, n-vezes.

Para provar isso, suponha por constru¢do que existe v € V e n+ 1 pares distintos (%, u)
comheVeuec #\{uy(h)} tal que v=k, (h). Equivalentemente, temos para cada destes
pares (h,u),

h=1x,v). (2.2)

Concluimos que a u-componente dos pares deve ser distintas aos pares. De outra forma, por
(2.2) a h-componente de dois pares coincidiria também, o que dd uma contradi¢do. Agora,
pela propriedade de loops uniformes, existe um par da forma (4,up(v)). Por (2.2) temos que
h = Kyu,(v) = v. Assim, o par é da forma (v,up(v)), o que é uma contradigao.

Defina f € 2(V x {1,...,n}) dado por f(h,j) := f(gn ;). parah € Ve j€ {1, - ,n}.
Desde que cada elemento da familia (g, ;: h € V,i € {1,...,n}) aparece, no maximo, n-vezes,



18

concluimos que

(L= Y flen) <n(ff). 2.3)

heVvie{l,...n}

Para o préximo argumento definimos a permutagio ¢ € S(n) dada por (i) =i+ 1, paral <i<
n—1ecg(n)=1.Para g c (*(n) seja ¢*(g) € £*(n) dado por ¢*(g)(i) := g(g(i)). Observe que

para g € £*(n), temos ,
< ) g<i>> = ¥ {2 (Vo). 2.4)
' } k=1

ie{l,..n

Vamos definir a bije¢do ¢ : V x {1,...,n} — V x {l1,...,n} dada por §(v,i) := (v,5(i)). Além
disso, considere ¢*(f) € ¢>(V x {1,...,n}) dada por & (f)(v,i) := f(&(v,i)). Uma vez que
& é uma bije¢io em V x {1,...,n}) temos que ||¢*(f)||2 = || f||2. Agora podemos completar

a prova do lema. Primeiro observe que | ( Z fu)—f ) (h) =X, f(gni) paracada h € V.

uc ¢
Consequentemente, temos
n 2
Hf_qu Z(Z ghz>‘
uc g P heV \i=1

Pela definicio de f e (2.4), temos
n 2 n
3 (zﬂgh,,-)) =y (7.8,
heV \i=1 k=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, o fato que ||&¥(f)||> = ||f||2. e a estimativa em
(2.3), obtemos

Y (7.80) < LGN @@L =ni0) <450,

completando a prova. O

O lema a seguir desempenha um papel importante para a limitagdo sobre o raio espec-
tral de 7, uma vez que permite substituir uma estimativa por baixo de uma diferenca, por uma

estimativa por cima de uma soma. Usaremos um argumento de soma convexa.

Lema 2.5. Suponha que a extensdo por grafo T tenha loops uniformes e que existe € > 0, f €
2(V) com ||flla=1ew € # tal que ||f — f,||2 > €. Entdo, para § := 2 — /4 — €2, temos

| £+ L 1 £

(<147 -8 (2.5)
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Demonstragdo. Pela lei do paralelogramo em £2(V), temos

F+ Follz < 20112+ fwllZ) = 1f = fiullz < 4 — € = (2 8)*.

Entdo, usando o lema 2.4, implica em

|t L s £, < Wt P+ || (B s ) ]|, <2- 8447 1= 1447 5.

]

Ap6s estas consideragdes basicas, porém fundamentais, vamos focar nas propriedades
da andlise funcional do operador de Transferéncia. Lembre-se que o operador de Transferéncia
em teoria ergddica € definida como o pré-dual do operador de Koopman. Ou seja, o operador

de Transferéncia 6 : L' () — L' (i) ¢ definido por

[81ean= [ rgo0an. vreLl(w).ger(w)

No caso da aplicacao de Markov (homeomorfismo local), € bem conhecido que o

operador de Transferéncia pode ser identificado com o operador de Ruelle para o potencial

(pv ::(POTV’ queé, parafV::foTV

0(f)(x)= Y u(x)filx).

vew'!

Observe que para ¢ medida O-invariante, temos 5(1) = 1. O operador de Transferéncia T ¢

definido do mesmo modo

~

T(f)(x8) =Y, ou(x.8)f(xg)

vey/!
e como o produto da medida u com a medida de contagem € T-invariante, também satisfaz
T(1)=1,onde 1 é a funcdo constante 1 em Y := X x V. Assim, defina 7"(f) = ¥, cyn ®po Ty [y
Agora, introduziremos um espaco de funcdes relevante com respeito ao espectro de T.

Com || - ||, denotando a L, (Y, i)-norma e para p =1 e p =oo, f: Y — R mensurdvel, g €V,
considere || f||3 := || f(- ,)

[£1p =\ Zeev(IF15)? e Hp={f:¥Y = R:[f], <e}.

Além disso, considere o espaco J%. := {f € S : f é constante em X,, Vg € V}, onde
X :={(x,8) :x € X} com g € V. Para subespacos fechados H,H, C 7%, e um operador linear
limitado T : Hy — Ha, a norma do operador de 7' é dado por ||T | := sup sepy, 171..[7 (f)] - Pelos

mesmos argumentos como em [33], obtém-se o seguinte para a acdo de T em 4] e .

Proposicao 2.6. O espaco de fungoes (74, []1) e (7, []) sdo espagos de Banach, os ope-
radores T* : 7, — A, sdo limitados e existe C > 1 tal que [T¥]. < C para todo k € N. Além
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disso,

Aci=sup ({IT*AON /Il f 2 0.f e AN A ) <1
e limsup,_...(Ax) /¥ > p(T), com p(T) denotando o raio espectral de T : ., — H..

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que os espagos de fungdes (.75, [.] ») sdo espagos de
Banach, lembrando que 77, := {f : X — R : [f], < e}. Para mostrar que .7, é¢ um espago
vetorial, temos 0 € JZ,. Além disso,

[Aflp = [ X ARSI = JIAR Y (I1f15)?

geG geG

=[] /X (IF1I5)* <

geG

com f € 7, e A escalar, e ainda pela desigualdade triangular | f]|%,

[F+hlp= [ X AF B> < Y (A5 +IR]5)? <

geG geG

com f,h € J,. Portanto, .7, € um espaco vetorial.

Além disso, /¢, é normado, pois [f], = 0 implica [|[| f[|5]/,2y) = 0 = || f[|} = O para
todo g € V. Como 1?(V) é normado, temos flx, = 0 quase todo ponto L”(u). Ademais, [A f], =
LA e L +Alp = NF+ Sy < HLAS + 18l zr) < LAY+ DD,

Por fim, /¢, é completo. Tome (f,) uma sequéncia de Cauchy em .77, temos que
| full% converge.

Agora, mostremos que os operadores T¥ sdo limitados e existe C > 1 tal que [[fk]]oo <C.

Seja f € 77, e k € N, usando a desigualdade de Jensen (ver [27]) e a conformalidade de pt, temos

[T* N2 < Y IT (N ()2
gev
2

=Y Isup( Y Prot(x)fot(x,g))

geV I1XEX | ek

< Z sup Z | @0 T,(x) f o T (x,8)[*

gV XEX | ok
=Y sup ¥ ®por(x)|fon(xg)l
geV X yewk
<C- Y, u(DIfIE=cC /12
vewk
onde C € dado pela propriedade da medida de Gibbs y em X. Consequentemente, C € um limite
superior para [[fk]]oo, independente de k.

Finalmente, veremos que Ay < 1 e limsup,Hoo(Ak)% > p(T). Seja f € ;. Segue da
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conformalidade de u que

[[T\k(f)]]l < Z Hq)kofv'fofv]]l

vey'k

= O o, 2)*
(L fmenrontommr)

= ¥ (L sy 2) =1l
vek \gev

onde x € X € arbitrdrio. Portanto, Ay < 1 para todo k € N. Observe que a propriedade de Gibbs

para u implica que

") 2 1T W) I3 = Y w®)> Y @22z,
vkt (g)=g x:T"(x,0)=(x,0)

para todo a € #'! e 0 € V denotando a origem do grafo. Portanto, limsup, ... (An)% > p(f)

Sabendo que ¢/6(®) = p(T).
O

Assim, temos que T age continuamente em %%, e pela formula de Gelfand para raio
espectral, temos p(f) <1eT:# — 7 é continuo com norma menor ou igual a 1. No
entanto, T(%@) ¢ e T ndo necessariamente age em .7/ como um operador limitado. Além
disso, por defini¢do como operador de Transferéncia, T age em L (Y, ) como uma isometria
e, em particular, o raio espectral neste espago sempre € igual a 1.

Segue o Teorema que relaciona amenidade de ¢ com a agéo de T nestes espacos.

2.2 Teorema A

Segue o principal resultado deste capitulo, onde conseguimos uma caracterizacio de
grafo ameno através de uma extensdao por grafo em termos do raio espectral do operador de

Transferéncia com respeito a extensao.

Teorema 2.7 (TEOREMA A). Suponha que (Y,T) é uma extensdo topologicamente transitiva
com loops uniformes de uma aplicacdo Gibbs-Markov completa (X,0,11) e W uma probabili-

dade invariante. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes.
i) O grafod = (V,E) é u-ameno.
ii) O raio espectral p(T) de T : #2 — H é igual a 1.
iii) Para cada & > 0, existe um A C V finito tal que [ |T(1xxa) — 1xxaldu < &-]A|.

iv) Para cada € > 0, existe um A C V finito tal que [[T\(IXXA) —1Ixxa]1 < eflxxali-
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Demonstracdo. Na primeira e principal parte da prova, mostraremos que p (f) = 1 implica que
para cada & > 0, existe um subconjunto finito A C V tal que [ |7 (1xxa) — lxxaldu < €-]A|.
Para isso, mostraremos primeiro, que para cada € > 0, existe f € JZ, [f]1 =1e f > 0 tal que
[[f( f)— f11 < €. Para provar isso, por contradi¢do, seja # C # dado pela propriedade de

loops uniformes e suponha que

s = int{[T(f)— f1/[/]i: f € Herf 20,1 £0} > 0. 2.6)

PASSO 1. Comegamos com uma aplicacdo do Lema 2.5, ou seja, construimos um subconjunto
finito #* C # tal que, para f € . com [[f]; = 1, existe w € #* satisfazendo a desigualdade
(2.5) juntamente com o controle de distor¢do. Para fazer isso, escolha #™* C W', ¢ C #'* tal

que Z 1([w]) < 8, /4. Usando T(1) = 1 e a desigualdade triangular, temos
weW\W*

S<ITPH-rM=1Y oulf—H

weW
< Z [ow(fw — O+ Z owfwli +1 Z oufli
wer Wi weW *
< ;ﬂ*u([w])[[(fw_f)]]l—f—&/l

Assim, existe w € #*, tal que 8;/2 < [(f, — /)]1 = || /w _J?”ﬂ(V), onde f:V — V refere-se
a funcio dada por f(g) := f(x,g). Note que f estd bem definida desde que f € .. Conse-
quentemente, aplicamos o Lema 2.5, e obtemos a desigualdade (2.5) com respeito a algum o,
dependendo de 0;. Isto é, para cada f € JZ, f > 0, existe wy € #* com

[[fo+ Z fu]]l S (1+#/_52)[[f]]1~
uc g

Como 6 possui ramos completos, nos dd uma estimativa com respeito a # ' := #* U F e
K :=|#7|. Isto é, para f € S, f > 0, temos

I’ Z fum S[[fwf‘f‘ Z fu]]l+[[ Z fu]]lS(K_SZ)[[f]]l (2.7)
uewt ue g ue W N\( 7 Uiwy})

Para controlar a distor¢do, note que pela condicdo da Holder continuidade do log @, existe
m € N tal que, paratodo x,y € X,a € #™, ew e ¥,

D, (Ta(x)) 1
\/I—Q/Kﬁmﬁ(\/l—(szﬂQ . (2.8)



23

Agora fixe a € #™ e considere o conjunto #* := {(au) € ™' :u e #}. Por (2.7), seja

va =

vew't

Y (fau

uey't

< (K=&l (2.9)

2

2

PASSO 2. Deduzimos o decaimento exponencial pontualmente de Tm+! (f) por (2.8) e (2.9).
Para uma dada fungdo f € . e (k+ 1) palavras finitas w; € #" (i = 0,1,...,k), para i =
0,1,...,k, defina

%::{(wovlwlvz.--viwi)1Vj€7/i parajzl,...,i}, fi= Z Jw-

we¥;

Usando Hngz(V) = |Ifox, 2 e fin(x,8) = fiw(t(x), k' (g)), segue indutivamente por (2.9)

que
ka”Zz(V) = Z fw = Z fwvo Kv;k] = Z fwv
WG% KZ(V) WG%,],VGW:}: ZZ(V) WE%*I?‘)GW* fZ(V)
= Y | &K=& fictllppy) < (K= 8)" 111 (2.10)
vew't 2(V)

Como #/* é finito, a := inf{®,,(x) : w € ## x € X} > 0. Dividindo cada v € #* em duas pala-
vras v, v, de tamanho m+ 1 e definindo @, | (x) := o parax € [vi] e @11 (vox) := Dy 1 (vx) —
o para (vpx) € [v2], podemos e assumimos na préxima etapa que ®,, = « para todo w € WE.
As estimativas acima em (2.8) e (2.10) implicam que, paral :=m—+1, 63 := 1 — m e
cadaxeXe feHcomf>0el[f]1 <eo,

H?l"(f)(x,-)H -| ¢ y Y @ () fre

2 \veftm} Vigrwigwt Vietwien': 5

< Z Z q)wl...wn (x)fwl W

Jllent N\Vjeliw;ep
Vjé]:wj&W? 2

< Z max CIDWI...W,,(X)) Z Foorn

scitony \Vjelwjew* Vjelwent
VigTw ¢k 2

< Y |k max @, 0] (1-&/K)M[f]

JC{1,n} Vjelwe*

< Y Y @ 0= &)Y

Je{ln} Vjel:w;eW*
Vj@é]:wﬁé?//$
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= Y Y ®Pu@0-8Y|f,
JC{L,.n} Vjghwgnt
VjEJ'w'EV//i

= Y (- Ma¥(1-8&)"[f]i = (1-a&)"[f]i 2.11)

Jc{1,....n}

Decorre da desigualdade de Jensen, que [T%(f )]]1 (1 —ad)"[f]i- Como [f]1 = [f]« para
f € ., segue pela férmula de Gelfand, que p(7) < (1 — a83)"/! < 1, 0 que é uma contradicdo.

PASSO 3. Agora fixe € > 0. Resulta do exposto acima que existe f € [-]; com [f]; =1, f >0,
e [T(f)— f]i < &. Observe que, como [f]; < oo, podemos assumir sem perda de generalidade,
que existe um conjunto finito B C V tal que f € suportada em X x B. Isso implica que existe uma
sequéncia crescente finita de subconjuntos finitos A| C Ay C --- CAryde Ve A, A, ..., 4 >0
tal que f = ):i;l Ailx 4. Por monotonicidade, temos

(X xAN\T ' (X xA))N (T X xA)\ (X xA))) =0,

para todo 1 <i,j < n. Note que 7,(x) € T~'(X x A;) para um v € # implica que T, (x) €
T-!(X x A;) para todo w € # . Consequentemente, com /\ denotando a diferenga simétrica,

7)== [ L (L (T (L, = D+ Loons T (La) )|

_’ZA< ( (X xA)\T ! (X><A-))_T\<1T*1(X><A')\(X><A[)>>‘
=Y AT (Vwanpar-ipay) =T (f = foTI).

Consequentemente, para cada v € %, temos que u(V))[fy — /11 < [T (f) — f]i < e. Em
particular, para cada subconjunto finito ## of %, existe f tal que [f, — f]i é uniforme-
mente pequeno para v € #* que é um subconjunto finito. Agora escolha #* finito tal que
Yogw+ U([w]) < €/4, e f como acima com a propriedade adicional que [f, — f]1 < €/2 para
todo v € #*. Agora, podemos supor que A; sio escolhidos de forma que f2 = Zf-‘: | Ailx

Pelo mesmo argumento usado em A; C A; 1 como acima, obtemos que

||f20 K'V_l _f2||£1(V) = Z ZliIKV(A,-)(g) _lAi(g) = Z ZlilKv(Az)AA 8

g€V |i=1 geVi=1

= ¥ il (A) A 2.12)
i=1

Por outro lado, observe que || /£ — /3 |1 < ||fi + f2ll2- || i — f2||2 é uma simples consequéncia da

desigualdade de Cauchy-Schwarz, o que implica pela escolha de f que o lado direito de (2.12)
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é menor ou igual que um & para todo v € #*. Entdo, facilmente temos que

Zn:l Y w(lv]) [ (A) A4 < 2e.
i=l veW

Agora segue de 1 = [f]? = ¥, Ai|A;| e da existénciade A € {A;,...,A,} com

Y, () [k (A)AA| < 2¢|Al.
vew

A fim de deduzir (iii) para a estimativa, observe que isso segue do exposto acima, que
L o) —14(8)] = T (Lxxa) (x,8) — Lxxa (x,8)| (2.13)

para todo (x,g) € X x V. Integrando sobre X x V, nds obtemos a parte (iii) do teorema, que é
JIT (1xxa) = Lxxaldp < e-|A].

PASSO 4: (i) < (iii). Vamos mostrar que amenidade e a parte (iii) sdo equivalentes. A fim de

fazer isso, primeiramente observe que (2.12) e (2.13) implicam que

[T () = Lsaldi = ¥ w(0]) [6,(4) 241, (2.14)
vew

e que, por bijecdo de K, temos |A \ k,(A)| = |x,(A) \ A|. Além disso, observe que ¢ € JA se, e
somente se, por defini¢do, s(e) € A e t(e) ¢ A, que equivale a existéncia de v € # tal que, para

g=s(e) €A, t(e) = k,(g) e k,(g) € K,(A) \ A. Consequentemente, para € > 0,

200°A1<2 Y, [w(A\Al= ) [K(A)AQA
vip(f)>e vi(f)>e

Em particular, a parte (iii) do teorema implica amenidade. A fim de obter a dire¢do contra-
ria, observe que amenidade com peso permite encontrar € e A tal que o lado direito de (2.14)

dividido por #A € arbitrariamente pequeno.

PASSO 5: (iii) = (iv). Suponha que [|T(Lyxa) —lxxaldu < €-|A|. Como |T(Lxxs) —
1x.a| = f(l(XXA)AT—l(XXA)) < 1, pela desigualdade de Jensen, temos

elLea)f =& 11> [ 1T (L) = Liwaldps = }:g/’yr'1XXA) Laldi
gev

>Z/VHM)MW%¢WMM)MM1
gev
Consequentemente, [[T\(IXXA) —1xxa]i < Ve[lxxa)li.

PASSO 6: (iv) = (ii). Observe que 7" —I = (T" ' +...T +1)(T —1I). Por isso, f € .#. com
[fli=1e [[f(f) —fh <e, [[T\”(f) — f]i < ne. Em particular, a norma do operador [[?"]]1 é
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igual a 1. Além disso, por distor¢ao limitada, segue que para cada f € J7. com f > 0 temos
[T(f)— f]1 < [T(f) — f]e com respeito a constante que é independente de f e n. Finalmente,
como [[-]; e []- coincidem em 7%, segue da férmula de Gelfand que p(7) = 1. Isso finaliza a
prova do Teorema 2.7.

0

Para completar o cendrio, um objeto interessante a se analisar sdo as taxas de decai-
mento exponencial da probabilidade de retorno para um vértice fixado o € V, ao qual iremos
definir e analisar agora. Para isso, paran € N ex € X, considere o conjunto k' := Kgn—10---0 K.

A taxa de decaimento associada, para o vértice o € V, € definida por

R(T,0) := limsup /u({x € X : k"(0) = o}).
n—soo
Note que, se (¥,T) é topologicamente transitiva, entdo R(7T,0) é independente do vértice o,
assim, denotaremos simplesmente por R(7T'). A fim de relacionar este objeto R(7T) com o raio

espectral p(T'), usaremos a nogdo de simetria fraca.

Definicdo 2.8. Diremos que uma extensdo por grafo (Y, T, L) é simétrica, se existe (C,) e (Ny)

tal que lim C,ll/n =1, lim N,/n=0e, paratodo g,h €V,
n—yoo n—soo

n+]Vn
p(xeX k@ =m <G Y u({rex:xn=g}).
k=n—N,
Defina A : 5, — 7, dadapor Af(v):= [ f(.,v)du e T, : 7. — . definida por T,, :=
AT". O seguinte Lema e demonstra¢do foi inspirado no trabalho de [17], e essas afirmagdes nos

ajudardo na prova de resultados auxiliares para o Teorema 3.8.

Lema 2.9. Suponha que (Y, T, L) é uma extensdo por grafo topologicamente transitiva de uma

aplicacdo Gibbs-Markov (X, 0, ) completa. Entdo, seguem as seguintes afirmagaes.

i) | Tl < T <C| Tl neN

ii) Timyse | T,)|V/" = p(T)

iii) limsup, ,..(T,1x,,1x,)"/" = R(T) para algum o € V.

Demonstragdo.

i) Claramente os operadores T, e A sdo positivos e limitados com ||A|| = 1, entdo ||T,] <
IA|[[|I7"|| = ||T"|| provando a primeira desigualdade. Para provar a segunda desigualdade, mos-
tramos que

IT"| = sup{[7"(f)]e : f € 7, [f] = 1}.
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Para cada f € J#,, existe f € J#., dado por f(x,g) := || f(-,&) |« com (x,g) € X x V, satisfa-
zendo [f]e = [f]e € [T"(f)]e < [T"(F)]. Para provar | T"|| < C||T;||, tome f € %, e pela
propriedade de Gibbs (1.2) para medida u, existe C > 1 tal que, paracadag e Ve wg € X,

IT"() (@)l < Y, (sup®uomuf(wo, k(@) ™') <C Y. w([w])f(wo, k() ™).

wewn wewn

Como a medida u é conforme, temos p([w]) = [ T "(1},))d L, para cada w € #/". Assim, obte-

mos

Y, u(w)f(wo,ku(e)™) =), /f"(l[w})f(WmKw(g)l)du

wep™n wep™n

= ¥ [P

wep™n

_ /fnm(.,g)du =7"()8)lh-

Isso prova que [T"(f)(-,8)]w < CIT"(f)(-,g)]1 < CA =C||T;|. Pois, ||T,|| = A, (ver a Defi-

ni¢do de A, na Proposi¢do 2.6). Portanto, temos provado o item i).

11) Usando i) e a formula de Gelfand para raio espectral (ver [27]), temos
. 1 . ~Snd . 1
lim ||7,||» < lim ||T"||» <C lim ||T;||»
n—roo n—o0 n—roo

e p(T") = lim,_, ||7"||7. Portanto, p(T™) = limy_se || T, || .

iii) Paracadan € N, f € . e wy € X, escrevemos T,,(f) da seguinte maneira,

L(f)= ) < ) H([W])f(Wo»Kw(g)1)> Ly,

g€V \wewn

Consequentemente, pela propriedade Gibbs para i, temos

Y @S (Tlg)dg)<C Y el

weH K,y (0)=0 weH ;K (0)=0

Segue que R(T) < limsup,,_,., m . Para provar a igualdade, fixe a € #'!. Como
(Y,T) é topologicamnete transitiva, existe wa € #* tal que K;Kyq(0) = 0. Como (X,0) é
uma aplicacdo Gibbs-Markov completa e 7' € extensdo topologicamente transitiva, existe um
conjunto finito F C k(o) N #'> tal que Vi, j € #'! existe y € F com iyj € #=. Considere
o conjunto / := maxycr |y|. Paracadan € Ne w e #", existe 11,,73 € F tal que v(w) :=

ayywaywya € #. Isso define uma aplicagao

H:{we#": x,(0)=0} = {ve #*:n<k<n+3l+|wa|+1,x,(0) =0,v| =a,vac #*}
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que é no maximo (3! + |wa|)—injetiva, para cada n € N. Tomando

M — o~ 00l =810 @l jwa] ax 3 10FS|y@liy

yeF
obtemos que, para cadan € N,
. n+31+|wa|+1
Z M5l < M (31— |wal) Z Z Py,
weH ™K (0)=0 k=n ve'k:k,(0)=0,v1=a,yac ¥ >

que nos d limsup,_...(T;(1x,),1x,)"/" < R(T), como queriamos.
]

Agora, veremos um resultado que relaciona o raio espectral do operador de Transfe-
réncia da extensdo 7 com a taxa de decaimento da probabilidade de retorno a um vértice fixado.

Além disso, conseguimos uma igualdade desses objetos se a extensdo for simétrica.

Proposicao 2.10. Para uma extensdo por grafo topologicamente transitiva T de uma aplica¢do

Gibbs-Markov (X, 0, 1) completa, temos que R(T) < p(T) < 1. Se (Y, T, ) for simétrica entdo
p(T) =R(T).

Demonstragdo. A primeira afirmacdo da proposi¢do, segue do Lema 2.9, com as afirmacdes

(iii), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e depois com (ii), temos

R(T) =limsup<Tn1X0,1X0>1/” < 1imsup||Tn||% = p(f’) <1.

n—oo n—oo
Agora, suponha que a extensdo por grafo (Y,7,u) é simétrica e denote por 7, o operador

adjunto de 7,,. Novamente, pelo Lema 2.9 afirmagio (ii), temos
p(f) = 1im||Tn||1/” = limHTn*TnHl/(zn).

Como T,T,, € um operador autoadjunto no espago de Hilbert .77, sabemos que para cadan € N,
temos
|3 T;,|| = limsup((T*T;,)F1x, , 1x, ) /% (2.15)

k—yo0

Como o pontencial ¢ é Holder continuo, concluimos que para todo f1, f» € 7. e n,m € N,

<TnTm(f1)7f2> = <Tn+m(f1)af2>- (2.16)

Além disso, pela hipotese de simetria, temos

n—k

(Lu(f1):2) <Gl Y, T (), f)-

k=n—N,
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Combinando (2.15) e (2.16) e ||T,'T;|| = ||T;,||?, por (iii) do Lema 2.9, podemos concluir que
p(T) = R(T).
]

Estas estimativas nos ajudardo na demonstragdo do principal resultado do préximo

capitulo.



Capitulo 3

Extensao por grafo de aplicacoes de
Markov com estrutura de Gibbs-Markov

embutida e amenidade

Nesta secao, mostraremos um resultado que caracteriza amenidade do grafo através da
extensdo por grafo de uma aplicagdo de Markov que possui uma estrutura de Gibbs-Markov
embutida, analisando a aplicac@o induzida e original quanto ao seus raios espectrais e as taxas

de decaimento da probabilidade de retorno a um vértice fixado.

3.1 Aplicacao de Gibbs-Markov embutida

Uma aplicacdo de Gibbs-Markov completa, como dito anteriormente, satisfaz a pro-
priedade de Holder continuidade. No entanto, poucas aplicagdes Gibbs-Markov tém essa pro-
priedade, embora em muitos casos, exista uma aplicacdo Gibbs-Markov embutida. Vejamos a

defini¢do a seguir.

Definicio 3.1. Diremos que (X,0,u, o) é uma aplicacdo de Markov com estrutura de Gibbs-
Markov embutida sobre Q C X, se existe B C #* en : B — N tal que

i) Q é uma unido finita de elementos de o e o conjunto {[u] : u € B} é uma parti¢do de Q

mod U,

ii) o sistema fibrado de Markov (Q,c,v,B) definido por o(x) := 81 (x) para todo x € [u]
e u € B é uma aplicagdo Gibbs-Markov completa, onde v := (u(Q)) ' u|q.

Observe que esta defini¢do técnica € vantajosa, uma vez que esta classe contém muitos
sistemas dindmicos que admitem algum tipo de construcao de torre, de tal forma que satisfaz
a condigdo (if). As construgdes de torre que temos em mente sdo classes de aplicacdes dadas
por aplicacdes de primeiro retorno, transformagdes jump que sdo as torre de Young [36], € a

construcdo de Pinheiro com medidas expansoras (ver [25]).
30
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Um exemplo de uma aplicacdo de Markov que tem uma estrutura de Gibbs-Markov

embutida, é aplicacdo classica Manneville-Pomeau, definida por

x(142%) : x€[0,1/2)
2v—1 L xe[1/2,1]

f:10,1] = [0,1], x+—

forO0<a< 1.

Como estamos interessados em substituir a aplicagdo Gibbs-Markov completa pela
aplicagdo de Markov que possui a estrutura de Gibbs-Markov embutida, iniciamos mostrando as
relacdes existentes entre a taxa de decaimento, o raio espectral e a amenidade de uma extensao
por grafo de uma aplicagdo de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida.

Observe que, considerando uma extensao por grafo 7 com uma estrutura de Gibbs-
Markov embutida ¢ :  — Q como na definicdo 3.1, podemos fazer a construgdo da extensao
por grafo associada a essa aplicagdo o, que serd S : Q x V— Q x V, com S(x,g) = T (x, g),

n(x)

ou seja, S(x,g) = (07W(x), &(g)), com & (g) = ki (g), cuja a base é uma aplicagdo de

Gibbs-Markov completa. A extensdo por grafo correspondente estd relacionada da seguinte

forma.
T
XxV > X xV
A A
I \l / I
| |
| g |
I X — X I
| 0 0 :
| J J I
| g |
! Q— Q !
| |
J / S r\ J
QxV > QxV

Aqui, as setas tracejadas representam uma constru¢do de torre e, portanto as partes
correspondentes do diagrama ndo necessariamente comutam com respeito a inclusao.

Vamos comecar comparando a taxa de decaimento da probabilidade de retorno das ex-
tensdes S e T para um vértice fixado o € V. Para isso, utilizaremos a notacio que introduzimos
na se¢do anterior. Paran € N e x € X, temos o conjunto K} := Kga-10--- 0 Ky. Além disso, para
x € Q, defina ), := ?;5 n(c/(x)) e K := k"™ Note que com estas defini¢des, 7"(x,g) e
S"(x,g) podem ser escritas como (6" (x), k" (g)) e (6"(x),k!(g)) respectivamente. As taxas de

decaimento associadas sdo definidas por

R(T) :=limsup /u({x € X : k*(0) = 0}),

n—yoo

Ro(T) :=limsup /u({x € QNO—"(Q) : k(o) =0}),

n—oo

R(S) :=limsupy/v({x € Q: K'(0) =o0}).

n—yoo
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Observe que o logaritmo dessas taxas coincidem com a pressdo de Gurevic de T e S,
ou seja, logR(T) = Pg(T). Para relacionar essas quantidades, temos que impor condi¢des sobre

a distor¢do da medida e o tempo de retorno 7.

Definicao 3.2. Dizemos que a aplicacdo de Markov (X, 0,1, @) com estrutura de Gibbs-Markov

embutida é adequada se satisfaz as seguintes condigcoes

(i) existe uma sequéncia (C,) tal que li_r>n nlC,=0e
n—soco

HOg (PW(X) —lOg (Pw<y)’ S CndG(xvy)7

para todo [w] € 0, e a € @ com x,y € |a] tal que [wa] # 0 e [w],[a] C Q (em particular,
0" ([wa]) = |a] C Q). Aqui, ds indica a métrica com respeito a (Q,0).

(ii) existe uma fungdo finita n* : Q — N tais que, para quase todox € Qel=0,--- , n(x)—1
com 0'(x) € Q, temos que 1(x) —1 < n*(6!(x)).

Observacao 3.3. Estas condicoes técnicas sao motivadas por sistemas dindmicos que admitem
uma construcdo de torre com particdo de Markov, e o significado de um sistema Gibbs-Markov
embutido adequado se torna visivel na Proposicdo 3.5, onde o decaimento da probabilidade
de retorno das extensoes por grafo da aplicagdo original e do sistema embutido sdo compara-
dos. Além disso, vale a pena ressaltar que a primeira condigdo (i) acima estd relacionada e é

motivada pelas no¢oes de medidas fracamente Gibbs e variacdo média (vista no Capitulo 1).

Para ficar mais clara a defini¢do acima, veja o seguinte exemplo. Se a aplicacdo ¢ tem
o primeiro retorno a um cilindro, entdo (i) na definicdo segue da propriedade Gibbs-Markov
de o, e a condicio (ii) sempre vale para n* = 1, pois 1(x) = [ +n(6!(x)) para os tempos
de primeiro retorno. Em particular, se 7 é de primeiro retorno, entdo a aplicagdo embutida
automaticamente serd adequada. No contexto de tempos hiperbdlicos e tempos zooming como
definido no capitulo posterior (definicdo do trabalho de [25]), a primeira condi¢do pode ndo ser
sempre satisfeita , mas a segunda condi¢do se mantém como acima para n* = 1 pela constru¢ao
de tempos hiperbdlicos e tempos zooming através de conjuntos encaixados.

No entanto, as vezes € vantajoso considerar situagcdes onde n* > 11 como, por exemplo,
na prova do Teorema 3.8 ou considerar um tempo de salto constante, isto €, c = 6" para algum
n € N. Para concluir, vale observar que (ii) ¢ uma condi¢do leve e técnica, mesmo que a

propriedade nem sempre seja vdlida. Por exemplo, se
X=Q={0,1}",B:={[0,1w] : n e NU{O},w € #"},

onde 0, € a palavra (00---0) de tamanho n, entdo B é a particdo de Q mod (1/2,1/2)-
Bernoulli em X e 77|[0,11w] := 2n+ 1 define uma aplicacdo Gibbs-Markov embutida em Q.
Por construgdo, para qualquer x € [0,1], temos n(x) — (n+ 1) = n. Por outro lado, como
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0"+1([0,1]) = Q, a tnica fungdo n* com N (x) — (n+1) < n*(6"+!(x)) é a fungdo constante
n* — oo,

Para relacionarmos as taxas de decaimento, introduzimos a seguinte condi¢ao que in-

depende de x, dependendo somente da estrutura de Gibbs-Markov embutida.

Definicao 3.4. A estrutura de Gibbs-Markov embutida possui cauda exponencial se

limsup /p(x € Q:n(x)=n) < 1.

n—yoo

Agora, veremos um resultado muito ttil na demonstracdo do teorema principal desse
capitulo. A proposicao seguinte, relaciona as taxas de decaimento das extensdes da aplicacdo de
Markov que possui estrutura de Gibbs-Markov embutida e extensdo da aplicacdo Gibbs-Markov

embutida.

Proposicao 3.5. Seja 0 uma aplicacdo de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida
O, e extensdes por grafo associadas T e S, respectivamente. Entdo, R(S) < Ro(T) < R(T).
Se, adicionalmente, (Q,0,3) é uma aplicacdo Gibbs-Markov embutida adequada com cauda

exponencial, entdo Ro(T) = 1 implica em R(S) = 1.

Demonstracdo. Como o é uma aplicacdo Gibbs-Markov completa, existe uma medida de pro-
babilidade m em Q tal que é o-invariante com 1/C < dm/dv < C para algum C > 0 (ver [2]).
Claramente, como R(S) < R(c) = 1, temos que R(S) < 1. Considere A, := {x € X : k/'(0) = 0}
eA,:={xcQ: &' 0))=o0}. Isso dd origem a seguinte estimativa para o raio de convergéncia
s> 1.

su({xeQ:xf(0) =0, 65(x) € Q})
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Consequentemente, o raio de convergéncia 1/R(S) da ultima série € maior ou igual ao raio de
convergéncia 1/(Rq(T)) da segunda série que por si s6 é maior ou igual ao raio de conver-
géncia 1/(Ry) da primeira série. Isso prova a primeira afirmagdo. Para a dltima afirmacao,

consideremos dois casos distintos.

PASSO 1. Assuma a aplicagdao Gibbs-Markov embutida adequada. Vamos mostrar que as séries

de ambos os lados de () tem 0 mesmo raio de convergéncia. Defina

E(x) :=min({M(x) >n: k=1,2,3,...}),
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ou seja, &, (x) é o tempo do préximo retorno apds o tempo n para Q com respeito a o. Considere
n' dada pela Definicio 3.2. Como Q é uma unido finita de elementos de «, existe K tal que
v({xelad:nT(x) <Kk})>v({xe[a:n7(x) > K}) paratodoa € a e [a] C Q. Com x vélido
paraw € {v € #" : k!(0)) = 0,x € [v],0"([v]) C Q},

(xx) :=v({x € Q: k! (0)) = 0,0"(x) € Q}) Zv

:Z (V <{x€ W] : T]T(Q”(x)) < K}) +v ({xe [w] : nT(en(x)) >K}>>

*

<Y sup goW(y)(v({yee"([w]):n*(y>éK})+v({y€9”([w]):n*(y>>l<}))

* ye0"([w])

<2) sup gV ({reo"(w):n' ) <k}).

* ye™([w])

Além disso, mais uma vez, usando que € é uma unido finita de elementos de «, existe B C V
finito tal que, para todo [a] € ¢, [a] C Q,

v ({xe la]: ' (x) < K,xk(0) € BY1 < kgK})

zv({xe[a]:n (x) <K, 31 < k <K tal que k(o ))gg})

Ademais, segue da defini¢do de adequada parte (i), que parav € #* com [v] C Qe 8"=1([v]) C
Q, temos @, (x) /@, (y) < expC, para todo x,y € 81"~ ([v]). Porisso, como &,(x) —n < n¥(6"(x))

(ver condigdo (ii) de embutida adequada na Defini¢cao 3.2) que
(x) <4Y sup @(x)v <{x c0"(w) : n'(x) < K,k(0)) € BY1 <k < K})
x x€0([w])

< 4¢Cny ({x €Q:&(x) —n<K,xk"(0) € B}> '

Consequentemente, como B e K sdo independentes de n, obtemos para s < 1 que

({xeQ: K'(0)) = 0, "(x) € Q)

Lo
L

Cry ({x €Q:E(x)—n<K k" (o) B})

<4Ks K Z skeCry ({x € Q: 3 tal que m;(x) = k, k(o) € B}) .
k=1

Pela férmula de Hadamard, o raio de convergéncia do lado direito ndo depende do fator ¢k com

lim (exp Ck)l/ k= 1. Além disso, como 0 é topologicamente transitiva e novamente usando o
decaimento de Cy/k, podemos substituir o conjunto finito B com {0} sem alterar o raio de

convergéncia.

PASSO 2. Agora, assuma que a aplicagdo embutida tem cauda exponencial. Entdo, [s"dVv < oo
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para s € [1,1 + €], com ¢ suficientemente pequeno. Aplicando a versdo de Sarig em [28], do

Teorema de Ruelle, ao potencial

fs(x) :=log () + 1 (x)logs,

dvoo

segue que [s;'dv < A!, onde Ay = lim_,o0( [ s™ dv)'/!. Vamos mostrar que s — Ay é continua.

De fato, pela desigualdade de Holder, temos ¢ € [0, 1] e a,b com A, A < oo que

108 A sas(1—p = lim — log / 1@t (=08 gy < 1im ~ log / eMidy | - / e dy

=tlogAea+ (1 —1)logA,.

Isso mostra que s — log A é convexa, e portanto, continua.
Agora, assuma que Rq(7T) = 1 e R(S) < 1. Entdo existe 7 < 1 tal que v(A;) < t' para

todo /. Assim sendo, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que

f s gy < J v(A))- / sPdy <1217
AZ A

Como A; = 1, segue da continuidade, que para s > 1 suficientemente perto de 1, 1A < 1. Para

esta escolha de s, temos portanto, que

Z/ sy < ¥ (t2,0)11? < oo,
=174 I=1

que é uma contradi¢io para Ro(T) = 1. O

Agora, vamos relacionar p-amenidade com v-amenidade. Como um primeiro resul-
tado nesta direcdo, segue da Proposicdo 1.20 que, se 4 € uma medida finita e o grafo ¢ ¢
U-ameno, entdo existe uma sequéncia K-Fglner. Como uma sequéncia k-Fglner também € uma
sequéncia k-Fglner, utilizando o mesmo resultado, pois é uma equivaléncia, temos que o grafo
¢ ¢ v-ameno. Acabamos de obter que, se o grafo ¢ é p-ameno, entdo o grafo ¢ é v-ameno.

Para a outra direcao, precisamos da seguinte definicdo.

Definiciao 3.6. Dizemos que K é uma cobertura finita de K, se existe um conjunto finito X C

W= tal que, para todov e W' e g €V, existe w € K tal que K, (g) = Kw(g)

Esta definicdo nos diz que K é compativel com k, ou seja, consideraremos que para

cada aresta na "extensdo", temos associada uma aresta na "base".

Proposicao 3.7. Se K é cobertura finita de x, entdo cada sequéncia K-Fplner é uma sequén-
cia K-Fglner. Adicionalmente, se (Y,T) é uma extensdo topologicamente transitiva, entdo V-

amenidade implica em [L-amenidade.
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Demonstracdo. Pela defini¢ao acima, se kK é uma cobertura finita de k, entdo existe % C
tal que, paratodo v € #'! e g € V, existe w € % tal que k,(g) = &, (g). Concluimos, que para
cada sequéncia kK-Fglner, vamos ter que esta sequéncia é também k-Fglner. Se (Y,T) é uma
extensdo topologicamente transitiva e o grafo ¢ é v-ameno, pela Proposicdo 1.20 existe uma

sequéncia K-Fglner, e como K é uma cobertura finita de K, temos

06K, |{K(g): Fg € V,v € #! com u([v]) > e}

Kl K|
~ Hkw(g) : g€ V,we X com v([w]) > e}
| K|
< Z | Ko (Kn) \ Kin| n—seo 0
we v([w])>e ’Kn‘

Portanto, o grafo ¢ € p-ameno. [l

3.2 TeoremaB

Enunciaremos o principal resultado do capitulo, uma caracterizacao sobre amenidade
de grafos através da extensdo por grafo de uma aplicacdo de Markov com estrutura de Gibbs-
Markov embutida. Os resultados acima estdo resumidos no diagrama a seguir, o qual nos auxilia

na demonstracdo do teorema.

Ra(T)=1 4 p-ameno

] I

R(S)=1 == p(S)=1 <= ¥ v-ameno

Teorema 3.8 (TEOREMA B). Suponha que (Y,T, k) é uma extensdo por grafo de (X,0,1, )
aplicagdo de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida (Q, ). Considere a extensdo
por grafo (Q x V., S) da aplicagdo induzida, topologicamente transitiva com a propriedade de

loops uniformes. Entdo, seguem as seguintes afirmagoes.
(i) Se o grafo G é pu-ameno e (Q xV,S,Vv) é simétrica, entdo Ro(T) = 1.

(ii) Se K é uma cobertura finita de K e a aplicacdo Gibbs-Markov embutida é adequada com

cauda exponencial. Entdo Ro(T) = 1 implica que o grafo 9 é p-ameno.

Demonstragdo.
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Suponha que o grafo ¢ é p-ameno. Pela Proposicdo 1.20 temos que existe uma sequéncia
k-Fglner, e como uma sequéncia k-Fglner é também uma sequéncia k-Fglner, usando a
mesma Proposi¢ao 1.20, obtemos que o grafo ¢ é v-ameno. Pelo Teorema 2.7, com as
equivaléncias para uma aplica¢do Gibbs-Markov completa, associamos uma extensao por

grafo para aplicagdo embutida e obtemos que se ¢ € v-ameno, entdo p (S) =1.

Agora, usando a hipétese de simetria, com a Proposi¢do 2.10 obtemos que R(S) = 1.
Para finalizar, pela Proposi¢do 3.5 sempre temos que R(S) < R (T), como R(S) =1,
entdo Ro(T) > 1. Por outro lado, temos sempre Ro(7T) < 1, e entdo concluimos que
Ro(T)=1.

Suponha que a aplicagdo Gibbs-Markov embutida seja adequada com cauda exponencial,
entdo pela Proposicdo 3.5 temos que R (7) = 1 implica em R(S) = 1. Como S é topo-
logicamente transitiva, usando o Lema 2.9 temos que R(S) = p () para algum o € V.
Portanto, se R(S) = 1 temos p($) = 1. Pelo Teorema 2.7 usando as equivaléncias (i) e
(ii), p(§) = 1 implica que o grafo ¢ é v-ameno. Por fim, usando a hipétese que K é
uma cobertura finita de k e a Proposi¢ao 3.7, obtemos que o grafo ¢ é p-ameno, como

queriamos.



Capitulo 4

Extensao por grafo de aplicacoes

nao-uniformemente expansoras

Neste capitulo, discutiremos novamente o resultado que apresenta um critério sobre
amenidade de grafos em termos do decaimento exponencial da probabilidade de retorno a um
vértice fixado. A diferenca aqui é que faremos uma extensao por grafo de uma aplicacdao nao-
uniformemente expansora. Essa aplicacdo serd associada a uma medida zooming (conceito
apresentado por Pinheiro em [25]), dessa forma, introduziremos a nogao de tempos K-zooming

e ao fim, demonstraremos o teorema.

4.1 Particoes de Markov e Medida K-zooming

Desde o final da década de 1960, as particoes de Markov foram uma das principais
ferramentas para a andlise qualitativa no caso de sistemas uniformemente hiperbdlicos ou até
mesmo sistemas uniformemente expansores. Para dinAmicas uniformemente hiperbdlicas, a in-
troducdo sistemdtica dessas parti¢des foi devida a Sinai, Ruelle e Bowen ([32],[30],[31],[6]), e
se tornou uma ferramenta técnica chave na teoria ergddica de sistemas uniformemente hiper-
boélicos ou expansores. Sinai, Ruelle e Bowen usaram particdes de Markov para associar estes
sistemas com dinamicas simbdlicas, provar a existéncia e unicidade de estados de equilibrio, e
muitas outras propriedades na vizinhanga de qualquer conjunto transitivo hiperbdlico.

A estrutura aqui apresentada € mais geral, pois ela pode ser aplicada ndo apenas em
dindmicas uniformemente hiperbdlicas, mas também em sistemas ndo-uniformemente expan-
sores, mesmo aqueles que admitam uma regido critica ou singular. Em geral, nesses casos ndo
se pode esperar a existéncia de uma particdo de Markov finita cldssica. Entretanto, inspirado
no trabalho de Pinheiro [25], iremos obter a existéncia de uma particao bastante similar, que é
chamada de particdo de Markov induzida.

Sabemos que as dindmicas expansoras (uniformemente ou nao) sempre admitem itera-

dos onde se observa contracdo para o passado. De maneira um pouco mais explicita (mas ndo

38
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formal), se x e y sdo pontos (préximos) num espaco métrico compacto X e f : X — X € uma
aplicacdo expansora (possivelmente nao uniforme), existem infinitos nimeros naturais n € N
tais que a distincia entre f"(x) e f"(y) é maior que a distincia entre x e y multiplicado a um
o > 1 (e também é maior que a distincia entre f/(x) e f/(y), para todo 0 < j < n). No caso
uniformemente expansor, obviamente, esse comportamento ocorre para todos os iterados de x
e y. Além disso, a existéncia desse fendmeno € possivel mesmo quando a dindmica f admite
algum subconjunto de pontos criticos ou singulares (para isso ocorrer, € preciso supor que os
iterados de x e y ndo ficam muito préximos da regido critica). E nesse aspecto que consiste o
grau de generalidade maior do contexto que vamos abordar. Lidaremos com um caso mais abs-
trato, onde apenas iremos supor que o sistema dindmico admite o fendmeno de contracdo para
o passado informalmente descrito acima. Portanto, estaremos incluindo aqui tanto o caso uni-
formemente expansor como o ndo-uniformemente expansor (mesmo admitindo regides criticas
ou singulares).

Utilizaremos aqui a nocao de tempos zooming. Essa no¢do introduzida por [25] gene-
raliza e nos fornece aspectos geométricos de tempos hiperbodlicos.

Considere f : X — X uma aplicacdo mensurédvel definida em um espaco métrico, sepa-

rdvel, conexo e compacto. Definiremos uma contragdo zooming da seguinte maneira.

Definicdo 4.1 (Contrag¢do zooming). Uma sequéncia A = {A, }1<nen de funcoes Ay : [0, +o00) —

[0, 4o0) é chamada de contragdo zooming se satisfaz as seguintes condigoes.
a) y(r)<r, VYn>1;
b) Au(r) < Au(F), YO<r<FfeVn>1;

c) dpodm(r) < Apim(r), Vr>0eVnm>1;

d) sup An(r) | < oo
0<r<1 n;l "
Exemplo 4.2. Uma contrac¢do exponencial com taxa A,(r) = 6"r com 0 < 6 < 1 e uma con-

tragdo polinomial A,(r) = n~%r com a > 1 correspondem a contragdes zooming.

Seja A = {A,}, uma contra¢do zooming e 6 > 0 uma constante positiva. Estaremos
assumindo que o sistema dinadmico f admite uma medida, tal que chamaremos de medida zoo-

ming. Definiremos medida zooming e uma medida K-zooming a seguir.

Definicao 4.3 (Medida zooming). Seja (X, f,u) com f:X — X ndo-singular (f,lt < 1L ),

dizemos que

1. A medida 1 é fracamente zooming se para quase todo ponto, existe infinitos tempos z00-
ming, ou seja, dado tempo n € N, existe V,,(x) vizinhanga de x tal que satisfaz as seguintes

condigoes
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i) f":Vy(x) = Bg(f"(x)) é um homeomorfismo;
i) d(f4(y),/4(2)) < X i(d(f*(9), ["(2))) para y,z € fX(Vu(x)) e todo 0 <k <n.

2. A medida U é zooming se é fracamente zooming e possui frequéncia positiva, ou seja,
) 1
limsup—#{1 <k <n;xe€Z(1,6,f)} >0,
n

para [l quase todo x € X, onde denotamos Z,,(A, 0, f) o conjunto dos pontos de X tal que

néum (A,8)-tempo zooming.

3. A medida u tem distor¢do limitada se 3C > 0 tal que, Yn € N e U-quase todo x €
Zy(A,6, f), 0 Jacobiano de f" com respeito a |, J, f", estd bem definido em V,(x) e

‘IOg WO ca( iy, £(2))

J“f"(z)

para [L- quase todo y e z € V,(x).

4. A medida [ tem distor¢do limitada fraca se 3Cy, > 0 tal que l};ngo %Ck =0 e Uu-quase todo
ponto x € Z,(A,8,f) com k < n, o Jacobiano de f* com respeito a u, J#fk, estd bem
definido em Vi(x) e

Jufk ()’)

Juf*(2)

log <Gy

para [L- quase todo y e 7 € Vi(x).

Dizemos que um conjunto positivamente invariante 2 C X € zooming, se possui frequén-
cia positiva de tempos zooming para todo x € Q.
Para definir uma extensao por grafo de uma aplicacdo f, precisamos da aplicacio co-

ciclo k (definida como antes), dessa forma, € natural definir uma medida x-zooming.

Definicao 4.4 (1t k-zooming). Dizemos que a medida |1 é K-zooming se a medida é zooming e

para [L-qtp x, existe n e V,(x) tal que
a) n é tempo zooming em Vy(x);
b) K|fk(Vn(x)) é constante, parak =0,1,--- .n— 1.

Dizemos que um conjunto positivamente invariante Q C X é k-zooming, se possui
frequéncia positiva de tempos K-zooming para todo x € Q.

Suponha que temos uma aplicacdo f agindo num espaco métrico X associado a uma
medida de referéncia . De maneira geral, ocorre que a medida de referéncia nao € invariante
com respeito a f. Surge entdo a necessidade de obtermos uma medida invariante com res-

peito a dindmica mas que também tenha uma boa relagdo com a medida de referéncia original.
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Inspirado no trabalho de Pinheiro [25], a ferramenta utilizada é a constru¢do de uma parti¢ao
induzida de Markowv.
Lembrando que uma parti¢do de Markov para uma aplicacdo F : Q — Q, € uma cober-

tura finita B = {ay,--- ,a,} de Q satisfazendo
1. int(a;) Nint(aj) =0 se i # j;
2. se F(aj)Nint(a;) # 0 entdo F(a;) D (a;).

Pelo Capitulo 1, na Defini¢do 1.12 observe que o € uma parti¢ao de Markov. Aqui, ve-
remos um conceito mais geral, pois como nem sempre podemos obter uma particao de Markov
cldssica, usaremos uma particdo bastante similar, chamada particdo de Markov induzida (ver
trabalho [25]), para construir uma Particdo de Markov para aplicagdo f. Para garantir a exis-
téncia de uma aplicagdo de Markov induzida associada a uma medida zooming recorreremos
a no¢do de conjunto encaixado, cuja definicdo de conjunto encaixado € que duas pré-imagens
desse conjunto (pré-imagens por f”, para algum n € N arbitrdrio) ndo podem lincar (secdo 2,
[25]). Além disso, a principal propriedade de conjuntos encaixados diz que, se temos V um
conjunto encaixado e /] e I, sdo pré-imagens de V, entdo /; e I, ndo sdo lincados. Ademais, se
LNL #0,entdo || # || e, se I ; I com |I}| < ||, entdo V contém uma pré-imagens de si

mesma com ordem maior que 0, f2/=11l (V) C V. Referimos |I| como a ordem de /.

Definicao 4.5 (Particdo de Markov Induzida). Seja F : Q — Q uma aplicacdo mensurdvel de-
finida num conjunto boreliano € de um espaco métrico, compacto, separdvel X. Uma cole¢cdo
enumerdvel B = {ay,a,as,---} de subconjuntos borelianos de Q ¢ chamada de particdo de

Markov induzida se
1. int(a;) Nint(a;) =0 se i # j;
2. para cada a; € B existe um M; > 1 tal que

e se [ < eint(F'(a;))Nint(a;) # 0 entdo int(F'(a;)) C int(a;) ou int(F'(a;)) D
int(aj)
o se Fli(a;)Nint(a;) # 0 entao F" (a;) D int(a;)

3. #{F(a;);i € N} < oo

4. F|g, é um homeomorfismo e pode ser extendido para um homeomorfismo enviando a; para
F (ai);

5. limdiam(B,(x)) =0, para todo x € N,>oF "(U;a;), onde B, (x) = {aiNF'ay---F" 1a,:

n
a; € B,i=1,--- ,n} e B(x) denota o elemento de B que contém x.

Considere f : X — X aplicacdo mensurdvel no espaco métrico X.
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Definicio 4.6 (Aplicacao de Markov Induzida). A aplicacdo (F, B) definida em Q é chamada de
aplicacdo de Markov induzida para f em Q se existe uma fungcdo n: Q — N ={0,1,2,3,---}
(chamada tempo de indugdo) tal que {n > 1} = U,cpa, 1N|a € constante para todo a € B e
F(x) = f19(x) para todo x € Q.

Se a aplicacdo de Markov induzida (F, ) é uma aplicacdo de Markov completa, ou
seja, F(a) = Q para todo a € 3, chamamos (F, ) de aplicacdo de Markov induzida completa.

Dada uma aplica¢do de Markov induzida (F,f3), uma medida de probabilidade er-
gbdica f-invariante € chamada de levantdvel para F se existe uma medida finita F-invariante
vV < U tal que

n(@-1
p=3 Y ),
acf j=0

onde n é um tempo de indugdo para F, v|, denota a medida dada por v|,(A) = Vv(ANa) e
ff(: po f~1) é o push-forward de p por f.

Seja Z o conjunto de todos os pontos de X que possui frequéncia positiva de tempos
(k,A,d)-zomming. Denote por & a colegdo de todas as pré-bolas (x, A, 5)-zooming.

Dado x € X e Q C X conjunto k-zooming com diam(Q) < g, temos por ( Lema 5.2,
[25]) que o conjunto Q é um conjunto k-zooming &'z —encaixado que contém x. Seja A(x) a

colecdo de &»-pré-imagens V de Q tal que x € V. Definiremos (F, Q) aplicagdo induzida.

Definicao 4.7. Definimos uma aplicagdo induzida F em Q associado ao "primeiro &z- tempo

de retorno a Q", ou seja, min{n;x € Z,(1,90, f)}, por
F(x)=fM9(x), VxeQ.

O tempo de indugcdo em Q associado ao "primeiro &y - tempo de retorno a Q"  é uma funcdo
n : Q — N dada por

_Jmin{|V[;V €A(x)} seA(x)#0
nx) =

0 se A(x) =

referimos |V | como a ordem de V. Fixado algum K C A(x), o conjunto V C A(x) é chamado de

pré-imagem regular de ordem n € N de K se f" levaV_homeomorficamente em K.

Como a colec@o do conjunto A(x) é totalmente ordenado pela inclusdo, segue da prin-
cipal propriedade de conjunto encaixado que existe um tnico /(x) € A(x) tal que |I(x)| = n(x),
quando A(x) # 0.

O resultado a seguir nos diz que se temos uma aplicacdo mensuravel f : X — X em
um espaco métrico, separdvel, conexo e compacto, e associada a ela, uma medida k-zooming,
entdo, existe uma aplicacdo de Markov induzida completa associada ao conjunto K-zooming

Q C X. O teorema e demonstracao sdo inspirados no trabalho de Pinheiro ([25], se¢@o 6).
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Teorema 4.8. Considere (f,X,11) e u medida x-zooming. Entdo, F : Q — Q, dada por
F(x) = f1%(x), com N sendo "primeiro Ex-tempo de retorno ao conjunto K-zooming Q"
é uma aplicagdo Gibbs-Markov induzida completa, onde para qualquer I € B o cociclo k" é

constante em 1.

Demonstragdo. Considere Q um conjunto aberto (k, A, §)-zooming tal que o diam(Q) < g, ou
seja, Q é um conjunto que para quase todo x, tem-se tempos (x, A, 0)-zooming com frequéncia
positiva. Além disso, os elementos da particdo desse conjunto nio intersectam nenhuma pré-
imagem dele mesmo. Considere a particdo de Q associada ao "primeiro &z -tempo de retorno
aQ" acolegdo de conjuntos abertos 3 dada por B = {I(x);x € Qe A(x) # 0}.

O tempo de induc¢do em Q associado ao "primeiro &z-tempo de retorno a Q" € dada
pela func¢do 1 : Q — N como na Defini¢do 4.7. Temos que (F,3) é uma aplicacdo de Markov
induzida completa para f em Q.

De fato, pela construgio dos elementos de 3, temos que 3 satisfaz a primeira condigao
de parti¢do de Markov para F, onde os elementos sdo conjuntos abertos, e supondo que A(x) #
0 # A(y), entdo temos ou I(x) NI(y) = 0 ou I(x) = I(y), pois I(x) e I(y) sdo &4 -pré-imagens
do conjunto encaixado  (ver Lema 6.4, [25]).

Da maneira que tomamos a aplicagdo, garantimos a segunda e terceira condicao de
particdo de Markov induzida, pois F (I(x)) = Q mod p para todo x € Q.

A quarta condicdo é garantida, pois F|; = fI/l|; e I é &-pré-imagem de ordem n = |1,
existe uma pré-bola k-zooming V,(x), x € Z,(A, 9, f) contendo I e F|; podendo ser extendido a
um homeomorfismo entre 7 ¢ Q (lembrando que f" v, (x) € um homeomorfismo).

Podemos ver que a dltima condicdo de particado de Markov induzida, € satisfeita, pois,

dado x € Ny>oF " (Ujepl), temos que o

diam(B,(x)) = diam(F_1|11 oF ! Lo oF_1|1n(Q))

< H l|1j| (diam(Q)) < ;LZ;;ZI 1| diam(Q)
=1

Entao, aplicando o limite em ambos os lados, temos lim, diam(f3,(x)) = 0.

Para finalizar, k|pky, () = K|(fﬂ<x))k(v,,(x)) = K|(f’<)|1\(vn(x)) € constante, pois como U é
K-zooming, ou seja, K € constante em cada contragdo zooming, entao para o tempo de inducdo
N (x) = |I] serd constante também.

0

Com o resultado anterior, temos uma aplicacdo de Markov f com estrutura de Gibbs-
Markov embutida F' (induzida). Para que possamos usar o teorema sobre a caracterizagdo de
grafo ameno através da extensao por grafo de aplicacdes de Markov com estrutura de Gibbs-
Markov embutida, necessitamos mostrar que a aplicacdo f tem uma particio de Markov o e
além disso, que a aplicag@o F seja adequada. Dessa forma, faremos um lema, que auxiliard na

constru¢do da particao de Markov global.
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Seja (X,d) um espago métrico, f : X — X mensuréavel, 4 uma medida, 8 uma parti¢do
enumerdvel de X de conjuntos borelianos exceto num conjunto de medida nulae n: f — N
tal que f1®)|, : b — 1) (h) é um homeomorfismo e w(X\ f(b)) = 0 para todo b € B. Além

disso, considere o conjunto

é"::{f"(b):beﬁ, 0§k<n(b)}

e lembre-se que a parti¢do no sentido de Rokhlin gerada por & € definida como uma colecdo de

intersecdes enumerdveis de &. O préximo resultado mostra que, nessa situacdo, se definimos
a:={/Je&:VKe&ouJNK=0o0ulJ DK},

essa particdo, com 3 = {b € a: b C Q}, é de fato uma parti¢do de X em conjuntos enumeraveis

exceto num conjunto de medida nula.

Lema 4.9. Assuma que [ é uma probabilidade f-invariante, [ Ndy < o e para quaisquer
aj,a; € &, ou p(ayNaz) =0 ou pu(ay Nay) = min{u(ay),u(az)}. Entdo, existe um conjunto
Xo de medida total, tal que a particdo @ gerada por & é uma particdo enumerdvel com a

propriedade de Markov no seguinte sentido. Para todo ay,ay € o ou p(ayN f(az)) =0 ou
t(ai N faz)) =0.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, assuma que pt(b) > 0 paratodo b € 3. Além disso,
como ndo hd o que mostrar se || = 1, assuma que || > 1.

Para cada a € & com fX(b) = a, para algum b € B e k < n(b), defina r(a) := n(b) —k.
Entdo, f"@ : ¢ — X é um homeomorfismo exceto em um conjunto de medida nula. Agora,
vamos mostrar que r(a) nio depende de b. De fato, se f!(c) = a para algum outro ¢ € 8 e
r(a) > n(c) — 1, entdo @1+ ¢ ym homeomorfismo © — Q definido num conjunto de
medida total, que é uma contradi¢do para || > 1. Consequentemente, r : & — N estd bem

definida. A fim de analisar a acdo de f em &, considere, para i, j € N,

éi:={aec&:r(a)=i,FbecPtalqueaChb modpu},
&j={acé&:IbePnéjtalqueaCb modpu}.

Segue imediatamente das defini¢coes que &;; = 0 para j > ie &; = BN &;. Além disso, parai>2

e a € &, temos que r(f(a)) = r(a) — 1 e seguem as seguintes transi¢oes (ver figura 4.1).

1. Parai,j>2,ac€éjjeaCbmod pparabe BNE}, f(a) € &i—1 e f(a) C f(b). Como
f(b) € &1, f(b) C cparaalgum c € B com r(c) < j— 1. Por isso,

(&) CUk<j1 Gtk
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2. Parai > 2 e a € &}, 0 mesmo argumento mostra que

(&) CUk<io1 Gim14 = Ei-1.

>‘:|

@) Es
A
v
O E3;3
A
A
i v
OEy Ey Ey3 Eyy
> j

Figura 4.1: A estrutura de pré-imagens de &

SejaE;:={x€ca:ac &} ekE;:={ac &} Segue-se do exposto acima e por indugdo que,
parai > 1,

W(E) = pu(f N E)) = w(Eir1) + m(E N (Ei)
k1

= WEip)+ Y, WENS(Ej).

j=i

Em particular, C := lim, u(E,) existe e como (i (E,)) é uma sequéncia decrescente, e

w(E) =C+ Y pE NS (E)) = C+ u(E),
=1

implica que C = 0. Além disso,

[e] [e]

Z =Y Y uE s Z (Er O f~ (Enn))

i=1 i=ln=i n=1

=/ n0fdu§/ndu<°°-
E;

Em particular, o Lema de Borel-Cantelli e }; t(E;) < oo implicam que x € E;, no maximo,
um ndmero finito de i. Além disso, como para cada aj,a; € &, ou u(a;Naz) =0 ou p(a; N

ay) = min{pt(ay),u(ay)} por hipdtese, para quase todos os x € X, existe uma sequéncia finita
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decrescente a; € &,---a; € &)1 tal que

X € <mf:1a,) \ (U 41 Yaes @) = ar\ (U 1y Uaes a) -

Observe que a colecdo de conjuntos definido dessa maneira, define uma particao enumeravel de
X mod u em conjuntos de medida positiva, que por constru¢do satisfaz a propriedade de Mar-

kov. A afirmacgdo segue de uma observacdo imediata que a parti¢ao coincide com &« mod U.
[

O préximo resultado mostra que existe uma particdo de Markov o para f: X —- X ea

aplicacao de Markov induzida embutida F' € uma aplicacdo adequada (ver Definicao 3.2).

Teorema 4.10. Suponha (f,X, ) aplicacdo mensurdvel no espaco métrico X e | medida K-
zooming com distor¢do limitada. Entdo, existe particdo de Markov o com respeito a aplica¢do
f. Além disso, se existe distor¢do limitada fraca para os retornos, a aplicacdo de Markov

induzida completa embutida (F,Q, B) é adequada.

Demonstracdo. A constru¢do de uma particio de Markov global o € baseada no fato que Q
¢ um conjunto &y-encaixado zooming. Pelo Teorema 4.8, temos que para (f,X,uU) e U K-
zooming, existe aplicagdo embutida induzida completa F, definida por F(x) = f1%(x), para
todo x € Q. Considere & :={f"(b):be f,0<n<1n,}e

o ={Je&: VKe&temosouJNK=0ouJ DK},

como antes. Observe que 7] ndo é necessariamente de primeiro retorno, e entdao o* pode nio ser
uma particio de Markov para f. Contudo, segue do Lema 4.9 que aplicando para f: Q — Q
dado pelo primeiro retorno, com o tempo de indugdo fj definindo f7()(x) = F(x) para quase
todo ponto, existe uma particio de Markov & com respeito a f. Ou seja, o Lema 4.9 nos
fornece uma parti¢do enumeravel gerada por & para Q com respeito a f. Entdo, € facil ver que
f-imagens de & ddo origem a uma parti¢do de Markov para f em X. Veja que a := {f"(a) :
ac @, com0<n<T},entdo f(f"(a)) = f" ' (a) possui duas possibilidades: ou (n+1) é
menor que o "primeiro &4 -tempo de retorno”, e portanto estd em o pela definicdo. A outra
possibilidade é (n+ 1) ser o "primeiro &#-tempo de retorno”, e entdo nio estariamos em .,
entretanto, tomando dois elementos de Q, quando aplicamos f até sair completamente de €2,
temos as condi¢des de ndo se intersectarem ou serem iguais, usando as propriedades de &.
Agora, falta mostrar que F é de fato uma aplicacdo adequada. A primeira condi¢ao
de adequada ¢é satisfeita, pois a medida v tem distor¢do limitada fraca, e essas defini¢des sdao
equivalentes. J4 a segunda condi¢do é uma consequéncia imediata da propriedade que segue do
lema 4.9 que para todo x € Q esta contido em um nimero finito de elementos de &. Ou seja, o

tempo de retorno n* € o tempo maximo desse nimero finito de elementos.
]
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Em suma, os resultados apresentados nessa se¢do, nos fornecem uma aplicacdo de
Markov induzida completa para uma aplicacdo f com medida k-zooming e vimos que f € uma
aplicacao de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida. Afinal, o dltimo resultado mos-
tra que temos uma particao de Markov associada a f. Com esses resultados, na secdo seguinte,
caracterizamos amenidade através da extensdo por grafo de uma aplica¢do ndo-uniformemente

eXpansora.

4.2 Aplicacao nao-uniformemente expansora e Teorema C

Seja f : X — X um difeormorfismo local na variedade Riemanniana compacta X, ex-
ceto num conjunto critico ndo-degenerado 6y C X. Definiremos aplica¢do ndo-uniformemente
expansora e conjunto critico ndo degenerado. Logo mais, para definirmos a extensdo por grafo
de uma aplica¢do ndo-uniformemnte expansora, definimos conjunto critico envolvendo a apli-
cacdo Kk, aplicacdo que faz a extensdo por grafo. E entdo, apresentamos o resultado principal

dessa secdo.

Definiciio 4.11. Seja f : X — X um difeomorfismo local C? fora de um conjunto critico ndo-
degenerado €y C X. Dizemos que f é ndo-uniformemente expansora em um conjunto H C X

se as seguintes condi¢coes forem vdlidas.
a) Existe A > 0 tal que para cada x € H

—1

limsup — ZIOgH Df(f @) < A

n—yoo i

b) Para todo € > 0, existe & > 0 tal que para cada x € H

limsup — Z —logds(f/(x),6y) <€

n—soo I’l]

Ou seja, f € uma aplicacdo ndo-uniformemente expansora se admite um conjunto ex-
pansor, tal que todo ponto dele expande em média e tem recorréncia lenta ao conjunto critico
nao-degenerado. Denotamos o 8-truncamento da distincia de x a ¢y como dg(x,€¢r) = d(x,%)

se d(x,€r) < 0 eds(x,€r) =1 caso contrério.

Definiciio 4.12. Dizemos que €y C X é um conjunto critico ndo-degenerado se existe 1, B >0

tal que seguem as seguintes condigoes.

a) ll; (x, € )B' < ”Dﬁci”)v” < Bd(x, ‘Kf)*ﬁ‘ para todov € T,X.

b) Para todo x,y € X\Cy com d(x,y) < d(x,%y)/2 temos

[log |IDf (x) ™| —log|[Df () 'I] < Z3d(xy).
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Ou seja, a primeira condi¢c@o nos diz que a derivada de f "controla" a distanciade x ao
conjunto critico, e a segunda condi¢do nos afirma que essas func¢des logaritmicas sdo localmente
Lipschitz com constante de Lipschitz dependendo da distancia de x a €.

Para definirmos uma extensao por grafo da aplicacdo nao-uniformemente expansora f,

estabelecemos um novo conjunto critico, tal que envolva os objetos necessarios.

Defini¢ao 4.13. Definimos conjunto critico € := €y U €y, onde €y foi definido em 4.12 acima

e ¢ = {x € X : Ky ndo é constante em qualquer vizinhanga de x} = U d{x: k(g) =h}.
g7h
Como f tem recorréncia lenta com respeito ao conjunto critico ¢ e considerando u

uma medida ergddica invariante com sup essZ—Zl < oo onde m € a forma de volume dada pela
estrutura Riemanniana e || f|| := sup ess, (f) para valores absolutos de f.
Vejamos se f também tem recorréncia lenta com respeito a @, para que f tenha re-

corréncia lenta ao nosso conjunto critico ¢ definido.

Lema 4.14. Considere X uma variedade Riemanniana compacta e f : X — X tal que existe
uma probabilidade ergddica invariante L com sup essj—i < oo, Seja ¢ C X uma unido finita de

subvariedades compactas de co-dimensdo 1. Entdo, para cada € > 0, existe § > 0 tal que

~1
—hmsup Zlogd(s; (f/(x),€)<e.

n—oo j

Demonstragdo. Para qualquer x € €, existe uma vizinhanga compacta U C X e um difeomor-
fismo v : U — R tal que w(U) = [~1,1]"e y(UNF) = {0} x [-1,1]*~!. A partir disso, tome
0 suficientemente pequeno,

- / logds (x, G )dp = / logds (x,7) H dm
U U dm

d _ _
_— /W (U)ﬁow logds (y~" (x),%).q(x)dx

onde dx = dx; ---dx, e q(x) € T,.X é uma forma quadrdtica estritamente positiva, dependendo
de y. Além disso, como U € compacto, pode-se supor que ¥ € Lipschitz. Ou seja, para L

constante de Lipschitz, L > 1, temos

—/ logdg(x,%)du = —sup ess{j—uq(x) X E U}/ 10gd5 “1(x),€)dx
U m
< - logds(y " (x),€)d
[N A ORAT

1
< / / ~log pdan((x1,2,+ 30), {0} x Bl
(1,11 J[~L5 L5

=" 1[2L5 logL+2(L5 logL8 —L§)] — 0
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quando 8 — 0. Como % é compacto, podemos cobrir 4 com um ndmero finito de vizinhangas
U. Entao,

/ logds(x,€)du — 0
X
quando 6 — 0. Portanto, usando o teorema ergddico, concluimos a afirmagao,

n—1

MMWEZMM%Mﬁ%FFwawﬁWu—W.

n—oo N j:0

]

Agora, definiremos uma extensao por grafo de uma aplica¢do ndo-uniformemente ex-
pansora, € entdo apresentaremos o resultado caracterizando amenidade.

Considere (X, f, ) uma aplicagdo ndo-uniformemente expansora associada a 4 uma
medida x-zooming e considere ¢4 = (V,E) um grafo. Pelo Teorema 4.10, existe & parti¢do de
Markov com respeito a f. Assim, associamos K : X X V — V um cociclo escrito como antes e
Ky : V — V constante na particdo. A extensdo por grafo (Y, 7, k) através de k, comY :=X XV,
¢ dada por

T:Y =Y, (x,8)— (f(x),k(g))-

O Teorema 4.8 também mostra que existe uma F aplicacdo Gibbs-Markov completa induzida
com respeito a f. Entdo, podemos associar uma extensao por grafo a aplicacdo F e utilizar o

Teorema 3.8 para demonstrar a seguinte caracterizacao de grafos.

Teorema 4.15 (TEOREMA C). Seja (Y,T, k) extensdo por grafo Y = (V,E) associada a uma
aplicagcdo ndo-uniformemente expansora (X, f,l) com W medida ergddica, K-zooming com
distorcdo limitada. Considere € C X conjunto critico ndo-degenerado. Entdo, existe uma
particdo de Markov o com relagcdo a f e uma aplicacdo de Markov embutida F adequada.

Se, adicionalmente, a extensdo por grafo associada a F é topologicamente transitiva
com cauda exponencial, loops uniformes e K com cobertura finita para x, entdo R(T) = 1
implica ¢ um grafo W-ameno. E mais, se (Q x VS, V) é simétrica e o grafo 4 é |-ameno,

entdo temos que Ro(T) = 1.

Demonstracdo. Considere f aplicacdo ndo-uniformemente expansora fora de um conjunto cri-
tico €, tal que, pelo Lema 4.14 e por [3], quase todos os pontos tem infinitos tempos hiper-
bolicos. Além disso, como mostrado em ([25], Prop. 8.2), isso implica que esses tempos

hiperbdlicos sdo tempos zooming, isto €, existe 0 > 0 e A contragdo zooming, tal que para

quase todo x € X, existe n € N e V,(x) C X tal que f": V,(x) — Bs(f"(x)) € um homeomor-
fismo, f*(V,(x))N%€ = 0 para k = 0,1,--- ,n, e os ramos inversos f"(V,(x)) — fX(V,(x)) sdo
contragdes com taxa A,,_j.

Consequentemente, podemos aplicar o Teorema 3 de [25], implicando que existe Q C
X, delimitado longe de €, e n : @ — N tal que F(x) = f1W(x) é uma aplica¢io de Gibbs-

Markov induzida completa com distor¢do limitada fraca v e  uma parti¢ao de Q. Como os
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ramos sdo tempos (K, A, 6)-zooming, segue que ["(b) € =0 paratodob € Be0<n<n(b).
Ademais, como Q € delimitado longe de %', sabemos que o "primeiro &#-tempo de retorno a
Q" satisfaz a propriedade de Gibbs-Markov completa.

Aplicando Teorema 4.10, obtemos que « € particdo de Markov para f e F € uma
aplicagdo adequada. Agora, vamos associar a esta aplicacdo F, uma extensdo por grafo S :
QxV—=QxV,talque S(x,g) = T7¥(x,g).

Para a segunda parte do teorema, concluimos o resultado, aplicando o Teorema 3.8.

[

O Teorema C € um caso especial para caracterizar amenidade através da extensdo por
grafo de aplicacdes ndo-uniformemente expansoras. Por outro lado, se tivermos numa situa-
cdo que a medida de referéncia nao é Lebesgue, e temos uma outra medida qualquer tal que
conseguimos demonstrar o Lema 4.14, podemos concluir o mesmo resultado anterior.

O Teorema acima € técnico, porém, apesar da dificuldade de mostrar a condicao de
possuir caudas exponenciais, apresentamos um exemplo na se¢do seguinte, que no caso do
grafo de Schreier, é possivel construir uma aplicacdo embutida com tempo de retorno, tal que
a extensdo por grafo associada € topologicamente transitiva, tem loops uniformes e cobertura
finita. Neste caso, com essa construcao, conseguimos aplicar o Teorema 3.8.

Por outro lado, caudas exponenciais ¢ uma propriedade sofisticada, devido ao trabalho
de [4], pode-se ver que a propriedade estd relacionada com um decaimento exponencial dos

grandes desvios e decaimento de correlacoes.



Capitulo 5
Aplicacoes

Faremos duas aplica¢des ndo triviais. Primeiro, mostraremos que o grafo de Schreier
é ameno se Ro(7T) = 1. A aplicagdo € interessante, pois essa é a implicagdo mais complexa
segundo os critérios de Kesten, e além disso, trataremos com um grafo ndo trivial. Na segunda

aplicacdo, mostraremos o critério de amenidade para uma extensao por grafo de um semigrupo.

5.1 Caminhos aleatorios em classes laterais com incrementos

Markovianos

Consideraremos ¢ um grafo de Schreier e k constante em dtomos da particdo de Mar-
kov . Nessa situacdo, dizemos que a extensdo tem incrementos Markovianos.

Vamos lembrar a construcao deste grafo. Seja H um subgrupo de um grupo discreto G
e g C G. Entido, o grafo de Schreier 4 = (V,E) associado com g é definido como o grafo cujo
os vértices sdo as classes laterais V= {Hg: g € G} eas arestas E= {(Hg,Hgh) : g € G,h € g}.
Considere 6 : X — X uma aplicacao de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida e
Y: X — G, dada por x — 7, tal que é constante nos cilindros e seja ¢ o grafo de Schreier com

respeito a g := y(X). A extensao associada é definida por
T:XxV—=>XxV;(x,Hg) — (0x,HgY),

tal que o cociclo k é definido por k,(Hg) := HgY,. Para usar uma notagio similar como a do
cociclo vizinho mais préximo, considere o conjunto ¥, := Y%y, Hw, - - * Yo, PArA W = (W1 ---wp) €
#'>. Além disso, para uma aplica¢do Gibbs-Markov embutida (¢, Q), seja § := Y-+ Ygne -1 x)
e Y := Piw, %v, - Yw,,- Podemos escrever as condi¢des de topologicamente transitiva (tt), loops
uniformes (lu) e cobertura finita (cf) de kK para extensdes por grafo de Schreier da seguinte

maneira.
(tt) Paratodo g,h € G, existe w € #* com %, € gHh.
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(Iu) Existe um subconjunto finito _# de #'! de forma que para todo g € G, existeu € _# com

J.€gHg .

(cf) Existe um subconjunto finito %" de W= tal que para todo g € G e todo v € #'!, existe
1

uc # comyy, ' cgHg .
Em particular, se as condi¢des de topologicamente transitiva (tt) e loops uniformes (lu) sao
satisfeitas e 8 € uma aplicacdo Gibbs-Markov completa (nesse caso W= = W), entdo o Te-
orema 2.7 fornece um critério de amenidade em termos do raio espectral. Por outro lado, se
as condi¢des de topologicamente transitiva (tt), loops uniformes (lu) e cobertura finita (cf) s@ao
satisfeitas e ¢ € uma aplicacdo Gibbs-Markov embutida adequada e possui cauda exponencial,
entdo podemos aplicar a parte (ii) do Teorema 3.8, assim, obteremos que se Ro(7) = 1, entdo
o grafo de Schreier ¢4 € pi-ameno. Além disso, para obtermos a direcio contraria, e utilizarmos
a parte (i) do Teorema 3.8, é necessario que tenhamos as condi¢des (tt) e (Iu) satisfeitas e S seja
uma aplicagdo simétrica (Defini¢do 2.8), dessa forma, teremos que t-amenidade implicard em
Ro(T)=R(T)=1.
Com o propésito de obter um critério menos abstrato, vamos considerar condicdes

mais simples. Lembre-se que o nicleo normal de um subgrupo € definido por

Ho:= () gHg™'
geG

e € um subgrupo normal maximal em G que estd contido em H. Observe que a classe lateral
{Hog : g € G} é isomorfa ao grupo G/H, por normalidade. Em particular, substituindo H por
Hy, construimos 7Tj da seguinte forma,

To: X X G/Hy — X x G/Hy; (x,Hog) — (0x, HogYs),

que € a extensao por grupo como considerado em [33] e [17].

A vantagem desta construcao € que a transitividade topoldgica de Ty permite modificar
a aplicacao de Gibbs-Markov embutida, de maneira que essa aplicacdo embutida seja automa-
ticamente topologicamente transitiva, tenha lopps uniformes e K possua cobertura finita para x.

O seguinte resultado permite caracterizar a amenidade, supondo que Ro(T) = 1.

Teorema 5.1. Seja (X, 0,u, o) uma aplicagdo de Markov com estrutura de Gibbs-Markov em-
butida adequada com cauda exponencial. Seja H um subgrupo de um grupo enumerdvel G
e ¥:X — G uma aplicacdo que é constante em cilindros de tamanho 1 tal que g := y(X) é
finita e a aplicagcdo de Markov Ty é topologicamente transitiva. Se Ro(T) = 1, entdo o grafo

de Schreier G associado com g é [L-ameno.

Demonstragdo. E suficiente construir uma aplicacio embutida adequada, tal que a extensdo por

grafo associada satisfaca as condig¢des (tt), (Iu), (cf) e possua cauda exponencial para aplicarmos
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a parte (if) do Teorema 3.8. Para isso, escolha u € 7/”, como 7Ty € topologicamente transitiva,
existe uma cole¢do {wy, : h € gU{id}} de palavras em # " tal que cada palavra vy, := wyu é
admissivel, [w;] C Q, %, € hHy e, para h # h, [wy] N [w;] = 0. Esses cilindros ddo origem a
uma aplica¢do de Markov embutida 6 : Q — Q, x — o) (x), onde o novo tempo de retorno é

definido por, com A := Upequgia} [Vals

[Vl : Jhe gud{id}: x € [vy)

N:Q—=>N x— .
min{ywy we b xe [w],[w]mA:@} L x€Q\A.

Observe que 6 € definida em um conjunto de medida total. Portanto, basta mostrar
que & é uma aplicacio embutida adequada e sua extensdo por grafo S satisfaz as condi¢des de
topologicamente transitiva (tt), loops uniformes (lu), possui cobertura finita (cf) e possui cauda
exponencial.

Por definicdo, & € uma aplicacdo de Markov completa e cada ramo ou € um iterado
de o ou € definido por um cilindro do tipo [v;]. No primeiro caso, como um iterado de uma
aplicacdo Gibbs-Markov é novamente uma aplicacdo Gibbs-Markov com respeito a alguma
constante, a estimativa da Definicdo 2.1 vale em relagdo a mesma constante C. No segundo
caso, para cada [vy] a estimativa € vélida para max{C,C),, }, onde C, € dado por (i) na defini¢do
de adequada (ver Defini¢do 3.2). Como |gU {id}| < oo, obtém-se um limite uniforme e, em
particular, 6 € uma aplicacdo Gibbs-Markov completa. Para provar que 6 € uma aplicacao
embutida adequada, primeiro observe que a condic@o (i) é herdada de o, e entdo resta mostrar
que existe uma funcdo finita n* : Q — N tal que, para quase todox € Qel=0,---,7 — 1, temos
N(x) =1 <1*(6'(x)).

CASO 1: Primeiro, assuma que x € [v;,] para algum i € gU{id} e 0 <1 < f(x) com 6/(x) € Q,
temos 7 (x) —I = |v| —1 < N :=max{|vy| : h € gU{id}}.

CAsS02: Assumaque x ¢ A e que 0 <[ < 7] (x). Entdo existe m > 0 tal que 1y, (x) <1 < Nyyp1 (x).
Como 7 satisfaz (ii) da defini¢io de embutida adequada, segue que 1, 1(x) —I < N*(6'(x) €
Q) como na figura 5.1.

R/

=~ 4

0 Mm Z Nm+1

Figura 5.1: Estimativa para j (x) — I
Contudo, pela constru¢do de ) como um tempo de parada, segue que

(%) = M1 (%) < 7019 (x)) = 7 (6" (x)).
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Consequentemente,
(x) —1 <n*(6'(x) € Q)+ (c" " (x))
<n*(6'(x) € Q) +max{ﬁ(ek(el(x) €Q)):0<k<n*(0(x) e g)}
= M(6'(x) e Q).

Em particular, *(8'(x) € Q) := max{N,M(0'(x) € Q)} satisfaz a condicdo (ii) de
aplicacao embutida adequada.

Para a aplicacdo embutida adequada & associe uma extensio por grafo S. Como Hy C
H, as condigdes (lu) e (cf) para a extensdo S sdo imediatas da construcio de &. Agora, seja
g,h € G, entdo pela condicdo de Ty ser topologicamente transitiva, existe gq,...,gx € g tal que
g10---gr € ghHy. Consequentemente, como & € completa, existe uma palavra w com respeito
a nova parti¢ao de Q tal que %, € ghHy = gHoh C gHh. Portanto, S também satisfaz (tt). Por
fim, S possui cauda exponencial, pois T* possui caudas exponenciais para cada k € N e, por

construcdo, existe um k tal que fj < n*. [

5.2 O critério de amenidade por Kesten, Day e Gerl

Os resultados de Kesten [22] e Day [8] fornecem um critério de amenidade através dos
caminhos aleatérios com incrementos independentes em grupos e semigrupos, respectivamente.
Isto €, o raio espectral associado ao operador de Markov € igual a um se, e somente se, 0 grupo
(semigrupo) € ameno. Além disso, se o caminho aleatério € simétrico, entdo o crescimento
exponencial da probabilidade de retorno em tempo n tende a zero.

Esses resultados estdo relacionados com o Teorema 2.7 e a Proposicdo 2.10 através do
grafo de Cayley de um semigrupo que € construido como segue.

Seja . um semigrupo (discreto) de elementos com uma regra bindria associativa de
multiplicacdo, tal que existe 0 € . e um conjunto g, tal que cada elemento em .% pode ser
escrito como 07 - - ¥, paran € NU{0} e ¥; € g. Nessa situagdo, 4 = {.7,{(g,g7);8 € &,y €
g}} serd um grafo de Cayley de . com origem em o e o conjunto gerador g. Assuma como
em Day [8], que . satisfaz as propriedades de cancelamento a direita e existéncia de unidade
a direita. Isto é, para g,g e h € ., gh = gh implica que g = g e existe u tal que gu = g para
todo g € ., em outras palavras, a aplicacdo k3, : . — ., g+ gh é injetora e kK, = id. Assuma
que (X,0,u,c) é uma aplicacdo Gibbs-Markov completa e i : X — g U {u} uma aplicagio

sobrejetora e constante em atomos de o.. Entdo a extensdo por ., definida por
T:Xx.—=Xx.7;(x,g) — (0(x),gi(x))

define uma Cadeia de Markov Topoldgica. Para se ter uma identificagdo com a definicio de ex-

tensdo dada na Definigdo 1.14, temos que K;(,)(g) := gi(x), além disso, como k € uma aplicagdo
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injetora, mas ndo necessariamente sobrejetora, precisamos pedir uma condi¢do que .“h = .
para todo & € g, para obtermos um cociclo vizinho mais proximo como na Defini¢do 1.14.
Lembre-se que essa propriedade € essencial para muitos argumentos aqui, uma vez que fornece
independéncia do nimero de pré-imagnes de 7" para a segunda coordenada. Além disso, como
i é sobrejetora, existe a € o tal que K, = id em a, isto é, T tem loops uniformes. De fato, como
€ um semigrupo com unidade a direita, isso implica que qualquer vértice possui um loop,
isto é, para cada g € ., existe u € . com k,(g) = gu = g. Além disso, vale a pena notar que
a condic¢do estd relacionada com a possibilidade de . ser embutida em um grupo.

Como consequéncia, existe uma intersec¢do ndo-vazia com os resultados de Kesten e
Day. Se . € um grupo e kj,) = id para algum x € X, entdo o Teorema 2.7 e a Proposi¢@o
2.10 s@o generalizacGes do critério de amenidade de Kesten [21] para medidas com a propri-
edade Gibbs-Markov, pois os resultados de Kesten sdo cobertos por um caso especial que U
¢ uma medida de probabilidade de Bernoulli. Isto €, para uma dada medida de probabilidade
em ¢, a medida de um cilindro [wy,---,w,]| € o, é dada por p([wy, -+, wy]) = [T{_; u([wkl)-
Analogamente, o resultado de Day em [8] sdo generalizados sob a hipdtese adicional que k é
sobrejetora.

Dessa forma, como a extensao por grafo definida aqui satisfaz as condi¢cdes do Teorema

2.7, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2. Seja T uma extensdo por grafo (de um semigrupo) topologicamente transitiva

de uma aplica¢do Gibbs-Markov completa (X,0,1, ). Entdo, . é ameno se, e somente se,

p(T)=1.

Agora, usando o trabalho de Gerl em [12] sobre caminhos aleatdrios em grafos com a
propriedade isoperimétrica forte, para o cendrio da extensao por grafo que temos aqui, considere

uma extensao de uma aplicacao Gibbs-Markov completa e com respeito a um alfabeto finito por

dpo6
du

€ constante em dtomos de o e a condicdo de simetria em 2.8 € valida para C, =1 e N, = 0.

um grafo localmente finito, onde ¢ € uma medida de Markov invariante e reversivel, isto &,

Nesse contexto, Gerl mostra que R(T) = 1, p(7) = 1 e a existéncia de a > 0 tal que
alK| <|9K|, VK CV finito

sdo equivalentes. A tultima propriedade € a defini¢do de um grafo ter a propriedade isoperimé-
trica forte e, como podemos verificar, € equivalente a ndo-amenidade. Além disso, a condi¢do

de simetria em [12] automaticamente implica que 72 sempre tem loops uniformes.



Perspectivas Futuras

Para finalizar, faremos alguns comentérios sobre os resultados e perspectivas futuras.
Primeiro, os teoremas 3.8 e 4.15 possuem como hipdtese para a extensdo por grafo da aplicagdo
induzida a condi¢do de possuir cauda exponencial (Definicao 3.4), na qual essa hipdtese nos
restringe a alguns exemplos e aplicacdes, por exemplo, com a aplicagdo cldssica Manneville-
Pomeau (aplicagdo ndo-unifomemente expansora), e considerando o grafo de Schreier para re-
alizar a extensdo por grafo, poderiamos caracterizar amenidade do grafo seguindo o Teorema
4.15, porém, a aplicacdo Manneville-Pomeau ndo possui cauda exponencial. Uma direcdo para
encontrar exemplos pode ser encontrada em [4], inclusive adaptar os teoremas deste trabalho.

Além disso, tendo em vista este trabalho como uma generalizacdao dos trabalhos de
[33] e [17], quando substituimos grupo discreto por grafo e Cadeias de Markov Topoldgicas
por aplicagdes de Markov mais gerais, pretendemos futuramente estudar uma caracterizagao
sobre amenidade de grupos continuos.

Em 1968, Kingman generalizou o Teorema de Birkhoff para sequéncias de funcdes
subaditivas. Com o tempo, foram elaboradas outras variantes do teorema, dentro das quais
apareceram as versdes multiplicativas do teorema, tratam de situacdes onde as "somas" de
Birkhoff sdo substituidas por "produtos" nao-comutativos: Oseledets (1968), Kaimanovich
(1989), Karlsson e Magulis (1999) e outros. O resultado de Karlsson e Magulis [19] trata da
propriedade de rastreamento sublinear para cociclos de semicontragdes (inclusive as isometrias)
de espacos métrico, completo, uniformemente convexo de curvatura ndo-positiva. Nesta linha
de pesquisa, pretende-se estudar o caso de grupos hiperbdlicos. Nota que grupos hiperbdlicos
ndo sdo amenos e portanto a extensao por grupo nao € ergddica devido ao Teorema de Zimmer.
O objetivo € encontrar condi¢des tal que a acdo induzida na fronteira topoldgica seja ergddica.

O resultado teria aplicacdes interessantes ao fluxo geodésico em variedades periddicas.
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