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Resumo

Este trabalho fornece algumas contribuições originais para o estudo das relações en-
tre amenidade de grafos e Sistemas Dinâmicos. No primeiro resultado principal do trabalho,
caracterizamos amenidade de grafo através da extensão por grafo de uma aplicação de Markov
completa, inspirado nos trabalhos de Stadlbauer e Jaerisch para extensão por grupo. Vimos
que sob hipóteses suaves, o grafo é ameno se, e somente se, o raio espectral do operador de
Transferência associado a extensão por grafo é igual a 1. Além disso, definimos extensão por
grafo de aplicações de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida e de aplicações não-
uniformemente expansoras, e mostramos a caracterização de amenidade de grafos através da
extensão por grafo para essas classes de sistemas dinâmicos. Encerramos com duas aplicações
não triviais. Primeiro, mostramos que o grafo de Schreier é ameno, se a taxa de decaimento
da extensão por grafo de uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida
é igual a 1, enquanto na outra aplicação, consideramos extensão de uma aplicação de Markov
completa por um semigrupo. Neste cenário, a amenidade do semigrupo é equivalente ao raio
espectral do operador de Transferência ser igual a 1.

Palavras-chave: Amenidade, Aplicação de Markov, Extensão por grafo, Operador de
Transferência, Formalismo Termodinâmico.



Abstract

This thesis provides some contributions to the study of the relations between amenabi-
lity of graphs and dynamical systms. The first main result characterises amenability of a graph
through the graph extension of a full Markov map, which is inspired by results of Satdlbauer
and Jaerisch for group extension. Under mild assumptions it is shown that a graph is amenable
if and only if the spectral radius of the transfer operator associated with the graph extension is
equal to 1. Thereafter, we introduce graph extensions for Markov maps with embedded Gibbs-
Markov structure and non-uniformly expanding maps, and obtain amenability criteria also for
these classes of dynamical systems. We finish with two nontrivial applications. The first shows
that the Schreier’s graph is amenable if the decay rate of graph extension of a Markov maps with
embedded Gibbs-Markov structure is equal to 1, whereas in the other application, we consider
extensions of a full Markov map by a semigroup. In this setting, amenability of the semigroup
is equivalent to the transfer operator having spectral radius 1.
Keywords:Amenability, Markov maps, Graph extension, Transfer operator, Thermody-
namic Formalism.
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Introdução

Kesten [22] caracterizou amenidade de um grupo enumerável G através do raio es-
pectral do operador de Markov associado a um caminho aleatório. Posteriormente, Day [8]
apresentou um critério para amenidade em termos do espectro de um operador de convolução,
atuando no espaço de Banach lp(G), p ∈ N, sem assumir que o caminho aleatório fosse simé-
trico. O crescimento exponencial da probabilidade de retorno à origem de caminhos aleatórios
podem ser vistos nos artigos de Gerl-Woess [13] e Pólya [26]. Já Gerl em [11] e [12] caracte-
rizou amenidade de grupos e grafos através da propriedade isoperimétrica forte e desigualdade
de normas para certos operadores associados. E mais recentemente, Doughall [9] estudou pro-
blemas para fluxos geodésicos usando fluxos de suspensão, caracterizando subgrupos amenos.
Ambos estes aspectos tornam o assunto relevante.

A definição de grupo ameno surgiu aproximadamente em 1929, com Von Neumann,
dizendo que G um grupo enumerável é ameno se existe uma probabilidade µ finitamente aditiva,
tal que µ(G)=1 e µ(Ag) = µ(A), para cada A⊂G e g ∈G. Equivalente a esta definição, Følner
[10] mostrou para G enumerável, o grupo G é ameno se existe uma sequência (Kn : n ∈ N) de
subconjuntos finitos de G com

⋃
∞
n=1 Kn = G tal que

lim
n→∞
|gKn4Kn|/|Kn|= 0 ∀g ∈ G,

onde |.| refere-se a cardinalidade do conjunto e4 a diferença simétrica.
Um caminho aleatório dirigido por um sistema dinâmico é modelado por uma exten-

são por grupo (generalizando caminhos aleatórios clássicos em grupo). Recentemente, a relação
entre amenidade e Sistemas Dinâmicos foi estudada no contexto do formalismo termodinâmico
([33], [17]). Stadlbauer em [33] usou a pressão de Gurevič de um potencial Hölder contínuo
para dar uma extensão do critério de Kesten sobre amenidade para extensão por grupo de uma
Cadeia de Markov Topológica (ou shift de Markov). Para caracterizar amenidade através da
pressão de Gurevič, foi necessário impor algumas hipóteses de simetria para a Cadeia de Mar-
kov Topológica e ao potencial. Já Jaerisch em [17] caracterizou amenidade de grupo em termos
do raio espectral do operador de Transferência associado a uma extensão por grupo de uma
Cadeia de Markov Topológica e um potencial Hölder contínuo, onde temos a vantagem de não
serem considerados simétricos a extensão por grupo e o potencial. Além disso, ele relaciona o
raio espectral do operador de Transferência com a pressão de Gurevič.
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Neste trabalho, estamos interessados em caracterizar amenidade de grafos em termos
do raio espectral do operador de Transferência e decaimento exponencial da taxa de retorno
a origem, associados a uma extensão por grafo de uma aplicação de Markov, sem usar, de
fato a partição de Markov. Inicialmente, substituímos a caracterização de grupos amenos por
caracterização de grafos amenos, de [33] e [17].

A definição clássica de grafo ameno foi dada por Gerl em [11], de forma que, para
um grafo G = (V,E) com V denotando os vértices e E as arestas, e considerando G com uma
limitação uniforme do número de arestas adjacentes a um vértice é chamado de ameno, se

inf
{
|∂K|
|K|

;K ⊂ V, |K|< ∞

}
= 0,

com ∂K denotando a fronteira do subconjunto K ⊂ V. Porém, neste trabalho, queremos con-
siderar grafos que possam conter infinitas arestas adjacentes aos vértices, surge a definição de
grafo ameno com peso. Dizemos que G é um grafo com peso p : E→ [0,1], se para todo v ∈V,
temos ∑e:s(e)=v p(e) = 1. E definimos a ε-fronteira de K, uma fronteira que considera somente
as arestas grandes, por

∂
εK := {v ∈ K : ∃e ∈ E tal que s(e) = v, t(e) /∈ K, p(e)> ε}.

Diremos que o grafo G é um grafo ameno com peso se

liminf
ε→0

{
|∂ εK|
|K|

: K ⊂ V, |K|< ∞

}
= 0.

Outra motivação para o trabalho, além da substituição para grafos, foi a substituição
da Cadeia de Markov Topológica por uma aplicação de Markov. Designamos por (X ,θ ,µ,α)

uma aplicação de Markov se, para todo a,b ∈ α , a aplicação θ |a for invertível, bimensurável
e não-singular; e satisfazer µ(a∩θ(b)) = 0 ou µ(a∩θ(b)c) = 0. Observe que esta definição
vem com uma Cadeia de Markov Topológica associada, que é uma efetiva ferramenta para lidar
com pré-imagens da estrutura de aplicação de Markov.

Aqui, consideramos extensões por grafos de uma aplicação de Markov para um dado
cociclo (ver Capítulo 1), isto é, dada uma aplicação de Markov (X ,θ ,µ,α), κ : X ×V→ V
com (x,g) 7→ κx(g) um cociclo vizinho mais próximo, κx constante nos átomos e um grafo G .
A extensão por grafo de (X ,θ ,µ,α) através de κ é definida por

T : X×V→ X×V; (x,g) 7→ (θ(x),κx(g)),

onde estamos interessados na dinâmica da segunda coordenada.
Os principais resultados apresentados neste trabalho utilizam do formalismo termo-

dinâmico as suas ferramentas principais para caracterizar amenidade de grafos. Mostramos
no Teorema 2.7 que, para hipóteses suaves, temos que o grafo é ameno se, e somente se, o
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raio espectral do operador de Transferência associado a extensão por grafo de uma aplicação de
Markov completa é igual a 1, generalizando o trabalho de Stadlbauer em [33]. Pensando na apli-
cação de Markov completa, que é uma aplicação de Markov com ramos completos (θ(a) = X

mod µ , para todo a ∈ α) que satisfaz a propriedade da Hölder continuidade, observamos que
são poucas aplicações Gibbs-Markov que têm essa propriedade. Definimos então, a aplicação
de Markov que possui a estrutura de Gibbs-Markov embutida. Ou seja, aplicações de Mar-
kov (X ,θ ,µ,α) tal que existe o sistema fibrado (Ω,σ ,ν ,β ), definido por σ(x) := θ η(x)(x) que
é Markov completa com Ω ⊂ X uma união finita de elementos de α e η referindo o tempo
de retorno. Dessa forma, demonstramos o Teorema 3.8, adicionando algumas hipóteses com
respeito a extensão por grafo da aplicação embutida associada, para que pudéssemos relacio-
nar as taxas de decaimento associadas às extensões (definidas no Capítulo 3). Posteriormente,
apresentamos uma caracterização de grafos através da extensão por grafo de uma aplicação
( f ,X ,µ) não-uniformemente expansora associada a uma medida κ-zooming, o Teorema 4.15.
Inspirado no trabalho de Pinheiro [25], obtivemos uma aplicação de Markov induzida completa
e construímos uma partição de Markov associada a f , com isso, aplicamos o Teorema 3.8.

O presente trabalho foi dividido em cinco partes. No Capítulo 1, intitulado "Ameni-
dade de grupos e grafos, extensão por grafo e aplicação de Markov", apresentamos algumas de-
finições introdutórias no que diz respeito ao formalismo termodinâmico e amenidade de grupos
e grafos. Além disso, apresentaremos uma caracterização relacionando grafos amenos e gru-
pos amenos. No Capítulo 2, denominado de "Extensão por grafo de aplicações Gibbs-Markov
completa e amenidade", baseado nos artigos de [33] e [17], apresentaremos o resultado que ca-
racteriza amenidade de grafo através da extensão por grafo de uma aplicação de Markov com-
pleta. Para o Capítulo 3, intitulado "Extensão por grafo de aplicações Gibbs-Markov embutida
e amenidade", consideraremos aplicação de Markov que possui uma estrutura de Gibbs-Markov
embutida, e então provamos a mesma caracterização de grafos, pedindo algumas hipóteses adi-
cionais. No Capítulo 4, "Extensão por grafo de aplicações não-uniformemente expansoras",
definimos extensão por grafo de uma aplicação não-uniformemente expansora e demonstramos
o Teorema 4.15, usando resultados do capítulo anterior e resultados de [25]. Por fim, no Capí-
tulo 5, "Aplicações", encerramos com algumas aplicações não triviais. Primeiro, mostramos que
o grafo de Schreier é ameno, se a taxa de decaimento da extensão por grafo de uma aplicação
de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida é igual a 1, enquanto na outra aplicação,
consideramos extensão de uma aplicação de Markov completa por um semigrupo. Neste cená-
rio, a amenidade do semigrupo é equivalente ao raio espectral do operador de Transferência ser
igual a 1.



Capítulo 1

Amenidade de grupos e grafos, extensão
por grafo e aplicação de Markov

O objetivo deste primeiro capítulo é introduzir algumas definições e notações. Inici-
amos apresentando o resultado da teoria da Probabilidade, o Teorema de Kesten (1959), que
caracterizou amenidade de grupos em termos do raio espectral do operador de Markov asso-
ciado a um caminho aleatório. Dessa forma, definiremos os objetos principais do trabalho,
incluido definições de probabilidade, e apresentaremos a teoria básica necessária sobre forma-
lismo termodinâmico para uma boa compreensão dos capítulos seguintes.

1.1 Teorema de Kesten e Amenidade de Grupos

A inspiração desse trabalho veio através de dois resultados clássicos da teoria da pro-
babilidade, o Teorema de Kesten (ver [22]) e o Teorema de Day (ver [8]), que caracterizavam
amenidade de grupos em termos do raio espectral de um operador de Markov associado a um
caminho aleatório simétrico e o decaimento exponencial da probabilidade de retorno à origem,
respectivamente. Mais precisamente, os resultados dizem que, um grupo G enumerável é ameno
se, e somente se, o raio espectral do operador de Markov associado a um caminho aleatório é
igual a 1.

Iniciaremos com a definição de amenidade de grupo, pois os principais teoremas apre-
sentados aqui, serão de certa maneira uma caracterização de grupos e grafos amenos.

A definição de grupo ameno surgiu aproximadamente em 1929, com Von Neumann,
definindo grupo enumerável G ameno, se existe uma medida de probabilidade µ finitamente
aditiva, tal que µ(G) = 1 e µ(Ag) = µ(A), para cada A ⊂ G e g ∈ G. Equivalente a esta
definição (ver [10]), temos a condição de Følner para grupos enumeráveis, formulado como
segue.

Definição 1.1. Um grupo enumerável G é ameno se existe uma sequência (Kn)n∈N de subcon-

4
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juntos finitos de G com ∪∞
n=1Kn = G tal que

lim
n→∞
|(gKn)4Kn|/|Kn|= 0 ∀g ∈ G,

onde |·| denota a cardinalidade do conjunto e4 a diferença simétrica dos conjuntos gKn e Kn,

ou seja, (gKn)4Kn = (gKn)\Kn∪Kn\(gKn).

Exemplo 1.2. (Grupo ameno): Considere o grupo dos inteiros G = Z e tome a sequência

Kn = {−n,−n+1, ...,n}. Temos que o grupo Z é ameno, pois

lim
n→∞
|(m+Kn)4Kn|/|Kn|= lim

n→∞
2m/(2n+1) = 0 ∀m ∈ Z.

Exemplo 1.3. (Grupo não ameno): O grupo F2, o grupo livre com dois geradores e1 e e2, não

é ameno (ver prova nas notas sobre amenidade em [15]).

Agora, definiremos caminho aleatório, operador de Markov e raio espectral, comple-
tando os objetos do Teorema de Kesten (1959).

Definição 1.4. O caminho aleatório sobre G é definido por (Ω,A) espaço mensurável, {Pg :
g ∈G} medidas de probabilidade sobre Ω e uma sequência de variáveis aleatórias Xn : Ω→G

com n ∈ N tais que para cada n ∈ N,gi ∈ G,

Pg(X1 = g1, ...,Xn = gn) =
n−1

∏
i=1

µ(g−1
i gi+1)

Podemos dizer que a posição de um caminho aleatório pode ser obtida a partir do an-
terior, através da multiplicação à direita com o elemento aleatório independente do grupo que
tem a distribuição µ . Note que a definição de caminhos aleatórios consiste de sua probabili-
dade de transição (sem qualquer distribuição inicial fixada), assim o caminho aleatório pode ser
identificado com o par (G,µ). Agora definimos um operador de Markov.

Definição 1.5. Dados G um grupo enumerável, l2(G) = { f : G→ R :
√

∑g∈G f (g)2 < ∞} um

espaço de Hilbert, definimos um operador de Markov Pµ : l2(G)→ l2(G) dado por

Pµ( f )(g) := ∑
h∈G

µ(h) f (gh−1), ∀g ∈ G

Visto que se f ≥ 0, temos Pµ( f ) ≥ 0 e Pµ(1) = 1, e se µ é uma probabilidade simétrica (ou

seja, µ(g) = µ(g−1)) sobre G, então o operador é um operador autoadjunto de Markov.

Para definirmos o raio espectral, necessitamos de mais duas definições, a de conjunto
resolvente e a de espectro. Seja T : B→ B operador linear num espaço de Banach complexo
B 6= {0}. O conjunto resolvente de T , denotado por υ(T ), é o conjunto dos λ ∈C para os quais
o operador resolvente de T em λ , Rλ (T ) : B→ B, Rλ (T ) := (T −λ id)−1, existe e é limitado.
O espectro de T é o conjunto σ(T ) = C\υ(T ).
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Definição 1.6. O raio espectral do operador de T : B→ B é definido por

ρσ (T ) := sup
λ∈σ(T )

|λ |

No texto, utilizamos a caracterização de raio espectral segundo o resultado de Gelfand
(ver por exemplo em [24]) segundo o qual

ρ(T ) = lim
n→∞
‖Tn‖1/n.

Segue o enunciado do Teorema de Kesten. Uma demonstração acessível pode ser
encontrada em [18].

Teorema 1.7 (Kesten, 1959). Se um grupo enumerável G é ameno, então o raio espectral

do operador de Markov é igual a 1 para toda medida de probabilidade µ simétrica em G.

Reciprocamente, se o raio espectral do operador de Markov é igual a 1 para alguma medida

de probabilidade µ simétrica cujo o suporte gera G, então G é ameno.

1.2 Generalização do Teorema de Kesten

Com o resultado de Kesten (1959), Stadlbauer (ver [33]) adaptou o resultado para a
área de Sistemas Dinâmicos, usando uma linguagem do formalismo termodinâmico, fazendo
uma generalização de caminhos aleatórios de grupos para uma extensão por grupo de uma
Cadeia de Markov Topológica. Portanto, Stadlbauer [33] e Jaerisch [17] obtiveram a mesma
caracterização de grupos amenos através do raio espectral de um operador de Transferência
com algumas hipóteses adicionais. Vejamos agora o contexto que eles utilizaram e como foi
feita esta transição e generalização.

Sejam I um conjunto enumerável (alfabeto) e A = (ai j)i, j∈I uma matriz tal que ai j ∈
{0,1} para todo i, j ∈ I e ∑ j ai j > 0 para todo i ∈ J, ou seja, que a matriz de transição A não
contenha linhas ou colunas com todos os elementos iguais a 0. Vamos denotar o par (ΣA,σ)

correspondendo a Cadeia de Markov Topológica (ou, shift de Markov), onde

ΣA := {(wk)k=0,1,2,··· : wk ∈ I e awkwk+1 = 1,∀i = 0,1,2, · · ·}, e

σ : ΣA→ ΣA, com σ(w0w1w2 · · ·) = (w1w2 · · ·).

Uma sequência finita w = (w1 · · ·wn) com n ∈ N,wk ∈ I para k = 1,2, · · · ,n e awkwk+1 = 1 para
k = 1,2, · · · ,n−1 é chamado palavra de comprimento n, e o conjunto

[w] := {(vk) ∈ ΣA : com wk = vk,∀k = 1,2, · · · ,n}

um cilindro de comprimento n. Denotamos como o conjunto de palavras admissíveis de com-
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primento n o conjunto W n, o comprimento de w ∈W n por |w|, e o conjunto de todas as pala-
vras admissíveis por W ∞ = ∪nW n. Temos que ΣA é um espaço Polonês, ou seja, um espaço
metrizável, separável e completo, com respeito à topologia gerada por cilindros. Além disso,
diremos que ΣA é topologicamente transitivo se para todo a,b ∈ I existe um na,b ∈ N tal que
σna,b([a])∩ [b] 6= /0. ΣA é chamado de topologicamente misturadora se para todo a,b ∈ I existe
Na,b ∈ N tal que σn([a])∩ [b] 6= /0 para todo n ≥ Na,b. Dizemos que uma Cadeia de Markov
Topológica possui a propriedade de grandes imagens e pré-imagens se é topologicamente mis-
turadora e existe um conjunto finito Ig.i.p ⊂ W , tal que para todo v ∈ W , existe a ∈ Ig.i.p com
av ∈W 2 ou va ∈W 2.

Visto que estamos interessados na relação entre aspectos do formalismo termodinâ-
mico e a amenidade de grupos e grafos, considere o par (ΣA,ϕ), onde ϕ : ΣA→R é uma função
estritamente positiva à qual nos referimos como um potencial. Para n ∈N e w ∈W n, definimos

Φn :=
n−1

∏
k=0

ϕ ◦σ
k e Cw := sup

x,y∈[w]
Φn(x)/Φn(y). (1.1)

O potencial ϕ é dito ter variação localmente limitada se ϕ é contínua e existe C > 0 tal que
Cw ≤C para todo n ∈ N e w ∈W n, e é chamado potencial de variação média se ϕ é contínua
e, para todo n ∈ N, existe Cn > 0 com Cw ≤ Cn para todo w ∈ W n e limn→∞

n
√

Cn = 1. Para
sequências positivas (an),(bn), frequentemente escreveremos an � bn se existe C > 0 com
an ≤Cbn para todo n ∈ N, e an � bn se an� bn� an. Uma nova hipótese, mais forte sobre a
variação é a propriedade localmente Hölder contínua. Portanto, definimos a n-ésima variação
de uma função f : ΣA→ R por

Vn( f ) = sup{| f (x)− f (y)| : xi = yi, i = 1,2, . . . ,n}.

A função f é referida como uma função localmente Hölder contínua, se existe 0 < r < 1 e C≥ 1
tal que Vn( f )� rn para todo n≥ 1.

Para um dado potencial ϕ , o objeto básico do formalismo termodinâmico é a função
partição. Uma vez que o espaço de estados é enumerável, considere a função partição Zn

w, para
um fixado w ∈W 1, definida por

Zn
w := ∑

σn(x)=x, x∈[w]
Φn(x).

Além disso, nos referimos à taxa de crescimento exponencial de Zn
w, por

PG(σ ,ϕ) := limsup
n→∞

log n
√

Zn
w = limsup

n→∞

1
n

logZn
w,

como a pressão de Gurevič de (ΣA,σ ,ϕ). Essa noção foi introduzida por Sarig em [29] para
Cadeias de Markov topologicamente misturadoras e potencial ϕ localmente log-Hölder contí-
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nuo, isto é, logϕ é localmente Hölder contínuo. Sarig mostra que se (ΣA,σ ,ϕ) é transitiva e ϕ

tem uma variação média, então PG(σ ,ϕ) é independente da escolha de w e

PG(σ ,ϕ) = lim
n→∞, W n 6= /0

1
n

logZn
w.

Além disso, é fácil ver que PG(σ ,ϕ) permanece inalterado substituindo w ∈ W 1 por
algum w ∈W n. Temos também que, se logϕ é Hölder contínuo e o sistema é topologicamente
misturador, então possui um princípio variacional (o que pode ser visto em [29]).

Dois objetos básicos para a nossa análise são a concepção de medida conforme e me-
dida fracamente Gibbs relacionada com o potencial ϕ . Devido ao fato que a construção canô-
nica conduzirá à medidas sigma-finitas, faremos uso do seguinte: uma medida de probabilidade
boreliana µ sigma-finita é chamada ϕ-conforme se

µ(σ(A)) =
∫

A

1
ϕ

dµ

para todo conjunto boreliano A tal que σ |A é injetiva. Para (w1 · · ·wn+1)∈W n+1 e um potencial
de variação média, dizemos que µ é uma medida fracamente Gibbs se

C−1
n µ(σ([wn+1]))≤

µ([w1 . . .wn+1])

Φn(x)
≤Cnµ(σ([wn+1])) (1.2)

para todo x ∈ [w1 · · ·wn+1]. Note que esta estimativa implica que PG(ϕ) = 0 é uma condição
necessária para a existência de uma medida conforme com respeito a um potencial de variação
média.

A fim de continuar com a generalização, note que um caminho aleatório simétrico diri-
gido por um sistema dinâmico é modelado por uma extensão por grupo (e generaliza caminhos
aleatórios clássicos em grupos).

Considere uma extensão por grupo (G um grupo enumerável) de uma Cadeia de Mar-
kov Topológica para uma dada função potencial ϕ : ΣA→ (0,∞) tal que logϕ é Hölder contínuo,
e uma aplicação γ : ΣA→ G constante em cada cilindro, definida por

T : ΣA×G→ ΣA×G ;(x,g) 7→ (σ(x),gγ(x)). (1.3)

Observação 1.8. Estamos interessados na dinâmica da segunda coordenada, ou seja, no com-

portamento de γn(x) com

γn(x) := γ(x)γ(σ(x)) · · ·γ(σn−1(x)), n ∈ N.

Para concluir a mudança, no que diz respeito a trazer o resultado para o âmbito dos
sistemas dinâmicos, é necessário também substituir os operadores: antes tendo sido usado o
operador de Markov, agora o substituiremos pelo operador de Transferência T̂ que é definido
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por, para f : σA×G→ R,

T̂ ( f )(x,g) := ∑
T (y,h)=(x,g)

ϕ(y) f (y,h).

Se G = {id}, obtemos o operador de Ruelle σ̂ associado a (ΣA,σ ,ϕ).
Finalmente, os teoremas seguintes caracterizam amenidade de um grupo através das

coincidências das pressões de Gurevič e o raio espectral associado ao operador de Transferência
da extensão por grupo. As demonstrações dos dois primeiros teoremas a seguir podem ser
encontrados em [33] e a demonstração do terceiro teorema, encontra-se em [17]. A definição
sobre simetria será feita mais adiante no nosso contexto.

Teorema 1.9 (Stadlbauer, 2013). Sejam T uma extensão por grupo simétrica topologicamente

transitiva de uma Cadeia de Markov Topológica (ΣA,σ) topologicamente misturadora, poten-

cial ϕ fracamente simétrico e PG(σ)< ∞. Então, PG(T ) = PG(σ), se G é um grupo ameno.

Teorema 1.10 (Stadlbauer, 2013). Sejam (ΣA,σ) uma Cadeia de Markov Topológica com a

propriedade de grandes imagens e pré-imagens, (Y,T ) uma extensão por grupo topologica-

mente transitiva e o potencial ϕ é Hölder contínuo e somável. Então, PG(T ) = PG(σ) implica

que G é um grupo ameno.

O teorema a seguir contém os dois resultados anteriores, sendo que a demonstração
de uma implicação do teorema foi baseada no teorema de Stadlbauer e a outra implicação se
diferencia da apresentada anteriormente por não precisar de noções de simetria.

Teorema 1.11 (Jaerisch, 2015). Seja (ΣA,σ) uma Cadeia de Markov Topológica topologica-

mente misturadora com a propriedade de grandes imagens e pré-imagens e seja T uma extensão

por grupo associada. Considere ϕ um potencial Hölder contínuo com PG(σ)<∞. Então, temos

que logρ(T ) = PG(σ) se, e somente se, G é um grupo ameno.

Nesse trabalho, generalizamos esses resultados anteriores em duas versões. Primei-
ramente, substituindo grupo por grafo, e ao invés de trabalharmos com Cadeias de Markov
Topológicas, definimos aplicação de Markov e apresentamos dois resultados, uma caracteriza-
ção quando a aplicação de Markov for completa e outra quando a aplicação de Markov possuir
uma estrutura de Gibbs-Markov embutida.

1.3 Aplicação de Markov

Definiremos aplicação de Markov (ou sistema fibrado de Markov) segundo o trabalho
de Aaronson [1]. Além disso, notaremos suas relações com uma Cadeia de Markov Topológica.

Definição 1.12. Suponha que (X ,B,µ) é um espaço de probabilidade padrão e α uma partição

enumerável de X em conjuntos mensuráveis de medida estritamente positiva. Dizemos que

(X ,θ ,µ,α) é uma aplicação de Markov se, para todo a,b ∈ α ,
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(i) θ |a : a→ θ(a) é inversível, bimensurável e não-singular (θ∗µ � µ);

(ii) ou µ(a∩θ(b)) = 0 ou µ(a∩θ(b)c) = 0

e, para αn := {a1∩θ−1a2 · · ·∩θ n−1an : ai ∈ α, i = 1, · · · ,n}, a σ -álgebra gerada por {αn : n >

0} é igual a B exceto num conjunto de medida nula.

Observe que cada aplicação de Markov vem com uma Cadeia de Markov Topológica
associada, que é uma efetiva ferramenta para lidar com pré-imagens da estrutura de aplicação
de Markov. Temos o conjunto W 1 := α , e para cada wi ∈ W 1 com i = 1, · · · ,n dizemos que
w = (w1 · · ·wn) é uma palavra admissível de tamanho n se θ(wi) ⊃ wi+1 para i = 1, · · · ,n− 1.
Denotaremos o conjunto de palavras admissíveis de tamanho n por W n, o comprimento de w ∈
W n por |w| e o conjunto de todas as palavras admissíveis por W ∞ =

⋃
n W n. Como facilmente

podemos verificar

W n→ αn, (w1 . . .wn) 7→ [w1 . . .wn] :=
n⋂

k=1

θ
−k+1(wk) (1.4)

define uma bijeção entre W n e αn. Para se ter uma notação consistente, escrevemos [w] para
denotar o átomo de α associado a w ∈ W 1. Cada w ∈ W n pode ser identificado com o ramo
inverso de θ n como segue. Visto que a aplicação θ n é injetiva sobre sua imagem, a inversa
τw : θ n([w])→ [w] está bem definida e por (i) da Definição 1.12,

0 < ϕw(x) :=
dµ ◦ τw

dµ
(x)< ∞

para µ-q.t.p x ∈ θ n([w]).
A Cadeia de Markov Topológica associada definida por (ΣA,σ), tem dupla relevância.

Primeiro, a identificação em (1.4) dá origem a uma medida µ̂ em ΣA definida por

µ̂({(w1 · · ·wnv1v2 · · ·) ∈ ΣA : vi ∈W 1}) := µ([w1 · · ·wn]).

Por um argumento simples da última condição da Definição 1.12, é fácil construir uma bije-
ção entre (ΣA, µ̂) e (X ,µ) tal que σ e θ comutam. De fato, π : ΣA → X é um isomorfismo
mensurável dado por [w] 7−→ ∩∞

n=1[w1 · · ·wn], isso é consequência de αn ser uma sigma-álgebra
geradora.

Além disso, ΣA vem com uma topologia natural gerada por {[w] : w ∈W ∞} que coin-
cide com a topologia induzida definida através da métrica dr, dada por, para qualquer r ∈ (0,1),

dr((xi),(yi)) := rmin{i:xi 6=yi}.

Essa métrica irá desempenhar um papel crucial para a definição de espaços de funções invari-
antes.
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Diremos que (X ,θ ,µ,α) é um sistema fibrado topologicamente transitivo de Markov
se para todo a,b ∈ α , existe na,b ∈ N tal que µ(θ na,b(a)∩ b) > 0, e dizemos que o sistema é
topologicamente misturador se para todo a,b ∈ α , existe Na,b ∈ N tal que µ(θ n(a)∩ b) > 0,
para todo n≥ Na,b.

1.4 Extensão por grafo

A definição de extensão por grafo de uma aplicação de Markov é semelhantemente
à extensão por grupo de uma Cadeia de Markov Topológica (veja (1.3)). Para definirmos a
extensão por grafo, precisamos de um sistema dinâmico, no caso, uma aplicação de Markov,
um grafo e um cociclo. Definiremos cada objeto a seguir.

Definição 1.13. Um grafo (direcionado) é um par ordenado G = (V,E), onde V é um conjunto

enumerável de vértices e E ⊂ V×V um conjunto de arestas (direcionadas). Uma aresta e =

(g1,g2) ∈ E pode ser vista como uma ligação entre os vértices g1,g2 ∈ V. Nesse contexto,

s(e) := g1 é chamado de fonte e t(e) := g2 chamado de destino de e.

Dessa forma, temos a noção de caminhos e loops em G , tal que p := (e1e2...en) ∈ En

é chamado de caminho de tamanho n de s(p) := s(e1) para t(p) := t(en) se t(ei) = s(ei+1) para
todo i = 1, · · · ,n−1. Se s(p) = t(p), então p é chamado de loop.

Figura 1.1: Grafo

Definição 1.14. Seja (X ,θ ,µ,α) uma aplicação de Markov e G = (V,E) um grafo. Considere

a aplicação κ : X ×V→ V,(x,g) 7→ κx(g) um cociclo vizinho mais próximo, se para todo

x ∈ X e g ∈ V, temos κx : V→ V uma bijeção, (g,κx(g)) ∈ E, e κx constante em cilindros, isto

é, κx = κy para todo x,y ∈ [v] e todo v ∈W 1. A extensão por grafo (X ×V,T,κ) de G através

do cociclo vizinho mais próximo κ é definida por,

T : X×V→ X×V, (x,g) 7→ (θ(x),κx(g)).

O espaço Y := X ×V está equipado com a medida canônica, o produto da medida µ

com a medida de contagem. Por conveniência, notaremos essa medida também por µ . Além
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disso, para n ∈ N e v ∈W n e x ∈ [v], escrevemos

κv ≡ κ
n
x := κθ n−1(x) ◦κθ n−2(x) ◦ · · · ◦κx.

Observe que uma extensão de uma aplicação de Markov por um grafo define implicitamente
uma coloração de E ao definirmos v ∈ V como a cor de (g,κx(g)) ∈ E, onde x ∈ [v].

Em teoria dos grafos, coloração de grafos é um caso especial de rotulagem de grafos,
ou seja, uma maneira de colorir os vértices (ou arestas) de um grafo tal que não haja dois
vértices (ou duas arestas) que compartilhem a mesma cor. Um conceito fundamental para as
provas dos principais resultados apresentados nesse trabalho é a existência de loops que podem
ser escolhidos uniformemente em relação à coloração. Veremos essa definição mais adiante, no
segundo capítulo.

1.5 Grafo ameno

A definição clássica sobre amenidade de grafos foi dada por Gerl ([11], [12]) do se-
guinte modo.

Definição 1.15. Seja G = (V,E) um grafo com limitação uniforme do número de arestas adja-

centes a um vértice. Considere K ⊂ V, |K|< ∞, e defina a fronteira de K por

∂K := {v ∈ K : ∃e ∈ E tal que s(e) = v, t(e) /∈ K}

(sempre finita). O grafo G é um grafo ameno se

inf
{
|∂K|
|K|

: K ⊂ V, |K|< ∞

}
= 0.

Ou seja, dizemos que o grafo G é ameno se a área da fronteira dividida pelo tamanho
do subconjunto de vértices vai a zero quando o grafo cresce.

Uma vez que também podemos querer considerar grafos que possam conter vértices
com infinitas arestas adjacentes, introduzimos a noção de amenidade para grafos com peso.

Definição 1.16. Diremos que um grafo G = (V,E) é um grafo com peso p : E→ [0,1], se para

todo v ∈ V, temos ∑
e:s(e)=v

p(e) = 1.

Isso nos dá a seguinte definição de fronteira.

Definição 1.17. Para ε > 0 e K ⊂ V, a ε-fronteira de K é definida por

∂
εK := {v ∈ K : ∃e ∈ E tal que s(e) = v, t(e) /∈ K, p(e)> ε}.
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Isto é, consideraremos somente as arestas de pesos grandes. Daí, definiremos um dos
principais objetos de estudo.

Definição 1.18. O grafo G = (V,E) com peso p é dito p-ameno se

liminf
ε→0

{
|∂ εK|
|K|

: K ⊂ V, |K|< ∞

}
= 0.

Observe que existe a seguinte definição equivalente. Para um grafo com peso G e
ε > 0, seja Gε = (V,Eε) o grafo com mesmo conjunto de vértices V e arestas Eε := {e : p(e)>

ε}. Então, temos que G é um grafo com peso ameno se, e somente se, Gε é um grafo ameno
para todo ε > 0. Em particular, se p é uniformemente limitado longe de zero, ou seja, existe
δ > 0 tal que p(e) > δ para todo e ∈ E, então o número de arestas adjacentes de um vértice
é uniformemente limitado por cima e a noção de amenidade para grafos e grafos com peso
coincidem. Além disso, vale a pena observar que, por construção, arestas com peso zero são
irrelevantes para p-amenidade e podem ser removidos do grafo sem alterar a p-amenidade.

No contexto de uma extensão de uma aplicação de Markov com µ(X) = 1, considera-
mos o peso definido por p(e) := µ{x ∈ X : κx(s(e)) = t(e)} como o peso canônico. Portanto,
se G é ameno com respeito a este peso, vamos denotar o grafo G como µ-ameno.

Note que, se |W 1| < ∞ e se para cada e ∈ E, existe x ∈ X com κx(s(e)) = t(e), então
a noção de amenidade de grafos e grafos com respeito ao peso canônico coincidem desde que
p(e) seja uniformemente limitado longe de zero.

Agora, mostraremos que amenidade, na verdade, só depende de κ . Para fazer isso,
definimos sequência de Følner com respeito a κ .

Definição 1.19. Uma sequência (Kn) de subconjuntos finitos de V é uma sequência de Følner

com respeito a κ (ou sequência κ-Følner) se, para todo v ∈W ∞,

lim
n→∞

|κv(Kn)\Kn|
|Kn|

= 0.

Com isso, temos o primeiro resultado com respeito a caracterização da amenidade de
grafos.

Proposição 1.20. Suponha que (Y,T,κ) é uma extensão por grafo de uma aplicação de Markov

(X ,θ ,µ) topologicamente transitiva. Então o grafo G é µ-ameno se, e somente se, existe uma

sequência κ-Følner.

Demonstração. Suponha inicialmente que o grafo G é µ-ameno e mostremos que existe uma
sequência κ-Følner. Observe que, para ε > 0, temos |∂ εK| ≥ |κv(K)\K| para cada K ⊂ V e
v ∈ W ∞ com µ([v]) > ε . Consequentemente, se G é µ-ameno, então existe Fε ⊂ V finito tal
que

|κv(Fε)\Fε | ≤ |Fε |ε ∀v ∈W 1 com µ([v])> ε.
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Considere o conjunto Kn := F1/n. Como µ([v]) > 0 para todo v ∈ W ∞ por transitividade to-
pológica, segue que limn→∞ |κv(Kn) \Kn)|/|Kn| = 0 para todo v ∈ W 1 . Agora, por indução,
mostramos que (Kn) é uma sequência κ-Følner. Se a propriedade acima for válida para palavras
u,v ∈W ∞ e se w := uv ∈W ∞, então

|κw(Kn)\Kn|
|Kn|

≤ |κuv(Kn)\κv(Kn)|
|Kn|

+
|κv(Kn)\Kn|
|Kn|

≤ |κv(κu(Kn)\Kn)|
|Kn|

+
|κv(Kn)\Kn|
|Kn|

=
|κu(Kn)\Kn|
|Kn|

+
|κv(Kn)\Kn|
|Kn|

n→∞−−−→ 0

Portanto, por indução, (Kn) é uma sequência κ-Følner.
Para mostrarmos a outra direção, supomos que (Kn) é uma sequência κ-Følner, e que-

remos mostrar que G é µ-ameno. Para isso, escrevermos a definição de ε-fronteira de Kn,

|∂ εKn|
|Kn|

=
|{g ∈ Kn : ∃v ∈W 1 tal que µ([v])> ε e κv(g) /∈ Kn}|

|Kn|

≤ ∑
v∈W 1:µ([v])>ε

|κv(Kn)\Kn|
|Kn|

n→∞−−−→ 0

Portanto, temos que o grafo G é µ-ameno.

Observe que a primeira definição depende da medida e a segunda é uma definição
topológica. Obtemos com esse resultado, que amenidade não depende da medida. Mais do que
isso, nos dá uma relação da amenidade de grupos e amenidade de grafos, pois a definição de
grupo ameno nos dá a origem de uma sequência de Følner.

A condição de Følner clássica é dada em termos da diferença simétrica dos conjuntos,
como visto na Definição 1.1. Observe que para conjuntos finitos da mesma cardinalidade,
sempre temos que |A\B|= |A|− |A∩B|= |B\A|. Como κv é sempre uma bijeção no conjunto
de vértices, segue que (Kn) é uma sequência Følner como definido acima se, e somente se, para
todo v,

lim
n→∞

|κv(Kn)4Kn|
|Kn|

= 0.

Em particular, se κ define uma extensão topologicamente transitiva por um grafo de Cayley de
um grupo finitamente gerado discreto G, a noção de µ-amenidade por grafos e a noção clássica
de amenidade de grupos coincidem.

Exemplo 1.21. O grafo de Cayley, também conhecido como grafo colorido de Cayley, diagrama

de grupo ou grupo colorido é um grafo que codifica a estrutura abstrata de um grupo. Suponha

que G seja um grupo e S seja um conjunto de geradores. O grafo de Cayley GC = (V,E) é um

grafo direcionado colorido construido da seguinte maneira.

a) a cada elemento g de G é atribuído um vértice;
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Figura 1.2: Grafo de Cayley do grupo F2

b) a cada gerador s de S é atribuído uma cor cs;

c) para qualquer g ∈G e s ∈ S, os vértices correspondentes aos elementos g e gs são unidos

por uma aresta de cor cs. Assim, o conjunto de arestas consiste em pares da forma (g,gs),

com s ∈ S proporcionando a cor.

Corolário 1.22. Suponha que (Y,T,κ) é uma extensão por grafo de Cayley GC associado a uma

aplicação de Markov (X ,θ ,µ) topologicamente transitiva. O grupo enumerável G é ameno se,

e somente se, o grafo de Cayley GC é µ-ameno.

Demonstração. Segue da Proposição 1.20.



Capítulo 2

Extensão por grafo de aplicações
Gibbs-Markov completa e amenidade

Neste capítulo, vamos caracterizar grafos amenos através da extensão por grafo por
uma aplicação Gibbs-Markov completa, a qual é uma generalização da caracterização de grupos
amenos para extensão por grupo para Cadeias de Markov Topológicas. Na primeira seção,
faremos algumas estimativas técnicas e depois apresentaremos o principal resultado do capítulo,
generalizando o trabalho de Stadlbauer [33]. Posteriormente, utilizando as noções de simetria,
com o trabalho de Jaerisch [17], conseguimos mais algumas estimativas interessantes.

2.1 Aplicação de Gibbs-Markov completa e algumas estima-
tivas

Para apresentarmos o resultado, vamos definir os objetos necessários e fazer alguns
lemas técnicos. Anteriormente, definimos aplicação de Markov e aqui definiremos aplicação
Gibbs-Markov completa (com ramos completos) para seguir com a generalização desejada.
Note que uma Cadeia de Markov Topológica (ΣA,σ) é uma aplicação Gibbs-Markov completa.

Definição 2.1. Dizemos que (X ,θ ,µ,α) é uma aplicação Gibbs-Markov completa se

(i) θ([w]) = X mod µ , para todo w ∈W 1, e

(ii) Existe C > 0, r ∈ (0,1) tal que, para todo w ∈W ∞ e x,y ∈ X,

|logϕw(x)− logϕw(y)| ≤Cdr(x,y).

Observe que a condição (ii) equivale à Hölder continuidade com respeito a topologia
em (ΣA,d). Além disso, para cada aplicação Gibbs-Markov completa, existe uma medida de
probabilidade ν equivalente a µ e θ -invariante tal que log dν

dµ
satisfaz a propriedade de Hölder

continuidade e (X ,θ ,ν ,α) é uma aplicação Gibb-Markov completa (ver [1]).
16
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Exemplo 2.2. A função f : [0,1]→ [0,1] com f (x) = 2x mod 1 é uma aplicação Gibbs-Markov

completa. Outro sistema dinâmico no intervalo [0,1] que podemos exemplificar é a transforma-

ção de Gauss G : [0,1]→ [0,1] dada por G(x) = 1
x − [1

x ], com [1
x ] denotando a parte inteira de

1
x .

Agora, relacionaremos amenidade com o raio espectral para extensões por grafos de
aplicações Gibbs-Markov completa, seguindo ideias de Stadlbauer [33] e Jaerisch [17].

Começaremos com algumas estimativas preliminares baseadas na propriedade da ex-
tensão por grafo possuir loops uniformes para a norma ‖·‖2 em `2(V). A fim de fazer isso, para
f : V→ R e w ∈W n, defina a função fw := f ◦κ−1

w . Como o cociclo κw é uma bijeção, segue
que ‖ f‖2 = ‖ fw‖2 para todo f ∈ `2(V). Vejamos agora a definição de loops uniformes, no qual
qualquer vértice possui um loop e têm um número finito de escolhas para esse loop.

Definição 2.3. Suponha que (T,Y,κ) uma extensão por grafo associada a uma aplicação

Gibbs-Markov completa (X ,θ ,µ,α). Dizemos que uma extensão por grafo satisfaz a propri-

edade de loops uniformes se existe um subconjunto finito J de W tal que, para cada g ∈ V,

existe w ∈J com κw(g) = g.

Os lemas a seguir nos ajudarão na limitação do raio espectral do operador de Transfe-
rência da extensão T .

Lema 2.4. Suponha que a extensão por grafo T tenha a propriedade de loops uniformes e seja

f ∈ `2(V) com ‖ f‖2 = 1. Então, ∥∥∥∥∥ f − ∑
u∈J

fu

∥∥∥∥∥
2

≤ #J −1. (2.1)

Demonstração. Por hipótese, existe uma aplicação u0 : V→J com κu0(h) = h, para cada
h ∈ V. Tome n := #J − 1. Para cada h ∈ V, escrevemos gh,1, . . . ,gh,n ∈ V para o elemento
de (κ−1

u (h) : u ∈J \{u0(h)}) e veja que cada elemento da família (gh,i : h ∈ V, i ∈ {1, . . . ,n})
aparece, no máximo, n-vezes.

Para provar isso, suponha por construção que existe v ∈V e n+1 pares distintos (h,u)
com h ∈ V e u ∈J \ {u0(h)} tal que v = κ−1

u (h). Equivalentemente, temos para cada destes
pares (h,u),

h = κu(v). (2.2)

Concluimos que a u-componente dos pares deve ser distintas aos pares. De outra forma, por
(2.2) a h-componente de dois pares coincidiria também, o que dá uma contradição. Agora,
pela propriedade de loops uniformes, existe um par da forma (h,u0(v)). Por (2.2) temos que
h = κu0(v) = v. Assim, o par é da forma (v,u0(v)), o que é uma contradição.

Defina f̃ ∈ `2(V×{1, . . . ,n}) dado por f̃ (h, j) := f (gh, j), para h ∈V e j ∈ {1, · · · ,n}.
Desde que cada elemento da família (gh,i : h ∈ V, i ∈ {1, . . . ,n}) aparece, no máximo, n-vezes,
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concluimos que 〈
f̃ , f̃
〉
= ∑

h∈V, i∈{1,...,n}
f (gh,i)

2 ≤ n〈 f , f 〉 . (2.3)

Para o próximo argumento definimos a permutação ς ∈ S(n) dada por ς(i) = i+1, para 1≤ i <

n−1 e ς(n) = 1. Para g ∈ `2(n) seja ς∗(g) ∈ `2(n) dado por ς∗(g)(i) := g(ς(i)). Observe que
para g ∈ `2(n), temos (

∑
i∈{1,...n}

g(i)

)2

=
n

∑
k=1

〈
g,(ς∗)k(g)

〉
. (2.4)

Vamos definir a bijeção ς̃ : V×{1, . . . ,n} → V×{1, . . . ,n} dada por ς̃(v, i) := (v,ς(i)). Além
disso, considere ς̃∗( f̃ ) ∈ `2(V×{1, . . . ,n}) dada por ς̃∗( f̃ )(v, i) := f̃ (ς̃(v, i)). Uma vez que
ς̃ é uma bijeção em V×{1, . . . ,n}) temos que ‖ς̃∗( f̃ )‖2 = ‖ f̃‖2. Agora podemos completar

a prova do lema. Primeiro observe que

(
( ∑

u∈J
fu)− f

)
(h) = ∑

n
i=1 f (gh,i) para cada h ∈ V.

Consequentemente, temos ∥∥∥∥∥ f − ∑
u∈J

fu

∥∥∥∥∥
2

2

= ∑
h∈V

(
n

∑
i=1

f (gh,i)

)2

.

Pela definição de f̃ e (2.4), temos

∑
h∈V

(
n

∑
i=1

f (gh,i)

)2

=
n

∑
k=1

〈
f̃ , ς̃ k∗( f̃ )

〉
.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, o fato que ‖ς̃ k∗( f̃ )‖2 = ‖ f̃‖2, e a estimativa em
(2.3), obtemos

n

∑
k=1

〈
f̃ , ς̃ k∗( f̃ )

〉
≤

n

∑
i=1

√〈
f̃ , f̃
〉〈

ς̃ k∗( f̃ ), ς̃ k∗( f̃ )
〉
= n

〈
f̃ , f̃
〉
≤ n2〈 f , f 〉,

completando a prova.

O lema a seguir desempenha um papel importante para a limitação sobre o raio espec-
tral de T̂ , uma vez que permite substituir uma estimativa por baixo de uma diferença, por uma
estimativa por cima de uma soma. Usaremos um argumento de soma convexa.

Lema 2.5. Suponha que a extensão por grafo T tenha loops uniformes e que existe ε > 0, f ∈
`2(V) com ‖ f‖2 = 1 e w ∈W tal que ‖ f − fw‖2 > ε . Então, para δ := 2−

√
4− ε2, temos∥∥∥ fw +∑u∈J fu

∥∥∥
2
≤ 1+#J −δ . (2.5)
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Demonstração. Pela lei do paralelogramo em `2(V), temos

‖ f + fw‖2
2 ≤ 2(‖ f‖2

2 +‖ fw‖2
2)−‖ f − fw‖2

2 ≤ 4− ε
2 = (2−δ )2.

Então, usando o lema 2.4, implica em∥∥∥ fw +∑u∈J fu

∥∥∥
2
≤ ‖ fw + f‖2 +

∥∥∥(∑u∈J fu

)
− f
∥∥∥

2
≤ 2−δ +#J −1 = 1+#J −δ .

Após estas considerações básicas, porém fundamentais, vamos focar nas propriedades
da análise funcional do operador de Transferência. Lembre-se que o operador de Transferência
em teoria ergódica é definida como o pré-dual do operador de Koopman. Ou seja, o operador
de Transferência θ̂ : L1(µ)→ L1(µ) é definido por∫

θ̂( f )gdµ =
∫

f g◦θdµ, ∀ f ∈ L1(µ),g ∈ L∞(µ).

No caso da aplicação de Markov (homeomorfismo local), é bem conhecido que o
operador de Transferência pode ser identificado com o operador de Ruelle para o potencial
ϕv := ϕ ◦ τv, que é, para fv := f ◦ τv

θ̂( f )(x) = ∑
v∈W 1

ϕv(x) fv(x).

Observe que para µ medida θ -invariante, temos θ̂(1) = 1. O operador de Transferência T̂ é
definido do mesmo modo

T̂ ( f )(x,g) = ∑
v∈W 1

ϕv(x,g) fv(x,g)

e como o produto da medida µ com a medida de contagem é T -invariante, também satisfaz
T̂ (1)= 1, onde 1 é a função constante 1 em Y :=X×V. Assim, defina T̂ n( f )=∑v∈W n Φn◦τv fv.

Agora, introduziremos um espaço de funções relevante com respeito ao espectro de T̂ .
Com ‖ · ‖p denotando a Lp(Y,µ)-norma e para p = 1 e p = ∞, f : Y → R mensurável, g ∈ V,
considere ‖ f‖g

p := ‖ f (· ,g)‖p,

J f Kp :=
√

∑g∈V(‖ f‖g
p)

2 e Hp := { f : Y → R : J f Kp < ∞}.

Além disso, considere o espaço Hc := { f ∈H : f é constante em Xg, ∀g ∈ V}, onde
Xg := {(x,g) : x ∈ X} com g ∈V. Para subespaços fechados H1,H2 ⊂H∞ e um operador linear
limitado T : H1→H2, a norma do operador de T é dado por ‖T‖ := sup f∈H1,J f K∞

JT ( f )K∞. Pelos
mesmos argumentos como em [33], obtém-se o seguinte para a ação de T̂ em H1 e H∞.

Proposição 2.6. O espaço de funções (H1,J·K1) e (H∞,J·K∞) são espaços de Banach, os ope-

radores T̂ k : H∞→H∞ são limitados e existe C ≥ 1 tal que JT̂ kK∞ ≤C para todo k ∈ N. Além
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disso,

Λk := sup
({

JT̂ k( f )K1/J f K1 : f ≥ 0, f ∈Hc∩H1

})
≤ 1

e limsupk→∞(Λk)
1/k ≥ ρ(T̂ ), com ρ(T̂ ) denotando o raio espectral de T̂ : H∞→H∞.

Demonstração. Primeiro, vamos mostrar que os espaços de funções (Hp,J.Kp) são espaços de
Banach, lembrando que Hp := { f : X → R : J f Kp < ∞}. Para mostrar que Hp é um espaço
vetorial, temos 0 ∈Hp. Além disso,

Jλ f Kp =
√

∑
g∈G

(‖λ f‖g
p)2 =

√
|λ |2 ∑

g∈G
(‖ f‖g

p)2

= |λ |
√

∑
g∈G

(‖ f‖g
p)2 < ∞

com f ∈Hp e λ escalar, e ainda pela desigualdade triangular ‖ f‖g
p,

J f +hKp =
√

∑
g∈G

(‖ f +h‖g
p)2 ≤

√
∑

g∈G
(‖ f‖g

p +‖h‖g
p)2 < ∞

com f ,h ∈Hp. Portanto, Hp é um espaço vetorial.
Além disso, Hp é normado, pois J f Kp = 0 implica ‖‖ f‖g

p‖l2(V ) = 0⇒ ‖ f‖g
p = 0 para

todo g∈V . Como l2(V ) é normado, temos f |Xg = 0 quase todo ponto Lp(µ). Ademais, Jλ f Kp =

|λ |J f Kp e J f +hKp = ‖‖ f +h‖g
p‖l2(V ) ≤ ‖‖ f‖g

p +‖h‖g
p‖l2(V ) ≤ J f Kp + JhKp.

Por fim, Hp é completo. Tome ( fn) uma sequência de Cauchy em Hp, temos que
‖ fn‖g

p converge.
Agora, mostremos que os operadores T̂ k são limitados e existe C≥ 1 tal que JT̂ kK∞≤C.

Seja f ∈H∞ e k∈N, usando a desigualdade de Jensen (ver [27]) e a conformalidade de µ , temos

JT̂ k( f )K2
∞ ≤ ∑

g∈V
‖T̂ k( f )(g)‖2

∞

= ∑
g∈V

∣∣∣∣sup
x∈X

( ∑
v∈W k

Φk ◦ τv(x) f ◦ τv(x,g))
∣∣∣∣2

≤ ∑
g∈V

sup
x∈X

∑
v∈W k

|Φk ◦ τv(x) f ◦ τv(x,g)|2

= ∑
g∈V

sup
x

∑
v∈W k

Φk ◦ τv(x)| f ◦ τv(x,g)|2

≤C · ∑
v∈W k

µ([v])J f K2
∞ =C · J f K2

∞

onde C é dado pela propriedade da medida de Gibbs µ em X . Consequentemente, C é um limite
superior para JT̂ kK∞, independente de k.

Finalmente, veremos que Λk ≤ 1 e limsupk→∞(Λk)
1
k ≥ ρ(T̂ ). Seja f ∈Hc. Segue da
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conformalidade de µ que

JT̂ k( f )K1 ≤ ∑
v∈W k

JΦk ◦ τv. f ◦ τvK1

= ∑
v∈W k

(
∑
g∈V

(
∫
|Φk ◦ τv f ◦ τv(·,g)|dµ)2

) 1
2

= ∑
v∈W k

(
∑
g∈V

µ([v])2 f (x,(κx(g))−1)2
) 1

2

= J f K1,

onde x ∈ X é arbitrário. Portanto, Λk ≤ 1 para todo k ∈ N. Observe que a propriedade de Gibbs
para µ implica que

JT̂ n(1Xo)K1 ≥ ‖T̂ n(1Xo)‖o
1 = ∑

v:κn
v (g)=g

µ([v])� ∑
x:T n(x,o)=(x,o)

Φn(x)≥ Zn
a,o

para todo a ∈ W 1 e o ∈ V denotando a origem do grafo. Portanto, limsupn→∞(Λn)
1
n ≥ ρ(T̂ ).

Sabendo que ePG(θ) = ρ(T̂ ).

Assim, temos que T̂ age continuamente em H∞, e pela fórmula de Gelfand para raio
espectral, temos ρ(T̂ ) ≤ 1 e T̂ : Hc →H1 é contínuo com norma menor ou igual a 1. No
entanto, T̂ (Hc) 6⊂Hc e T̂ não necessariamente age em H1 como um operador limitado. Além
disso, por definição como operador de Transferência, T̂ age em L1(Y,µ) como uma isometria
e, em particular, o raio espectral neste espaço sempre é igual a 1.

Segue o Teorema que relaciona amenidade de G com a ação de T̂ nestes espaços.

2.2 Teorema A

Segue o principal resultado deste capítulo, onde conseguimos uma caracterização de
grafo ameno através de uma extensão por grafo em termos do raio espectral do operador de
Transferência com respeito à extensão.

Teorema 2.7 (TEOREMA A). Suponha que (Y,T ) é uma extensão topologicamente transitiva

com loops uniformes de uma aplicação Gibbs-Markov completa (X ,θ ,µ) e µ uma probabili-

dade invariante. Então, as seguintes afirmações são equivalentes.

i) O grafo G = (V,E) é µ-ameno.

ii) O raio espectral ρ(T̂ ) de T̂ : H∞→H∞ é igual a 1.

iii) Para cada ε > 0, existe um A⊂ V finito tal que
∫
|T̂ (1X×A)−1X×A|dµ ≤ ε · |A|.

iv) Para cada ε > 0, existe um A⊂ V finito tal que JT̂ (1X×A)−1X×AK1 ≤ εJ1X×AK1.
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Demonstração. Na primeira e principal parte da prova, mostraremos que ρ(T̂ ) = 1 implica que
para cada ε > 0, existe um subconjunto finito A ⊂ V tal que

∫
|T̂ (1X×A)− 1X×A|dµ ≤ ε · |A|.

Para isso, mostraremos primeiro, que para cada ε > 0, existe f ∈Hc, J f K1 = 1 e f ≥ 0 tal que
JT̂ ( f )− f K1 < ε . Para provar isso, por contradição, seja J ⊂ W dado pela propriedade de
loops uniformes e suponha que

δ1 := inf
{

JT̂ ( f )− f K1/J f K1 : f ∈Hc, f ≥ 0, f 6= 0
}
> 0. (2.6)

PASSO 1. Começamos com uma aplicação do Lema 2.5, ou seja, construímos um subconjunto
finito W ∗ ⊂W tal que, para f ∈Hc com J f K1 = 1, existe w ∈W ∗ satisfazendo a desigualdade
(2.5) juntamente com o controle de distorção. Para fazer isso, escolha W ∗ ⊂W , J ⊂W ∗ tal
que ∑

w∈W \W ∗
µ([w])≤ δ1/4. Usando T̂ (1) = 1 e a desigualdade triangular, temos

δ1 ≤ JT̂ ( f )− f K1 = J ∑
w∈W

ϕw( fw− f )K1

≤ ∑
w∈W ∗

Jϕw( fw− f )K1 + J ∑
w/∈W ∗

ϕw fwK1 + J ∑
w/∈W ∗

ϕw f K1

≤ ∑
w∈W ∗

µ([w])J( fw− f )K1 +δ1/2.

Assim, existe w ∈W ∗, tal que δ1/2 ≤ J( fw− f )K1 = ‖ f̂w− f̂‖`2(V), onde f̂ : V→ V refere-se
a função dada por f̂ (g) := f (x,g). Note que f̂ está bem definida desde que f ∈Hc. Conse-
quentemente, aplicamos o Lema 2.5, e obtemos a desigualdade (2.5) com respeito a algum δ2

dependendo de δ1. Isto é, para cada f ∈Hc, f ≥ 0, existe w f ∈W ∗ com

J fw f + ∑
u∈J

fuK1 ≤ (1+#J −δ2)J f K1.

Como θ possui ramos completos, nos dá uma estimativa com respeito a W † := W ∗ ∪J e
K := |W †|. Isto é, para f ∈Hc, f ≥ 0, temos

t

∑
u∈W †

fu

|

1

≤ J fw f + ∑
u∈J

fuK1 + J ∑
u∈W †\(J∪{w f })

fuK1 ≤ (K−δ2)J f K1. (2.7)

Para controlar a distorção, note que pela condição da Hölder continuidade do logϕw, existe
m ∈ N tal que, para todo x,y ∈ X , a ∈W m, e w ∈W ∞,

√
1−δ2/K ≤ Φw(τa(x))

Φw(τa(y))
≤
(√

1−δ2/K
)−1

. (2.8)
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Agora fixe a ∈W m e considere o conjunto W ‡ :=
{
(au) ∈W m+1 : u ∈W †}. Por (2.7), seja∥∥∥∥∥ ∑

v∈W ‡

f̂v

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥ ∑
u∈W †

( f̂a)u

∥∥∥∥∥
2

≤ (K−δ2)J f K1. (2.9)

PASSO 2. Deduzimos o decaimento exponencial pontualmente de T̂ m+1( f ) por (2.8) e (2.9).
Para uma dada função f ∈Hc e (k + 1) palavras finitas wi ∈ W ni (i = 0,1, . . . ,k), para i =

0,1, . . . ,k, defina

Wi :=
{
(w0v1w1v2 . . .viwi) : v j ∈W ‡ para j = 1, . . . , i

}
, fi := ∑

w∈Wi

fw.

Usando ‖ f̂‖`2(V) = ‖ f̂ ◦κ−1
w ‖2 e fwv(x,g) = fw(τv(x),κ−1

v (g)), segue indutivamente por (2.9)
que

‖ fk‖`2(V) =

∥∥∥∥∥ ∑
w∈Wk

f̂w

∥∥∥∥∥
`2(V)

=

∥∥∥∥∥∥ ∑
w∈Wk−1,v∈W ‡

f̂wv ◦ κ
−1
wk

∥∥∥∥∥∥
`2(V)

=

∥∥∥∥∥∥ ∑
w∈Wk−1,v∈W ‡

f̂wv

∥∥∥∥∥∥
`2(V)

=

∥∥∥∥∥ ∑
v∈W ‡

( f̂k−1)v

∥∥∥∥∥
`2(V)

≤ (K−δ2)
∥∥ f̂k−1

∥∥
`2(V)

≤ (K−δ2)
kJ f K1. (2.10)

Como W ‡ é finito, α := inf{Φw(x) : w∈W ‡,x∈ X}> 0. Dividindo cada v∈W ‡ em duas pala-
vras v1,v2 de tamanho m+1 e definindo Φm+1(x) :=α para x∈ [v1] e Φm+1(v2x) :=Φm+1(vx)−
α para (v2x) ∈ [v2], podemos e assumimos na próxima etapa que Φw = α para todo w ∈ W ‡.
As estimativas acima em (2.8) e (2.10) implicam que, para l := m+1, δ3 := 1−

√
1−δ2/K e

cada x ∈ X e f ∈Hc com f ≥ 0 e J f K1 < ∞,

∥∥∥T̂ ln( f )(x, ·)
∥∥∥

2
=

∥∥∥∥∥∥ ∑
J⊂{1,...,n}

∑
∀ j/∈J:w j /∈W ‡

∑
∀ j∈J:w j∈W ‡

Φw1...wn(x) f̂w1...wn

∥∥∥∥∥∥
2

≤ ∑
J⊂{1,...,n}
∀ j/∈J:w j /∈W ‡

∥∥∥∥∥∥ ∑
∀ j∈J:w j∈W ‡

Φw1...wn(x) f̂w1...wn

∥∥∥∥∥∥
2

≤ ∑
J⊂{1,...,n}
∀ j/∈J:w j /∈W ‡

(
max

∀ j∈J:w j∈W ‡
Φw1...wn(x)

)∥∥∥∥∥∥ ∑
∀ j∈J:w j∈W ‡

f̂w1...wn

∥∥∥∥∥∥
2

≤ ∑
J⊂{1,...,n}
∀ j/∈J:w j /∈W ‡

(
K max
∀ j∈J:w j∈W ‡

Φw1...wn(x)

)
(1−δ2/K)#JJ f K1

≤ ∑
J⊂{1,...,n}
∀ j/∈J:w j /∈W ‡

∑
∀ j∈J:w j∈W ‡

Φw1...wn(x)(1−δ3)
#JJ f K1
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= ∑
J⊂{1,...,n}

∑
∀ j/∈J:w j /∈W ‡

∀ j∈J:w j∈W ‡

Φw1...wn(x)(1−δ3)
#J ∥∥ f̂

∥∥
2

= ∑
J⊂{1,...,n}

(1−α)n−#J
α

#J(1−δ3)
#JJ f K1 = (1−αδ3)

nJ f K1. (2.11)

Decorre da desigualdade de Jensen, que JT̂ ln( f )K1 ≤ (1−αδ3)
nJ f K1. Como J f K1 = J f K∞ para

f ∈Hc, segue pela fórmula de Gelfand, que ρ(T̂ )≤ (1−αδ3)
1/l < 1, o que é uma contradição.

PASSO 3. Agora fixe ε > 0. Resulta do exposto acima que existe f ∈ J·K1 com J f K1 = 1, f ≥ 0,
e JT̂ ( f )− f K1 ≤ ε . Observe que, como J f K1 < ∞, podemos assumir sem perda de generalidade,
que existe um conjunto finito B⊂V tal que f é suportada em X×B. Isso implica que existe uma
sequência crescente finita de subconjuntos finitos A1 ⊂ A2 ⊂ ·· · ⊂ Ak de V e λ1,λ2, . . . ,λk > 0
tal que f = ∑

k
i=1 λi1X×Ai . Por monotonicidade, temos

(X×Ai \T−1(X×Ai))∩ (T−1(X×A j)\ (X×A j)) = /0,

para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Note que τv(x) ∈ T−1(X ×Ai) para um v ∈ W implica que τw(x) ∈
T−1(X×Ai) para todo w ∈W . Consequentemente, com4 denotando a diferença simétrica,

|T̂ ( f )− f |=
∣∣∣∑iλi

(
1X×Ai(T̂ (1X×Ai−1)+1X×Ac

i
T̂ (1X×Ai)

)∣∣∣
=
∣∣∣∑iλi

(
T̂
(

1(X×Ai)\T−1(X×Ai)

)
− T̂

(
1T−1(X×Ai)\(X×Ai)

))∣∣∣
= ∑iλiT̂

(
1(X×Ai)4T−1(X×Ai)

)
= T̂ (| f − f ◦T |) .

Consequentemente, para cada v ∈ W , temos que µ([v])J fv − f K1 ≤ JT̂ ( f )− f K1 ≤ ε . Em
particular, para cada subconjunto finito W # of W , existe f tal que J fv − f K1 é uniforme-
mente pequeno para v ∈ W # que é um subconjunto finito. Agora escolha W # finito tal que

∑w/∈W # µ([w]) < ε/4, e f como acima com a propriedade adicional que J fv− f K1 ≤ ε/2 para
todo v ∈ W #. Agora, podemos supor que λi são escolhidos de forma que f 2 = ∑

k
i=1 λi1X×Ai .

Pelo mesmo argumento usado em Ai ⊂ Ai+1 como acima, obtemos que

‖ f̂ 2 ◦κ
−1
v − f̂ 2‖`1(V) = ∑

g∈V

∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

λi1κv(Ai)(g)−1Ai(g)

∣∣∣∣∣= ∑
g∈V

n

∑
i=1

λi1κv(Ai)4Ai(g)

=
n

∑
i=1

λi|κv(Ai)4Ai|. (2.12)

Por outro lado, observe que ‖ f 2
1 − f 2

2 ‖1≤‖ f1+ f2‖2 ·‖ f1− f2‖2 é uma simples consequência da
desigualdade de Cauchy-Schwarz, o que implica pela escolha de f que o lado direito de (2.12)
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é menor ou igual que um ε para todo v ∈W #. Então, facilmente temos que

n

∑
i=1

λi ∑
v∈W

µ([v]) |κv(Ai)4Ai| ≤ 2ε.

Agora segue de 1 = J f K2
1 = ∑i λi|Ai| e da existência de A ∈ {A1, . . . ,An} com

∑
v∈W

µ([v]) |κv(A)4A| ≤ 2ε|A|.

A fim de deduzir (iii) para a estimativa, observe que isso segue do exposto acima, que

∑
v

ϕv(x)|1κv(A)(g)−1A(g)|= |T̂ (1X×A)(x,g)−1X×A(x,g)| (2.13)

para todo (x,g) ∈ X ×V. Integrando sobre X ×V, nós obtemos a parte (iii) do teorema, que é∫
|T̂ (1X×A)−1X×A|dµ ≤ ε · |A|.

PASSO 4: (i)⇔ (iii). Vamos mostrar que amenidade e a parte (iii) são equivalentes. A fim de
fazer isso, primeiramente observe que (2.12) e (2.13) implicam que

∫
|T̂ (1X×A)−1X×A|dµ = ∑

v∈W
µ([v]) |κv(A)4A|, (2.14)

e que, por bijeção de κv, temos |A\κv(A)|= |κv(A)\A|. Além disso, observe que e ∈ ∂A se, e
somente se, por definição, s(e) ∈ A e t(e) /∈ A, que equivale a existência de v ∈W tal que, para
g = s(e) ∈ A, t(e) = κv(g) e κv(g) ∈ κv(A)\A. Consequentemente, para ε > 0,

2|∂ εA| ≤ 2 ∑
v:µ([v])>ε

|κv(A)\A|= ∑
v:µ([v])>ε

|κv(A)4A|.

Em particular, a parte (iii) do teorema implica amenidade. A fim de obter a direção contrá-
ria, observe que amenidade com peso permite encontrar ε e A tal que o lado direito de (2.14)
dividido por #A é arbitrariamente pequeno.

PASSO 5: (iii)⇒ (iv). Suponha que
∫
|T̂ (1X×A)− 1X×A|dµ ≤ ε · |A|. Como |T̂ (1X×A)−

1X×A|= T̂ (1(X×A)4T−1(X×A))≤ 1, pela desigualdade de Jensen, temos

εJ1X×A)K2
1 = ε · |A| ≥

∫
|T̂ (1X×A)−1X×A|dµ = ∑

g∈V

∫
Xg

|T̂ (1X×A)−1X×A|dµ

≥ ∑
g∈V

∫
Xg

|T̂ (1X×A)−1X×A|2dµ = JT̂ (1X×A)−1X×AK2
1.

Consequentemente, JT̂ (1X×A)−1X×AK1 ≤
√

εJ1X×A)K1.

PASSO 6: (iv)⇒ (ii). Observe que T̂ n− I = (T̂ n−1 + · · · T̂ + I)(T̂ − I). Por isso, f ∈Hc com
J f K1 = 1 e JT̂ ( f )− f K1 ≤ ε , JT̂ n( f )− f K1 ≤ nε . Em particular, a norma do operador JT̂ nK1 é



26

igual a 1. Além disso, por distorção limitada, segue que para cada f ∈Hc com f ≥ 0 temos
JT̂ ( f )− f K1 � JT̂ ( f )− f K∞ com respeito a constante que é independente de f e n. Finalmente,
como J·K1 e J·K∞ coincidem em Hc, segue da fórmula de Gelfand que ρ(T̂ ) = 1. Isso finaliza a
prova do Teorema 2.7.

Para completar o cenário, um objeto interessante a se analisar são as taxas de decai-
mento exponencial da probabilidade de retorno para um vértice fixado o ∈ V, ao qual iremos
definir e analisar agora. Para isso, para n∈N e x∈X , considere o conjunto κn

x := κθ n−1 ◦· · ·◦κx.
A taxa de decaimento associada, para o vértice o ∈ V, é definida por

R(T,o) := limsup
n→∞

n
√

µ({x ∈ X : κn
x (o) = o}).

Note que, se (Y,T ) é topologicamente transitiva, então R(T,o) é independente do vértice o,
assim, denotaremos simplesmente por R(T ). A fim de relacionar este objeto R(T ) com o raio
espectral ρ(T̂ ), usaremos a noção de simetria fraca.

Definição 2.8. Diremos que uma extensão por grafo (Y,T,µ) é simétrica, se existe (Cn) e (Nn)

tal que lim
n→∞

C1/n
n = 1, lim

n→∞
Nn/n = 0 e, para todo g,h ∈ V,

µ ({x ∈ X : κ
n
x (g) = h})≤Cn

n+Nn

∑
k=n−Nn

µ

({
x ∈ X : κ

k
x (h) = g

})
.

Defina A : H∞→Hc dada por A f (v) :=
∫

f (.,v)dµ e Tn : Hc→Hc definida por Tn :=
AT̂ n. O seguinte Lema e demonstração foi inspirado no trabalho de [17], e essas afirmações nos
ajudarão na prova de resultados auxiliares para o Teorema 3.8.

Lema 2.9. Suponha que (Y,T,µ) é uma extensão por grafo topologicamente transitiva de uma

aplicação Gibbs-Markov (X ,θ ,µ) completa. Então, seguem as seguintes afirmações.

i) ‖Tn‖ ≤ ‖T̂ n‖ ≤C‖Tn‖, n ∈ N

ii) limn→∞ ‖Tn‖1/n = ρ(T̂ )

iii) limsupn→∞〈Tn1Xo,1Xo〉1/n = R(T ) para algum o ∈ V.

Demonstração.

i) Claramente os operadores Tn e A são positivos e limitados com ‖A‖ = 1, então ‖Tn‖ ≤
‖A‖‖T̂ n‖= ‖T̂ n‖ provando a primeira desigualdade. Para provar a segunda desigualdade, mos-
tramos que

‖T̂ n‖= sup{JT̂ n( f )K∞ : f ∈Hc,J f K∞ = 1}.
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Para cada f ∈H∞, existe f̃ ∈Hc, dado por f̃ (x,g) := ‖ f (·,g)‖∞, com (x,g) ∈ X ×V, satisfa-
zendo J f̃ K∞ = J f K∞ e JT̂ n( f )K∞ ≤ JT̂ n( f̃ )K∞. Para provar ‖T̂ n‖ ≤C‖Tn‖, tome f ∈Hc, e pela
propriedade de Gibbs (1.2) para medida µ , existe C ≥ 1 tal que, para cada g ∈ V e w0 ∈ X ,

‖T̂ n( f )(·,g)‖∞ ≤ ∑
w∈W n

(
supΦn ◦ τw f (w0,κw(g)−1)≤C ∑

w∈W n
µ([w]) f (w0,κw(g)−1).

Como a medida µ é conforme, temos µ([w]) =
∫

T̂ n(1[w])dµ , para cada w ∈W n. Assim, obte-
mos

∑
w∈W n

µ([w]) f (w0,κw(g)−1) = ∑
w∈W n

∫
T̂ n(1[w]) f (w0,κw(g)−1)dµ

= ∑
w∈W n

∫
T̂ n(1[w]×V( f ))(·,g)dµ

=
∫

T̂ n( f )(·,g)dµ = ‖T̂ n( f )(·,g)‖1.

Isso prova que JT̂ n( f )(·,g)K∞ ≤CJT̂ n( f )(·,g)K1 ≤CΛ = C‖Tn‖. Pois, ‖Tn‖ = Λn (ver a Defi-
nição de Λn na Proposição 2.6). Portanto, temos provado o item i).

ii) Usando i) e a fórmula de Gelfand para raio espectral (ver [27]), temos

lim
n→∞
‖Tn‖

1
n ≤ lim

n→∞
‖T̂ n‖

1
n ≤C lim

n→∞
‖Tn‖

1
n

e ρ(T̂ n) = limn→∞ ||T̂ n|| 1n . Portanto, ρ(T̂ n) = limn→∞ ‖Tn‖
1
n .

iii) Para cada n ∈ N, f ∈Hc e w0 ∈ X , escrevemos Tn( f ) da seguinte maneira,

Tn( f ) = ∑
g∈V

(
∑

w∈W n
µ([w]) f (w0,κw(g)−1)

)
1Xg

Consequentemente, pela propriedade Gibbs para µ , temos

C−1
∑

w∈W n;κw(o)=o
Φn ≤ 〈Tn(1Xo),1Xo〉 ≤C ∑

w∈W n;κx(o)=o
einfSnϕ|[w].

Segue que R(T ) ≤ limsupn→∞
n
√
〈Tn(1Xo),1Xo〉. Para provar a igualdade, fixe a ∈ W 1. Como

(Y,T ) é topologicamnete transitiva, existe wa ∈ W ∞ tal que κaκwa(o) = o. Como (X ,θ) é
uma aplicação Gibbs-Markov completa e T é extensão topologicamente transitiva, existe um
conjunto finito F ⊂ κ−1(o)∩W ∞ tal que ∀i, j ∈ W 1 existe γ ∈ F com iγ j ∈ W ∞. Considere
o conjunto l := maxγ∈F |γ|. Para cada n ∈ N e w ∈ W n, existe γ1,γ2,γ3 ∈ F tal que v(w) :=
aγ1waγ2wγ3a ∈W ∞. Isso define uma aplicação

H : {w ∈W n : κw(o) = o}→ {v ∈W k : n≤ k≤ n+3l+ |wa|+1,κv(o) = o,v1 = a,va ∈W ∞}
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que é no máximo (3l + |wa|)−injetiva, para cada n ∈ N. Tomando

M := e− infϕ|[a]e− infS||wa|ϕ|[wa] max
γ∈F

e−3infS||γ|ϕ|[γ]

obtemos que, para cada n ∈ N,

∑
w∈W n:κw(o)=o

einfSnϕ|[w] ≤M(3l−|wa|)
n+3l+|wa|+1

∑
k=n

∑
v∈W k:κv(o)=o,v1=a,va∈W ∞

Φk,

que nos dá limsupn→∞〈Tn(1Xo),1Xo〉1/n ≤ R(T ), como queríamos.

Agora, veremos um resultado que relaciona o raio espectral do operador de Transfe-
rência da extensão T com a taxa de decaimento da probabilidade de retorno a um vértice fixado.
Além disso, conseguimos uma igualdade desses objetos se a extensão for simétrica.

Proposição 2.10. Para uma extensão por grafo topologicamente transitiva T de uma aplicação

Gibbs-Markov (X ,θ ,µ) completa, temos que R(T )≤ ρ(T̂ )≤ 1. Se (Y,T,µ) for simétrica então

ρ(T̂ ) = R(T ).

Demonstração. A primeira afirmação da proposição, segue do Lema 2.9, com as afirmações
(iii), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e depois com (ii), temos

R(T ) = limsup
n→∞

〈Tn1Xo,1Xo〉1/n ≤ limsup
n→∞

||Tn||
1
n = ρ(T̂ )≤ 1.

Agora, suponha que a extensão por grafo (Y,T,µ) é simétrica e denote por T ∗n o operador
adjunto de Tn. Novamente, pelo Lema 2.9 afirmação (ii), temos

ρ(T̂ ) = lim ||Tn||1/n = lim ||T ∗n Tn||1/(2n).

Como T ∗n Tn é um operador autoadjunto no espaço de Hilbert Hc, sabemos que para cada n ∈N,
temos

||T ∗n Tn||= limsup
k→∞

〈(T ∗n Tn)
k1Xo,1Xo〉1/k. (2.15)

Como o pontencial ϕ é Hölder contínuo, concluímos que para todo f1, f2 ∈Hc e n,m ∈ N,

〈TnTm( f1), f2〉 � 〈Tn+m( f1), f2〉. (2.16)

Além disso, pela hipótese de simetria, temos

〈Tn( f1), f2〉 ≤Cn〈
n−k

∑
k=n−Nn

T ∗k ( f1), f2〉.
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Combinando (2.15) e (2.16) e ||T ∗n Tn|| = ||Tn||2, por (iii) do Lema 2.9, podemos concluir que
ρ(T̂ ) = R(T ).

Estas estimativas nos ajudarão na demonstração do principal resultado do próximo
capítulo.



Capítulo 3

Extensão por grafo de aplicações de
Markov com estrutura de Gibbs-Markov
embutida e amenidade

Nesta seção, mostraremos um resultado que caracteriza amenidade do grafo através da
extensão por grafo de uma aplicação de Markov que possui uma estrutura de Gibbs-Markov
embutida, analisando a aplicação induzida e original quanto ao seus raios espectrais e as taxas
de decaimento da probabilidade de retorno a um vértice fixado.

3.1 Aplicação de Gibbs-Markov embutida

Uma aplicação de Gibbs-Markov completa, como dito anteriormente, satisfaz a pro-
priedade de Hölder continuidade. No entanto, poucas aplicações Gibbs-Markov têm essa pro-
priedade, embora em muitos casos, exista uma aplicação Gibbs-Markov embutida. Vejamos a
definição a seguir.

Definição 3.1. Diremos que (X ,θ ,µ,α) é uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-

Markov embutida sobre Ω⊂ X, se existe β ⊂W ∞ e η : β → N tal que

i) Ω é uma união finita de elementos de α e o conjunto {[u] : u ∈ β} é uma partição de Ω

modµ ,

ii) o sistema fibrado de Markov (Ω,σ ,ν ,β ) definido por σ(x) := θ η(x)(x) para todo x ∈ [u]

e u ∈ β é uma aplicação Gibbs-Markov completa, onde ν := (µ(Ω))−1µ|Ω.

Observe que esta definição técnica é vantajosa, uma vez que esta classe contém muitos
sistemas dinâmicos que admitem algum tipo de construção de torre, de tal forma que satisfaz
a condição (ii). As construções de torre que temos em mente são classes de aplicações dadas
por aplicações de primeiro retorno, transformações jump que são as torre de Young [36], e a
construção de Pinheiro com medidas expansoras (ver [25]).

30



31

Um exemplo de uma aplicação de Markov que tem uma estrutura de Gibbs-Markov
embutida, é aplicação clássica Manneville-Pomeau, definida por

f : [0,1]→ [0,1], x 7→

x(1+2axa) : x ∈ [0,1/2)

2x−1 : x ∈ [1/2,1]

for 0 < a < 1.
Como estamos interessados em substituir a aplicação Gibbs-Markov completa pela

aplicação de Markov que possui a estrutura de Gibbs-Markov embutida, iniciamos mostrando as
relações existentes entre a taxa de decaimento, o raio espectral e a amenidade de uma extensão
por grafo de uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida.

Observe que, considerando uma extensão por grafo T com uma estrutura de Gibbs-
Markov embutida σ : Ω→ Ω como na definição 3.1, podemos fazer a construção da extensão
por grafo associada a essa aplicação σ , que será S : Ω×V→Ω×V, com S(x,g) = T η(x)(x,g),
ou seja, S(x,g) = (θ η(x)(x), κ̂x(g)), com κ̂x(g) = κ

η(x)
x (g), cuja a base é uma aplicação de

Gibbs-Markov completa. A extensão por grafo correspondente está relacionada da seguinte
forma.

and that, by bijectivity of ∑v , #(A \∑v (A)) = #(∑v (A) \ A). Furthermore, observe that e 2 @A if
and only if, by definition s(e) 2 A and t (e) › A, which is equivalent to the existence of v 2 W

such that, for g = s(e) 2 A, t (e) = ∑v (g ) and ∑v (g ) 2 ∑v (A) \ A. Hence, for ≤> 0,

2#@≤A ∑ 2
X

v :µ([v])>≤
#(∑v (A) \ A) =

X

v :µ([v])>≤
#(∑v (A)4A).

In particular, part (iii) of the theorem implies amenability. In order to obtain the reverse
direction, observe that weighted amenability allows to find ≤ and A such that the right hand
side of (15) divided by #A is arbitrary small.

STEP 5: (III) ) (IV ). Suppose that
R | bT (1X£A)° 1X£A|dµ ∑ ≤ · #(A). As | bT (1X£A)° 1X£A| =

bT (1(X£A)4T °1(X£A)) ∑ 1, we have

≤Ç1X£A)É2
1 = ≤ ·#(A) ∏

Z
| bT (1X£A)°1X£A|dµ=

X
g2V

Z

Xg

| bT (1X£A)°1X£A|dµ

∏
Z

Xg

| bT (1X£A)°1X£A|2dµ= Ç bT (1X£A)°1X£AÉ2
1.

Hence, Ç bT (1X£A)°1X£AÉ1 ∑
p
≤Ç1X£A)É1.

STEP 6: (IV ) ) (II). Note that bT n ° I = ( bT ° I)( bT n°1 + ·· · bT + I). Hence, f 2Hc with Ç f É1 = 1
and Ç bT ( f )° f É1 ∑ ≤, Ç bT n( f )° f É1 ∑ n≤. In particular, the operator norm Ç bT nÉ1 is equal to 1.
Furthermore, by bounded distortion, it follows for each f 2Hc with f ∏ 0 that Ç bT ( f )° f É1 ≥
Ç bT ( f )° f É1 with respect to a constant which is independent from f and n. Finally, as Ç·É1 and
Ç·É1 coincide on Hc , it follows from Gelfond’s formula that Ω( bT ) = 1. This finishes the proof
of Theorem 3.4.

4 Lifting return rates and the spectral radius

In this, we study the pressure, spectral radius and amenability of the induced and the un-
derlying dynamical systems. Recall that, for a graph extension T with an embedded Gibbs-
Markov structure æ :≠!≠ as in definition 2.3, S :≠£V !≠£V, S(x, g ) = T ¥(x)(x, g ) denotes
the associated group extension whose base is a Gibbs-Markov map with full branches. The
corresponding graph extensions are relates as follows, where the dashed arrows stands for a
tower construction. In particular, the corresponding parts of the diagram do not necessarily
commute with respect to inclusion.

X £V X £V

X X

≠ ≠

≠£V ≠£V

T

µ

æ

S

10
Aqui, as setas tracejadas representam uma construção de torre e, portanto as partes

correspondentes do diagrama não necessariamente comutam com respeito a inclusão.
Vamos começar comparando a taxa de decaimento da probabilidade de retorno das ex-

tensões S e T para um vértice fixado o ∈ V. Para isso, utilizaremos a notação que introduzimos
na seção anterior. Para n ∈ N e x ∈ X , temos o conjunto κn

x := κθ n−1 ◦ · · · ◦κx. Além disso, para
x ∈ Ω, defina ηn := ∑

n−1
j=0 η(σ j(x)) e κ̂n

x := κ
ηn(x)
x . Note que com estas definições, T n(x,g) e

Sn(x,g) podem ser escritas como (θ n(x),κn
x (g)) e (σn(x), κ̂n

x (g)) respectivamente. As taxas de
decaimento associadas são definidas por

R(T ) := limsup
n→∞

n
√

µ({x ∈ X : κn
x (o) = o}),

RΩ(T ) := limsup
n→∞

n
√

µ({x ∈Ω∩θ−n(Ω) : κn
x (o) = o}),

R(S) := limsup
n→∞

n
√

ν({x ∈Ω : κ̂n
x (o) = o}).
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Observe que o logaritmo dessas taxas coincidem com a pressão de Gurevič de T e S,
ou seja, logR(T ) = PG(T ). Para relacionar essas quantidades, temos que impor condições sobre
a distorção da medida e o tempo de retorno η .

Definição 3.2. Dizemos que a aplicação de Markov (X ,θ ,µ,α) com estrutura de Gibbs-Markov

embutida é adequada se satisfaz as seguintes condições

(i) existe uma sequência (Cn) tal que lim
n→∞

n−1Cn = 0 e

| logϕw(x)− logϕw(y)| ≤Cndσ (x,y),

para todo [w] ∈ αn e a ∈ α com x,y ∈ [a] tal que [wa] 6= /0 e [w], [a] ⊂ Ω (em particular,

θ n([wa]) = [a]⊂Ω). Aqui, dσ indica a métrica com respeito a (Ω,σ).

(ii) existe uma função finita η∗ : Ω→N tais que, para quase todo x ∈Ω e l = 0, · · · ,η(x)−1
com θ l(x) ∈Ω, temos que η(x)− l ≤ η∗(θ l(x)).

Observação 3.3. Estas condições técnicas são motivadas por sistemas dinâmicos que admitem

uma construção de torre com partição de Markov, e o significado de um sistema Gibbs-Markov

embutido adequado se torna visível na Proposição 3.5, onde o decaimento da probabilidade

de retorno das extensões por grafo da aplicação original e do sistema embutido são compara-

dos. Além disso, vale a pena ressaltar que a primeira condição (i) acima está relacionada e é

motivada pelas noções de medidas fracamente Gibbs e variação média (vista no Capítulo 1).

Para ficar mais clara a definição acima, veja o seguinte exemplo. Se a aplicação σ tem
o primeiro retorno a um cilindro, então (i) na definição segue da propriedade Gibbs-Markov
de σ , e a condição (ii) sempre vale para η∗ = η , pois η(x) = l +η(θ l(x)) para os tempos
de primeiro retorno. Em particular, se η é de primeiro retorno, então a aplicação embutida
automaticamente será adequada. No contexto de tempos hiperbólicos e tempos zooming como
definido no capítulo posterior (definição do trabalho de [25]), a primeira condição pode não ser
sempre satisfeita , mas a segunda condição se mantém como acima para η∗= η pela construção
de tempos hiperbólicos e tempos zooming através de conjuntos encaixados.

No entanto, as vezes é vantajoso considerar situações onde η∗≥ η como, por exemplo,
na prova do Teorema 3.8 ou considerar um tempo de salto constante, isto é, σ = θ n para algum
n ∈ N. Para concluir, vale observar que (ii) é uma condição leve e técnica, mesmo que a
propriedade nem sempre seja válida. Por exemplo, se

X = Ω = {0,1}N,β := {[0n1w] : n ∈ N∪{0},w ∈W n},

onde 0n é a palavra (00 · · ·0) de tamanho n, então β é a partição de Ω mod (1/2,1/2)-
Bernoulli em X e η |[0n1w] := 2n + 1 define uma aplicação Gibbs-Markov embutida em Ω.
Por construção, para qualquer x ∈ [0n1], temos η(x)− (n + 1) = n. Por outro lado, como
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θ n+1([0n1]) = Ω, a única função η∗ com η(x)− (n+ 1) ≤ η∗(θ n+1(x)) é a função constante
η∗ = ∞.

Para relacionarmos as taxas de decaimento, introduzimos a seguinte condição que in-
depende de κ , dependendo somente da estrutura de Gibbs-Markov embutida.

Definição 3.4. A estrutura de Gibbs-Markov embutida possui cauda exponencial se

limsup
n→∞

n
√

µ(x ∈Ω : η(x) = n)< 1.

Agora, veremos um resultado muito útil na demonstração do teorema principal desse
capítulo. A proposição seguinte, relaciona as taxas de decaimento das extensões da aplicação de
Markov que possui estrutura de Gibbs-Markov embutida e extensão da aplicação Gibbs-Markov
embutida.

Proposição 3.5. Seja θ uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida

σ , e extensões por grafo associadas T e S, respectivamente. Então, R(S) ≤ RΩ(T ) ≤ R(T ).

Se, adicionalmente, (Ω,σ ,β ) é uma aplicação Gibbs-Markov embutida adequada com cauda

exponencial, então RΩ(T ) = 1 implica em R(S) = 1.

Demonstração. Como σ é uma aplicação Gibbs-Markov completa, existe uma medida de pro-
babilidade m em Ω tal que é σ -invariante com 1/C < dm/dν <C para algum C > 0 (ver [2]).
Claramente, como R(S)≤ R(σ) = 1, temos que R(S)≤ 1. Considere An := {x ∈ X : κn

x (o) = o}
e Ân := {x ∈Ω : κ̂n

x (o)) = o}. Isso dá origem a seguinte estimativa para o raio de convergência
s≥ 1.

∞

∑
k=1

sk
µ(Ak)≥

∞

∑
k=1

sk
µ({x ∈Ω : κ

k
x (o) = o, θ

k(x) ∈Ω})

�
∞

∑
k=1

sk
ν({x ∈Ω : κ

k
x (o) = o, θ

k(x) ∈Ω})

(∗)
≥

∞

∑
k=1

k

∑
l=1

sk
ν({x ∈Ω : ηl(x) = k, κ̂ l

x(o)) = o})

=
∞

∑
l=1

∫
Âl

sηl(x)dν ≥
∞

∑
l=1

sl
ν(Âl)

Consequentemente, o raio de convergência 1/R(S) da última série é maior ou igual ao raio de
convergência 1/(RΩ(T )) da segunda série que por si só é maior ou igual ao raio de conver-
gência 1/(RT ) da primeira série. Isso prova a primeira afirmação. Para a última afirmação,
consideremos dois casos distintos.

PASSO 1. Assuma a aplicação Gibbs-Markov embutida adequada. Vamos mostrar que as séries
de ambos os lados de (∗) tem o mesmo raio de convergência. Defina

ξn(x) := min({ηk(x)≥ n : k = 1,2,3, . . .}) ,
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ou seja, ξn(x) é o tempo do próximo retorno após o tempo n para Ω com respeito a σ . Considere
η† dada pela Definição 3.2. Como Ω é uma união finita de elementos de α , existe K tal que
ν
({

x ∈ [a] : η†(x)≤ K
})
≥ ν

({
x ∈ [a] : η†(x)> K

})
para todo a∈α e [a]⊂Ω. Com ∗ válido

para w ∈
{

v ∈W n+1 : κn
x (o)) = o,x ∈ [v],θ n([v])⊂Ω

}
,

(∗∗) := ν ({x ∈Ω : κ
n
x (o)) = o,θ n(x) ∈Ω}) = ∑

∗
ν([w])

= ∑
∗

(
ν

({
x ∈ [w] : η

†(θ n(x))≤ K
})

+ν

({
x ∈ [w] : η

†(θ n(x))> K
}))

≤∑
∗

sup
y∈θ n([w])

ϕw(y)
(

ν

({
y ∈ θ

n([w]) : η
†(y)≤ K

})
+ν

({
y ∈ θ

n([w]) : η
†(y)> K

}))
≤ 2∑

∗
sup

y∈θ n([w])
ϕw(y)ν

({
x ∈ θ

n([w]) : η
†(y)≤ K

})
.

Além disso, mais uma vez, usando que Ω é uma união finita de elementos de α , existe B ⊂ V
finito tal que, para todo [a] ∈ α , [a]⊂Ω,

ν

({
x ∈ [a] : η

†(x)≤ K,κk
x (o) ∈ B ∀1≤ k ≤ K

})
≥ ν

({
x ∈ [a] : η

†(x)≤ K, ∃1≤ k ≤ K tal que κ
k
x (o)) /∈ B

})
.

Ademais, segue da definição de adequada parte (ii), que para v∈W ∞ com [v]⊂Ω e θ |v|−1([v])⊂
Ω, temos ϕv(x)/ϕv(y)≤ expCn para todo x,y∈ θ |v|−1([v]). Por isso, como ξn(x)−n≤η†(θ n(x))

(ver condição (ii) de embutida adequada na Definição 3.2) que

(∗∗)≤ 4∑
∗

sup
x∈θ n([w])

ϕ(x)ν

({
x ∈ θ

n([w]) : η
†(x)≤ K,κk

x (o)) ∈ B ∀1≤ k ≤ K
})

≤ 4eCnν

({
x ∈Ω : ξn(x)−n≤ K,κ

ξn(x)
x (o) ∈ B

})
.

Consequentemente, como B e K são independentes de n, obtemos para s≤ 1 que

∞

∑
n=1

sn
µ({x ∈Ω : κ

n
x (o)) = o, θ

n(x) ∈Ω})

≤4
∞

∑
n=1

sneCnν

({
x ∈Ω : ξn(x)−n≤ K,κ

ξn(x)
x (o) ∈ B

})
≤4Ks−K

∞

∑
k=1

skeCkν

({
x ∈Ω : ∃l tal que ηl(x) = k, κ̂ l

x(o) ∈ B
})

.

Pela fórmula de Hadamard, o raio de convergência do lado direito não depende do fator eCk com
limk(expCk)

1/k = 1. Além disso, como θ é topologicamente transitiva e novamente usando o
decaimento de Ck/k, podemos substituir o conjunto finito B com {o} sem alterar o raio de
convergência.

PASSO 2. Agora, assuma que a aplicação embutida tem cauda exponencial. Então,
∫

sηdν < ∞
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para s ∈ [1,1+ ε], com ε suficientemente pequeno. Aplicando a versão de Sarig em [28], do
Teorema de Ruelle, ao potencial

fs(x) := log
dν

dν ◦σ
(x)+η(x) logs,

segue que
∫

sη

l dν � λ l
s , onde λs = liml→∞(

∫
sηl dν)1/l . Vamos mostrar que s 7→ λs é contínua.

De fato, pela desigualdade de Hölder, temos t ∈ [0,1] e a,b com λea,λeb < ∞ que

logλeta+(1−t)b = lim
l→∞

1
l

log
∫

e(ta+(1−t)b)ηl dν ≤ lim
l→∞

1
l

log

((∫
eaηl dν

)t

·
(∫

ebηl dν

)1−t
)

= t logλea +(1− t) logλeb.

Isso mostra que s 7→ logλs é convexa, e portanto, contínua.
Agora, assuma que RΩ(T ) = 1 e R(S)< 1. Então existe t < 1 tal que ν(Âl)� t l para

todo l. Assim sendo, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que

∫
Âl

sηl(x)dν ≤
√

ν(Âl) ·
∫

s2ηl dν � t l/2
λ

l/2
s2

Como λ1 = 1, segue da continuidade, que para s > 1 suficientemente perto de 1, tλs2 < 1. Para
esta escolha de s, temos portanto, que

∞

∑
l=1

∫
Âl

sηl(x)dν �
∞

∑
l=1

(tλs2)l/2 < ∞,

que é uma contradição para RΩ(T ) = 1.

Agora, vamos relacionar µ-amenidade com ν-amenidade. Como um primeiro resul-
tado nesta direção, segue da Proposição 1.20 que, se µ é uma medida finita e o grafo G é
µ-ameno, então existe uma sequência κ-Følner. Como uma sequência κ-Følner também é uma
sequência κ̂-Følner, utilizando o mesmo resultado, pois é uma equivalência, temos que o grafo
G é ν-ameno. Acabamos de obter que, se o grafo G é µ-ameno, então o grafo G é ν-ameno.
Para a outra direção, precisamos da seguinte definição.

Definição 3.6. Dizemos que κ̂ é uma cobertura finita de κ , se existe um conjunto finito K ⊂
Ŵ ∞ tal que, para todo v ∈W 1 e g ∈ V, existe w ∈K tal que κv(g) = κ̂w(g).

Esta definição nos diz que κ̂ é compatível com κ , ou seja, consideraremos que para
cada aresta na "extensão", temos associada uma aresta na "base".

Proposição 3.7. Se κ̂ é cobertura finita de κ , então cada sequência κ̂-Følner é uma sequên-

cia κ-Følner. Adicionalmente, se (Y,T ) é uma extensão topologicamente transitiva, então ν-

amenidade implica em µ-amenidade.
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Demonstração. Pela definição acima, se κ̂ é uma cobertura finita de κ , então existe K ⊂ Ŵ ∞

tal que, para todo v ∈W 1 e g ∈ V, existe w ∈K tal que κv(g) = κ̂w(g). Concluimos, que para
cada sequência κ̂-Følner, vamos ter que esta sequência é também κ-Følner. Se (Y,T ) é uma
extensão topologicamente transitiva e o grafo G é ν-ameno, pela Proposição 1.20 existe uma
sequência κ̂-Følner, e como κ̂ é uma cobertura finita de κ , temos

|∂ εKn|
|Kn|

=
|{κv(g) : ∃g ∈ V,v ∈W 1 com µ([v])> ε}|

|Kn|

=
|{κ̂w(g) : ∃g ∈ V,w ∈K com ν([w])> ε}|

|Kn|

≤ ∑
w∈K :ν([w])>ε

|κ̂w(Kn)\Kn|
|Kn|

n→∞−−−→ 0

Portanto, o grafo G é µ-ameno.

3.2 Teorema B

Enunciaremos o principal resultado do capítulo, uma caracterização sobre amenidade
de grafos através da extensão por grafo de uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-
Markov embutida. Os resultados acima estão resumidos no diagrama a seguir, o qual nos auxilia
na demonstração do teorema.

Teorema 3.8 (TEOREMA B). Suponha que (Y,T,κ) é uma extensão por grafo de (X ,θ ,µ,α)

aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida (Ω,σ). Considere a extensão

por grafo (Ω×V,S) da aplicação induzida, topologicamente transitiva com a propriedade de

loops uniformes. Então, seguem as seguintes afirmações.

(i) Se o grafo G é µ-ameno e (Ω×V,S,ν) é simétrica, então RΩ(T ) = 1.

(ii) Se κ̂ é uma cobertura finita de κ e a aplicação Gibbs-Markov embutida é adequada com

cauda exponencial. Então RΩ(T ) = 1 implica que o grafo G é µ-ameno.

Demonstração.
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(i) Suponha que o grafo G é µ-ameno. Pela Proposição 1.20 temos que existe uma sequência
κ-Følner, e como uma sequência κ-Følner é também uma sequência κ̂-Følner, usando a
mesma Proposição 1.20, obtemos que o grafo G é ν-ameno. Pelo Teorema 2.7, com as
equivalências para uma aplicação Gibbs-Markov completa, associamos uma extensão por
grafo para aplicação embutida e obtemos que se G é ν-ameno, então ρ(Ŝ) = 1.

Agora, usando a hipótese de simetria, com a Proposição 2.10 obtemos que R(S) = 1.
Para finalizar, pela Proposição 3.5 sempre temos que R(S) ≤ RΩ(T ), como R(S) = 1,
então RΩ(T ) ≥ 1. Por outro lado, temos sempre RΩ(T ) < 1, e então concluimos que
RΩ(T ) = 1.

(ii) Suponha que a aplicação Gibbs-Markov embutida seja adequada com cauda exponencial,
então pela Proposição 3.5 temos que RΩ(T ) = 1 implica em R(S) = 1. Como S é topo-
logicamente transitiva, usando o Lema 2.9 temos que R(S) = ρ(Ŝ) para algum o ∈ V.
Portanto, se R(S) = 1 temos ρ(Ŝ) = 1. Pelo Teorema 2.7 usando as equivalências (i) e
(ii), ρ(Ŝ) = 1 implica que o grafo G é ν-ameno. Por fim, usando a hipótese que κ̂ é
uma cobertura finita de κ e a Proposição 3.7, obtemos que o grafo G é µ-ameno, como
queríamos.



Capítulo 4

Extensão por grafo de aplicações
não-uniformemente expansoras

Neste capítulo, discutiremos novamente o resultado que apresenta um critério sobre
amenidade de grafos em termos do decaimento exponencial da probabilidade de retorno a um
vértice fixado. A diferença aqui é que faremos uma extensão por grafo de uma aplicação não-
uniformemente expansora. Essa aplicação será associada a uma medida zooming (conceito
apresentado por Pinheiro em [25]), dessa forma, introduziremos a noção de tempos κ-zooming
e ao fim, demonstraremos o teorema.

4.1 Partições de Markov e Medida κ-zooming

Desde o final da década de 1960, as partições de Markov foram uma das principais
ferramentas para a análise qualitativa no caso de sistemas uniformemente hiperbólicos ou até
mesmo sistemas uniformemente expansores. Para dinâmicas uniformemente hiperbólicas, a in-
trodução sistemática dessas partições foi devida a Sinai, Ruelle e Bowen ([32],[30],[31],[6]), e
se tornou uma ferramenta técnica chave na teoria ergódica de sistemas uniformemente hiper-
bólicos ou expansores. Sinai, Ruelle e Bowen usaram partições de Markov para associar estes
sistemas com dinâmicas simbólicas, provar a existência e unicidade de estados de equilíbrio, e
muitas outras propriedades na vizinhança de qualquer conjunto transitivo hiperbólico.

A estrutura aqui apresentada é mais geral, pois ela pode ser aplicada não apenas em
dinâmicas uniformemente hiperbólicas, mas também em sistemas não-uniformemente expan-
sores, mesmo aqueles que admitam uma região crítica ou singular. Em geral, nesses casos não
se pode esperar a existência de uma partição de Markov finita clássica. Entretanto, inspirado
no trabalho de Pinheiro [25], iremos obter a existência de uma partição bastante similar, que é
chamada de partição de Markov induzida.

Sabemos que as dinâmicas expansoras (uniformemente ou não) sempre admitem itera-
dos onde se observa contração para o passado. De maneira um pouco mais explícita (mas não

38
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formal), se x e y são pontos (próximos) num espaço métrico compacto X e f : X → X é uma
aplicação expansora (possivelmente não uniforme), existem infinitos números naturais n ∈ N
tais que a distância entre f n(x) e f n(y) é maior que a distância entre x e y multiplicado a um
σ > 1 (e também é maior que a distância entre f j(x) e f j(y), para todo 0 ≤ j < n). No caso
uniformemente expansor, obviamente, esse comportamento ocorre para todos os iterados de x

e y. Além disso, a existência desse fenômeno é possível mesmo quando a dinâmica f admite
algum subconjunto de pontos críticos ou singulares (para isso ocorrer, é preciso supor que os
iterados de x e y não ficam muito próximos da região crítica). É nesse aspecto que consiste o
grau de generalidade maior do contexto que vamos abordar. Lidaremos com um caso mais abs-
trato, onde apenas iremos supor que o sistema dinâmico admite o fenômeno de contração para
o passado informalmente descrito acima. Portanto, estaremos incluindo aqui tanto o caso uni-
formemente expansor como o não-uniformemente expansor (mesmo admitindo regiões críticas
ou singulares).

Utilizaremos aqui a noção de tempos zooming. Essa noção introduzida por [25] gene-
raliza e nos fornece aspectos geométricos de tempos hiperbólicos.

Considere f : X→ X uma aplicação mensurável definida em um espaço métrico, sepa-
rável, conexo e compacto. Definiremos uma contração zooming da seguinte maneira.

Definição 4.1 (Contração zooming). Uma sequência λ = {λn}1≤n∈N de funções λn : [0,+∞)→
[0,+∞) é chamada de contração zooming se satisfaz as seguintes condições.

a) λn(r)< r, ∀n≥ 1;

b) λn(r)≤ λn(r̃), ∀0≤ r ≤ r̃ e ∀n≥ 1;

c) λn ◦λm(r)≤ λn+m(r), ∀r > 0e ∀n,m≥ 1;

d) sup
0≤r≤1

(
∞

∑
n=1

λn(r)

)
< ∞.

Exemplo 4.2. Uma contração exponencial com taxa λn(r) = σnr com 0 < σ < 1 e uma con-

tração polinomial λn(r) = n−ar com a > 1 correspondem a contrações zooming.

Seja λ = {λn}n uma contração zooming e δ > 0 uma constante positiva. Estaremos
assumindo que o sistema dinâmico f admite uma medida, tal que chamaremos de medida zoo-

ming. Definiremos medida zooming e uma medida κ-zooming a seguir.

Definição 4.3 (Medida zooming). Seja (X , f ,µ) com f : X → X não-singular ( f∗µ � µ ),

dizemos que

1. A medida µ é fracamente zooming se para quase todo ponto, existe infinitos tempos zoo-

ming, ou seja, dado tempo n∈N, existe Vn(x) vizinhança de x tal que satisfaz as seguintes

condições



40

i) f n : Vn(x)→ Bδ ( f n(x)) é um homeomorfismo;

ii) d( f k(y), f k(z))≤ λn−k(d( f n(y), f n(z))) para y,z ∈ f k(Vn(x)) e todo 0≤ k ≤ n.

2. A medida µ é zooming se é fracamente zooming e possui frequência positiva, ou seja,

limsup
1
n

#{1≤ k ≤ n;x ∈ Zk(λ ,δ , f )}> 0,

para µ quase todo x ∈ X, onde denotamos Zn(λ ,δ , f ) o conjunto dos pontos de X tal que

n é um (λ ,δ )-tempo zooming.

3. A medida µ tem distorção limitada se ∃C > 0 tal que, ∀n ∈ N e µ-quase todo x ∈
Zn(λ ,δ , f ), o Jacobiano de f n com respeito a µ , Jµ f n, está bem definido em Vn(x) e∣∣∣∣log

Jµ f n(y)
Jµ f n(z)

∣∣∣∣≤Cd( f n(y), f n(z))

para µ- quase todo y e z ∈Vn(x).

4. A medida µ tem distorção limitada fraca se ∃Ck > 0 tal que lim
k→∞

1
k

Ck = 0 e µ-quase todo

ponto x ∈ Zn(λ ,δ , f ) com k ≤ n, o Jacobiano de f k com respeito a µ , Jµ f k, está bem

definido em Vk(x) e ∣∣∣∣∣log
Jµ f k(y)
Jµ f k(z)

∣∣∣∣∣≤Ck

para µ- quase todo y e z ∈Vk(x).

Dizemos que um conjunto positivamente invariante Ω⊂X é zooming, se possui frequên-
cia positiva de tempos zooming para todo x ∈Ω.

Para definir uma extensão por grafo de uma aplicação f , precisamos da aplicação co-
ciclo κ (definida como antes), dessa forma, é natural definir uma medida κ-zooming.

Definição 4.4 (µ κ-zooming). Dizemos que a medida µ é κ-zooming se a medida é zooming e

para µ-qtp x, existe n e Vn(x) tal que

a) n é tempo zooming em Vn(x);

b) κ| f k(Vn(x)) é constante, para k = 0,1, · · · ,n−1.

Dizemos que um conjunto positivamente invariante Ω ⊂ X é κ-zooming, se possui
frequência positiva de tempos κ-zooming para todo x ∈Ω.

Suponha que temos uma aplicação f agindo num espaço métrico X associado a uma
medida de referência µ . De maneira geral, ocorre que a medida de referência não é invariante
com respeito a f . Surge então a necessidade de obtermos uma medida invariante com res-
peito à dinâmica mas que também tenha uma boa relação com a medida de referência original.
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Inspirado no trabalho de Pinheiro [25], a ferramenta utilizada é a construção de uma partição
induzida de Markov.

Lembrando que uma partição de Markov para uma aplicação F : Ω→Ω, é uma cober-
tura finita β = {a1, · · · ,as} de Ω satisfazendo

1. int(ai)∩ int(a j) = /0 se i 6= j;

2. se F(a j)∩ int(ai) 6= /0 então F(a j)⊃ (ai).

Pelo Capítulo 1, na Definição 1.12 observe que α é uma partição de Markov. Aqui, ve-
remos um conceito mais geral, pois como nem sempre podemos obter uma partição de Markov
clássica, usaremos uma partição bastante similar, chamada partição de Markov induzida (ver
trabalho [25]), para construir uma Partição de Markov para aplicação f . Para garantir a exis-
tência de uma aplicação de Markov induzida associada a uma medida zooming recorreremos
à noção de conjunto encaixado, cuja definição de conjunto encaixado é que duas pré-imagens
desse conjunto (pré-imagens por f n, para algum n ∈ N arbitrário) não podem lincar (seção 2,
[25]). Além disso, a principal propriedade de conjuntos encaixados diz que, se temos V um
conjunto encaixado e I1 e I2 são pré-imagens de V , então I1 e I2 não são lincados. Ademais, se
I1∩ I2 6= /0, então |I1| 6= |I2| e, se I1 $ I2 com |I1|< |I2|, então V contém uma pré-imagens de si
mesma com ordem maior que 0, f |I2|−|I1|(V )⊂V . Referimos |I| como a ordem de I.

Definição 4.5 (Partição de Markov Induzida). Seja F : Ω→ Ω uma aplicação mensurável de-

finida num conjunto boreliano Ω de um espaço métrico, compacto, separável X. Uma coleção

enumerável β = {a1,a2,a3, · · ·} de subconjuntos borelianos de Ω é chamada de partição de

Markov induzida se

1. int(ai)∩ int(a j) = /0 se i 6= j;

2. para cada ai ∈ β existe um ηi ≥ 1 tal que

• se ` < ηi e int(F`(ai))∩ int(a j) 6= /0 então int(F`(ai)) ⊂ int(a j) ou int(F`(ai)) ⊃
int(a j)

• se Fηi(ai)∩ int(a j) 6= /0 então Fηi(ai)⊃ int(a j)

3. #{F(ai); i ∈ N}< ∞;

4. F |ai é um homeomorfismo e pode ser extendido para um homeomorfismo enviando ai para

F(ai);

5. lim
n

diam(βn(x))= 0, para todo x∈∩n≥0F−n(∪iai), onde βn(x)= {a1∩F−1a2 · · ·Fn−1an :
ai ∈ β , i = 1, · · · ,n} e β (x) denota o elemento de β que contém x.

Considere f : X → X aplicação mensurável no espaço métrico X .
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Definição 4.6 (Aplicação de Markov Induzida). A aplicação (F,β ) definida em Ω é chamada de

aplicação de Markov induzida para f em Ω se existe uma função η : Ω→ N = {0,1,2,3, · · ·}
(chamada tempo de indução) tal que {η ≥ 1} = ∪a∈β a, η |a é constante para todo a ∈ β e

F(x) = f η(x)(x) para todo x ∈Ω.

Se a aplicação de Markov induzida (F,β ) é uma aplicação de Markov completa, ou
seja, F(a) = Ω para todo a ∈ β , chamamos (F,β ) de aplicação de Markov induzida completa.

Dada uma aplicação de Markov induzida (F,β ), uma medida de probabilidade er-
gódica f -invariante é chamada de levantável para F se existe uma medida finita F-invariante
ν � µ tal que

µ = ∑
a∈β

η(a)−1

∑
j=0

f j
∗ (ν |a),

onde η é um tempo de indução para F , ν |a denota a medida dada por ν |a(A) = ν(A∩ a) e
f j
∗ (= µ ◦ f−1) é o push-forward de µ por f .

Seja Z o conjunto de todos os pontos de X que possui frequência positiva de tempos
(κ,λ ,δ )-zomming. Denote por EZ a coleção de todas as pré-bolas (κ,λ ,δ )-zooming.

Dado x ∈ X e Ω ⊂ X conjunto κ-zooming com diam(Ω) < δ

2 , temos por ( Lema 5.2,
[25]) que o conjunto Ω é um conjunto κ-zooming EZ−encaixado que contém x. Seja A(x) a
coleção de EZ -pré-imagens V de Ω tal que x ∈V . Definiremos (F,Ω) aplicação induzida.

Definição 4.7. Definimos uma aplicação induzida F em Ω associado ao "primeiro EZ - tempo

de retorno a Ω", ou seja, min{n;x ∈ Zn(λ ,δ , f )}, por

F(x) = f η(x)(x), ∀x ∈Ω.

O tempo de indução em Ω associado ao "primeiro EZ - tempo de retorno a Ω" é uma função

η : Ω→ N dada por

η(x) =

min{|V |;V ∈ A(x)} se A(x) 6= /0

0 se A(x) = /0,

referimos |V | como a ordem de V . Fixado algum K ⊂ A(x), o conjunto V ⊂ A(x) é chamado de

pré-imagem regular de ordem n ∈ N de K se f n leva V homeomorficamente em K.

Como a coleção do conjunto A(x) é totalmente ordenado pela inclusão, segue da prin-
cipal propriedade de conjunto encaixado que existe um único I(x) ∈ A(x) tal que |I(x)|= η(x),
quando A(x) 6= /0.

O resultado a seguir nos diz que se temos uma aplicação mensurável f : X → X em
um espaço métrico, separável, conexo e compacto, e associada a ela, uma medida κ-zooming,
então, existe uma aplicação de Markov induzida completa associada ao conjunto κ-zooming

Ω⊂ X . O teorema e demonstração são inspirados no trabalho de Pinheiro ([25], seção 6).



43

Teorema 4.8. Considere ( f ,X ,µ) e µ medida κ-zooming. Então, F : Ω → Ω, dada por

F(x) = f η(x)(x), com η sendo "primeiro EZ -tempo de retorno ao conjunto κ-zooming Ω",

é uma aplicação Gibbs-Markov induzida completa, onde para qualquer I ∈ β o cociclo κη é

constante em I.

Demonstração. Considere Ω um conjunto aberto (κ,λ ,δ )-zooming tal que o diam(Ω)< δ

2 , ou
seja, Ω é um conjunto que para quase todo x, tem-se tempos (κ,λ ,δ )-zooming com frequência
positiva. Além disso, os elementos da partição desse conjunto não intersectam nenhuma pré-
imagem dele mesmo. Considere a partição de Ω associada ao "primeiro EZ -tempo de retorno
a Ω" a coleção de conjuntos abertos β dada por β = {I(x);x ∈Ω e A(x) 6= /0}.

O tempo de indução em Ω associado ao "primeiro EZ -tempo de retorno a Ω" é dada
pela função η : Ω→ N como na Definição 4.7. Temos que (F,β ) é uma aplicação de Markov
induzida completa para f em Ω.

De fato, pela construção dos elementos de β , temos que β satisfaz a primeira condição
de partição de Markov para F , onde os elementos são conjuntos abertos, e supondo que A(x) 6=
/0 6= A(y), então temos ou I(x)∩ I(y) = /0 ou I(x) = I(y), pois I(x) e I(y) são EZ -pré-imagens
do conjunto encaixado Ω (ver Lema 6.4, [25]).

Da maneira que tomamos a aplicação, garantimos a segunda e terceira condição de
partição de Markov induzida, pois F(I(x)) = Ω mod µ para todo x ∈Ω.

A quarta condição é garantida, pois F |I = f |I||I e I é EZ -pré-imagem de ordem n = |I|,
existe uma pré-bola κ-zooming Vn(x), x ∈ Zn(λ ,δ , f ) contendo I e F |I podendo ser extendido a
um homeomorfismo entre I e Ω (lembrando que f n|Vn(x) é um homeomorfismo).

Podemos ver que a última condição de partição de Markov induzida, é satisfeita, pois,
dado x ∈ ∩n≥0F−n(∪I∈β I), temos que o

diam(βn(x)) = diam(F−1|I1 ◦F−1|I2 ◦ · · · ◦F−1|In(Ω))

≤
n

∏
j=1

λ|I j|(diam(Ω))≤ λ∑
n
j=1 |I j| diam(Ω)

Então, aplicando o limite em ambos os lados, temos limn diam(βn(x)) = 0.
Para finalizar, κ|Fk(Vn(x)) = κ|( f η(x))k(Vn(x)) = κ|( f k)|I|(Vn(x)) é constante, pois como µ é

κ-zooming, ou seja, κ é constante em cada contração zooming, então para o tempo de indução
η(x) = |I| será constante também.

Com o resultado anterior, temos uma aplicação de Markov f com estrutura de Gibbs-
Markov embutida F (induzida). Para que possamos usar o teorema sobre a caracterização de
grafo ameno através da extensão por grafo de aplicações de Markov com estrutura de Gibbs-
Markov embutida, necessitamos mostrar que a aplicação f tem uma partição de Markov α e
além disso, que a aplicação F seja adequada. Dessa forma, faremos um lema, que auxiliará na
construção da partição de Markov global.
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Seja (X ,d) um espaço métrico, f : X→ X mensurável, µ uma medida, β uma partição
enumerável de X de conjuntos borelianos exceto num conjunto de medida nula e η : β → N
tal que f η(b)|b : b→ f η(b)(b) é um homeomorfismo e µ(X\ f (b)) = 0 para todo b ∈ β . Além
disso, considere o conjunto

E :=
{

f k(b) : b ∈ β , 0≤ k < η(b)
}

e lembre-se que a partição no sentido de Rokhlin gerada por E é definida como uma coleção de
interseções enumeráveis de E . O próximo resultado mostra que, nessa situação, se definimos

α := {J ∈ E : ∀K ∈ E ou J∩K = /0 ou J ⊃ K},

essa partição, com β = {b∈ α : b⊂Ω}, é de fato uma partição de X em conjuntos enumeráveis
exceto num conjunto de medida nula.

Lema 4.9. Assuma que µ é uma probabilidade f -invariante,
∫

ηdµ < ∞ e para quaisquer

a1,a2 ∈ E , ou µ(a1∩ a2) = 0 ou µ(a1∩ a2) = min{µ(a1),µ(a2)}. Então, existe um conjunto

X0 de medida total, tal que a partição α gerada por E é uma partição enumerável com a

propriedade de Markov no seguinte sentido. Para todo a1,a2 ∈ α ou µ(a1 ∩ f (a2)) = 0 ou

µ(a1∩ f (a2)
c) = 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assuma que µ(b)> 0 para todo b∈ β . Além disso,
como não há o que mostrar se |β |= 1, assuma que |β |> 1.

Para cada a ∈ E com f k(b) = a, para algum b ∈ β e k < η(b), defina r(a) := η(b)−k.
Então, f r(a) : a→ X é um homeomorfismo exceto em um conjunto de medida nula. Agora,
vamos mostrar que r(a) não depende de b. De fato, se f l(c) = a para algum outro c ∈ β e
r(a) > η(c)− l, então f r(a)−η(c)+l é um homeomorfismo Ω→ Ω definido num conjunto de
medida total, que é uma contradição para |β | > 1. Consequentemente, r : E → N está bem
definida. A fim de analisar a ação de f em E , considere, para i, j ∈ N,

Ei := {a ∈ E : r(a) = i,∃b ∈ β tal que a⊂ b mod µ} ,

Ei j :=
{

a ∈ Ei : ∃b ∈ β ∩E j tal que a⊂ b mod µ
}
.

Segue imediatamente das definições que Ei j = /0 para j > i e Eii = β ∩Ei. Além disso, para i≥ 2
e a ∈ Ei, temos que r( f (a)) = r(a)−1 e seguem as seguintes transições (ver figura 4.1).

1. Para i, j ≥ 2, a ∈ Ei j e a ⊂ b mod µ para b ∈ β ∩E j, f (a) ∈ Ei−1 e f (a) ⊂ f (b). Como
f (b) ∈ E j−1, f (b)⊂ c para algum c ∈ β com r(c)≤ j−1. Por isso,

f (Ei j)⊂
⋃

k≤ j−1 Ei−1,k.
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2. Para i≥ 2 e a ∈ Ei1, o mesmo argumento mostra que

f (Ei1)⊂
⋃

k≤i−1 Ei−1,k = Ei−1.

j

i
E44

E33

E22

E43E42E41

Figura 4.1: A estrutura de pré-imagens de E

Seja Ei := {x ∈ a : a ∈ Ei} e Ei j := {a ∈ Ei j}. Segue-se do exposto acima e por indução que,
para i≥ 1,

µ(Ei) = µ( f−1(Ei)) = µ(Ei+1)+µ(E1∩ f−1(Eii))

= µ(Ei+k)+
k−1

∑
j=i

µ(E1∩ f−1(E j j)).

Em particular, C := limn µ(En) existe e como (µ(En)) é uma sequência decrescente, e

µ(E1) =C+
∞

∑
j=1

µ(E1∩ f−1(E j j)) =C+µ(E1),

implica que C = 0. Além disso,

∞

∑
i=1

µ(Ei) =
∞

∑
i=1

∞

∑
n=i

µ(E1∩ f−1(Enn)) =
∞

∑
n=1

nµ(E1∩ f−1(Enn))

=
∫

E1

η ◦ f dµ ≤
∫

ηdµ < ∞.

Em particular, o Lema de Borel-Cantelli e ∑i µ(Ei) < ∞ implicam que x ∈ Ei, no máximo,
um número finito de i. Além disso, como para cada a1,a2 ∈ E , ou µ(a1 ∩ a2) = 0 ou µ(a1 ∩
a2) = min{µ(a1),µ(a2)} por hipótese, para quase todos os x ∈ X , existe uma sequência finita
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decrescente a1 ∈ E , · · ·al ∈ Ek+l tal que

x ∈
(
∩l

i=1al

)
\
(
∪∞

i=l+1∪a∈Ei a
)
= al\

(
∪∞

i=l+1∪a∈Ei a
)
.

Observe que a coleção de conjuntos definido dessa maneira, define uma partição enumerável de
X mod µ em conjuntos de medida positiva, que por construção satisfaz a propriedade de Mar-
kov. A afirmação segue de uma observação imediata que a partição coincide com α mod µ .

O próximo resultado mostra que existe uma partição de Markov α para f : X → X e a
aplicação de Markov induzida embutida F é uma aplicação adequada (ver Definição 3.2).

Teorema 4.10. Suponha ( f ,X ,µ) aplicação mensurável no espaço métrico X e µ medida κ-

zooming com distorção limitada. Então, existe partição de Markov α com respeito a aplicação

f . Além disso, se existe distorção limitada fraca para os retornos, a aplicação de Markov

induzida completa embutida (F,Ω,β ) é adequada.

Demonstração. A construção de uma partição de Markov global α é baseada no fato que Ω

é um conjunto EZ -encaixado zooming. Pelo Teorema 4.8, temos que para ( f ,X ,µ) e µ κ-
zooming, existe aplicação embutida induzida completa F , definida por F(x) = f η(x)(x), para
todo x ∈Ω. Considere E := { f n(b) : b ∈ β ,0≤ n < ηb} e

α
∗ := {J ∈ E : ∀K ∈ E temos ou J∩K = /0 ou J ⊃ K} ,

como antes. Observe que η não é necessariamente de primeiro retorno, e então α∗ pode não ser
uma partição de Markov para f . Contudo, segue do Lema 4.9 que aplicando para f̃ : Ω→ Ω

dado pelo primeiro retorno, com o tempo de indução η̃ definindo f̃ η̃(x)(x) = F(x) para quase
todo ponto, existe uma partição de Markov α̃ com respeito a f̃ . Ou seja, o Lema 4.9 nos
fornece uma partição enumerável gerada por E para Ω com respeito a f . Então, é fácil ver que
f -imagens de α̃ dão origem a uma partição de Markov para f em X . Veja que α := { f n(a) :
a ∈ α̃, com 0 ≤ n < η̃}, então f ( f n(a)) = f n+1(a) possui duas possibilidades: ou (n+ 1) é
menor que o "primeiro EZ -tempo de retorno", e portanto está em α pela definição. A outra
possibilidade é (n+ 1) ser o "primeiro EZ -tempo de retorno", e então não estaríamos em α ,
entretanto, tomando dois elementos de Ω, quando aplicamos f até sair completamente de Ω,
temos as condições de não se intersectarem ou serem iguais, usando as propriedades de E .

Agora, falta mostrar que F é de fato uma aplicação adequada. A primeira condição
de adequada é satisfeita, pois a medida ν tem distorção limitada fraca, e essas definições são
equivalentes. Já a segunda condição é uma consequência imediata da propriedade que segue do
lema 4.9 que para todo x ∈Ω está contido em um número finito de elementos de E . Ou seja, o
tempo de retorno η∗ é o tempo máximo desse número finito de elementos.
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Em suma, os resultados apresentados nessa seção, nos fornecem uma aplicação de
Markov induzida completa para uma aplicação f com medida κ-zooming e vimos que f é uma
aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida. Afinal, o último resultado mos-
tra que temos uma partição de Markov associada a f . Com esses resultados, na seção seguinte,
caracterizamos amenidade através da extensão por grafo de uma aplicação não-uniformemente
expansora.

4.2 Aplicação não-uniformemente expansora e Teorema C

Seja f : X → X um difeormorfismo local na variedade Riemanniana compacta X , ex-
ceto num conjunto crítico não-degenerado C f ⊂ X . Definiremos aplicação não-uniformemente
expansora e conjunto crítico não degenerado. Logo mais, para definirmos a extensão por grafo
de uma aplicação não-uniformemnte expansora, definimos conjunto crítico envolvendo a apli-
cação κ , aplicação que faz a extensão por grafo. E então, apresentamos o resultado principal
dessa seção.

Definição 4.11. Seja f : X → X um difeomorfismo local C2 fora de um conjunto crítico não-

degenerado C f ⊂ X. Dizemos que f é não-uniformemente expansora em um conjunto H ⊂ X

se as seguintes condições forem válidas.

a) Existe λ > 0 tal que para cada x ∈ H

limsup
n→∞

1
n

n−1

∑
i=0

log ||(D f ( f i(x)))−1||<−λ ;

b) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada x ∈ H

limsup
n→∞

1
n

n−1

∑
j=0
− logdδ ( f j(x),C f )≤ ε

Ou seja, f é uma aplicação não-uniformemente expansora se admite um conjunto ex-
pansor, tal que todo ponto dele expande em média e tem recorrência lenta ao conjunto crítico
não-degenerado. Denotamos o δ -truncamento da distância de x a C f como dδ (x,C f ) = d(x,C f )

se d(x,C f )≤ δ e dδ (x,C f ) = 1 caso contrário.

Definição 4.12. Dizemos que C f ⊂ X é um conjunto crítico não-degenerado se existe β1, B > 0
tal que seguem as seguintes condições.

a) 1
Bd(x,C f )

β1 ≤ ||D f (x)v||
||v|| ≤ Bd(x,C f )

−β1 para todo v ∈ TxX .

b) Para todo x,y ∈ X\C f com d(x,y)< d(x,C f )/2 temos

∣∣log ||D f (x)−1||− log ||D f (y)−1||
∣∣≤ B

d(x,C f )
d(x,y).
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Ou seja, a primeira condição nos diz que a derivada de f "controla" a distância de x ao
conjunto crítico, e a segunda condição nos afirma que essas funções logaritmicas são localmente
Lipschitz com constante de Lipschitz dependendo da distância de x a C f .

Para definirmos uma extensão por grafo da aplicação não-uniformemente expansora f ,
estabelecemos um novo conjunto crítico, tal que envolva os objetos necessários.

Definição 4.13. Definimos conjunto crítico C := C f ∪Cκ , onde C f foi definido em 4.12 acima

e Cκ := {x ∈ X : κx não é constante em qualquer vizinhança de x}=
⋃
g6=h

∂{x : κx(g) = h}.

Como f tem recorrência lenta com respeito ao conjunto crítico C f e considerando µ

uma medida ergódica invariante com supess dµ

dm < ∞ onde m é a forma de volume dada pela
estrutura Riemanniana e ‖ f‖∞ := sup essµ( f ) para valores absolutos de f .

Vejamos se f também tem recorrência lenta com respeito a Cκ , para que f tenha re-
corrência lenta ao nosso conjunto crítico C definido.

Lema 4.14. Considere X uma variedade Riemanniana compacta e f : X → X tal que existe

uma probabilidade ergódica invariante µ com supess dµ

dm < ∞. Seja C ⊂ X uma união finita de

subvariedades compactas de co-dimensão 1. Então, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que

− limsup
n→∞

1
n

n−1

∑
j=0

logdδ ( f j(x),C )≤ ε.

Demonstração. Para qualquer x ∈ C , existe uma vizinhança compacta U ⊂ X e um difeomor-
fismo ψ : U→Rn tal que ψ(U) = [−1,1]n e ψ(U ∩C ) = {0}× [−1,1]n−1. A partir disso, tome
δ suficientemente pequeno,

−
∫

U
logdδ (x,Cκ)dµ =

∫
U

logdδ (x,C )
dµ

dm
dm

=−
∫

ψ(U)

dµ

dm
◦ψ
−1 logdδ (ψ

−1(x),C ).q(x)dx

onde dx = dx1 · · ·dxn e q(x) ∈ TxX é uma forma quadrática estritamente positiva, dependendo
de ψ . Além disso, como U é compacto, pode-se supor que ψ é Lipschitz. Ou seja, para L

constante de Lipschitz, L≥ 1, temos

−
∫

U
logdδ (x,C )dµ =−sup ess{dµ

dm
q(x)◦ψ

−1(x) : x ∈U}
∫
[−1,1]n

logdδ (ψ
−1(x),C )dx

�−
∫
[−Lδ ,Lδ ]×[−1,1]n−1

logdδ (ψ
−1(x),C )dx

�
∫
[−1,1]n−1

∫
[−Lδ ,Lδ ]

− log
1
L

dRn((x1,x2, · · · ,xn),{0}×Rn−1)dx

=
∫
[−1,1]n−1

∫
[−Lδ ,Lδ ]

− log
|x1|
L

dx = 2n−1
∫ Lδ

−Lδ

(logL− log |x|)dx

= 2n−1[2Lδ logL+2(Lδ logLδ −Lδ )]−→ 0
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quando δ → 0. Como C é compacto, podemos cobrir C com um número finito de vizinhanças
U . Então, ∫

X
logdδ (x,C )dµ −→ 0

quando δ → 0. Portanto, usando o teorema ergódico, concluimos a afirmação,

limsup
n→∞

1
n

n−1

∑
j=0

logdδ ( f j(x),C ) =−
∫

X
logdδ (x,C )dµ −→ 0.

Agora, definiremos uma extensão por grafo de uma aplicação não-uniformemente ex-
pansora, e então apresentaremos o resultado caracterizando amenidade.

Considere (X , f ,µ) uma aplicação não-uniformemente expansora associada a µ uma
medida κ-zooming e considere G = (V,E) um grafo. Pelo Teorema 4.10, existe α partição de
Markov com respeito a f . Assim, associamos κ : X ×V→ V um cociclo escrito como antes e
κx : V→V constante na partição. A extensão por grafo (Y,T,κ) através de κ , com Y := X×V,
é dada por

T : Y → Y, (x,g) 7→ ( f (x),κx(g)).

O Teorema 4.8 também mostra que existe uma F aplicação Gibbs-Markov completa induzida
com respeito a f . Então, podemos associar uma extensão por grafo à aplicação F e utilizar o
Teorema 3.8 para demonstrar a seguinte caracterização de grafos.

Teorema 4.15 (TEOREMA C). Seja (Y,T,κ) extensão por grafo G = (V,E) associada a uma

aplicação não-uniformemente expansora (X , f ,µ) com µ medida ergódica, κ-zooming com

distorção limitada. Considere C ⊂ X conjunto crítico não-degenerado. Então, existe uma

partição de Markov α com relação a f e uma aplicação de Markov embutida F adequada.

Se, adicionalmente, a extensão por grafo associada a F é topologicamente transitiva

com cauda exponencial, loops uniformes e κ̂ com cobertura finita para κ , então R(T ) = 1
implica G um grafo µ-ameno. E mais, se (Ω×V,S,ν) é simétrica e o grafo G é µ-ameno,

então temos que RΩ(T ) = 1.

Demonstração. Considere f aplicação não-uniformemente expansora fora de um conjunto crí-
tico C , tal que, pelo Lema 4.14 e por [3], quase todos os pontos tem infinitos tempos hiper-
bólicos. Além disso, como mostrado em ([25], Prop. 8.2), isso implica que esses tempos
hiperbólicos são tempos zooming, isto é, existe δ > 0 e λ contração zooming, tal que para
quase todo x ∈ X , existe n ∈ N e Vn(x) ⊂ X tal que f n : Vn(x)→ Bδ ( f n(x)) é um homeomor-
fismo, f k(Vn(x))∩C = /0 para k = 0,1, · · · ,n, e os ramos inversos f n(Vn(x))→ f k(Vn(x)) são
contrações com taxa λn−k.

Consequentemente, podemos aplicar o Teorema 3 de [25], implicando que existe Ω⊂
X , delimitado longe de C , e η : Ω→ N tal que F(x) = f η(x)(x) é uma aplicação de Gibbs-
Markov induzida completa com distorção limitada fraca ν e β uma partição de Ω. Como os
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ramos são tempos (κ,λ ,δ )-zooming, segue que f n(b)∩C = /0 para todo b ∈ β e 0≤ n≤ η(b).
Ademais, como Ω é delimitado longe de C , sabemos que o "primeiro EZ -tempo de retorno a
Ω" satisfaz a propriedade de Gibbs-Markov completa.

Aplicando Teorema 4.10, obtemos que α é partição de Markov para f e F é uma
aplicação adequada. Agora, vamos associar a esta aplicação F , uma extensão por grafo S :
Ω×V→Ω×V, tal que S(x,g) = T η(x)(x,g).

Para a segunda parte do teorema, concluimos o resultado, aplicando o Teorema 3.8.

O Teorema C é um caso especial para caracterizar amenidade através da extensão por
grafo de aplicações não-uniformemente expansoras. Por outro lado, se tivermos numa situa-
ção que a medida de referência não é Lebesgue, e temos uma outra medida qualquer tal que
conseguimos demonstrar o Lema 4.14, podemos concluir o mesmo resultado anterior.

O Teorema acima é técnico, porém, apesar da dificuldade de mostrar a condição de
possuir caudas exponenciais, apresentamos um exemplo na seção seguinte, que no caso do
grafo de Schreier, é possível construir uma aplicação embutida com tempo de retorno, tal que
a extensão por grafo associada é topologicamente transitiva, tem loops uniformes e cobertura
finita. Neste caso, com essa construção, conseguimos aplicar o Teorema 3.8.

Por outro lado, caudas exponenciais é uma propriedade sofisticada, devido ao trabalho
de [4], pode-se ver que a propriedade está relacionada com um decaimento exponencial dos
grandes desvios e decaimento de correlações.



Capítulo 5

Aplicações

Faremos duas aplicações não triviais. Primeiro, mostraremos que o grafo de Schreier
é ameno se RΩ(T ) = 1. A aplicação é interessante, pois essa é a implicação mais complexa
segundo os critérios de Kesten, e além disso, trataremos com um grafo não trivial. Na segunda
aplicação, mostraremos o critério de amenidade para uma extensão por grafo de um semigrupo.

5.1 Caminhos aleatórios em classes laterais com incrementos
Markovianos

Consideraremos G um grafo de Schreier e κ constante em átomos da partição de Mar-
kov α . Nessa situação, dizemos que a extensão tem incrementos Markovianos.

Vamos lembrar a construção deste grafo. Seja H um subgrupo de um grupo discreto G

e g⊂ G. Então, o grafo de Schreier G = (V,E) associado com g é definido como o grafo cujo
os vértices são as classes laterais V = {Hg : g∈G} e as arestas E = {(Hg,Hgh) : g∈G,h∈ g}.
Considere θ : X → X uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov embutida e
γ : X → G, dada por x 7→ γx tal que é constante nos cilindros e seja G o grafo de Schreier com
respeito a g := γ(X). A extensão associada é definida por

T : X×V→ X×V;(x,Hg) 7→ (θx,Hgγx),

tal que o cociclo κ é definido por κx(Hg) := Hgγx. Para usar uma notação similar como a do
cociclo vizinho mais próximo, considere o conjunto γw := γw1γw2 · · ·γwn para w = (w1 · · ·wn) ∈
W ∞. Além disso, para uma aplicação Gibbs-Markov embutida (σ ,Ω), seja γ̂x := γx · · ·γθ η(x)−1(x)

e γ̂w := γ̂w1 γ̂w2 · · · γ̂wn . Podemos escrever as condições de topologicamente transitiva (tt), loops

uniformes (lu) e cobertura finita (cf) de κ para extensões por grafo de Schreier da seguinte
maneira.

(tt) Para todo g,h ∈ G, existe w ∈ Ŵ ∞ com γ̂w ∈ gHh.
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(lu) Existe um subconjunto finito J de Ŵ 1 de forma que para todo g∈G, existe u∈J com
γ̂u ∈ gHg−1.

(cf) Existe um subconjunto finito K de Ŵ ∞ tal que para todo g ∈ G e todo v ∈ W 1, existe
u ∈K com γvγ̂−1

u ∈ gHg−1.

Em particular, se as condições de topologicamente transitiva (tt) e loops uniformes (lu) são
satisfeitas e θ é uma aplicação Gibbs-Markov completa (nesse caso Ŵ ∞ = W ∞), então o Te-
orema 2.7 fornece um critério de amenidade em termos do raio espectral. Por outro lado, se
as condições de topologicamente transitiva (tt), loops uniformes (lu) e cobertura finita (cf) são
satisfeitas e σ é uma aplicação Gibbs-Markov embutida adequada e possui cauda exponencial,
então podemos aplicar a parte (ii) do Teorema 3.8, assim, obteremos que se RΩ(T ) = 1, então
o grafo de Schreier G é µ-ameno. Além disso, para obtermos a direção contrária, e utilizarmos
a parte (i) do Teorema 3.8, é necessário que tenhamos as condições (tt) e (lu) satisfeitas e S seja
uma aplicação simétrica (Definição 2.8), dessa forma, teremos que µ-amenidade implicará em
RΩ(T ) = R(T ) = 1.

Com o propósito de obter um critério menos abstrato, vamos considerar condições
mais simples. Lembre-se que o núcleo normal de um subgrupo é definido por

H0 :=
⋂

g∈G

gHg−1

e é um subgrupo normal maximal em G que está contido em H. Observe que a classe lateral
{H0g : g ∈ G} é isomorfa ao grupo G/H0 por normalidade. Em particular, substituindo H por
H0, construímos T0 da seguinte forma,

T0 : X×G/H0→ X×G/H0;(x,H0g) 7→ (θx,H0gγx),

que é a extensão por grupo como considerado em [33] e [17].
A vantagem desta construção é que a transitividade topológica de T0 permite modificar

a aplicação de Gibbs-Markov embutida, de maneira que essa aplicação embutida seja automa-
ticamente topologicamente transitiva, tenha lopps uniformes e κ̂ possua cobertura finita para κ .
O seguinte resultado permite caracterizar a amenidade, supondo que RΩ(T ) = 1.

Teorema 5.1. Seja (X ,θ ,µ,α) uma aplicação de Markov com estrutura de Gibbs-Markov em-

butida adequada com cauda exponencial. Seja H um subgrupo de um grupo enumerável G

e γ : X → G uma aplicação que é constante em cilindros de tamanho 1 tal que g := γ(X) é

finita e a aplicação de Markov T0 é topologicamente transitiva. Se RΩ(T ) = 1, então o grafo

de Schreier G associado com g é µ-ameno.

Demonstração. É suficiente construir uma aplicação embutida adequada, tal que a extensão por
grafo associada satisfaça as condições (tt), (lu), (cf) e possua cauda exponencial para aplicarmos
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a parte (ii) do Teorema 3.8. Para isso, escolha u ∈ Ŵ 1, como T0 é topologicamente transitiva,
existe uma coleção {wh : h ∈ g∪{id}} de palavras em W ∞ tal que cada palavra vh := whu é
admissível, [wh] ⊂ Ω, γvh ∈ hH0 e, para h 6= h̃, [wh]∩ [wh̃] = /0. Esses cilindros dão origem a
uma aplicação de Markov embutida σ̃ : Ω→Ω, x 7→ θ η̃(x)(x), onde o novo tempo de retorno é
definido por, com A :=

⋃
h∈g∪{id}[vh],

η̃ : Ω→ N, x 7→

|vh| : ∃h ∈ g∪{id} : x ∈ [vh]

min
{
|w| : w ∈ Ŵ ∞,x ∈ [w], [w]∩A = /0

}
: x ∈Ω\A.

Observe que σ̃ é definida em um conjunto de medida total. Portanto, basta mostrar
que σ̃ é uma aplicação embutida adequada e sua extensão por grafo S̃ satisfaz as condições de
topologicamente transitiva (tt), loops uniformes (lu), possui cobertura finita (cf) e possui cauda
exponencial.

Por definição, σ̃ é uma aplicação de Markov completa e cada ramo ou é um iterado
de σ ou é definido por um cilindro do tipo [vh]. No primeiro caso, como um iterado de uma
aplicação Gibbs-Markov é novamente uma aplicação Gibbs-Markov com respeito a alguma
constante, a estimativa da Definição 2.1 vale em relação à mesma constante C. No segundo
caso, para cada [vh] a estimativa é válida para max{C,C|vh|}, onde Cn é dado por (i) na definição
de adequada (ver Definição 3.2). Como |g∪{id}| < ∞, obtém-se um limite uniforme e, em
particular, σ̃ é uma aplicação Gibbs-Markov completa. Para provar que σ̃ é uma aplicação
embutida adequada, primeiro observe que a condição (i) é herdada de σ , e então resta mostrar
que existe uma função finita η̃∗ : Ω→N tal que, para quase todo x∈Ω e l = 0, · · · , η̃−1, temos
η̃(x)− l ≤ η̃∗(θ l(x)).

CASO 1: Primeiro, assuma que x ∈ [vh] para algum h ∈ g∪{id} e 0≤ l < η̃(x) com θ l(x) ∈Ω,
temos η̃(x)− l = |vh|− l ≤ N := max{|vh| : h ∈ g∪{id}}.
CASO 2: Assuma que x /∈A e que 0≤ l < η̃(x). Então existe m≥ 0 tal que ηm(x)≤ l <ηm+1(x).
Como η satisfaz (ii) da definição de embutida adequada, segue que ηm+1(x)− l ≤ η∗(θ l(x) ∈
Ω) como na figura 5.1.

Figura 5.1: Estimativa para η̃(x)− l

Contudo, pela construção de η̃ como um tempo de parada, segue que

η̃(x)−ηm+1(x)≤ η̃(θ ηm+1(x)(x)) = η̃(σm+1(x)).



54

Consequentemente,

η̃(x)− l ≤ η
∗(θ l(x) ∈Ω)+ η̃(σm+1(x))

≤ η
∗(θ l(x) ∈Ω)+max

{
η̃(θ k(θ l(x) ∈Ω)) : 0 < k ≤ η

∗(θ l(x) ∈Ω)
}

=: M(θ l(x) ∈Ω).

Em particular, η̃∗(θ l(x) ∈ Ω) := max{N,M(θ l(x) ∈ Ω)} satisfaz a condição (ii) de
aplicação embutida adequada.

Para a aplicação embutida adequada σ̃ associe uma extensão por grafo S̃. Como H0 ⊂
H, as condições (lu) e (cf) para a extensão S̃ são imediatas da construção de σ̃ . Agora, seja
g,h ∈ G, então pela condição de T0 ser topologicamente transitiva, existe g1, . . . ,gk ∈ g tal que
g1 ◦ · · ·gk ∈ ghH0. Consequentemente, como σ̃ é completa, existe uma palavra w com respeito
a nova partição de Ω tal que γ̂w ∈ ghH0 = gH0h ⊂ gHh. Portanto, S̃ também satisfaz (tt). Por
fim, S̃ possui cauda exponencial, pois T k possui caudas exponenciais para cada k ∈ N e, por
construção, existe um k tal que η̃ < ηk.

5.2 O critério de amenidade por Kesten, Day e Gerl

Os resultados de Kesten [22] e Day [8] fornecem um critério de amenidade através dos
caminhos aleatórios com incrementos independentes em grupos e semigrupos, respectivamente.
Isto é, o raio espectral associado ao operador de Markov é igual a um se, e somente se, o grupo
(semigrupo) é ameno. Além disso, se o caminho aleatório é simétrico, então o crescimento
exponencial da probabilidade de retorno em tempo n tende a zero.

Esses resultados estão relacionados com o Teorema 2.7 e a Proposição 2.10 através do
grafo de Cayley de um semigrupo que é construido como segue.

Seja S um semigrupo (discreto) de elementos com uma regra binária associativa de
multiplicação, tal que existe o ∈ S e um conjunto g, tal que cada elemento em S pode ser
escrito como oγ1 · · ·γn, para n ∈N∪{0} e γi ∈ g. Nessa situação, G = {S ,{(g,gγ);g ∈S ,γ ∈
g}} será um grafo de Cayley de S com origem em o e o conjunto gerador g. Assuma como
em Day [8], que S satisfaz as propriedades de cancelamento à direita e existência de unidade
à direita. Isto é, para g, g̃ e h ∈S , gh = g̃h implica que g = g̃ e existe u tal que gu = g para
todo g ∈S , em outras palavras, a aplicação κh : S →S , g 7→ gh é injetora e κu = id. Assuma
que (X ,θ ,µ,α) é uma aplicação Gibbs-Markov completa e i : X → g∪ {u} uma aplicação
sobrejetora e constante em átomos de α . Então a extensão por S , definida por

T : X×S → X×S ;(x,g) 7→ (θ(x),gi(x))

define uma Cadeia de Markov Topológica. Para se ter uma identificação com a definição de ex-
tensão dada na Definição 1.14, temos que κi(x)(g) := gi(x), além disso, como κ é uma aplicação
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injetora, mas não necessariamente sobrejetora, precisamos pedir uma condição que S h = S

para todo h ∈ g, para obtermos um cociclo vizinho mais próximo como na Definição 1.14.
Lembre-se que essa propriedade é essencial para muitos argumentos aqui, uma vez que fornece
independência do número de pré-imagnes de T para a segunda coordenada. Além disso, como
i é sobrejetora, existe a ∈ α tal que κu = id em a, isto é, T tem loops uniformes. De fato, como
S é um semigrupo com unidade à direita, isso implica que qualquer vértice possui um loop,
isto é, para cada g ∈S , existe u ∈S com κu(g) = gu = g. Além disso, vale a pena notar que
a condição está relacionada com a possibilidade de S ser embutida em um grupo.

Como consequência, existe uma intersecção não-vazia com os resultados de Kesten e
Day. Se S é um grupo e κi(x) = id para algum x ∈ X , então o Teorema 2.7 e a Proposição
2.10 são generalizações do critério de amenidade de Kesten [21] para medidas com a propri-
edade Gibbs-Markov, pois os resultados de Kesten são cobertos por um caso especial que µ

é uma medida de probabilidade de Bernoulli. Isto é, para uma dada medida de probabilidade
em α , a medida de um cilindro [w1, · · · ,wn] ∈ αn é dada por µ([w1, · · · ,wn]) = ∏

n
k=1 µ([wk]).

Analogamente, o resultado de Day em [8] são generalizados sob a hipótese adicional que κ é
sobrejetora.

Dessa forma, como a extensão por grafo definida aqui satisfaz as condições do Teorema
2.7, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2. Seja T uma extensão por grafo (de um semigrupo) topologicamente transitiva

de uma aplicação Gibbs-Markov completa (X ,θ ,µ,α). Então, S é ameno se, e somente se,

ρ(T̂ ) = 1.

Agora, usando o trabalho de Gerl em [12] sobre caminhos aleatórios em grafos com a
propriedade isoperimétrica forte, para o cenário da extensão por grafo que temos aqui, considere
uma extensão de uma aplicação Gibbs-Markov completa e com respeito a um alfabeto finito por
um grafo localmente finito, onde µ é uma medida de Markov invariante e reversível, isto é, dµ◦θ

dµ

é constante em átomos de α e a condição de simetria em 2.8 é válida para Cn = 1 e Nn = 0.
Nesse contexto, Gerl mostra que R(T ) = 1, ρ(T̂ ) = 1 e a existência de a > 0 tal que

a|K| ≤ |∂K|, ∀K ⊂ V finito

são equivalentes. A última propriedade é a definição de um grafo ter a propriedade isoperimé-
trica forte e, como podemos verificar, é equivalente a não-amenidade. Além disso, a condição
de simetria em [12] automaticamente implica que T 2 sempre tem loops uniformes.



Perspectivas Futuras

Para finalizar, faremos alguns comentários sobre os resultados e perspectivas futuras.
Primeiro, os teoremas 3.8 e 4.15 possuem como hipótese para a extensão por grafo da aplicação
induzida a condição de possuir cauda exponencial (Definição 3.4), na qual essa hipótese nos
restringe a alguns exemplos e aplicações, por exemplo, com a aplicação clássica Manneville-
Pomeau (aplicação não-unifomemente expansora), e considerando o grafo de Schreier para re-
alizar a extensão por grafo, poderíamos caracterizar amenidade do grafo seguindo o Teorema
4.15, porém, a aplicação Manneville-Pomeau não possui cauda exponencial. Uma direção para
encontrar exemplos pode ser encontrada em [4], inclusive adaptar os teoremas deste trabalho.

Além disso, tendo em vista este trabalho como uma generalização dos trabalhos de
[33] e [17], quando substituimos grupo discreto por grafo e Cadeias de Markov Topológicas
por aplicações de Markov mais gerais, pretendemos futuramente estudar uma caracterização
sobre amenidade de grupos contínuos.

Em 1968, Kingman generalizou o Teorema de Birkhoff para sequências de funções
subaditivas. Com o tempo, foram elaboradas outras variantes do teorema, dentro das quais
apareceram as versões multiplicativas do teorema, tratam de situações onde as "somas" de
Birkhoff são substituidas por "produtos" não-comutativos: Oseledets (1968), Kaimanovich
(1989), Karlsson e Magulis (1999) e outros. O resultado de Karlsson e Magulis [19] trata da
propriedade de rastreamento sublinear para cociclos de semicontrações (inclusive as isometrias)
de espaços métrico, completo, uniformemente convexo de curvatura não-positiva. Nesta linha
de pesquisa, pretende-se estudar o caso de grupos hiperbólicos. Nota que grupos hiperbólicos
não são amenos e portanto a extensão por grupo não é ergódica devido ao Teorema de Zimmer.
O objetivo é encontrar condições tal que a ação induzida na fronteira topológica seja ergódica.
O resultado teria aplicações interessantes ao fluxo geodésico em variedades periódicas.
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