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CDU : 514.764.27
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Resumo

Nesta tese obtemos teoremas de comparação espectral e estimativas do ı́ndice de Morse
para hipersuperf́ıcies compactas de curvatura média constante (CMC) imersas em formas
espaciais de curvatura seccional não negativa, denotada por M̄n+1

c . O trabalho foi dividido
em três partes. Na primeira parte consideramos hipersuperf́ıcies CMC fechadas em M̄n+1

c .
Inicialmente, provamos um resultado de comparação entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do Laplaciano de Hodge, agindo em 1-formas. Em seguida, usa-
mos essa técnica para provar que o ı́ndice de Morse de superf́ıcies CMC fechadas em M̄3

c

é limitado inferiormente por uma função linear do gênero da superf́ıcie. Na segunda parte
estudamos o caso compacto com fronteira livre, onde, sob certas condições de fronteira,
obtemos resultados similares aos do caso fechado. Na terceira parte exploramos algumas
propriedades inerentes à dimensão quatro e como consequência obtemos um resultado de
comparação entre os autovalores do operador de Jacobi e os autovalores do Laplaciano de
Hodge agindo em 2-formas sobre uma hipersuperf́ıcie CMC fechada imersa em M̄5

c . Além
disso, como produto da técnica utilizada, estimamos o ı́ndice de Morse de hipersuperf́ıcies
mı́nimas fechadas imersas em S5 e o ı́ndice de Morse de hipersuperf́ıcies CMC fechadas
imersas em M̄5

c pelo segundo número de Betti da hipersuperf́ıcie.

Palavras-chave: Superf́ıcies de curvatura média constante. Superf́ıcies com fronteira
livre. Estabilidade. Índice de Morse. Números de Betti.
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Abstract

In this thesis we obtain spectral comparison theorems and index estimates for compact
constant mean curvature (CMC) hypersurfaces immersed in space forms of nonnegative
sectional curvature, denoted by M̄n+1

c . The work is divided in three parts. In the first
part we consider CMC closed hypersurfaces in M̄n+1

c . Firstly, we prove a comparison
result between the eigenvalues of the Jacobi operator and those of the Hodge Laplacian
acting on 1-forms. Next, using the same technique, we prove that the Morse index of a
CMC surface immersed in M̄3

c is bounded from below by a linear function of its genus.
In the second part we study the case of free-boundary compact surfaces, where, under
some conditions on the boundary, we get results similar to that one for closed surfaces. In
the third parte, we explore some properties inherent to the four dimensional case and we
obtain a comparison result between the eigenvalues of the Jacobi operator and those of
the Laplacian acting on 2-forms of compact CMC hypersurfaces immersed in M̄5

c . More-
over, as a by-product, we obtain Morse index estimates for minimal closed hypersurfaces
immersed in S5 and also for CMC hypersurfaces in M̄5

c by the second Betti number of
hypersurface.

Keywords: Constant mean curvature surfaces. Free boundary surfaces. Stability. Morse
index. Betti numbers.
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Introdução

Hipersuperf́ıcies de curvatura média constante constituem um tópico muito estudado na
área de geometria diferencial. Em particular, do ponto de vista da Análise Geométrica,
cada vez mais procura-se compreender questões geométricas e topológicas através da ava-
liação do espectro de operadores diferenciais definidos sobre tais hipersuperf́ıcies. Por
exemplo, o toro de Clifford, Sk(

√
k/n)× Sn−k(

√
(n− k)/n), foi caracterizado por C. Wu

em [57] como a única hipersuperf́ıcie mı́nima na esfera unitária Sn+1 cujo primeiro auto-
valor do operador de Jacobi é λ1 = −2n. Também, sobre o toro de Clifford, conjectura-se
que este seja a única hipersuperf́ıcie mı́nima em Sn+1 com ı́ndice de Morse igual a n+ 3.
Em dimensão dois essa conjectura foi provada por F. Urbano em [53]. A contribuição
de F. Urbano acabou sendo crucial na recente e célebre prova dada por F. Marques e A.
Neves em [36] da Conjectura de Willmore que perdurava sem solução desde 1965.

A. Savo em [50, Teorema 1.1] comparou os autovalores do operador de Jacobi com
os autovalores do Laplaciano de Hodge de hipersuperf́ıcies mı́nimas da esfera. B. Ma e
G. Huang em [35, Teorema 1] obtiveram um resultado similar para hipersuperf́ıcies de
curvatura média constante na esfera, porém dependendo da norma da segunda forma
fundamental. Também em [50], A. Savo comparou o número de autovalores negativos
do operador de Jacobi com invariantes topológicos de hipersuperf́ıcies mı́nimas da esfera,
o gênero no caso de superf́ıcies e o primeiro número de Betti em dimensões maiores.
Nesta linha foram obtidos importantes resultados comparando o ı́ndice de Morse com
o primeiro número de Betti de hipersuperf́ıcies imersas em outras variedades ambientes
dentre os quais destacamos os trabalhos de A. Ros [44], L. Ambrozio, A. Carlotto e B.
Sharp [5], R. Mendes e M. Radeschi [38] e C. Gorodski, R. Mendes e M. Radeschi [26].
Os trabalhos destes autores são respostas parciais para a seguinte conjectura:

Conjectura(Schoen, Marques-Neves) Seja (M̄n+1, g) uma variedade Riemanni-
ana fechada com curvatura de Ricci positiva. Existe uma constante positiva C tal que,
para toda hipersuperf́ıcie mı́nina fechada mergulhada, Mn, a seguinte desigualdade vale:

Ind(M) ≥ Cb1(M).
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Nesta tese, obtemos resultados de comparação entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do Laplaciano de Hodge bem como estimativas do ı́ndice de Morse
para hipersuperf́ıcies CMC compactas, com e sem bordo, na mesma linha dos que foram
obtidos por A. Savo [50] no caso mı́nimo fechado e por L. Ambrozio, A. Carlotto e B.
Sharp [4] e por P. Sargent [49] no caso mı́nimo compacto com fronteira livre.

No Caṕıtulo 1 apresentamos alguns pré-requisitos necessários para uma boa compre-
ensão dos caṕıtulos posteriores e introduzimos nossas notações.

No Caṕıtulo 2 abordamos o caso de hipersuperf́ıcies fechadas em formas espaciais
M̄n+1

c , com c ≥ 0. Iniciamos o caṕıtulo recordando alguns conceitos sobre a teoria de
estabilidade para hipersuperf́ıcies fechadas e, em seguida, fazemos um estudo das funções
testes definidas a partir das coordenadas de 1-formas. A seguir apresentamos os principais
resultados deste caṕıtulo. Para simplificar os enunciados introduzimos a constante τ que
vale 1 quando c > 0 e vale 0 quando c = 0.

Teorema 0.0.1 (Teorema 2.3.3) Seja M2 uma superf́ıcie fechada com curvatura média
constante não nula H imersa em M̄3

c . Então, para todo inteiro positivo α,

λJα ≤ −2(c+H2) + λ∆1
m(α),

onde m(α) > 2(3 + τ)(α− 1).

Teorema 0.0.2 (Teorema 2.3.4) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie fechada com curvatura
média constante não nula imersa em M̄n+1

c , n ≥ 3. Assuma que a curvatura de Ricci de
M satisfaz Ric ≥ −c(n− 1). Então, para todo inteiro positivo α,

λJα ≤ λ∆1
p(α),

onde p(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1).

A técnica usada no Teorema 0.0.1 pode ser refinada quando escolhemos 1-formas
harmônicas. Isto nos permite obter uma estimativa inferior para o número de autovalores
negativos, contados com multiplicidades, da segunda variação da área de uma superf́ıcie
CMC fechada restrita ao espaço das funções de média nula, o chamado ı́ndice fraco de
Morse e denotado por Indw(M), em termos do gênero da superf́ıcie. Mais precisamente
temos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.3 (Teorema 2.4.3) Seja M2 uma superf́ıcie fechada com curvatura média

12



constante não nula imersa em M̄3
c . Se g ≥ 1 então,

Indw(M) ≥ g

3 + τ
.

No Caṕıtulo 3 devotamos nossa atenção às hipersuperf́ıcies compactas com fronteira
livre. Neste contexto, inspirada pelo trabalho de A. Savo, P. Sargent em [49] comparou os
autovalores do operador de Jacobi com os autovalores do operador Laplaciano de Hodge
agindo em 1-formas com condição absoluta de fronteira. Em [5], L. Ambrozio, A. Carlotto
e B. Sharp mostraram que o ı́ndice de Morse de uma superf́ıcie mı́nima com fronteira livre
imersa num domı́nio convexo em média do espaço Euclidiano tridimensional é limitado
por baixo por uma função linear do gênero e do número de componentes de fronteira
da superf́ıcie. Este resultado foi obtido também por P. Sargent em [49] entretando ela
considerou a hipótese mais forte de convexidade do domı́nio.

Seguindo estas ideias, provamos na Seção 3.3 os seguintes resultados de comparação
espectral para hipersuperf́ıcies com fronteira livre similares aos Teoremas 2.3.3 e 2.3.4
obtidos no Caṕıtulo 2:

Teorema 0.0.4 (Teorema 3.3.2) Seja M2 uma superf́ıcie compacta com fronteira livre e
curvatura média constante não nula H imersa num domı́nio convexo em média W 3 ⊂ M̄3

c .

Então, para todo inteiro positivo α,

λJα ≤ −2(c+H2) + λAm(α),

onde m(α) > 2(3 + τ)(α− 1).

Teorema 0.0.5 (Teorema 3.3.3) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira
livre e curvatura média constante não nula imersa num domı́nio convexo W n+1 ⊂ M̄n+1

c ,
n ≥ 3. Assuma que a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric ≥ −c(n−1). Então, para todo
inteiro positivo α,

λJα ≤ λAp(α),

onde p(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1).

Conclúımos o Caṕıtulo 3 provando a seguinte estimativa para o ı́ndice fraco de Morse:

Teorema 0.0.6 (Teorema 3.4.3) Seja M2 uma superf́ıcie CMC compacta com fronteira
livre num domı́nio convexo em média W 3 ⊂ M̄3

c . Então,

Indw(M) ≥ 2g + k − 4− τ
2(3 + τ) .
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Como no caso fechado, se aplicamos o nosso resultado no caso Euclidiano para su-
perf́ıcies CMC estáveis, obtemos que 2g + k ≤ 4 e as únicas possibilidades são g = 0 e
k ∈ {1, 2, 3, 4} ou g = 1 e k ∈ {1, 2} donde reobtemos uma cota para o gênero e o número
de componentes de fronteira originalmente obtida por A. Ros em [43, Teorema 9].

Além da conjectura feita com R. Schoen, F. Marques e A. Neves fizeram a seguinte
conjectura:

Conjectura(Marques-Neves) Seja (M̄n+1, g) uma variedade Riemanniana fechada
com curvatura de Ricci positiva. Existe uma constante positiva C tal que, para toda
hipersuperf́ıcie mı́nina fechada mergulhada, Mn, a seguinte desigualdade vale:

Ind(M) ≥ C
( n∑
i=0

bi(M)
)
.

Decorre da dualidade de Poincaré-Lefschetz que para ambientes de dimensão 3 ou 4 tal
conjectura depende apenas do primeiro número de Betti da hipersuperf́ıcie e, portanto,
as conjecturas de Schoen, Marques-Neves e Marques-Neves são equivalentes nestas di-
mensões. Tal equivalência não se sustenta para variedades ambientes de dimensão n ≥ 5.
Este fato nos motiva a estudar estimativas para o ı́ndice de Morse, pelo segundo número
de Betti, para hipersuperf́ıcies mı́nimas em S5. Dito isto, o Caṕıtulo 4 é dedicado às hi-
persuperf́ıcies CMC fechadas em M̄5

c . Na Seção 4.1 fazemos uma breve exposição sobre
o isomorfismo existente entre operadores de curvatura e tensores de curvatura e explora-
mos algumas propriedades do operador estrela de Hodge em dimensão quatro. Também
provamos o Lema 4.1.1 fundamental na obtenção dos resultados deste caṕıtulo. Na Seção
4.2 apresentamos alguns lemas técnicos visando tratar as coordenadas de 2-formas como
funções testes. Na Seção 4.3 provamos o Lema 4.3.1 crucial na demonstração do primeiro
resultado deste caṕıtulo que enunciamos a seguir:

Teorema 0.0.7 (Teorema 4.3.1) Seja M4 uma hipersuperf́ıcie CMC fechada imersa em
M̄5

c . Então, para todo inteiro positivo α,

λJα ≤ −6c− 8H2 + 1
2 max

M
‖A‖2 + λ∆2

m(α)

onde m(α) > 2
(

5+τ
2

)
(α− 1).

Em [50], além dos resultados citados anteriormente, A. Savo mostrou que:

Teorema (Savo) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada de Sn+1. Assuma que
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b1(M) ≥ 1 e n ≥ 3. Então,

Ind(M) ≥ b1(M)(
n+2

2

) + n+ 2.

Neste sentido, provamos estimativas inferiores para o ı́ndice de Morse de hipersu-
perf́ıcies imersas em M̄5

c em termos do segundo número de Betti da hipersuperf́ıcie. Mais
precisamente temos os seguintes resultados:

Teorema 0.0.8 (Teorema 4.4.1) Considere a imersão mı́nima fechada x̄ : M4 → S5. Se
M tem curvatura escalar positiva, então

Ind(M) ≥ b2(M)
30 .

Teorema 0.0.9 (Teorema 4.4.2) Considere a imersão CMC fechada x̄ : M4 → M̄5
c . Se

M tem curvatura escalar positiva, então

Indw(M) ≥ b2(M)
2
(

5+τ
2

) .

Combinando o Teorema do Savo em dimensão quatro com o Teorema 0.0.8, segue da
dualidade de Poincaré-Lefschetz o seguinte corolário:

Corolário 0.0.1 Considere a imersão mı́nima fechada x̄ : M4 → S5. Se M tem curvatura
escalar positiva, então

Ind(M) ≥ 1
150

4∑
i=0

bi(M).

Este corolário nos dá uma confirmação parcial da conjectura de Marques-Neves para
hipersuperf́ıcies mı́nmas fechadas de curvatura escalar positiva em S5.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo deste primeiro caṕıtulo é introduzir algumas definições e notações, além de
apresentar a teoria básica necessária em geometria diferencial para uma boa compreensão
dos caṕıtulos seguintes.

1.1 Terminologia e conceitos básicos

Ao longo deste texto denotamos por X(M) e por C∞(M), respectivamente, o espaço
dos campos suaves de vetores e o espaço das funções suaves sobre uma variedade di-
ferenciável M. Utilizamos, também, a consagrada notação de Einstein, segundo a qual
omite-se o śımbolo de somatório ao interpretar ı́ndices repetidos num mesmo termo como
indicador deste somatório. Por fim, entendemos um (p, q)-tensor como sendo covariante
em suas primeiras p entradas e contravariante em suas últimas q entradas.

Dada uma variedade Riemanniana M com conexão de Levi-Civita ∇ definimos o (3,1)-
campo tensorial,

R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M),

chamado endomorfismo curvatura de M, por

R(X, Y )Z = ∇2Z(Y,X)−∇2Z(X, Y )

onde ∇2Z denota a segunda derivada covariante do campo Z e é definida por

∇2Z(X, Y ) := ∇X(∇YZ)−∇∇XYZ,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

16



Usando a métrica g e o endomorfismo curvatura da variedade Riemanniana M defini-
mos o (4,0)-tensor curvatura de Riemann,

R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M),

por
R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).

O (4, 0)-tensor curvatura de Riemann tem as seguintes simetrias

R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = −R(X, Y,W,Z) e R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )

além de satisfazer a primeira identidade de Bianchi

R(X, Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0.

Dados dois vetores X e Y não nulos e linearmente independentes em TpM definimos
a curvatura seccional em p em relação ao plano π = span{X, Y } por

K(X, Y ) = R(X, Y,X, Y )
|X|2|Y |2 − g(X, Y )2 .

Tomando os traços do endomorfismo curvatura obtemos várias outras noções de cur-
vatura as quais aparecem naturalmente no contexto da geometria Riemanniana. Uma
delas é a do tensor de Ricci definido como o traço do endomorfismo curvatura em relação
a segunda entrada covariante e sua entrada contravariante. Para os nossos propósitos
expressamos o tensor de Ricci em função do operador de Ricci

Ric : X(M)→ X(M),

que é definido por

Ric(X) = R(ek, X)ek, (1.1)

onde {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal local sobre M. O tensor de Ricci, que
denotamos por Ric, é um (2, 0)-tensor definido por

Ric(X, Y ) = g(Ric(X), Y ).

Ao longo deste texto denotamos a métrica de uma variedade Riemanniana M por
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〈 , 〉M e, sempre que não houver perigo de confusão, simplesmente por 〈 , 〉.

1.2 Geometria das hipersuperf́ıcies imersas em espaços
de curvatura seccional constante

No que segue M̄n+1
c denota uma forma espacial (n + 1)-dimensional com curvatura sec-

cional não negativa c, o espaço Euclidiano Rn+1 com a métrica usual (quando c = 0)
ou a esfera Sn+1

c (de raio r = 1/
√
c) com a métrica induzida pela inclusão de Sn+1

c em
Rn+2 (quando c > 0). Seja x̄ : Mn → M̄n+1

c uma imersão de uma variedade dife-
renciável orientável n-dimensional Mn em M̄n+1

c . A imersão x̄ induz em Mn a métrica
〈 , 〉Mn = x̄∗(〈 , 〉M̄n+1

c
). Sendo ∇ a conexão de Levi-Civita de M̄n+1

c em relação à métrica
〈 , 〉M̄n+1

c
segue que a conexão de Levi-Civita ∇ de Mn em relação à métrica 〈 , 〉Mn é dada

por
∇YX = dx̄−1((∇dx̄(Y )dx̄(X))T )

para todo X, Y ∈ X(Mn) onde (·)T : X(M̄n+1
c )→ X(x̄(Mn)) é a projeção ortogonal sobre

x̄(Mn). De agora em diante, por simplicidade, identificamos Mn com x̄(Mn) e pensamos
em Mn como um subconjunto de M̄n+1

c . Desta forma temos que 〈 , 〉Mn = 〈 , 〉M̄n+1
c

∣∣∣
Mn

e
∇ = (∇)T . Definimos a segunda forma fundamental da imersão x̄ como a aplicação

B : X(Mn)× X(Mn)→ X(Mn)⊥

dada por
B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

onde X,Y são quaisquer duas extensões para X, Y ∈ X(Mn) em X(M̄n+1
c ) e X(Mn)⊥ é

o complemento ortogonal de X(Mn) em X(M̄n+1
c ). À segunda forma fundamental B está

associada uma aplicação linear autoadjunta,

A : X(Mn)→ X(Mn),

denominada o operador de forma da imersão x̄ e definida por

〈AX, Y 〉 = 〈B(X, Y ), N〉,

onde N é um campo vetorial normal unitário globalmente definido sobre M. Segue da
definição de B que o operador de forma é dado por

AX = −∇XN para todo X ∈ X(Mn).
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As funções curvatura média e quadrado da norma da segunda forma fundamental de Mn

são dadas, respectivamente, por

H = 1
n

trA e ‖A‖2 = tr(A2)

onde trT denota o traço do operador T.

Finalizamos esta Seção enunciando as clássicas equações de Gauss e Codazzi para
imersões em espaços ambientes de curvatura seccional constante c.

Proposição 1.2.1 Considere a imersão Mn ↪→ M̄n+1
c . Para quaisquer X, Y, Z ∈ X(Mn)

valem

R(X, Y )Z = c(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X) +

+〈AX,Z〉AY − 〈AY,Z〉AX (Eq. Gauss), (1.2)

(∇XA)Y = (∇YA)X (Eq. Codazzi). (1.3)

De agora em diante, por simplicidade de notação e sempre que não houver perigo de
confusão, omitiremos as dimensões das variedades.

1.3 Operadores definidos sobre formas diferenciais

Nesta seção apresentamos alguns operadores definidos sobre formas diferenciais os quais
constituem ferramenta importante na obtenção dos resultados propostos neste trabalho.

No que segue Ωp(M) denota o espaço das p-formas diferenciais sobre uma variedade
Riemanniana M, ou seja, o espaço das seções de Λp(M) :=

⋃
x∈M

Λp(T ∗xM) onde

Λp(T ∗xM) := T ∗xM ∧ · · · ∧ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
p vezes

é o produto exterior de p espaços cotangentes à M no ponto x. Desta forma, uma p-forma
diferencial é uma soma de termos da forma

f(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

onde f é uma função suave e (x1, · · · , xn) são coordenadas locais.
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Neste contexto uma função suave sobre M será vista como uma 0-forma diferencial,
isto é, C∞(M) = Ω0(M). Também convém destacar os isomorfismos existentes entre os
espaços Ω1(M) e X(M), induzidos pela métrica da variedade Riemanniana M,

# : Ω1(M)→ X(M)
w 7−→ w# e

[ : X(M)→ Ω1(M)
X 7−→ X[

definidos por
〈w#, Y 〉 = w(Y ) e X[(Y ) = 〈X, Y 〉

para todo Y ∈ X(M). Os operadores # e [ são conhecidos como isomorfismos musicais.

Definição 1.3.1 Seja ω ∈ Ωp(Mn). Se a expressão local de ω é

ω =
∑

1≤i1<···<ip≤n
wi1i2···ipdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip ,

definimos sua diferencial exterior dω ∈ Ωp+1(M) por

dω = ∂wI
∂xk

dxk ∧ dxI

onde wI = wi1i2···ip e dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

Definição 1.3.2 Seja f ∈ C∞(M). O gradiente de f, denotado por grad f, é um campo
vetorial sobre M definido num referencial ortonormal local {e1, · · · , en} sobre M por

grad f = ek(f)ek.

De forma alternativa o gradiente de f pode ser definido como

grad f = df#.

Definição 1.3.3 Seja X ∈ X(M). O divergente de X, denotado por divX, é uma função
suave sobre M definida por

divX = − tr∇X.

Definição 1.3.4 O Laplaciano de f ∈ C∞(M), denotado por ∆f, é uma função suave
sobre M definida por

∆f = div grad f.

Sendo {ei}ni=1 um referencial ortonormal local sobre M o Laplaciano de f se escreve como

∆f = −eiei(f) +∇eiei(f).
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Definição 1.3.5 Fixada uma forma de volume dM sobre M definimos o operador estrela
de Hodge,

? : Ωp(M)→ Ωn−p(M)

por
α ∧ (?β) = 〈α, β〉dM

para todo α, β ∈ Ωp(M).

No lema abaixo evidenciamos duas importantes propriedades do operador estrela de
Hodge:

Proposição 1.3.1 O operador estrela de Hodge é uma isometria linear e ?2 : Ωp(M)→
Ωp(M) é dado por ?2 = (−1)p(n−p)Id.

Demonstração. Ver a Seção 3.3 do Caṕıtulo 3 de [28] para a segunda parte da afirmação.
Para ver que ? é uma isometria note que para α, β ∈ Ωp(M) temos

〈α, β〉dM =α ∧ ?β

= (−1)p(n−p)?β ∧ α

= ?β ∧ ?(?α)

= 〈?α, ?β〉dM.

�

Usando o operador estrela de Hodge definimos o L2-produto sobre uma variedade
Riemanniana fechada M por

(α, β) :=
∫
M
〈α, β〉dM

para todo α, β ∈ Ωp(M). Este produto nos permite definir o adjunto formal,

δp : Ωp(M)→ Ωp−1(M),

do operador diferencial exterior,

dp−1 : Ωp−1(M)→ Ωp(M),

por
(dp−1w1, w2) = (w1, δpw2)

para todo w1 ∈ Ωp−1(M) e w2 ∈ Ωp(M).
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Definimos a L2-norma da p-forma α por

‖α‖L2 :=
√

(α, α)

e o espaço das funções sobre M quadrado integráveis por

L2(M) := {f : M → R; ‖f‖L2 <∞}.

Proposição 1.3.2 Sobre uma variedade fechada o adjunto formal do operador d é dado
por

δp = (−1)n(p+1)+1 ? d ? .

Demonstração. Ver a Seção 3.3 do Caṕıtulo 3 de [28].

Definição 1.3.6 Seja w ∈ Ωp(M). O Laplaciano de Hodge de w, denotado por ∆pw, é
uma p-forma diferencial sobre M definida por

∆pw = δp+1dpw + dp−1δpw.

De agora em diante, por simplicidade, representaremos os operadores ∆p, dp e δp apenas
por ∆, d e δ, respectivamente.

Proposição 1.3.3 O operador estrela de Hodge definido sobre uma variedade Riemanni-
ana fechada comuta com o operador Laplaciano de Hodge.

Demonstração. Segue da Proposição 1.3.2 que

∆?= dδ?+ δd?

= d
(
(−1)n(n−p+1)+1?d?

)
?+

(
(−1)n(n−p)+1?d?

)
d?

= ?
(
(−1)n(p+1+1)+1?d?)d+ ?d

(
(−1)n(p+1)+1?d?

)
= ?δd+ ?dδ

= ?∆.

�

Definição 1.3.7 Seja w ∈ Ωp(M). O Laplaciano de Böchner de w, denotado por ∇∗∇w,
é uma p-forma diferencial sobre M definida por

∇∗∇w = − tr∇2w.
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Num referencial ortonormal local {ei}ni=1 sobre M o Laplaciano de Böchner de w se escreve
como

∇∗∇w = −∇ei∇eiw +∇∇eieiw.

Definição 1.3.8 O operador de Weitzenböck, W : Ωp(M)→ Ωp(M), é definido para uma
p-forma diferencial ω por

(Ww)(X1, · · · , Xp) = (R(Xk, ej)w)(X1, · · · , Xk−1, ej, Xk+1, · · · , Xp) (1.4)

para todo X1, · · · , Xp ∈ X(M).

O operador de Weitzenböck agindo em 1-formas se torna o operador de Ricci. Os
operadores Laplaciano de Hodge, Laplaciano de Böchner e Weitzenböck estão relacionados
pela fórmula de Böchner

∆w = ∇∗∇w +Ww. (1.5)
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Caṕıtulo 2

Estimativas para o espectro do
operador de Jacobi em superf́ıcies
CMC fechadas

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados relacionados à comparação espectral e
estimativa do ı́ndice de Morse. Na Seção 2.1 damos ińıcio introduzindo um pouco da teoria
sobre estabilidade de hipersuperf́ıcies fechadas e, em seguida, na Seção 2.2, apresentamos
as ferramentas técnicas usadas na preparação das nossas funções testes. Na Seção 2.3
damos uma prova do nosso primeiro resultado o qual envolve a comparação entre os
espectros do Laplaciano de Hodge e do operador de Jacobi. Finalizamos com a Seção
2.4 mostrando que o ı́ndice fraco de Morse de uma superf́ıcie CMC fechada imersa em
um espaço de curvatura seccional constante não negativa é limitado por baixo por uma
função linear do gênero da superf́ıcie.

2.1 Estabilidade de hipersuperf́ıcies fechadas

Considere a imersão x̄ : M → M̄ de uma variedade diferenciável n-dimensional fechada
e orientável M em uma (n + 1)-dimensional variedade Riemanniana M̄ . Uma variação
admisśıvel de x̄ é uma aplicação diferenciável ψ : (−ε, ε)×M → M̄ tal que ψt : M → M̄

definida por ψt(p) = ψ(t, p), é uma imersão para todo t ∈ (−ε, ε) e ψ0 = x̄. O campo
variacional associado à variação ψ é dado por

X = ∂ψ

∂t

∣∣∣∣
t=0
.
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Uma variação é dita ser normal quando X = uN para alguma função u ∈ C∞(M). Dada
uma função suave u ∈ C∞(M) é sempre posśıvel associar a u uma variação normal ψ com
campo variacional uN dada por

ψt(p) = expψ(p)(tu(p)N(p))

onde exp denota a aplicação exponencial em M̄. Neste contexto, podemos associar à
variação normal ψ o funcional área,

Au(t) =
∫
M
dMt,

onde dMt é o elemento de volume de M na métrica induzida em M pela imersão ψt, e o
funcional volume,

Vu(t) =
∫

[0,t]×M
ψ∗dM̄,

onde dM̄ é o elemento de volume de M̄. Geometricamente, Vu(t) representa o volume
ĺıquido com sinal compreendido entre as hipersuperf́ıcies x̄ e ψt. Dizemos que a variação
normal ψ preserva volume se Vu(t) = Vu(0) = 0 para todo t ∈ (−ε, ε).

O Teorema a seguir nos dá uma fórmula para a primeira variação do volume:

Teorema 2.1.1 Considere uma variação admisśıvel ψ : (−ε, ε) ×Mn → M̄n+1 para a
imersão x̄ : Mn → M̄n+1. Então,

V ′(0) =
∫
M
〈X,N〉dM. (2.1)

onde X = ∂ψ

∂t

∣∣∣∣
t=0
.

Demonstração. Ver [9, Lema 2.1],

Para uma variação normal ψ com campo variacional uN segue do Teorema 2.1.1 que
a variação ψ preserva volume se, e somente se,

∫
M
udM = 0.

No que segue precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 2.1.2 (Primeira variação da área) Considere uma variação admisśıvel ψ :
(−ε, ε) × Mn → M̄n+1 para a imersão compacta com fronteira (possivelmente vazia)
x̄ : Mn → M̄n+1. Se H é o vetor curvatura média da imersão x̄, então

A′(0) = −n
∫
M
〈H,X〉dM +

∫
∂M
〈η,X〉dσ. (2.2)
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onde X = ∂ψ

∂t

∣∣∣∣
t=0

e η é o campo vetorial conormal ao longo de ∂M apontando para fora.

Uma demonstração deste resultado pode ser feita de forma similar aquela apresentada
em [37] para hipersuperf́ıcies mı́nimas.

Considerando-se variações normais admisśıveis numa hipersuperf́ıcie fechada, segue do
Teorema 2.1.2 que a fórmula da primeira variação da área é dada por

A′u(0) = −n
∫
M
HudM

e com ela conclúımos que hipersuperf́ıcies mı́nimas são caracterizadas como pontos cŕıticos
do funcional área restrito a variações normais arbitrárias. Para uma caracterização va-
riacional das hipersuperf́ıcies com curvatura média constante não nula vamos considerar
também o funcional área balanceado:

Ju(t) := Au(t) + nH0Vu(t), onde H0 := 1
vol(M)

∫
M
HdM.

Como consequência das primeiras variações da área e do volume temos a seguinte
caracterização:

Proposição 2.1.1 As seguintes afirmações para a hipersuperf́ıcie fechada M são equiva-
lentes:

(i) M tem curvatura média constante H0.

(ii) M é um ponto cŕıtico do funcional área restrito a variações normais admisśıveis
que preservam volume.

(iii) M é um ponto cŕıtico do funcional área balanceado restrito a variações normais
admisśıveis (não necessariamente preservando volume).

Demonstração. Assuma que M tem curvatura média constante H0. Segue da fórmula
da primeira variação da área que A′u(0) = 0 para todo u ∈ C∞(M) satisfazendo

∫
M u = 0.

Assim, (i)⇒ (ii). Agora, para qualquer u ∈ C∞(M), defina

f = u− 1
vol(M)

∫
M
udM.
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Como f tem média nula, assumindo que vale (ii) obtemos

0 =A′f (0) + nH0V ′f (0)

=−n
∫
M
HfdM + nH0

∫
M
fdM

=−n
∫
M
HudM + nH0

∫
M
udM

=A′u(0) + nH0V ′u(0)

=L′u(0).

Isso mostra que (ii)⇒ (iii).

Por fim, se vale (iii) então 0 = −n
∫
M(H − H0)udM para todo u ∈ C∞(M) o que

implica H ≡ H0.

�

A Proposição 2.1.1 afirma que, no que diz respeito à primeira variação, os problemas
variacionais descritos em (ii) e (iii) são equivalentes e que os pontos cŕıticos de ambos são
hipersuperf́ıcies com a mesma curvatura média constante. No entanto, quando se trata do
estudo da segunda variação de tais pontos cŕıticos, a equivalência acima não se sustenta
mais. Com uma argumentação semelhante àquela feita em [10], é escolhido o problema
(ii) para definir a noção de estabilidade.

Ao longo deste texto denotamos o espaço da funções de média nula por

F = {u ∈ C∞(M);
∫
M
u = 0}.

Definição 2.1.1 Uma hipersuperf́ıcie M de curvatura média constante é dita ser estável
se A′′u(0) ≥ 0 para todo u ∈ F .

Considerando-se os pontos cŕıticos dos problemas (ii) e (iii) restritos ao espaço das
funções de média nula temos que A′′u(0) ≥ 0 se, e somente se, J ′′u (0) ≥ 0 e, portanto, M
é estável se, e somente se, J ′′u (0) ≥ 0 para todo u ∈ F .

O teorema a seguir nos dá uma expressão para a segunda variação da área balanceada
dependendo somente da função suave u usada para compor o campo variacional normal.

Teorema 2.1.3 (Segunda variação da área) Seja x̄ : M → M̄ uma hipersuperf́ıcie
fechada com curvatura média constante. Se ψ : (−ε, ε)×M → M̄ é uma variação normal
de x̄ com campo variacional normal uN, então J ′′u (0) é dado por

J ′′u (0) =
∫
M
uJudM
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onde J = ∆− (‖A‖2 + Ric(N,N)).

Demonstração. A prova segue as mesmas ideias usadas em [37] no caso mı́nimo.

A segunda variação da área induz uma forma quadrática Q : C∞(M)× C∞(M)→ R
definida por

Q(v, u) =
∫
M
vJudM.

Definição 2.1.2 Dizemos que u ∈ C∞(M) é uma autofunção de Q associada ao autova-
lor λ ∈ R se Q(v, u) = λ

∫
M
vudM para todo v ∈ C∞(M).

Se u ∈ C∞(M) é autofunção de Q associada ao autovalor λ ∈ R então,
∫
M
v(Ju− λu)dM = 0 para todo v ∈ C∞(M),

de onde conclúımos que u é autofunção do operador de Jacobi associada ao mesmo auto-
valor λ.

O operador de Jacobi J , também conhecido como operador de estabilidade, é um
operador autoadjunto e eĺıptico. Ele pertence a uma classe de operadores referidos na
literatura como operadores de Schrödinger, isto é, operadores do tipo ∆ + q onde q é uma
função suave sobre M . É conhecido que o espectro do operador de Jacobi consiste de uma
sequência não decrescente de autovalores divergindo para +∞ e será denotado por

Spec(J) = {λJ1 < λJ2 ≤ · · · ≤ λJα ≤ · · · }.

Esses autovalores têm multiplicidades finitas sendo que o primeiro autovalor é simples, ou
seja, tem multiplicidade 1.

O teorema a seguir é bem conhecido em Teoria Espectral:

Teorema 2.1.4 Seja T um operador autoadjunto definido sobre um domı́nio denso em
um espaço de Hilbert H. Se T tem um espectro discreto, então existe uma base ortonormal
de autofunções de T que geram H.

Desde que C∞(M) é denso em L2(M), temos que J : C∞(M) → C∞(M) é densamente
definido. Segue do Teorema 2.1.4 que ao Spec(J) está associada uma base ortonormal de
L2(M) dada por autofunções {φ1, φ2, · · · } de J.

Sendo
Gα := 〈φ1, · · · , φα〉,
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temos a seguinte caracterização variacional para o α-ésimo autovalor do operador de
Jacobi:

λJα = inf
06=u∈G⊥α−1

Q(u, u)∫
M u2dM

. (2.3)

Quando restringimos a forma quadrática Q ao espaço das funções de média nula obte-
mos um problema de autovalores associado a um novo operador eĺıptico, o qual denotamos
por L.

Definição 2.1.3 Dizemos que u ∈ F é uma autofunção de Q|F associada ao autovalor
λ ∈ R se Q|F(v, u) = λ

∫
M
vudM para todo v ∈ F .

Agora, se u ∈ F é autofunção de Q|F associada ao autovalor λ ∈ R então,
∫
M
v(Ju− λu)dM = 0 para todo v ∈ F ,

de onde conclúımos que Ju− λu deve ser constante. Por integração obtemos que

Ju− λu = 1
vol(M)

∫
M
JudM.

Seja ψ : F → R o funcional linear dado por

ψ(u) = 1
vol(M)

∫
M
JudM

e defina o operador linear L : F → F por L := J − ψ. Se u ∈ F é autofunção de Q|F
associada ao autovalor λ ∈ R então Lu = λu onde u é autofunção do operador L associada
ao mesmo autovalor λ.

O operador L é um operador autoadjunto e eĺıptico e seu espectro,

Spec(L) = {λL1 ≤ λL2 ≤ · · · ≤ λLα ≤ · · · },

também consiste de uma sequência não decrescente de autovalores divergindo para +∞
com cada autovalor tendo multiplicidade finita.

Desde que F é denso em L2
T (M) := {f ∈ L2(M);

∫
M fdM = 0} temos que L é

densamente definido no espaço L2
T (M). Segue do Teorema 2.1.4 que ao Spec(L) também

está associada uma base ortonormal de L2
T (M) dada por autofunções {ϕ1, ϕ2, · · · } de L.

Sendo
Gα := 〈ϕ1, · · · , ϕα〉,
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temos a seguinte caracterização variacional para o α-ésimo autovalor do operador L:

λLα = inf
06=u∈G⊥α−1

Q|F(u, u)∫
M u2dM

. (2.4)

Para mais detalhes sugerimos a leitura de [11].

Do mesmo modo o espectro do Laplaciano de Hodge agindo em p-formas consiste de
uma sequência não decrescente e não negativa de autovalores

Spec(∆p) = {λ∆p

1 ≤ λ
∆p

2 ≤ · · · ≤ λ
∆p

β ≤ · · · }

divergindo para +∞. Esses autovalores tem multiplicidades finitas e à eles estão associadas
p-formas diferenciais {θ1, θ2, · · · , θβ, · · · }, com ∆pθj = λ

∆p

j θj, as quais constituem um
conjunto ortonormal no espaço Ωp(M) no L2-produto.

Definição 2.1.4 O ı́ndice fraco de Morse de uma hipersuperf́ıcie fechada M de curvatura
média constante não nula, o qual denotamos por Indw(M), é a máxima dimensão de um
subespaço vetorial de F restrito ao qual a forma quadrática Q|F é negativa definida.

De forma equivalente o ı́ndice fraco de Morse pode ser definido como o número de
autovalores negativos do operador L.

Vale registrar que, no caso mı́nimo, o ı́ndice de Morse é definido como a máxima
dimensão de um subespaço vetorial de C∞(M) restrito ao qual a forma quadrática Q é
negativa definida. Neste caso ele é denotado por Ind(M).

Neste sentido as autofunções associadas aos autovalores negativos do operador L são
caracterizadas por produzirem variações normais preservando volume nas quais a hiper-
superf́ıcie M não minimiza localmente a área. De fato, se λ < 0 é um número real tal que
Lu = λu então

Q|F(u, u) = λ
∫
M
u2dM < 0.

Assim, a hipersuperf́ıcie M satisfaz Au(0) > Au(t), para valores de t suficientemente
pequenos.

2.2 Funções testes baseadas em coordenadas de 1-
formas

Seja x̄ : M → M̄c uma imersão de uma hipersuperf́ıcie CMC fechada e orientável. Es-
colhida uma orientação para M seja N o campo vetorial normal unitário globalmente
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definido sobre M. No caso esférico, onde c > 0 e o raio da esfera é r = 1/
√
c, também

considere a aplicação de inclusão ϕ : Sn+1
c → Rn+2 e o campo vetorial normal unitário

ν = −c1/2x̄ globalmente definido sobre Sn+1. Sendo Ā o operador de forma da imersão ϕ,
tal escolha de ν implica que,

ĀX = −DXν = c1/2DX x̄ = c1/2X,

onde D representa a conexão de Levi-Civita do espaço Euclidiano. Segue destas ob-
servações que

DYX −∇YX = 〈AX, Y 〉N + c1/2〈X, Y 〉ν (2.5)

para todo X, Y ∈ X(M).

Ao longo deste texto consideramos a constante

τ =
{ 0 se c = 0,

1 se c > 0.

Fixada uma base ortonormal E = {Ē1, · · · , Ēn+1+τ} de campos paralelos sobre Rn+1+τ

denotamos por
Ei := Ēi − 〈Ēi, N〉N − τ〈Ēi, ν〉ν

a projeção ortogonal de Ēi sobre M.

Para a fixada base E considere as funções suporte fi, gi ∈ C∞(M) dadas por

fi = 〈x̄, Ēi〉 e gi = 〈N, Ēi〉,

para 1 ≤ i ≤ n+ 1 + τ.

O próximo lema é bem conhecido na literatura e será usado com freqüência ao longo
deste texto.

Lema 2.2.1 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : Mn → M̄n+1
c . Para as funções

suporte fi, gi e os campos da base E valem as seguintes identidades:

∇XEi = giAX − cfiX para todo X ∈ X(M), (2.6)

grad gi = −AEi, grad fi = Ei, (2.7)

∆gi = ‖A‖2gi − cnHfi e ∆fi = cnfi − nHgi. (2.8)
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Demonstração. Para todo X, Y ∈ X(M) temos

〈∇XEi, Y 〉=X〈Ei, Y 〉 − 〈Ei,∇XY 〉

=X〈Ēi, Y 〉 − 〈Ēi,∇XY 〉

= 〈Ēi, DXY −∇XY 〉.

Segue da decomposição (2.5) que 〈∇XEi, Y 〉 = gi〈AX, Y 〉 − cfi〈X, Y 〉, onde obtemos a
identidade (2.6).

Para obtermos (2.7), note que para todo X ∈ X(M) valem

〈grad gi, X〉 = X(gi) = 〈Ēi, DXN〉 = −〈Ei, AX〉 = −〈AEi, X〉

e
〈grad fi, X〉 = X(fi) = 〈Ēi, DX x̄〉 = 〈Ei, X〉.

Agora, num referencial ortonormal local, {ek}nk=1, geodésico em p ∈ M, segue da
definição de Laplaciano que em p,

∆gi = div(−AEi)

= 〈∇ek(AEi), ek〉

= 〈(∇ekA)Ei, ek〉+ 〈A∇ekEi, ek〉.

Usando a equação de Codazzi, (1.3), e a identidade (2.6), obtemos

∆gi = 〈(∇EiA)ek, ek〉+ 〈A(giAek − cfiek), ek〉

= tr(∇EiA) + gi tr(A2)− cfi tr(A)

= ‖A‖2gi − cnHfi.

Por fim,

∆fi = div(Ei)

=−〈∇ekEi, ek〉

=−〈giAek − cfiek, ek〉

=−nHgi + cnfi,

o que conclui a prova do ı́tem (2.8).
�

Lema 2.2.2 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : Mn → M̄n+1
c . Para todo Y ∈
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X(M) e qualquer campo paralelo Ēi sobre Rn+1+τ com projeção ortogonal Ei sobre M ,
temos

Ric(Y ) = c(n− 1)Y + nHAY − A2Y, (2.9)

∇∗∇Ei = A2Ei + cEi. (2.10)

Demonstração. Segue da definição do operador de Ricci, equação (1.1), e da equação
de Gauss, (1.2), que

Ric(Y ) = 〈R(ek, Y )ek, ej〉ej
= 〈c(〈ek, ek〉Y − 〈Y, ek〉ek) + 〈Aek, ek〉AY − 〈AY, ek〉Aek, ej〉ej
= c(n− 1)Y + nHAY − A2Y.

Usando a definição do Laplaciano de Böchner, dada em 1.3.7, num referencial ortonormal
local, {ek}nk=1, geodésico num ponto p ∈M, temos em p que,

∇∗∇Ei =−∇ek∇ekEi

=−∇ek(giAek − cfiek)

= 〈AEi, ek〉Aek − gi(∇ekA)ek + c〈Ei, ek〉ek
=A2Ei + cEi.

�

Definição 2.2.1 Uma p-forma diferencial θ é dita ser harmônica se

θ ∈ Hp(M) := {ω ∈ Ωp(M)|∆ω = 0}.

Inspirado pelos trabalhos de Ros [44] e A. Savo [50] usamos como funções testes,
para avaliação do sinal da forma quadrática Q coordenadas de 1-formas harmônicas.
Entretanto, antes disso, é conveniente uma breve exposição acerca das coordenadas de
uma 1-forma qualquer.

Seja θ ∈ Ω1(M) e denote por E∗ = {Ē1, · · · , Ēn+1+τ} a base de 1-formas paralelas
sobre Rn+1+τ dual da base E . As coordenadas de θ na base E∗ são dadas por

wi = 〈θ, Ei〉

para todo 1 ≤ i ≤ n+1+τ. De maneira análoga ao caso de campos vetoriais, Ei denotará
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a projeção ortogonal da 1-forma Ēi sobre M. Para efeitos de cálculos será prefeŕıvel
escrever a função wi como um produto de campos duais, isto é, wi = 〈ξ, Ei〉 onde ξ = θ#.

Os Laplacianos de Hodge e Böchner do campo ξ são definidos, respectivamente, por

∆ξ = (∆1θ)# e ∇∗∇ξ = (∇∗∇θ)#.

Para X, Y ∈ X(M) recorde que

∆〈X, Y 〉 = 〈∇∗∇X, Y 〉+ 〈X,∇∗∇Y 〉 − 2〈∇X,∇Y 〉. (2.11)

De fato, considerando-se um referencial ortonormal local, {ek}nk=1, temos

∆〈X, Y 〉=−ekek〈X, Y 〉+ (∇ekek)〈X, Y 〉

=−〈∇ek∇ekX, Y 〉 − 〈X,∇ek∇ekY 〉 − 2〈∇ekX,∇ekY 〉

+〈∇∇ekekX, Y 〉+ 〈X,∇∇ekekY 〉.

A fórmula segue da definições do Laplaciano de Böchner e do produto interno entre dois
(1, 1)-tensores A,B dado por 〈A,B〉 := 〈Aek, Bek〉.

Lema 2.2.3 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : Mn → M̄n+1
c . Para os campos

duais ξ = θ# e ξ̄ = (?θ)# onde θ ∈ Ω1(M), defina as funções wi = 〈ξ, Ei〉 e w̄i = 〈ξ̄, Ei〉.
Temos

∆wi =−c(n− 2)wi − nH〈Aξ,Ei〉+ 2〈A2ξ, Ei〉

+〈∆ξ, Ei〉 − 2gi〈∇ξ, A〉 − 2cfi div ξ,

∆w̄i =−c(n− 2)w̄i − nH〈Aξ̄, Ei〉+ 2〈A2ξ̄, Ei〉

+〈∆ξ̄, Ei〉 − 2gi〈∇ξ̄, A〉 − 2cfi div ξ̄.

Demonstração. Basta combinar os Lemas 2.2.1 e 2.2.2 e a fórmula de Böchner, (1.5),
na identidade (2.11).

�

Corolário 2.2.1 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : M2 → M̄3
c . Nas condições
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do Lema anterior temos

∆wi = (‖A‖2 − 4H2)wi + 2H〈Aξ,Ei〉+ 〈∆ξ, Ei〉

−2gi〈∇ξ, A〉 − 2cfi div ξ,

∆w̄i = (‖A‖2 − 4H2)w̄i + 2H〈Aξ̄, Ei〉+ 〈∆ξ̄, Ei〉

−2gi〈∇ξ̄, A〉 − 2cfi div ξ̄.

Demonstração. Basta considerar o Lema 2.2.3 em dimensão dois e observar que o
quadrado do operador de forma, em tal dimensão, se escreve como

2A2 = (‖A‖2 − 4H2)Id + 4HA.

De fato, denotando os autovalores de A por λi temos

4H2 = ‖A‖2 + 2λ1λ2

= ‖A‖2 + 2λi(2H − λi), i ∈ {1, 2}

= ‖A‖2 + 4Hλi − 2λ2
i .

Assim, 2λ2
i = ‖A‖2 − 4H2 + 4Hλi e o resultado segue.

�

2.3 Comparação entre os espectros de J e ∆1

Nesta seção apresentamos nossos primeiros resultados os quais são inspirados em um Teo-
rema obtido por A. Savo em [50]. No citado trabalho A. Savo mostrou que os autovalores
do operador de Jacobi são controlados pelos autovalores do Laplaciano de Hodge. Ele
provou o seguinte:

Teorema 2.3.1 (A. Savo) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada imersa em
Sn+1. Então, para todo inteiro positivo α, temos

λJα ≤ −2(n− 1) + λ∆1
m(α),

onde m(α) = (n+1)(n+2)(α−1)
2 + 1.

Lembremos que hipersuperf́ıcies mı́nimas, diferentemente das hipersuperf́ıcies CMC,
são caracterizadas como pontos cŕıticos do funcional área considerando-se todo o espaço
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das funções suaves. Equivalentemente, dizemos que uma hipersuperf́ıcie M é mı́nima se,
e somente se, M tem curvatura média nula.

Bingqing Ma e Guangyue Huang obtiveram em [35] uma desigualdade similar a do
Teorema 2.3.1 para hipersuperf́ıcies CMC imersas em Sn+1, porém envolvendo a norma
da segunda forma fundamental de M. Eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.3.2 (Ma-Huang) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie CMC fechada imersa em
Sn+1. Então, para todo inteiro positivo α, temos

λJα ≤ −2(n− 1) + λ∆1
m(α) + nH max

M
‖A‖,

onde m(α) = (n+1)(n+2)(α−1)
2 + 1.

Neste sentido nossos resultados se enunciam como:

Teorema 2.3.3 Seja M2 uma superf́ıcie CMC fechada imersa em M̄3
c . Então, para todo

inteiro positivo α,
λJα ≤ −2(c+H2) + λ∆1

m(α)

onde m(α) > 2(3 + τ)(α− 1).

Teorema 2.3.4 Seja Mn uma hipersuperf́ıcie CMC fechada de dimensão n ≥ 3 imersa
em M̄n+1

c . Assuma que a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric ≥ −c(n− 1). Então, para
todo inteiro positivo α,

λJα ≤ λ∆1
m(α)

onde m(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1).

Demonstração do Teorema 2.3.3. Conforme discussão feita na Seção 2.1 seja {θ1}+∞
i=1

um conjunto ortonormal em Ω1(M) constitúıdo por 1-formas que satisfazem ∆1θk =
λ∆1
k θk. Seja L∆1

m o espaço vetorial gerado pelos campos vetoriais ξ1, · · · , ξm onde ξk = θ#
k .

Fixe em L2(M) uma base ortonormal {φi}+∞
i=1 dada pelas autofunções do operador de

Jacobi e considere o espaço vetorial Gα = 〈φ1, · · · , φα〉. Considere campos vetoriais ξ ∈
L∆1
m tais que as funções wi e w̄i, como definidas no Lema 2.2.3, estão em G⊥α−1 para algum

α ∈ N e i ∈ {1, · · · , 3 + τ}. Em outras palavras temos um sistema com 2(3 + τ)(α − 1)
equações lineares homogêneas na variável ξ:

∫
M
wiφk =

∫
M
w̄iφk = 0, 1 ≤ i ≤ 3 + τ and 1 ≤ k ≤ α− 1. (2.12)
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Portanto, se m(α) = dimL∆1
m > 2(3 + τ)(α − 1), o sistema (2.12) terá pelo menos uma

solução não trivial ξ ∈ L∆1
m tal que wi, w̄i ∈ G⊥α−1 para todo 1 ≤ i ≤ 3 + τ. Segue da

caracterização variacional dos autovalores de J, dada em (2.3), que

λJα ≤
∫
M wiJwi∫
M w2

i

e λJα ≤
∫
M w̄iJw̄i∫
M w̄2

i

.

O operador de Jacobi da imersão M2 → M̄3
c é dado por J = ∆−‖A‖2− 2c. Assim, segue

do Corolário 2.2.1 que

λJα

∫
M
w2
i ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
w2
i + 2H

∫
M
〈Ei, Aξ〉wi

+
∫
M
〈Ei,∆ξ〉wi − 2

∫
M
giwi〈A,∇ξ〉 − 2c

∫
M
fiwi div ξ.

Somando em i = 1, . . . , 3 + τ obtemos

λJα

∫
M
‖ξ‖2≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 + 2H

∫
M
〈Aξ, ξ〉+

∫
M
〈∆ξ, ξ〉. (2.13)

Analogamente, obtemos com as funções testes w̄i,

λJα

∫
M
‖ξ‖2≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 + 2H

∫
M
〈Aξ̄, ξ̄〉+

∫
M
〈∆ξ̄, ξ̄〉. (2.14)

Como ξ ∈ L∆1
m podemos escrever ξ =

m(α)∑
i=1

αiξi onde

∫
M
〈∆ξ̄, ξ̄〉 =

∫
M
〈∆ξ, ξ〉=λ∆

i

∫
M
αiαk〈ξi, ξk〉 ≤ λm(α)

∫
M
‖ξ‖2.

Além disso note que
〈Aξ, ξ〉+ 〈Aξ̄, ξ̄〉 = 2H‖ξ‖2.

Considerando as duas observações acima na soma das desigualdades (2.13) e (2.14) obte-
mos que

λJα ≤ −2(c+H2) + λ∆1
m(α)

sempre que m(α) > 2(3 + τ)(α− 1).
�

Demonstração do Teorema 2.3.4. Com as mesmas notações usadas na demonstração
do Teorema anterior considere campos vetoriais ξ ∈ L∆1

m e um número natural α tais que
as funções wi sejam ortogonais ao espaço Gα−1 = 〈φ1, . . . , φα−1〉. Temos o sistema,

∫
M
wiφk = 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1 + τ and 1 ≤ k ≤ α− 1, (2.15)
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com (n+ 1 + τ)(α− 1) equações lineares homogêneas na variável ξ. Portanto, se L∆1
m tem

dimensão m(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1), então o sistema (2.15) terá pelo menos uma solução
não trivial ξ ∈ L∆1

m tal que wi ∈ G⊥α−1 para todo i ∈ {1, · · · , n + 1 + τ}. Combinando a
caracterização variacional com o Lema 2.2.3 obtemos

λJα

∫
M
w2
i ≤−

∫
M

(2c(n− 1) + ‖A‖2)w2
i − nH

∫
M
wi〈Ei, Aξ〉+ 2

∫
M
wi〈Ei, A2ξ〉

+
∫
M
wi 〈Ei,∆ξ〉 − 2

∫
M
wigi 〈A,∇ξ〉 − 2c

∫
M
wifi div ξ.

Somando a desigualdade acima em i, 1 ≤ i ≤ n+ 1 + τ, encontramos

λJα

∫
M
|ξ|2≤−

∫
M

[2c(n− 1) + ‖A‖2]‖ξ‖2 − nH
∫
M
〈ξ, Aξ〉 (2.16)

+
∫
M
〈ξ,∆ξ〉+ 2

∫
M
‖Aξ‖2.

=−
∫
M

[c(n− 1)‖ξ‖2 + nH〈Aξ, ξ〉 − ‖Aξ‖2]

−c(n− 1)
∫
M
‖ξ‖2 +

∫
M
〈ξ,∆ξ〉+

∫
M

[‖Aξ‖2 − ‖A‖2|ξ|2]

Segue do Lema 2.2.2 que

λJα

∫
M
‖ξ‖2 ≤ −

∫
M

[c(n− 1)‖ξ‖2 + Ric(ξ, ξ)] + λ∆
m(α)

∫
M
‖ξ‖2

+
∫
M

(‖Aξ‖2 − ‖A‖2‖ξ‖2). (2.17)

Usando a hipótese sobre a curvatura de Ricci temos que o primeiro termo do lado direito
da desigualdade (2.17) é náo positivo. Como ‖Aξ‖2 ≤ ‖A‖2‖ξ‖2 conclúımos que

λJα ≤ λ∆1
m(α),

onde m(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1).
�

2.4 Estimativa do ı́ndice de Morse de superf́ıcies CMC
fechadas

Os exemplos mais simples de hipersuperf́ıcies CMC fechadas em espaços Euclidianos são
as esferas geodésicas, as quais por [10] são as únicas estáveis. Em 1986, H. Wente [56]
construiu os primeiros exemplos de toros CMC em R3 resolvendo uma questão proposta
por H. Hopf em [27]. Depois que todos os toros CMC em espaços de curvatura seccional
constante foram classificados numa série de trabalhos (ver [1], [12], [42] e [52]) e seus
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ı́ndices de Morse foram estimados por L. Lima, V. Sousa Neto e W. Rossman em [20] e
por W. Rossman em [47], podemos resumir estes resultados como segue:

O ı́ndice de Morse de um toro CMC em R3 é de pelo menos 8 e existe um toro CMC
com ı́ndice de Morse arbitrariamente grande.

Vários exemplos de superf́ıcies CMC fechadas com gênero g ≥ 2 foram constrúıdos
por N. Kapouleas em [29], [30] e [31] usando o método de colagem.

Quando o ambiente é a esfera Sn+1 vários exemplos de hipersuperf́ıcies CMC fechadas
são conhecidos. Novamente, como pode ser visto em [9], as esferas geodésicas são os
únicos exemplos de hipersuperf́ıcies CMC estáveis. A próxima famı́lia importante é dada
pelos toros de Clifford CMC, incluindo o caso H = 0. De fato, foi provado por S. Brendle
em [13] que os toros de Clifford são as únicas superf́ıcies mı́nimas mergulhadas em S3,

confirmando uma conjectura de H. Lawson. Foi provado por B. Andrews e H. Li em [6]
que todos os toros CMC mergulhados em S3 são superf́ıcies de rotação, confirmando uma
conjectura de Pinkall e Sterling. Também notamos que Andrews e Li em [6] deram uma
completa classificação de todos os toros CMC mergulhados em S3.

Segue do trabalho de J. Simons [51] que qualquer hipersuperf́ıcie mı́nima fechada não
totalmente geodésica em Sn+1 satisfaz Ind(M) ≥ n + 3 e é bem conhecido que o toro de
Clifford mı́nimo tem ı́ndice de Morse n+ 3. Um problema natural em aberto é classificar
as hipersuperf́ıcies mı́nimas M ⊂ Sn+1 com Ind(M) = n+ 3. Este problema foi resolvido
por F. Urbano [53] quando n = 2 mostrando que o toro de Clifford mı́nimo é a única
superf́ıcie mı́nima em S3 com ı́ndice de Morse 5. Este problema ainda não foi resolvido
para dimensões maiores.

No caso de curvatura média constante não nula, Perdomo e Brasil em [41] provaram
que se M ⊂ Sn+1 é uma hipersuperf́ıcie CMC fechada não totalmente umb́ılica, então
Indw(M) ≥ n+ 1.

Recentimente, L. Aĺıas e P. Piccione em [3] mostraram a existência de uma sequência
infinita de toros CMC isometricamente mergulhados em esferas Euclideanas que não são
isometricamente congruentes aos toros de Clifford CMC e que se acumulam em algum toro
de Clifford CMC. No mesmo esṕırito como acima, o ı́ndice de Morse de um toro CMC de
revolução em S3 foram estimados por W. Rossman e N. Sultana em [48] e por A. Cañete
em [17]. Por outro lado, superf́ıcies CMC de gênero alto em S3 foram constrúıdas por A.
Butscher e F. Pacard em [16] (ver também [14], [15] para exemplos de altas dimensões)
porém nenhuma estimativa de ı́ndice é conhecida.

Para hipersuperf́ıcies mı́nimas fechadas imersas em Sn+1, A. Savo em [50] mostrou que
o ı́ndice de Morse é limitado por baixo por uma função linear do primeiro número de Betti
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da hipersuperf́ıcie. Ele provou os seguintes resultados:

Teorema 2.4.1 (A. Savo) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada em Sn+1. As-
suma que b1(M) ≥ 1 e n ≥ 3. Então,

Ind(M) ≥ b1(M)(
n+2

2

) + n+ 2.

Teorema 2.4.2 (A. Savo) Seja M2 uma superf́ıcie mı́nima fechada em S3 com gênero
g ≥ 1. Então,

Ind(M) ≥ g

2 + 4.

Estes resultados foram generalizados recentemente por Ambrosio, Carlotto e Sharp
em [5] e Mendes e Radeschi em [38] para uma grande classe de variedades ambientes
com curvatura seccional positiva. Estes trabalhos fornecem uma resposta parcial para a
conjectura de Schoen, Marques e Neves (ver [19] e [39]).

Conjectura 2.4.1 (Schoen, Marques-Neves) Seja (M̄n+1, g) uma variedade Rieman-
niana fechada com curvatura de Ricci positiva. Existe uma constante positiva C tal que,
para toda hipersuperf́ıcie mı́nina fechada mergulhada, Mn, a seguinte desigualdade vale

Ind(M) ≥ Cb1(M).

Na direção do Teorema 2.4.2, obtivemos a seguinte estimativa para o ı́ndice de Morse
de superf́ıcies CMC fechadas:

Teorema 2.4.3 Seja M2 uma superf́ıcie fechada imersa em M̄3
c com curvatura média

constante não nula H. Se g ≥ 1 então,

Indw(M) ≥ g

3 + τ
.

Para a prova deste resultado é conveniente fazermos algumas considerações sobre coho-
mologia de De Rham e formas harmônicas.

Uma p-forma α é dita ser fechada se dα = 0 e exata se existe uma (p− 1)-forma β tal
que dβ = α. Duas p-formas α e β são ditas cohomólogas se α− β é exata. A propriedade
de ser cohomóloga determina uma relação de equivalência no espaço das p-formas fechadas
e o conjunto das classes de equivalência é um espaço vetorial sobre R, chamado p-ésimo
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grupo de cohomologia de De Rham, o qual denotamos por Hp
dR(M). Quando M é fechada

os grupos de cohomologia de De Rham têm dimensão finita denotada por

bp(M) := dimHp
dR(M),

onde o número bp(M) é chamado o p-ésimo número de Betti de M. Os números de Betti
gozam da propriedade bk(M) = bn−k(M) e também são usados para definir a caracteŕıstica
de Euler de uma variedade fechada:

X (M) :=
n∑
i=0

(−1)ibi(M).

Como toda função harmônica sobre superf́ıcies fechadas é constante, b0(M) = 1. Além
disso a caracteŕıstica de Euler de tais superf́ıcies é dada por X (M) = 2 − 2g onde g é o
gênero da superf́ıcie. Segue destas observacões que,

2− 2g = b0(M)− b1(M) + b2(M) = 2− b1(M),

onde b1(M) = 2g no caso particular de superf́ıcies fechadas.

Os grupos de cohomologia de De Rham constituem uma importante ferramenta no
estudo das propriedades topológicas de uma variedade fechada. Neste contexto as formas
harmônicas surgem naturalmente no conteúdo do teorema de Hodge:

Teorema 2.4.4 (Hodge) Seja M uma variedade Riemanniana fechada. Então toda
classe de cohomologia no p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham possui exatamente
uma p-forma harmônica, isto é,

Hp
dR(M) ' Hp(M).

Sendo Hp(M) o espaço das p-formas harmônicas sobre M , segue do teorema de Hodge
que

bp(M) = dimHp(M).

O Lema a seguir mostra que as funções testes wi e w̄i definidas no Lema 2.2.3 produzem
variações que preservam o volume e, portanto, podem ser usadas na avaliação da forma
quadrática Q no caso CMC.

Lema 2.4.1 Seja M uma variedade fechada e θ ∈ H1(M). Se ξ = θ# e ξ̄ = (?θ)#, então
∫
M
〈ξ, Ei〉dM = 0 e

∫
M
〈ξ̄, Ei〉dM = 0
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Demonstração. Uma vez que θ é harmônica, δθ = 0. Segue do Lema 2.2.1 que
∫
M
〈ξ, Ei〉dM =

∫
M
〈ξ, grad fi〉dM

=
∫
M
〈θ, dfi〉dM

=
∫
M
〈δθ, fi〉dM

= 0.

Para provar a segunda integral é nula basta notar que ?θ é também harmônica, onde
temos δ(?θ) = 0.

�

Demonstração do Teorema 2.4.3. Conforme discussão feita na Seção 2.1 considere o
espaço Gα−1 gerado pelas primeiras α− 1 autofunções do operador L. Considere campos
vetoriais ξ = θ#, onde θ ∈ H1(M), tais que as funções wi = 〈ξ, Ei〉 e w̄i = 〈ξ̄, Ei〉
satisfazem o sistema

∫
M
wiϕk =

∫
M
w̄iϕk = 0, 1 ≤ i ≤ 3 + τ and 1 ≤ k ≤ α− 1, (2.18)

com 2(3 + τ)(α− 1) equações lineares homogêneas na variável ξ. Portanto, se α é o maior
natural tal que dimH1(M) > 2(3 + τ)(α − 1), o sistema (2.18) terá pelo menos uma
solução não trivial ξ ∈ H1(M). Segue da caracterização variacional dos autovalores de L,
dada em (2.4), que

λLα ≤
∫
M wiJwi∫
M w2

i

e λLα ≤
∫
M w̄iJw̄i∫
M w̄2

i

.

Pelo Corolário 2.2.1 aplicado a campos harmônicos temos

λLα

∫
M
w2
i ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
w2
i + 2H

∫
M
〈Ei, Aξ〉wi − 2

∫
M
giwi〈A,∇ξ〉.

Somando em i = 1, . . . , 3 + τ encontramos

λLα

∫
M
‖ξ‖2≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 + 2H

∫
M
〈Aξ, ξ〉.

Analogamente, obtemos para a função teste w̄i,

λLα

∫
M
‖ξ‖2≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 + 2H

∫
M
〈Aξ̄, ξ̄〉.

Somando estas duas últimas desigualdades obtemos

λLα

∫
M
‖ξ‖2≤−2(c+H2)

∫
M
‖ξ‖2
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o que mostra que o α-ésimo autovalor do operador L é negativo e isto implica que
Indw(M) ≥ α. Como α é o maior natural tal que

2g > 2(3 + τ)(α− 1)

obtemos que
α ≥ g

3 + τ

e isso conclui a demonstração.
�

Quando M é uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada em Sn+1 então −n é um autovalor
do operador de Jacobi associado às coordenadas do campo normal unitário N em Rn+2.

De fato, segue do Lema 2.2.1 que

Jgi = ∆gi − (‖A‖2 + n)gi = −ngi,

para todo i ∈ {1, · · · , n + 2}. Quando M não é totalmente geodésica, o espaço gerado
pelas funções gi tem dimensão n + 2 onde −n é autovalor de J com multiplicidade de
pelo menos n + 2 (ver [21], [50], [53]). Em particular, o ı́ndice de Morse de M é de pelo
menos n+ 3 visto que o primeiro autovalor do operador de Jacobi é simples. A. Savo em
[50] usou este fato para melhorar sua estimativa do ı́ndice de Morse de hipersuperf́ıcies
mı́nimas na esfera.

Como foi dito anteriormente, Perdomo e Brasil, em [41], provaram que se M é uma
hipersuperf́ıcie CMC fechada em Sn+1 que não é totalmente umb́ılica, então

Indw(M) ≥ n+ 1.

Entretanto, diferentemente do caso mı́nimo, as autofunções não são expĺıcitas e assim não
foi posśıvel usar este fato para melhorar nossa estimativa.
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Caṕıtulo 3

Estimativas para o espectro do
operador de Jacobi em superf́ıcies
CMC compactas com fronteira livre

Apresentamos neste caṕıtulo alguns resultados relacionados à comparação espectral e esti-
mativa do o ı́ndice de Morse para superf́ıcies CMC compactas com fronteira livre similares
àqueles obtidas no Caṕıtulo 2 para superf́ıcies fechadas. Na Seção 3.1 introduzimos um
pouco da teoria sobre estabilidade de hipersuperf́ıcies compactas com fronteira livre e, em
seguida, na Seção 3.2, fazemos algumas considerações sobre p-formas harmônicas em vari-
edades compactas com fronteira não vazia. Na Seção 3.3 damos a prova de um resultado
envolvendo a comparação entre os espectros do operador de Jacobi e do operador Lapla-
ciano de Hodge agindo em 1-formas com condição absoluta de fronteira. Finalizamos com
a Seção 3.4 mostrando que o ı́ndice fraco de Morse de uma superf́ıcie CMC compacta
com fronteira livre imersa num domı́nio convexo em média é limitado por baixo por uma
função linear do gênero e número de componentes de fronteira da superf́ıcie.

3.1 Estabilidade de hipersuperf́ıcies compactas com
fronteira livre

Seja W n+1 uma (n+ 1)-dimensional variedade Riemanniana em M̄n+1
c com fronteira não

vazia. Seja Mn ⊂ W uma hipersuperf́ıcie CMC compacta tal que ∂M ⊂ ∂W e M inter-
cepta a ∂W sob um ângulo reto. Tais hipersuperf́ıcies são conhecidas por serem pontos
cŕıticos do funcional área restrito a variações de M que preservam o volume e mantêm
o fronteira de M variando livremente na fronteira de W . Estas hipersuperf́ıcies surgem
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naturalmente em muitos problemas geométricos e f́ısicos e são referidas na literatura como
hipersuperf́ıcies CMC compactas com fronteira livre. Elas foram estudadas desde o século
XIX e ainda hoje constituem um tópico muito explorado em geometria diferencial. Suge-
rimos ao leitor os livros de Finn [22] e López [33], bem como as referências neles contidas,
para uma boa introdução ao assunto.

Um problema importante sobre as hipersuperf́ıcies CMC compactas com fronteira livre
é classificar aquelas que são estáveis. Por exemplo, no caso de W ser uma bola geodésica
em uma espaço de curvatura seccional constante, uma conjectura bem conhecida afirmou
que calotas esféricas são as únicas soluções. Essa conjectura foi confirmada pelos trabalhos
de Ros-Vergasta [46] e Nunes [40] em dimensão dois e, mais recentemente, por Wang e
Xia [55] em qualquer dimensão. Outros resultados acerca de hipersuperf́ıcies CMC com
fronteira livre e estáveis podem ser encontrados, por exemplo, em [2], [7], [8], [18], [32],
[34], [43] e [45].

Quando M é uma superf́ıcie CMC compacta com fronteira livre estável imersa em
uma região convexa em média W ⊂ R3, Ros mostrou em [43, Teorema 9], que existem
apenas algumas possibilidades para o gênero e o número de componentes de fronteira de
M (ver Teorema 3.4.4 deste texto).

Como no caso fechado, uma variação admisśıvel de x̄ : M → W é uma aplicação
diferenciável ψ : (−ε, ε) ×M → W tal que ψt : M → W é uma imersão satisfazendo
ψt(int(M)) ⊂ int(W ) e ψt(∂M) ⊂ ∂W para todo t ∈ (−ε, ε) e ψ0 = x̄. Assim como foi
dito na Seção 2.1, para o caso fechado, aqui também é suficiente considerar variações
normais ψ cujo fluxo é gerado pelo campo variacional normal uN onde u ∈ C∞(M). A
fórmula da primeira variação da área e da área balanceada são dadas por,

A′u(0) = −n
∫
M
HudM +

∫
∂M
〈X, η〉dσ

e
J ′u(0) = −n

∫
M

(H −H0)udM +
∫
∂M
〈X, η〉dσ.

Segue da fórmula da primeira variação da área que hipersuperf́ıcies mı́nimas compactas
com fronteira livre são caracterizadas como pontos cŕıticos do funcional área restrito à
variações normais. Uma caracterização das hipersuperf́ıcies CMC compactas com fronteira
livre é dada na proposição a seguir:

Proposição 3.1.1 As seguintes afirmações para a hipersuperf́ıcie compacta com fronteira
livre M são equivalentes:

(i) M tem curvatura média constante H0.

45



(ii) M é um ponto cŕıtico do funcional área restrito à variações normais admisśıveis
que preservam volume.

(iii) M é um ponto cŕıtico do funcional área balanceado restrito à variações normais
admisśıveis (não necessariamente preservando volume).

A prova é análoga à prova da Proposição 2.1.1

Seja x̄ : M → W uma hipersuperf́ıcie CMC compacta com fronteira livre. Então para
qualquer variação normal admisśıvel com campo variacional normal X = uN a fórmula
da segunda variação da área balanceada é dada por

J ′′u (0) =
∫
M

(
‖∇u‖2 − (‖A‖2 + Ric(N,N)u2

)
dM +

∫
∂M

II∂W (N,N)u2dσ,

onde II∂W é a segunda forma fundamental da ∂W com respeito ao campo vetorial nor-
mal unitário ν apontando para fora. Para uma demonstração basta adaptar a prova do
Teorema 2.1.3 para o caso compacto com fronteira livre. Para mais detalhes sugerimos
[37].

Destacamos abaixo o teorema de integração por partes que tem grande utilidade no
decorrer do nosso trabalho.

Proposição 3.1.2 Sejam, M uma variedade compacta com fronteira ∂M, α ∈ Ωp(M) e
β ∈ Ωp+1(M). Então, vale a seguinte fórmula de integração por partes,

∫
M
〈dα, β〉dM −

∫
M
〈α, δβ〉dM =

∫
∂M

i∗(α ∧ ?β),

onde i : ∂M →M é a aplicação de inclusão.

Fazendo α = u e β = du na fórmula de integração por partes obtemos
∫
M
‖∇u‖2dM =

∫
M
uδdudM +

∫
∂M

u〈du, η〉?η

=
∫
M
u∆udM +

∫
∂M

u
∂u

∂η
dσ.

Portanto, a fórmula da segunda variação da área balanceada se reescreve da seguinte
maneira:

J ′′u (0) =
∫
M
uJudM +

∫
∂M

(u∂u
∂η

+ II∂B(N,N)u2)dσ,

onde
J = ∆− (‖A‖2 + Ric(N,N)).
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Assim como no caso fechado, associamos à segunda variação da área a forma quadrática
Q : C∞(M)× C∞(M)→ R, definida por

Q(v, u) =
∫
M
vJudM +

∫
∂M

v(∂u
∂η

+ II∂B(N,N)u)dσ

Definição 3.1.1 Dizemos que u ∈ C∞(M) é uma autofunção de Q associada ao autova-
lor λ ∈ R se Q(u, v) = λ

∫
M
uvdM para todo v ∈ C∞(M). Isto é equivalente a dizer que

u é solução do problema de fronteira do tipo RobinJu=λu sobre M,
∂u
∂η

=−II∂W (N,N)u sobre ∂M.
(3.1)

A condição ∂u

∂η
= −II∂W (N,N)u é uma condição eĺıptica de fronteira para o operador

eĺıptico e autoadjunto J. Portanto, existe uma sequência não decrescente, λJ1 ≤ λJ2 ≤
· · · ≤ λJk ≤ · · · , de autovalores divergindo para +∞ associados à uma base ortonormal
{φ1, · · · , φk, · · · } de L2(M) de soluções do problema (3.1).

Sendo
Gα := 〈φ1, · · · , φα〉,

temos a seguinte caracterização variacional para o α-ésimo autovalor do problema (3.1):

λJα = inf
06=u∈G⊥α−1

Q(u, u)∫
M u2dM

. (3.2)

O ı́nfimo é atingido precisamente por autofunções de J associadas a λJα e satisfazendo a
condição de fronteira ∂u

∂η
= −II∂W (N,N)u.

Quando restringimos a forma quadrática Q ao espaço das funções de média nula ob-
temos, como no caso fechado, um problema de autovalores associado a um novo operador
autoadjunto e eĺıptico, o qual denotamos por L.

Definição 3.1.2 Dizemos que u ∈ F é uma autofunção de Q|F associada ao autovalor
λ ∈ R se Q|F(u, v) = λ

∫
M
uvdM para todo v ∈ F .

Como antes, podemos mostrar que esta definição é equivalente a dizer que u é solução do
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problema de fronteira do tipo RobinLu=λu sobre M,
∂u
∂η

=−II∂W (N,N)u sobre ∂M.
(3.3)

Da mesma forma, existe uma sequência não decrescente λL1 ≤ λL2 ≤ · · · ≤ λLk ≤ · · · de
autovalores divergindo para +∞ associados à uma base ortonormal {ϕ1, · · · , ϕk, · · · } de
L2
T (M) de soluções do problema (3.3).

Sendo
Gα := 〈ϕ1, · · · , ϕα〉,

temos a seguinte caracterização variacional para o α-ésimo autovalor do problema (3.3):

λLα = inf
06=u∈G⊥α−1

Q|F(u, u)∫
M u2dM

. (3.4)

Definição 3.1.3 O ı́ndice fraco de Morse de uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira
livre M de curvatura média constante não nula, o qual denotamos por Indw(M), é a
máxima dimensão de um subespaço vetorial de F restrito ao qual a forma quadrática Q|F
é negativa definida.

De forma equivalente o ı́ndice fraco de Morse pode ser definido como o número de
autovalores negativos do operador L.

3.2 Considerações sobre p-formas harmônicas em va-
riedades compactas com fronteira não vazia

Na Seção 2.2 uma p-forma harmônica sobre uma variedade fechada foi definida como uma
p-forma cujo Laplaciano de Hodge é nulo e esse espaço foi denotado por Hp(M). No caso
de variedades fechadas podemos provar que ω é harmônica se, e somente se, dω = δω = 0.
Quando a variedade M tem fronteira não vazia não é mais verdade que uma p-forma
harmônica deve ser fechada e cofechada. Neste caso, precisamos impor uma condição de
fronteira para que uma p-forma harmônica seja fechada e cofechada. Para tal, considere
a aplicação de inclusão i : ∂M → M. Dizemos que uma p-forma ω é normal na fronteira
quando i∗ω = 0 ou, de forma equivalente, quando η ∧ ω = 0 sobre ∂M. Dizemos que ω
é tangencial na fronteira quando i∗(?ω) = 0 ou, equivalentemente, quando ιηω = 0 sobre
∂M.

Definimos o espaço das p-formas fechadas e cofechadas que são normais na fronteira
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por
Hp
N(M) := {w ∈ Ωp(M)| dω = δω = 0 e η ∧ ω = 0 sobre ∂M}

e o espaço das p-formas fechadas e cofechadas que são tangenciais na fronteira por

Hp
T (M) := {w ∈ Ωp(M)| dω = δω = 0 e ιηω = 0 sobre ∂M}.

Uma p-forma ω satisfaz a condição relativa de fronteira se ambas ω e δω são normais
na fronteira . Se w e dω são tangenciais na fronteira dizemos que ω satisfaz a condição
absoluta de fronteira.

A proposição a seguir nos diz em que condições uma p-forma harmônica é fechada e
cofechada.

Proposição 3.2.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira não va-
zia. Então,

Hp
N(M) := {w ∈ Ωp(M)| ∆ω = 0 e ω satisfaz a condição relativa de fronteira}

e

Hp
T (M) := {w ∈ Ωp(M)| ∆ω = 0 e ω satisfaz a condição absoluta de fronteira}.

Antes de provarmos a proposição 3.2.1 mostraremos que o termo de bordo na fórmula
de integração por partes pode ser reescrito usando-se a identidade ?∂ιηω = ?ω onde ?∂
e ? são os operadores estrela de Hodge de M e ∂M, respectivamente. De fato, seja
{η, e1, · · · , en−1} um referencial ortonormal ao longo da ∂M. Para ω ∈ Ωk(M) podemos
escrever ω|∂M = ωT + ω⊥ onde, sem perda de generalidade, ω⊥ = η ∧ ei1 ∧ · · · ∧ eik−1 .

Considerando-se dM = η ∧ e1 ∧ · · · ∧ en−1 temos ao longo da ∂M que

?∂ιηω= ?∂ιηω
⊥

= ?∂(ei1 ∧ · · · ∧ eik−1)

= eik ∧ · · · ∧ ein−1

= ?(η ∧ ei1 ∧ · · · ∧ eik−1)

= ?ω.

Portanto, se θ ∈ Ωk+1(M) segue da definição do operador estrela que

〈ω, ιηθ〉dσ= i∗(ω ∧ ?∂ιηθ) = i∗(ω ∧ ?θ)
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e a fórmula de integração por partes se reescreve como
∫
M
〈dα, β〉dM −

∫
M
〈α, δβ〉dM =

∫
∂M
〈α, ιηβ〉dσ. (3.5)

Demonstração da Proposição 3.2.1. Pela fórmula 3.5 se ω é uma p-forma harmônica
então

0 =
∫
M
〈∆ω, ω〉dM

=
∫
M
〈δdω, ω〉dM +

∫
M
〈dδω, ω〉dM

=
∫
M
‖dω‖2dM −

∫
∂M
〈ω, ιηdω)dσ +

∫
M
‖δω‖2dM +

∫
∂M
〈δω, ιηω〉dσ.

Por fim, se ω satisfaz uma das condições de fronteira, relativa ou absoluta, temos que
dω = δω = 0.

A rećıproca, é imediata.
�

Na Seção 2.4 definimos o p-ésimo número de Betti de uma variedade fechada M como
sendo a dimensão do p-esimo grupo de cohomologia de De Rham que, pelo Teorema de
Hodge, 2.4.4, é equivalente a definir como a dimensão do espaço das p-formas harmônicas.
Quando M tem fronteira não vazia, o espaço das formas harmônicas,

Hp(M) = {ω ∈ Ωp(M)| ∆ω = 0},

é infinito dimensional. Neste caso existem duas diferentes noções para o p-ésimo grupo
de cohomologia de De Rham: o p-ésimo grupo de cohomologia absoluto de De Rham,
Hp
dR(M), e o p-ésimo grupo de cohomologia relativo de De Rham, Hp

dR(M,∂M). Como no
caso de variedades fechadas, Hp

dR(M) é definido como o quociente das p-formas fechadas
pelas p-formas exatas. Para a noção relativa consideramos o espaço das p-formas fechadas
que são normais na fronteira,

Cp(M,∂M) := {ω ∈ Ωp(M)| η ∧ ω = 0 e dω = 0}

e o espaço das p-formas exatas que são normais na fronteira,

Ep(M,∂M) := {ω ∈ Ωp(M)| η ∧ ω = 0 e ω = dθ para alguma θ ∈ Ωp−1(M)}.

Então, definimos o p-ésimo grupo de cohomologia relativo de De Rham por

Hp
dR(M,∂M) := C

p(M,∂M)
Ep(M,∂M) .
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Neste contexto temos a seguinte versão do Teorema de Hodge:

Teorema 3.2.1 (Hodge-Morrey-Friedrichs) Seja M uma variedade Riemanniana com-
pacta com fronteira não vazia. Então,

Hp
dR(M) ' Hp

T (M) e Hp
dR(M,∂M) ' Hp

N(M).

Por fim, definimos o p-ésimo absoluto número de Betti de uma variedade compacta
com fronteira não vazia M por

bAp (M) := dimHp
T (M)

e p-ésimo relativo número de Betti de M por

bRp (M) := dimHp
N(M).

Pela dualidade de Poincaré-Lefschetz esses números se relacionam por

bAp (M) = bRn−p(M).

O lema abaixo é bem conhecido e mostra que o primeiro número de Betti está intima-
mente relacionado com a topologia de uma superf́ıcie compacta com fronteira não vazia
(ver [4] ou [49]).

Lema 3.2.1 Seja M2 uma superf́ıcie compacta orientável com fronteira não vazia. Se M
tem gênero g e k componentes de fronteira, então

dimH1
T (M) = dimH1

N(M) = 2g + k − 1.

O próximo lema mostra que quando uma 1-forma cofechada é tangencial na fronteira
suas coordenadas são funções admisśıveis no cálculo do ı́ndice de Morse de superf́ıcies
CMC compactas. Mais precisamente temos:

Lema 3.2.2 Seja M uma variedade compacta com ∂M 6= ∅ e θ ∈ H1
T (M). Se ξ = θ#,

então a função wi = 〈ξ, Ei〉 tem média nula.
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Demonstração. Pelo Lema 2.2.1 temos que Ei = grad fi. Segue da Proposição 3.1.2 que
∫
M
widM =

∫
M
〈ξ, grad fi〉dM

=
∫
M
〈θ, dfi〉dM

=
∫
M
〈fi, δθ〉dM +

∫
∂M
〈fi, ιηθ〉dσ.

Como δθ = 0 e ιηθ = 0 conclúımos que wi tem média nula.
�

Observação 3.2.1 Em geral para campos harmônicos com condição relativa de fronteira
as funções wi não tem média nula, entretanto para dimH1

N(M) suficientemente grande ξ
pode ser escolhido de modo que

∫
M
widM = 0.

Vamos calcular agora o termo de fronteira produzido pela segunda variação da área
avaliado nas funções testes wi e w̄i :

Lema 3.2.3 Considere a imersão CMC compacta com fronteira livre, x̄ : M2 → W ⊂
M̄3

c . Seja θ uma 1-forma satisfazendo a condição absoluta de fronteira e defina os campos
vetoriais duais ξ = θ# e ξ̄ = (?θ)#. Para as funções wi = 〈ξ, Ei〉 e w̄i = 〈ξ̄, Ei〉 temos

∫
∂M

(wiη(wi) + II∂W (N,N)w2
i )dσ = 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2dσ (3.6)

e ∫
∂M

(w̄iη(w̄i) + II∂W (N,N)w̄2
i )dσ = 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2dσ (3.7)

onde H∂W é a curvatura média da fronteira de W .

Demonstração. Segue do Lema 2.2.1 que ∇ηEi = giAη − cfiη onde obtemos
∫
∂M

wiη(wi)dσ=
∫
∂M

wi(〈∇ηξ, Ei〉+ 〈ξ, giAη − cfiη〉)dσ

=
∫
∂M
〈∇ηξ, ξ〉dσ +

∫
∂M
〈N, ξ〉〈ξ, Aη〉dσ − c

∫
∂M
〈x̄, ξ〉〈ξ, η〉dσ

=
∫
∂M
〈∇ηξ, ξ〉dσ

pelo fato de serem giwi = 〈N, ξ〉 e 〈ξ, η〉 ambos nulos. A condição ιηdθ = 0 nos fornece

0 = dθ(η, ξ) = (∇ηθ)ξ − (∇ξθ)η = 〈∇ηξ, ξ〉 − 〈∇ξξ, η〉

e a condição de fronteira livre nos diz que ν|∂M = η onde ν é o campo vetorial normal
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unitário sobre ∂W. Disto segue que
∫
∂M

wiη(wi)dσ=
∫
∂M
〈∇ξξ, η〉dσ

=−
∫
∂M
〈ξ,∇ξη〉dσ

=
∫
∂M

II∂W (ξ, ξ)dσ.

Desde que ξ e N formam uma base ortogonal do espaço tangente à ∂W ao longo de ∂M
conclúımos a prova da primeira parte do Lema observando que

II∂W (ξ, ξ) + II∂W (N,N)‖ξ‖2 = 2H∂W‖ξ‖2.

Para provar a segunda parte do Lema primeiro observe que

〈∇ηξ, ξ〉 = 〈∇ηθ, θ〉 = 〈?∇ηθ, ?θ〉 = 〈∇η?θ, ?θ〉 = 〈∇η ξ̄, ξ̄〉

onde
∫
∂M

w̄iη(w̄i)dσ=
∫
∂M
〈∇ηξ, ξ〉dσ +

∫
∂M
〈N, ξ̄〉〈ξ̄, Aη〉dσ − c

∫
∂M
〈x̄, ξ̄〉〈ξ̄, η〉dσ.

Desde que 〈N, ξ̄〉 = 0 e o termo c
∫
∂M
〈x̄, ξ̄〉〈ξ̄, η〉dσ é nulo, pois c = 0 no caso Euclidiano

e 〈x̄, ξ̄〉 = 0 no caso esférico, obtemos que
∫
∂M

w̄iη(w̄i)dσ =
∫
∂M

II∂W (ξ, ξ)dσ

e o resultado segue de modo análogo.
�

Na próxima seção consideramos o seguinte problema de autovalor para o Laplaciano
de Hodge:

{∆1θ=λAθ sobre M,

ιηθ = 0 e ιηdθ = 0 sobre ∂M.
(3.8)
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3.3 Comparação entre os espectros de J e ∆1 com
condição absoluta de fronteira

No que segue assumimos, por simplicidade, que o domı́nio W n+1 ⊂ M̄n+1
c tem fronteira

suave e que ν é um campo vetorial normal unitário ao longo de ∂W. A segunda forma
fundamental e a curvatura média de ∂W são definidas por

II∂W (X, Y ) = 〈−DXν, Y 〉, para todo X, Y ∈ X(∂W ),

e
H∂W = 1

2trII∂W ,

onde D é a conexão de Levi-Civita de M̄n+1
c . Se podemos escolher um vetor normal ν

ao longo de ∂W apontando para fora de W tal que II∂W ≤ 0 (< 0) dizemos que W é
convexo (estritamente convexo). Se podemos escolher ν de modo que H∂W ≤ 0 (< 0)
dizemos que W é convexo em média (estritamente convexo em média).

P. Sargent obteve em [49] uma comparação entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do problema (3.8) para hipersuperf́ıcies compactas com fronteira
livre num domı́nio estritamente convexo W n+1 ⊂ Rn+1. Ela provou o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 (Sargent) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima com fronteira livre,
compacta e orientável num domı́nio estritamente convexo W n+1. Então, para todo na-
tural α,

λJα ≤ λAm(α),

onde m(α) =
(
n+1

2

)
(α−1)+1 e λAm(α) é o m(α)-ésimo autovalor do problema de autovalor

do Laplaciano de Hodge com condição absoluta de fronteira.

Neste sentido, obtemos uma comparação entre os autovalores do operador de Jacobi e
os autovalores do problema (3.8), como feita no Teorema 2.3.3 para o caso fechado, para
superf́ıcies CMC compactas com fronteira livre:

Teorema 3.3.2 Seja M2 uma superf́ıcie compacta com fronteira livre e curvatura média
constante não nula H, imersa num domı́nio convexo em média W 3 ⊂ M̄3

c . Então, para
todo inteiro positivo α,

λJα ≤ −2(c+H2) + λAm(α),

onde m(α) > 2(3 + τ)(α− 1) e λAm(α) é o α-esimo autovalor do problema de autovalor do
Laplaciano com absoluta condição de fronteira dado em (3.8).
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Assumindo uma condição extra sobre a curvatura de Ricci obtemos um resultado
similar para dimensões altas:

Teorema 3.3.3 Seja Mn uma hipersuperf́ıcie CMC com fronteira livre de dimensão n ≥
3 imersa num domı́nio convexo W n+1 ⊂ M̄n+1

c . Assuma que a curvatura de Ricci de M
satisfaça Ric ≥ −c(n− 1). Então, para todo inteiro positivo α,

λJα ≤ λAp(α)

onde p(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1).

Demonstração do Teorema 3.3.2. A prova segue de perto as idéias usadas na prova
do teorema 2.3.3. Seja LAm o espaço vetorial m-dimensional gerado pelos campos vetoriais
ξ1, · · · , ξm onde θk = ξ[k satisfaz a condição absoluta de fronteira e ∆1θk = λAk θk. Fixe
em L2(M) uma base ortonormal {φi}+∞

i=1 dada pelas autofunções do operador de Jacobi
e seja o espaço vetorial Gα := 〈φ1, · · · , φα〉. Considere campos vetoriais ξ ∈ LAm tais que
as funções wi e w̄i, como definidas no Lema 2.2.3, estão em G⊥α−1 para algum α ∈ N e
i ∈ {1, · · · , 3 + τ}. Temos o sistema

∫
M
wiφk =

∫
M
w̄iφk = 0, 1 ≤ i ≤ 3 + τ and 1 ≤ k ≤ α− 1 (3.9)

com 2(3 + τ)(α− 1) equações lineares homogêneas na variável ξ.

Portanto, se m = m(α) = dimLAm > 2(3 + τ)(α − 1), o sistema 3.9 terá pelo menos
uma solução não trivial para todo 1 ≤ i ≤ 3 + τ. Segue da caracterização variacional dos
autovalores do problema (3.1) dada em (3.2,) que

λJα ≤
Q(wi, wi)∫

M w2
i

and λJα ≤
Q(w̄i, w̄i)∫

M w̄2
i

.

Agora, usando o Corolário 2.2.1 obtemos

λJα

∫
M
w2
i dM ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
w2
i dM + 2H

∫
M
〈Ei, Aξ〉wi dM

+
∫
M
〈Ei,∆ξ〉wi dM − 2

∫
M
gi〈A,∇ξ〉wi dM

−2c
∫
M
fiwi div ξdM +

∫
∂M

(wiη(wi) + II∂W (N,N)w2
i ) ds.

Somando em i, 1 ≤ i ≤ 3 + τ , e usando o Lema 3.2.3 encontramos

λJα

∫
M
‖ξ‖2 dM ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 dM + 2H

∫
M
〈Aξ, ξ〉 dM

+
∫
M
〈∆ξ, ξ〉 dM + 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2ds.
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Aplicando o mesmo argumento para as funções testes w̄i encontramos

λJα

∫
M
‖ξ‖2 dM ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 dM + 2H

∫
M
〈Aξ̄, ξ̄〉 dM

+
∫
M
〈∆ξ̄, ξ̄〉 dM + 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2ds.

Somando estas duas últimas desigualdades e observando que

〈Aξ, ξ〉+ 〈Aξ̄, ξ̄〉 = 2H‖ξ‖2 e
∫
M
〈∆ξ, ξ〉dM ≤ λAm(α)

∫
M
‖ξ‖2dM

conclúımos que

λJα

∫
M
‖ξ‖2dM ≤ 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2dM − 2(c+H2)
∫
M
‖ξ‖2dM + λAm(α)

∫
M
‖ξ‖2dM.

Usando o fato que H∂W ≤ 0 obtemos

λJα ≤ −2(c+H2) + λAm(α),

onde m(α) > 2(3 + τ)(α− 1).
�

Demonstração do Teorema 3.3.3. A prova consiste em adaptar a prova do Teorema
2.3.4 para o caso com fronteira livre. Considere campos vetoriais ξ ∈ LAm tais que as
funções wi estão em G⊥α−1 para algum α ∈ N e i ∈ {1, · · · , n+ 1 + τ}. Temos um sistema

∫
M
wiφk = 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1 + τ and 1 ≤ k ≤ α− 1. (3.10)

com (n+ 1 + τ)(α− 1) equações lineares homogêneas na variável ξ. Portanto, se m(α) =
dimLAm > (n + 1 + τ)(α − 1), o sistema (3.10) terá pelo menos uma solução não trivial
ξ ∈ LAm tal que as funções wi ∈ G⊥α−1 para todo 1 ≤ i ≤ n+ 1 + τ. Segue da caracterização
variacional dos autovalores do problema (3.1) dada em (3.2), que

λJα ≤
Q(wi, wi)∫

M w2
i

, 1 ≤ i ≤ n+ 1 + τ.

Pelo Lema 2.2.3 temos

λJα

∫
M
w2
i ≤−

∫
M

(2c(n− 1) + ‖A‖2)w2
i − nH

∫
M
wi〈Ei, Aξ〉+ 2

∫
M
wi〈Ei, A2ξ〉

+
∫
M
wi 〈Ei,∆ξ〉 − 2

∫
M
wigi 〈A,∇ξ〉 − 2c

∫
M
wifi div ξ

+
∫
∂M

(wiη(wi) + II∂W (N,N)w2
i )dσ.
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Somando a desigualdade acima em i, 1 ≤ i ≤ n + 1 + τ, e usando a convexidade do
domı́nio W obtemos

λJα

∫
M
|ξ|2≤−

∫
M

[2c(n− 1) + ‖A‖2]‖ξ‖2 − nH
∫
M
〈ξ, Aξ〉+ 2

∫
M
‖Aξ‖2

+
∫
M
〈ξ,∆ξ〉 − 2c

∫
M
〈x̄, ξ〉 div ξ +

∫
∂M

(II∂W (ξ, ξ) + II∂W (N,N)‖ξ‖2).

≤−
∫
M

[c(n− 1)‖ξ‖2 + nH〈Aξ, ξ〉 − ‖Aξ‖2]

−c(n− 1)
∫
M
‖ξ‖2 +

∫
M
〈ξ,∆ξ〉+

∫
M

[‖Aξ‖2 − ‖A‖2|ξ|2]

Com o Lema 2.2.2 a desigualdade acima se reescreve como

λJα

∫
M
‖ξ‖2 ≤ −

∫
M

[c(n− 1)‖ξ‖2 + Ric(ξ, ξ)] + λ∆
m(α)

∫
M
‖ξ‖2

+
∫
M

(‖Aξ‖2 − ‖A‖2‖ξ‖2). (3.11)

Segue da hipótese sobre o Ricci que o primeiro termo do lado direito da desigualdade
(3.11) é náo positivo. Como ‖Aξ‖2 ≤ ‖A‖2‖ξ‖2 conclúımos que

λJα ≤ λAm(α).

onde m(α) > (n+ 1 + τ)(α− 1).
�

3.4 Estimativa do ı́ndice de Morse em superf́ıcies CMC
compactas com fronteira livre

O caso das superf́ıcies mı́nimas com fronteira livre é de especial interesse e os trabalhos
de Fraser e Schoen [[23], [24], [25]] motivaram muitas pesquisas nesta área. Para tais
hipersuperf́ıcies todas as variações que mantêm a ∂M livremente na ∂W são permiti-
das, não restringindo o problema à variações que preservam o volume. Neste contexto,
recentemente, Ambrozio, Carlotto e Sharp em [4] e P. Sargent em [49], provaram inde-
pendentemente o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1 (Ambrozio, Carlotto e Sharp-Sargent) Seja M2 uma superf́ıcie
mı́nima com fronteira livre, compacta e orientável num domı́nio estritamente convexo
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W 3 ⊂ R3. Se M tem gênero g e k componentes de fronteira, então

Ind(M) ≥ 2g + k − 1
3 .

Entretanto, no resultado de Ambrosio, Carlotto e Sharp os autores consideraram a
hipótese mais fraca de W 3 ser um domı́nio do R3 estritamente convexo em média. Na ver-
dade, os resultados de Ambrozio, Carlotto e Sharp aplicam-se mais geralmente à domı́nios
em variedades Riemannianas com fronteira satisfazendo adequadas condições de curva-
tura. Em altas dimensões, eles também obtiveram limites inferiores para o ı́ndice de
Morse em termos da dimensão do primeiro grupo de homologia relativo com coeficientes
reais. A técnica apresentada nestes resultados usa as coordenadas de formas harmônicas
como funções testes e é inspirada em trabalhos anteriores sobre estimativas de autovalores
e estimativas de ı́ndices para hipersuperf́ıcies mı́nimas compactas sem fronteira (ver [4],
[44] e [50]).

Em dimensões maiores P. Sargent obteve a seguinte estimativa do ı́ndice de Morse:

Teorema 3.4.2 (Sargent) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima com fronteira livre,
compacta e orientável num domı́nio estritamente convexo W n+1 ⊂ Rn+1. Então,

Ind(M) ≥ bA1 (M)(
n+1

2

) .

Nesse contexto obtivemos a seguinte estimativa para o ı́ndice de Morse:

Teorema 3.4.3 Seja M2 uma superf́ıcie CMC com fronteira livre, compacta e orientável
num domı́nio convexo em média W 3 ⊂ M̄3

c . Então,

Indw(M) ≥ 2g + k − 4− τ
2(3 + τ) .

Como consequência deste Teorema, no caso Euclidiano, se a superf́ıcie é estável deve-
mos ter 2g + k − 4 ≤ 0. Dessa desigualdade segue um resultado obtido por Ros em [[43],
Teorema 9]:

Teorema 3.4.4 (Ros) Nas condições do Teorema 3.4.3, se M é estável, então as únicas
possibilidades para g e k são

(a) g = 0 e k= 1, 2, 3 ou 4;

(b) g = 1 e k= 1 ou 2.
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Demonstração do Teorema 3.4.3. Seja Gα−1 o subespaço de F gerado pelas primeiras
α−1 autofunções associadas ao espectro do problema (3.3). Pelo Lema (3.2.2) as funções
wi tem média nula. Considere campos vetoriais ξ ∈ H1

T (M) tais que as funções wi e w̄i
satisfazem o sistema,

∫
M
w̄idM =

∫
M
wiφkdM =

∫
M
w̄iφkdM = 0, (3.12)

com 2(3 + τ)(α− 1) + 3 + τ equações lineares homogêneas na variável ξ. Portanto, se α é
o maior natural tal que dimH1

T (M) > 2(3 + τ)(α− 1) + 3 + τ, o sistema (3.12) terá pelo
menos uma solução não trivial ξ ∈ H1

T (M). Pelo Lema 3.2.1 temos

2g + k − 1 > 2(3 + τ)(α− 1) + 3 + τ

o que equivale a dizer que
α ≥ 2g + k − 4− τ

2(3 + τ) .

Para ver que Indw(M) ≥ α usamos as funções de média nula wi, w̄i agora pertencentes ao
espaço G⊥α−1 para estimar o α-ésimo autovalor do problema (3.3). Segue da caracterização
variacional dos autovalores do problema (3.3) dada em (3.4) que

λLα ≤
∫
M wiJwi +

∫
∂M(wiη(wi) + II∂W (N,N)w2

i )∫
M w2

i

e

λLα ≤
∫
M w̄iJw̄i +

∫
∂M(w̄iη(w̄i) + II∂W (N,N)w̄2

i )∫
M w̄2

i

.

Somando em i, 1 ≤ i ≤ 3 + τ , e usando o Lema 3.2.3 encontramos

λLα

∫
M
‖ξ‖2 dM ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 dM + 2H

∫
M
〈Aξ, ξ〉 dM + 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2dσ.

Aplicando o mesmo argumento para as funções testes w̄i encontramos

λLα

∫
M
‖ξ‖2 dM ≤−(2c+ 4H2)

∫
M
‖ξ‖2 dM + 2H

∫
M
〈Aξ̄, ξ̄〉 dM + 2

∫
∂M

H∂W‖ξ‖2dσ.

Com o mesmo argumento usado no final da prova do Teorema 2.4.3 mais a hipótese de
convexidade média do domı́nio W obtemos que

λα < −2(c+H2).

Assim, Indw(M) ≥ α e isso conclui a demonstração.
�
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Caṕıtulo 4

Estimativas para o espectro do
operador de Jacobi em 4-variedades
CMC fechadas

Neste caṕıtulo fazemos uso de algumas propriedades inerentes à dimensão quatro a fim de
conseguir resultados de comparação entre o espectro do Laplaciano de Hodge agindo em 2-
formas e o espectro do operador de Jacobi além de obter estimativas para o ı́ndice de Morse
em função do segundo número de Betti para 4-variedades fechadas com curvatura média
constante imersas em espaços de curvatura seccional constante não negativa, seguindo as
ideias que desenvolvemos nos caṕıtulos anteriores.

4.1 Operadores de curvatura e o operador estrela de
Hodge em hipersuperf́ıcies de dimensão quatro

Nesta seção recordamos de alguns fatos referentes aos tensores que tem as mesmas sime-
trias do tensor de curvatura de Riemann para variedades de dimensão quatro. Para isso,
começamos recordando a definição de aplicação de simetrização de Bianchi. Denotemos
por S2(Ω2(M)) o espaço dos (4, 0)-tensores T com as seguintes simetrias:

T (X, Y, Z,W ) =−T (Y,X,Z,W ) = −T (X, Y,W,Z)

T (X, Y, Z,W ) =T (Z,W,X, Y ).
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A aplicação de simetrização de Bianchi é então definida por

B : S2(Ω2(M))→ S2(Ω2(M)),

B(T )(X, Y, Z,W ) = 1
3(T (X, Y, Z,W ) + T (Y, Z,X,W ) + T (Z,X, Y,W )).

Notemos que um tensor T pertence ao kerB se, além das simetrias acima, ele também
satisfaz a primeira identidade de Bianchi. O (4, 0)-tensor de curvatura de Riemann está
no ker(B) uma das razões pela qual o espaço ker(B) é chamado o espaço dos tensores de
tipo curvatura.

A proposição a seguir mostra uma decomposição do espaço S2(Ω2(M)) e a sua de-
monstração pode ser encontrada em [54, Claim 7.2].

Proposição 4.1.1 Temos a seguinte decomposição em soma direta ortogonal:

S2(Ω2(M)) = ker(B)⊕ Ω4(M).

Conforme discussão feita em [54, Seção 8.2], existe um isomorfismo natural,

Γ : S2(Ω2(M))→ End(Ω2(M)), (4.1)

onde End(Ω2(M)) representa o espaço das aplicações lineares simétricas sobre o espaço
das 2-formas. Se T ∈ S2(Ω2(M)) e T = Γ(T ) ∈ End(Ω2(M)) temos para a 2-forma
ω = 1

2wije
i ∧ ej que

T ω := 1
4Tijpqwpqe

i ∧ ej

e, reciprocamente,
Tpqrs := 〈T (ep ∧ eq), er ∧ es〉

onde {e1, e2, e3, e4} é um referencial ortonormal local sobre M.

Para os nossos propósitos o produto de Kulkarni-Nomizu se torna ferramenta indis-
pensável, o mesmo associa a um par P,Q de (2, 0)-tensores simétricos um (4, 0)-tensor
P ©∧ Q dado por

(P ©∧ Q)ijkl = PikQjl + PjlQik − PilQjk − PjkQil.

Além disso, vale a seguinte proposição:

Proposição 4.1.2 P ©∧ Q ∈ kerB
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Demonstração. Desde que P,Q são (2, 0)-tensores simétricos temos

(P ©∧ Q)ijkl =PkiQlj + PljQki − PliQkj − PkjQli

= (P ©∧ Q)klij.

(P ©∧ Q)ijkl =−(PilQjk + PjkQil − PikQjl − PjlQik)

=−(P ©∧ Q)ijlk.

(P ©∧ Q)ijkl =−(PjkQil + PilQjk − PjlQik − PikQjl)

=−(P ©∧ Q)jikl.

Isto mostra as simetrias. Para ver que vale a identidade de Bianchi calculamos:

(P ©∧ Q)ijkl + (P ©∧ Q)kijl + (P ©∧ Q)jkil =PikQjl + PjlQik − PilQjk − PjkQil

+PkjQil + PilQkj − PklQij − PijQkl

+PjiQkl + PklQji − PjlQki − PkiQjl

= 0.

�

No que segue Λ2(T ∗pM) representa o espaço vetorial real de dimensão
(

4
2

)
= 6 formado

pelas aplicações bilineares antisimétricas sobre o espaço tangente TpM.

Lembremos que operador estrela de Hodge ? : Λ2(T ∗pM) → Λ2(T ∗pM) tem a seguinte
propriedade

?2 = (−1)k(n−k)Id.

Portanto, em dimensão quatro e agindo sobre o espaço Λ2(T ∗pM) temos que ?2 = Id.

Assim, o operador estrela de Hodge possui os autovalores ±1, ambos com multiplicidade
três. Desse modo o espaço Λ2(T ∗pM) decompõe-se como

Λ2(T ∗pM) = Λ2
+(T ∗pM)⊕ Λ2

−(T ∗pM)

onde Λ2
±(T ∗pM) são os autoespaços associados aos autovalores ±1, respectivamente. Os

elementos de Λ2
+(T ∗pM) e Λ2

−(T ∗pM) são chamados de autoduais e antiautoduais, respec-
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tivamente. Considere agora as 2-formas

α±1 := 1√
2

(e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4),

α±2 := 1√
2

(e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2),

α±3 := 1√
2

(e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3).

É facil ver que p ∈M, {α+
1 , α

+
2 , α

+
3 } é uma base ortonormal para Λ2

+(T ∗pM) e {α−1 , α−2 , α−3 }
é uma base ortonormal para Λ2

−(T ∗pM). Desde que o operador estrela de Hodge é definido
numa base {ei ∧ ej|1 ≤ i < j ≤ 4} de Λ2(T ∗pM) por

?(e1 ∧ e2) = e3 ∧ e4,

?(e1 ∧ e3) = e4 ∧ e2,

?(e1 ∧ e4) = e2 ∧ e3,

sua matriz na base β = {α+
1 , α

+
2 , α

+
3 , α

−
1 , α

−
2 , α

−
3 } de Λ2(T ∗pM) é dada por

? =
 I3 0

0 −I3

 .

Agora, dada uma imersão isométrica x̄ : M4 → M̄5
c vamos considerar a sua segunda

forma fundamental A como um (2, 0)-tensor simétrico. Se g denota a métrica Rieman-
niana de M , então podemos produzir os seguintes tensores do tipo curvatura, A©∧ g e
A2©∧ g. Portanto, usando o isomorfismo Γ dado em (4.1), temos dois operadores naturais
associados a estes tensores, a saber A = Γ(A©∧ g) e B = Γ(A2©∧ g).

O lema a seguir mostra duas identidades interessantes relacionando estes operadores
com a geometria extŕınseca de M4.

Lema 4.1.1 Com as notações acima valem as seguintes identidades:

A+ ?A? = 4HId, (4.2)

B + ?B? = ‖A‖2Id, (4.3)

onde H é a curvatura média de x̄.

Demonstração. Considere a base β construida acima num referencial ortonormal {e1, e2, e3, e4}
o qual diagonaliza A, isto é, Aek = λkek. Para provar (4.2) basta notar que a matriz do
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operador A na base β é dada por

A =



2H 0 0 L2 0 0
0 2H 0 0 L3 0
0 0 2H 0 0 L4

L2 0 0 2H 0 0
0 L3 0 0 2H 0
0 0 L4 0 0 2H


,

onde Li = λ1 + λi − 2H, para cada 2 ≤ i ≤ 4.

Afirmamos que os elementos da diagonal são iguais a 2H. De fato, o primeiro elemento
da diagonal de A é

A11 = 〈Aα+
1 , α

+
1 〉

= 1
2〈A(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4〉

= 1
2(A©∧ g)1212 + (A©∧ g)1234 + 1

2(A©∧ g)3434

e

(A©∧ g)1212 = (A11g22 + A22g11 − A12g21 − A21g12)

=λ1 + λ2,

(A©∧ g)1234 = 0,

(A©∧ g)3434 = (A33g44 + A44g33 − A34g43 − A43g34)

=λ3 + λ4

de onde conclúımos que A11 = 2H. De forma similar mostramos que Akk = 2H para
2 ≤ k ≤ 6.

Agora, observe que

A14 = 〈Aα+
1 , α

−
1 〉

= 1
2〈A(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4〉

= 1
2(A©∧ g)1212 −

1
2(A©∧ g)3434

= 1
2(λ1 + λ2 − λ3 − λ4)

=λ1 + λ2 − 2H.

Analogamente, mostramos que A25 = λ1 + λ3 − 2H e A36 = λ1 + λ4 − 2H. Os termos
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Apq com p 6= q e q 6= p+ 3 são todos nulos, por exemplo

A12 = 〈Aα+
1 , α

+
2 〉

= 1
2〈A(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), e1 ∧ e3 + e4 ∧ e2〉

= 1
2(A©∧ g)1213 + 1

2(A©∧ g)1242 + 1
2(A©∧ g)3413 + 1

2(A©∧ g)3442

= 0.

Para obter a identidade (4.2) basta efetuar o produto ?A ? . A identidade (4.3) se prova
de forma análoga observando que ao invés dos λi aparecem agora nas contas acima os
autovalores de A2 em decorrência do operador de curvatura B estar associado ao tensor
A2©∧ g. Por fim, usamos a relação λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 + λ2
4 = ‖A‖2.

�

4.2 Funções testes baseadas em coordenadas de 2-
formas

Nesta seção acrescentamos à teoria feita na Seção 2.2 alguns lemas espećıficos da dimensão
quatro a fim de trabalhar as coordenadas de 2-formas como funções testes admisśıveis na
avaliação da forma quadrática J ′′u (0) para o cálculo do ı́ndice de Morse.

Seja a imersão x̄ : M4 → M̄5
c . Como antes E = {Ē1, · · · , Ē5+τ} representa uma

base ortonormal de campos paralelos em R5+τ , E∗ = {Ē1, · · · , Ē5+τ} sua base dual,
Ei = Ēi− 〈Ēi, N〉N − τ〈Ēi, ν〉ν a projeção ortogonal de Ēi sobre M e Ei = E[

i a 1-forma
dual do campo vetorial Ei. Considere a base ortonormal D = {Ēi∧ Ēj|1 ≤ i < j ≤ 5 + τ}
de formas bilineares antisimétricas paralelas sobre R5+τ .

Dada ω ∈ Ω2(M) vamos usar as coordenadas de ω na base D, ou seja, a funções

wij := 〈ω, Ēi ∧ Ēj〉, (4.4)

como funções testes. Observe que também podemos escrever as funções testes wij como

wij := ω(Ei, Ej).

A seguir apresentamos alguns lemas técnicos com o objetivo de calcular a forma quadrática
da segunda variação da área para estas funções.

Iniciamos deduzindo uma expressão para o operador de Weitzenböck agindo em 2-
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formas. Para isso lembramos que a definição da curvatura de um tensor qualquer T é
dada por

R(X, Y )T = ∇2T (Y,X)−∇2T (X, Y ).

Neste sentido temos a seguinte identidade de Ricci para 2-formas:

Lema 4.2.1 Para qualquer ω ∈ Ω2(M) vale

(R(X, Y )ω)(Z,W ) = ω(R(X, Y )W,Z)− ω(R(X, Y )Z,W ). (4.5)

Demonstração. Temos que

R(X, Y )ω = ∇2ω(Y,X)−∇2ω(X, Y ) = ∇Y (∇Xω)−∇X(∇Y ω)−∇[Y,X]ω

onde

(R(X, Y )ω)(Z,W ) = (∇Y (∇Xω))(Z,W )− (∇X(∇Y ω))(Z,W )− (∇[Y,X]ω)(Z,W )

=Y (∇Xω(Z,W ))− (∇Xω)(∇YZ,W )− (∇Xω)(Z,∇YW )

−X(∇Y ω(Z,W )) + (∇Y ω)(∇XZ,W ) + (∇Y ω)(Z,∇XW )

−[Y,X](ω(Z,W )) + ω(∇[Y,X]Z,W ) + ω(Z,∇[Y,X]W )

=Y X(ω(Z,W ))− Y (ω(∇XZ,W ))− Y (ω(Z,∇XW ))

−XY (ω(Z,W )) +X(ω(∇YZ,W )) +X(ω(Z,∇YW ))

−(∇Xω)(∇YZ,W )− (∇Xω)(Z,∇YW )

+(∇Y ω)(∇XZ,W ) + (∇Y ω)(Z,∇XW )

−[Y,X](ω(Z,W )) + ω(∇[Y,X]Z,W ) + ω(Z,∇[Y,X]W )

=−(∇Y ω)(∇XZ,W )− ω(∇Y (∇XZ),W )− ω(∇XZ,∇YW )

−(∇Y ω)(Z,∇XW )− ω(∇YZ,∇XW )− ω(Z,∇Y (∇XW ))

+ (∇Xω)(∇YZ,W ) + ω(∇X(∇YZ),W ) + ω(∇YZ,∇XW )

+(∇Xω)(Z,∇YW ) + ω(∇XZ,∇YW ) + ω(Z,∇X(∇YW ))

−(∇Xω)(∇YZ,W )− (∇Xω)(Z,∇YW ) + (∇Y ω)(∇XZ,W )

+(∇Y ω)(Z,∇XW ) + ω(∇[Y,X]Z,W ) + ω(Z,∇[Y,X]W )

=−ω(∇Y (∇XZ),W )− ω(∇XZ,∇YW )− ω(∇YZ,∇XW )

−ω(Z,∇Y (∇XW )) + ω(∇X(∇YZ),W ) + ω(∇YZ,∇XW )

+ω(∇XZ,∇YW ) + ω(Z,∇X(∇YW )) + ω(∇[Y,X]Z,W ) + ω(Z,∇[Y,X]W )

=−ω(R(X, Y )Z,W )− ω(Z,R(X, Y )W ).
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�

Usando a definição do operador de Weitzenböck dada na equação (1.4) e o Lema 4.2.1
obtemos a seguinte identidade

(Wω)(X, Y ) =ω(R(X, ej)Y, ej)− ω(R(Y, ej)X, ej)

+ω(Ric X, Y )− ω(Ric Y,X), (4.6)

para quaisquer X, Y ∈ X(M)

Agora vamos aplicar as identidades acima para 2-formas em hipersurperf́ıcies.

Lema 4.2.2 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : M4 → M̄5
c . Para qualquer

ω ∈ Ω2(M) temos

(Wω)(Ei, Ej) = 4cω(Ei, Ej) + 4Hω(AEi, Ej) + 4Hω(Ei, AEj)

−ω(A2Ei, Ej)− ω(Ei, A2Ej)− 2ω(AEi, AEj), (4.7)

onde H é a curvatura média de M.

Demonstração. Segue da identidade (4.6) que

(Wω)(Ei, Ej) =ω(R(Ei, ek)Ej, ek)− ω(R(Ej, ek)Ei, ek)

+ω(Ric Ei, Ej)− ω(Ric Ej, Ei).

Escrevendo
ω = 1

2ωpqe
p ∧ eq

num referencial ortonormal local {e1, e2, e3, e4} numa vizinhança de p ∈ M e usando a
equação de Gauss, (1.2) obtemos

ω(R(Ei, ek)Ej, ek) = 1
2ωpqe

p ∧ eq(R(Ei, ek)Ej, ek)

= 1
2ωpq{〈ep,R(Ei, ek)Ej〉〈eq, ek〉

−〈eq,R(Ei, ek)Ej〉〈ep, ek〉}

= 1
2ωpq{〈R(Ei, eq)Ej, ep〉 − 〈R(Ei, ep)Ej, eq〉}

= 1
2ωpq{c〈Ei, eq〉〈ep, Ej〉 − c〈Ei, ep〉〈eq, Ej〉

−〈AEi, ep〉〈AEj, eq〉+ 〈AEi, eq〉〈AEj, ep〉}

=−cω(Ei, Ej)− ω(AEi, AEj).
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Pela antisimetria da 2-forma ω temos que ω(R(Ej, ek)Ei, ek) = −ω(R(Ei, ek)Ej, ek).
Pelo Lema 2.2.2 o operador de Ricci se escreve, em dimensão quatro, como Ric(X) =
3cX + 4HAX − A2X para qualquer X ∈ X(M). Assim,

(Wω)(Ei, Ej) =−2cω(Ei, Ej)− 2ω(AEi, AEj) + ω(3cEi + 4HAEi − A2Ei, Ej)

−ω(3cEj + 4HAEj − A2Ej, Ei)

= 4cω(Ei, Ej) + 4Hω(AEi, Ej) + 4Hω(Ei, AEj)

−ω(A2Ei, Ej)− ω(Ei, A2Ej)− 2ω(AEi, AEj).

�

Lema 4.2.3 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : M4 → M̄5
c . Para os campos da

base E vale a seguinte identidade:

∇∗∇(Ei ∧ Ej) = (A2Ei)[ ∧ Ej + Ei ∧ (A2Ej)[ + 2cEi ∧ Ej. (4.8)

Demonstração. Fixe um ponto p ∈ M e considere um sistema local de coordenadas
{e1, e2, e3, e4} geodésico em p. Usando os Lemas 2.2.1 e 2.2.2 obtemos

∇∗∇(Ei ∧ Ej) =−∇ek∇ek(Ei ∧ Ej)

=−∇ek(∇ekE
i ∧ Ej + Ei ∧∇ekE

j)

=∇∗∇Ei ∧ Ej − 2∇ekE
i ∧∇ekE

j + Ei ∧∇∗∇Ej

= ((A2Ei)[ + cEi) ∧ Ej + Ei ∧ ((A2Ej)[ + cEj)

−2(gi(Aek)[ − cfiek) ∧ (gj(Aek)[ − cfjek).

Como (Aek)[ ∧ (Aek)[ = ek ∧ ek = 0 e

(Aek)[ ∧ ek(X, Y ) = 〈Aek, X〉〈ek, Y 〉 − 〈Aek, Y 〉〈ek, X〉

= 〈AX, Y 〉 − 〈AY,X〉

= 0

para todo X, Y ∈ X(M) o resultado segue.

Lema 4.2.4 Com as notações acima temos que para qualquer ω ∈ Ω2(M) as funções
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testes wij = ω(Ei, Ej) satisfazem

∆wij =−2cwij − 4Hω(AEi, Ej)− 4Hω(Ei, AEj) + 2ω(A2Ei, Ej) + 2ω(Ei, A2Ej)

+∆2ω(Ei, Ej)− 2(∇epω)(Aep, Xij) + 2ω(AEi, AEj) + 2cδω(Yij).

Demonstração. Primeiro escrevemos wij = 〈ω,Ei ∧ Ej〉 e então usamos as fórmulas
(2.11), (1.5) e o Lema 4.2.3 para obter

∆wij = 〈∇∗∇ω,Ei ∧ Ej〉+ 〈ω,∇∗∇(Ei ∧ Ej)〉 − 2〈∇ω,∇(Ei ∧ Ej)〉

= ∆2ω(Ei, Ej)− (Wω)(Ei, Ej) + ω(A2Ei, E
j)

+ω(Ei, A2Ej) + 2cω(Ei, Ej)− 2〈∇ω,∇(Ei ∧ Ej)〉. (4.9)

Agora observe que

〈∇ω,∇(Ei ∧ Ej)〉= 〈∇ekω,∇ek(Ei ∧ Ej)〉

= 〈∇ekω,∇ekE
i ∧ Ej + Ei ∧∇ekE

j〉

= 〈∇ekω, gi(Aek)[ ∧ Ej − cfiek ∧ Ej〉

+〈∇ekω, gjE
i ∧ (Aek)[ − cfjEi ∧ ek〉

= 〈∇ekω, (Aek)[ ∧X ij − cek ∧ Y ij〉

= (∇ekω)(Aek, Xij) + cδω(Yij)

onde X ij e Y ij são as 1-formas duais dos campos vetoriais Xij = giEj − gjEi e Yij =
fiEj − fjEi, respectivamente. Combinando esta última igualdade e o Lema 4.2.2 na
equação (4.9) obtemos o resultado.

�

O próximo lema diz que quando tomamos 2-formas harmônicas, as suas funções coor-
denadas são de fato funções admisśıveis para serem usadas como testes na avaliação do
ı́ndice fraco de Morse no caso de hipersuperf́ıcies de curvatura média constante.

Lema 4.2.5 Considere a imersão x̄ : M4 → M̄5
c . Para qualquer ω ∈ H2(M) defina as

funções wij = ω(Ei, Ej) e w̄ij = ?ω(Ei, Ej). Se M é fechada, então
∫
M
w̄ijdM =

∫
M
wijdM = 0.

Demonstração. Fixe um ponto p ∈ M, e considere um referencial ortonormal local em
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p ∈M, {e1, e2, e3, e4}, o qual é geodésico em p. Primeiro note que

δ(ιEiω) =−(∇ep(ιEiω))ep
=−ep((ιEiω)ep)

=−ep(ω(Ei, ep))

= ep(ω(ep, Ei))

= (∇epω)(ep, Ei) + ω(ep,∇epEi)

=−δ(ω)(Ei) + giω(ep, Aep)− cfiω(ep, ep)

e

ω(ep, Aep) = 1
2wij(e

i ∧ ej)(ep, Aep)

= 1
2wij(〈Aej, ei〉 − 〈Aei, ej〉)

= 0.

Como δ(ω) e ω(ep, ep) são nulos obtemos δ(ιEiω) = 0. Pelo Lema 2.2.1 Ej = dfj onde
obtemos

∫
M
wijdM =

∫
M
〈ιEiω,Ej〉dM

=
∫
M
〈ιEiω, dfj〉dM

=
∫
M
〈δ(ιEiω), fi〉dM

= 0.

Como, pelo Lema 1.3.3, o Laplaciano de Hodge comuta com o operador estrela, segue
que ?ω é harmônica e portanto conclúımos que as funções w̄ij também têm média nula.

�

Lema 4.2.6 Seja A o operador de forma da imersão x̄ : M4 → M̄5
c e considere os

operadores de curvatura A = Γ(A©∧ g), B = Γ(A2©∧ g) e R = Γ(R) onde R é o tensor
de curvatura de Riemann. Para qualquer ω ∈ Ω2(M) e funções wij = ω(Ei, Ej) valem

w2
ij = 2‖ω‖2; (4.10)

[ω(AEi, Ej) + ω(Ei, AEj)]wij = 2〈Aω, ω〉; (4.11)

[ω(A2Ei, Ej) + ω(Ei, A2Ej)]wij = 2〈Bω, ω〉; (4.12)

ω(AEi, AEj)wij = 2〈Rω, ω〉 − 2c‖ω‖2; (4.13)

(∇epω)(Aep, Xij)wij = 0; (4.14)

cδω(Yij)wij = 0. (4.15)
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Demonstração. Temos

w2
ij = 〈ω,Ei ∧ Ej〉2

= 2〈ω, 1
2〈ω, Ē

i ∧ Ēj〉Ēi ∧ Ēj〉

= 2‖ω‖2.

onde vale (4.10). Para provar (4.11) calculamos

[ω(AEi, Ej) + ω(Ei, AEj)]wij = 1
2ωpq[(e

p ∧ eq)(AEi, Ej) + (ep ∧ eq)(Ei, AEj)]wij

= 1
2ωpqwij[〈ep, AEi〉〈eq, Ej〉 − 〈ep, Ej〉〈eq, AEi〉]

+1
2ωpqwij[〈ep, Ei〉〈eq, AEj〉 − 〈ep, AEj〉〈eq, Ei〉]

= 1
2ωpqwij(A©∧ g)(Ei, Ej, ep, eq)

= 1
2ωpqwij〈A(Ei ∧ Ej), ep ∧ eq〉

= 〈ω,Ei ∧ Ej〉〈A(Ei ∧ Ej), ω〉

= 〈ω, Ēi ∧ Ēj〉〈Ēi ∧ Ēj,Aω〉

= 2〈ω,Aω〉.

A prova de (4.12) é análoga à prova de (4.11). Para a prova de (4.13) usamos a equação
de Gauss, (1.2), para obter

ω(AEi, AEj)wij = 1
2ωpq(e

p ∧ eq)(AEi, AEj)wij

= 1
2ωpqwij[〈ep, AEi〉〈eq, AEj〉 − 〈ep, AEj〉〈eq, AEi〉]

= 1
2ωpqwij[R(Ei, Ej, ep, eq)−R(Ei, Ej, ep, eq)]

= 1
2ωpqwij〈R(Ei ∧ Ej), ep ∧ eq〉

− c2ωpqwij[〈Ei, ep〉〈Ej, eq〉 − 〈Ei, eq〉〈Ej, ep〉]

= 〈ω, Ēi ∧ Ēj〉〈Ēi ∧ Ēj,Rω〉

− c2ωpq〈ω, Ē
i ∧ Ēj〉[〈Ēi, ep〉〈Ēj, eq〉 − 〈Ēi, eq〉〈Ēj, ep〉]

= 2〈ω,Rω〉 − c

2ωpq〈ω, e
p ∧ eq〉+ c

2ωpq〈ω, e
q ∧ ep〉

= 2〈ω,Rω〉 − 2c‖ω‖2.
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Agora, note que

(∇epω)(Aep, Xij)wij = gi(∇epω)(Aep, Ej)〈ω,Ei ∧ Ej〉

−gj(∇epω)(Aep, Ei)〈ω,Ei ∧ Ej〉

=−gi(∇epω)(Aep, Ej)〈ιEjω,Ei〉

−gj(∇epω)(Aep, Ei)〈ιEiω,Ej〉

onde a identidade (4.14) segue do fato que gj〈ιEiω,Ej〉 = 〈N, (ιEiω)#〉 = 0. Por fim,

cδω(Yij)wij = cfi〈(δω)#, Ej〉〈ω,Ei ∧ Ej〉 − cfj〈(δω)#, Ei〉〈ω,Ei ∧ Ej〉

=−cfi〈(δω)#, Ej〉〈ιEjω,Ei〉 − cfj〈(δω)#, Ei〉〈ιEiω,Ej〉

=−c〈(δω)#, Ej〉〈x̄, (ιEjω)#〉 − c〈(δω)#, Ei〉〈x̄, (ιEiω)#〉.

No caso Euclidiano, c = 0, o resultado é evidente. No caso esférico, c > 0, x̄ é ortogonal
à M donde 〈x̄, (ιZω)#〉 = 0, para todo Z ∈ X(M), e o resultado segue.

�

Lema 4.2.7 Seja x̄ : M4 → M̄5
c imersão de curvatura média constante H. Para qualquer

ω ∈ Ω2(M) considere as funções wij = ω(Ei, Ej) e w̄ij = ?ω(Ei, Ej). Se M é fechada,
então

∫
M
wijJwij =−16c

∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈Aω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2

+4
∫
M
〈Bω, ω〉+ 4

∫
M
〈Rω, ω〉+ 2

∫
M
〈∆2ω, ω〉, (4.16)

∫
M
w̄ijJw̄ij =−16c

∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈?A?ω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2

+4
∫
M
〈?B?ω, ω〉+ 4

∫
M
〈?R?ω, ω〉+ 2

∫
M
〈∆2ω, ω〉. (4.17)
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Demonstração. Segue dos Lemas 4.2.4 e 4.2.6 que

wij∆wij =−2cw2
ij

−4H[ω(AEi, Ej) + ω(Ei, AEj)]wij
+2[ω(A2Ei, Ej) + ω(Ei, A2Ej)]wij
+2ω(AEi, AEj)wij
−2(∇epω)(Aep, Xij)wij
+2cδω(Yij)wij
+∆2ω(Ei, Ej)wij

=−8c‖ω‖2 − 8H〈Aω, ω〉+ 4〈Bω, ω〉

+4〈Rω, ω〉+ 2〈∆2ω, ω〉.

Como o operador de Jacobi da imersão x̄ é dado por J = ∆− (‖A‖2 + 4c) segue que
∫
M
wijJwij =

∫
M
wij∆wij −

∫
M

(‖A‖2 + 4c)w2
ij

=−16c
∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈Aω, ω〉+ 4

∫
M
〈Bω, ω〉

+4
∫
M
〈Rω, ω〉+ 2

∫
M
〈∆2ω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2,

onde obtemos (4.16). A igualdade (4.17) se prova de forma análoga.
�

4.3 Comparação entre os espectros de J e ∆2

Nesta seção aplicamos as técnicas obtidas nos caṕıtulos anteriores para as funções testes
wij e w̄ij para provar um resultado de comparação entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do operador Laplaciano de Hodge agindo em 2-formas. Antes
disso provamos o seguinte lema, o qual mostra que um termo de curvatura que aparece
na aplicação da técnica tem uma limitação dada pela geometria extŕınseca:

Lema 4.3.1 Considere a imersão x̄ : M4 → M̄5
c . Para qualquer ω ∈ Ω2(M) temos

〈Rω, ω〉+ 〈R?ω, ?ω〉 ≤ (2c+ ‖A‖
2

2 )‖ω‖2. (4.18)

Demonstração. Seja {e1, e2, e3, e4} um referencial ortonormal local que diagonaliza A,
isto é, Aek = λkek. Considere em p a base {ei ∧ ej; 1 ≤ i < j ≤ 4} de Λ2(T ∗pM). Temos
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que

〈Rei ∧ ej, er ∧ es〉 =
{
c+ λiλj se (i, j) = (r, s)

0 se (i, j) 6= (r, s).

Assim, para

ω = w12e
1 ∧ e2 + w13e

1 ∧ e3 + w14e
1 ∧ e4 + w23e

2 ∧ e3 + w24e
2 ∧ e4 + w34e

3 ∧ e4

e

?ω = w34e
1 ∧ e2 − w24e

1 ∧ e3 + w23e
1 ∧ e4 + w14e

2 ∧ e3 − w13e
2 ∧ e4 + w12e

3 ∧ e4

obtemos

〈Rω, ω〉=w2
12〈Re1 ∧ e2, e1 ∧ e2〉+ w2

13〈Re1 ∧ e3, e1 ∧ e3〉+ w2
14〈Re1 ∧ e4, e1 ∧ e4〉

+w2
23〈Re2 ∧ e3, e2 ∧ e3〉+ w2

24〈Re2 ∧ e4, e2 ∧ e4〉+ w2
34〈Re3 ∧ e4, e3 ∧ e4〉

=w2
12(c+ λ1λ2) + w2

13(c+ λ1λ3) + w2
14(c+ λ1λ4)

+w2
23(c+ λ2λ3) + w2

24(c+ λ2λ4) + w2
34(c+ λ3λ4)

= c‖ω‖2 + w2
12λ1λ2 + w2

13λ1λ3 + w2
14λ1λ4 + w2

23λ2λ3 + w2
24λ2λ4 + w2

34λ3λ4

e, de forma análoga,

〈R?ω, ?ω〉=w2
12(c+ λ3λ4) + w2

13(c+ λ2λ4) + w2
14(c+ λ2λ3)

+w2
23(c+ λ1λ4) + w2

24(c+ λ1λ3) + w2
34(c+ λ1λ2)

= c‖ω‖2 + w2
12λ3λ4 + w2

13λ2λ4 + w2
14λ2λ3 + w2

23λ1λ4 + w2
24λ1λ3 + w2

34λ1λ2.

Desta forma, temos em cada ponto de M

〈Rω, ω〉+ 〈R?ω, ?ω〉= 2c‖ω‖2 + (w2
12 + w2

34)(λ1λ2 + λ3λ4)

+(w2
13 + w2

24)(λ1λ3 + λ2λ4) + (w2
14 + w2

23)(λ1λ4 + λ2λ3)

≤ 2c‖ω‖2 + (w2
12 + w2

34)(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + λ2

4)
2

+(w2
13 + w2

24)(λ2
1 + λ2

3 + λ2
2 + λ2

4)
2

+(w2
14 + w2

23)(λ2
1 + λ2

4 + λ2
2 + λ2

3)
2

= (2c+ ‖A‖
2

2 )‖ω‖2.

�

74



Agora estamos prontos para provar o teorema principal deste caṕıtulo. A saber:

Teorema 4.3.1 Seja M4 uma hipersuperf́ıcie CMC fechada imersa em M̄5
c . Então, para

todo inteiro positivo α,

λJα ≤ −6c− 8H2 + 1
2 max

M
‖A‖2 + λ∆2

m(α)

onde m(α) > 2
(

5+τ
2

)
(α− 1).

Demonstração. Considere {ωi}+∞
i=1 um conjunto L2-ortonormal emt Ω2(M) constitúıdo

por 2-formas que satisfazem ∆2ωk = λ∆2
k ωk. Seja L∆2

m o espaço vetorial gerado pelas
primeiras m auto 2-formas de ∆2. Fixe em L2(M) uma base ortonormal {φi}+∞

i=1 dada
pelas autofunções do operador de Jacobi e considere 2-formas ω ∈ L∆2

m tais que as funções
wij = ω(Ei, Ej) e w̄ij = ?ω(Ei, Ej) estão em G⊥α−1 para algum α ∈ N e 1 ≤ i < j ≤ 5 + τ.

Assim, estamos considerando um sistema
∫
M
wijφk =

∫
M
w̄ijφk = 0, 1 ≤ i < j ≤ 5 + τ and 1 ≤ k ≤ α− 1 (4.19)

com 2
(

5+τ
2

)
(α − 1) equações lineares homogêneas na variável ω. Portanto, se m(α) =

dimL∆2
m > 2

(
5+τ

2

)
(α−1) então o sistema (4.19) possui pelo menos uma solução não trivial

ω ∈ L∆2
m tal que wij, w̄ij ∈ G⊥α−1 para todo 1 ≤ i < j ≤ 5 + τ. Segue da caracterização

variacional dos autovalores de J, dada em (2.3), que

λJα ≤
∫
M wijJwij∫

M w2
ij

e λJα ≤
∫
M w̄ijJw̄ij∫

M w̄2
ij

.

Pelo Lema 4.2.7 obtemos

2λJα
∫
M
‖ω‖2≤−16c

∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈Aω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2

+4
∫
M
〈Bω, ω〉+ 4

∫
M
〈Rω, ω〉+ 2

∫
M
〈∆2ω, ω〉 (4.20)

e

2λJα
∫
M
‖ω‖2≤−16c

∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈?A?ω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2

+4
∫
M
〈?B?ω, ω〉+ 4

∫
M
〈?R?ω, ω〉+ 2

∫
M
〈∆2ω, ω〉. (4.21)
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Aplicando os Lemas 4.1.1 e 4.3.1 à soma das desigualdades (4.20) e (4.21) obtemos

λJα

∫
M
‖ω‖2≤−8(c+H2)

∫
M
‖ω‖2 +

∫
M

(〈Rω, ω〉+ 〈R?ω, ?ω〉) + λ∆2
m(α)

∫
M
‖ω‖2

≤−8(c+H2)
∫
M
‖ω‖2 +

∫
M

(2c+ ‖A‖
2

2 )‖ω‖2 + λ∆2
m(α)

∫
M
‖ω‖2

=
∫
M

(‖A‖
2

2 − 6c− 8H2)‖ω‖2 + λ∆2
m(α)

∫
M
‖ω‖2

e conclúımos que

λJα ≤ −6c− 8H2 + 1
2 max

M
‖A‖2 + λ∆2

m(α) (4.22)

sempre que m(α) > 2
(

5+τ
2

)
(α− 1).

�

Fazendo hipóteses adicionais sobre o quadrado da norma da segunda forma fundamen-
tal a desigualdade (4.22) nos permite obter estimativas para o ı́ndice de Morse e o ı́ndice
fraco de Morse de hipersuperf́ıcies CMC fechadas imersas em M̄5

c . Este é o conteúdo dos
resultados que apresentamos na seção a seguir.

4.4 Estimativa do ı́ndice de Morse de 4-variedades
CMC fechadas

Nesta Seção fazemos uso de 2-formas harmônicas na composição das funções testes

wij = ω(Ei, Ej) e w̄ij = ?ω(Ei, Ej)

a fim de provar os seguintes resultados:

Teorema 4.4.1 Seja x̄ : M4 → S5 uma imersão mı́nima fechada com curvatura escalar
positiva. Então,

Ind(M) ≥ b2(M)
30 .

Teorema 4.4.2 Seja x̄ : M4 → M̄5
c a imersão CMC fechada com curvatura escalar

positiva. Então,
Indw(M) ≥ b2(M)

2
(

5+τ
2

) .
Para a prova dos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2 usaremos uma equação que envolve a curvatura

escalar, S, obtida da seguinte forma: se {e1, e2, e3, e4} é um referencial local ortonormal
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sobre M segue da equação (2.9) que

〈Ric(ei), ei〉 = 3c〈ei, ei〉+ 4H〈Aei, ei〉 − 〈A2ei, ei〉,

onde somando em i obtemos

S = 12c+ 16H2 − ‖A‖2.

Demonstração do Teorema 4.4.1. Considere na prova do Teorema 4.3.1 uma 2-forma
harmônica ω e H = 0. A hipótese sobre a curvatura escalar nos dá ‖A‖2 < 12. Como ω é
harmônica temos λm(α) = 0 se m(α) = b2(M). Segue da desigualdade (4.22) que λJα < 0
onde α é o maior natural tal que

b2(M) > 30(α− 1).

Logo, existem α autovalores negativos de J donde Ind(M) ≥ α. O resultado segue da

desigualdade α ≥ b2(M)
30 .

�

Demonstração do Teorema 4.4.2. Assim como foi feito na demonstração do Teorema
2.4.3 considere o espaço Gα−1 gerado pelas primeiras α − 1 autofunções do operador L.
Considere 2-formas ω ∈ H2(M) tais que as funções wij = ω(Ei, Ej) e w̄ij = ?ω(Ei, Ej)
satisfazem o sistema

∫
M
wijφk =

∫
M
w̄ijφk = 0, 1 ≤ i ≤ 5 + τ e 1 ≤ k ≤ α− 1, (4.23)

com 2
(

5+τ
2

)
(α− 1) equações lineares homogêneas na variável ω.

Portanto, se α é o maior natural tal que dimH2(M) > 2
(

5+τ
2

)
(α− 1), o sistema (4.23)

terá pelo menos uma solução não trivial ω ∈ H2(M). Segue da caracterização variacional
dos autovalores de L, dada em (2.4), que

λLα

∫
M
w2
ij ≤

∫
M
wijJwij e λLα

∫
M
w̄2
ij ≤

∫
M
w̄ijJw̄ij.

Segue do Lema 4.2.7 que

λLα

∫
M
‖ω‖2≤−16c

∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈Aω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2

+4
∫
M
〈Bω, ω〉+ 4

∫
M
〈Rω, ω〉
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e

λLα

∫
M
‖ω‖2≤−16c

∫
M
‖ω‖2 − 8H

∫
M
〈?A?ω, ω〉 − 2

∫
M
‖A‖2‖ω‖2

+4
∫
M
〈?B?ω, ω〉+ 4

∫
M
〈?R?ω, ω〉.

Usando os Lemas 4.1.1 e 4.3.1 na soma destas duas últimas desigualdades obtemos

λLα

∫
M
‖ξ‖2≤(−6c− 8H2)

∫
M
‖ξ‖2 + 1

2

∫
M
‖A‖2‖ξ‖2.

Agora, a hipótese sobre a curvatura escalar nos dá ‖A‖2 < 12c+ 16H2 de onde obtemos
que o α-ésimo autovalor do operador L é negativo e isto implica Indw(M) ≥ α. Como α
é o maior natural tal que

b2(M) > 2
(

5 + τ

2

)
(α− 1)

obtemos que
α ≥ b2(M)

2
(

5+τ
2

)
e isso conclui a demonstração.

�
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