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Resumo

Nesta tese obtemos teoremas de comparacao espectral e estimativas do indice de Morse
para hipersuperficies compactas de curvatura média constante (CMC) imersas em formas
espaciais de curvatura seccional nao negativa, denotada por M. n+1 O trabalho foi dividido
em trés partes. Na primeira parte consideramos hipersuperficies CMC fechadas em M.
Inicialmente, provamos um resultado de comparagao entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do Laplaciano de Hodge, agindo em 1-formas. Em seguida, usa-
mos essa técnica para provar que o indice de Morse de superficies CMC fechadas em M, 3
é limitado inferiormente por uma funcao linear do género da superficie. Na segunda parte
estudamos o caso compacto com fronteira livre, onde, sob certas condi¢oes de fronteira,
obtemos resultados similares aos do caso fechado. Na terceira parte exploramos algumas
propriedades inerentes a dimensao quatro e como consequéncia obtemos um resultado de
comparacao entre os autovalores do operador de Jacobi e os autovalores do Laplaciano de
Hodge agindo em 2-formas sobre uma hipersuperficie CMC fechada imersa em M?. Além
disso, como produto da técnica utilizada, estimamos o indice de Morse de hipersuperficies
minimas fechadas imersas em S® e o indice de Morse de hipersuperficies CMC fechadas

imersas em ]\_405 pelo segundo nimero de Betti da hipersuperficie.

Palavras-chave: Superficies de curvatura média constante. Superficies com fronteira
livre. Estabilidade. Indice de Morse. Ntimeros de Betti.



Abstract

In this thesis we obtain spectral comparison theorems and index estimates for compact
constant mean curvature (CMC) hypersurfaces immersed in space forms of nonnegative
sectional curvature, denoted by M7*!'. The work is divided in three parts. In the first
part we consider CMC closed hypersurfaces in M"*!. Firstly, we prove a comparison
result between the eigenvalues of the Jacobi operator and those of the Hodge Laplacian
acting on 1-forms. Next, using the same technique, we prove that the Morse index of a
CMC surface immersed in M 3 is bounded from below by a linear function of its genus.
In the second part we study the case of free-boundary compact surfaces, where, under
some conditions on the boundary, we get results similar to that one for closed surfaces. In
the third parte, we explore some properties inherent to the four dimensional case and we
obtain a comparison result between the eigenvalues of the Jacobi operator and those of
the Laplacian acting on 2-forms of compact CMC hypersurfaces immersed in M?. More-
over, as a by-product, we obtain Morse index estimates for minimal closed hypersurfaces
immersed in S® and also for CMC hypersurfaces in M? by the second Betti number of

hypersurface.

Keywords: Constant mean curvature surfaces. Free boundary surfaces. Stability. Morse

index. Betti numbers.
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Introducao

Hipersuperficies de curvatura média constante constituem um tépico muito estudado na
area de geometria diferencial. Em particular, do ponto de vista da Analise Geométrica,
cada vez mais procura-se compreender questoes geométricas e topoldgicas através da ava-
liacao do espectro de operadores diferenciais definidos sobre tais hipersuperficies. Por
exemplo, o toro de Clifford, Sk(\/k;/in) x Sk (\/(n — k) /n), foi caracterizado por C. Wu
em [57] como a tinica hipersuperficie minima na esfera unitaria S"*! cujo primeiro auto-
valor do operador de Jacobi é Ay = —2n. Também, sobre o toro de Clifford, conjectura-se
que este seja a tnica hipersuperficie minima em S"*! com indice de Morse igual a n + 3.
Em dimensao dois essa conjectura foi provada por F. Urbano em [53]. A contribuigao
de F. Urbano acabou sendo crucial na recente e célebre prova dada por F. Marques e A.

Neves em [36] da Conjectura de Willmore que perdurava sem solugdo desde 1965.

A. Savo em [50, Teorema 1.1] comparou os autovalores do operador de Jacobi com
os autovalores do Laplaciano de Hodge de hipersuperficies minimas da esfera. B. Ma e
G. Huang em [35, Teorema 1] obtiveram um resultado similar para hipersuperficies de
curvatura média constante na esfera, porém dependendo da norma da segunda forma
fundamental. Também em [50], A. Savo comparou o niimero de autovalores negativos
do operador de Jacobi com invariantes topologicos de hipersuperficies minimas da esfera,
0 género no caso de superficies e o primeiro nimero de Betti em dimensdes maiores.
Nesta linha foram obtidos importantes resultados comparando o indice de Morse com
o primeiro numero de Betti de hipersuperficies imersas em outras variedades ambientes
dentre os quais destacamos os trabalhos de A. Ros [44], L. Ambrozio, A. Carlotto e B.
Sharp [5], R. Mendes e M. Radeschi [38] e C. Gorodski, R. Mendes e M. Radeschi [26].

Os trabalhos destes autores sao respostas parciais para a seguinte conjectura:

Conjectura(Schoen, Marques-Neves) Seja (M"', g) uma variedade Riemanni-
ana fechada com curvatura de Ricci positiva. Eziste uma constante positiva C tal que,

para toda hipersuperficie minina fechada mergulhada, M", a sequinte desiqualdade vale:

Ind(M) > Cby(M).
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Nesta tese, obtemos resultados de comparacao entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do Laplaciano de Hodge bem como estimativas do indice de Morse
para hipersuperficies CMC compactas, com e sem bordo, na mesma linha dos que foram
obtidos por A. Savo [50] no caso minimo fechado e por L. Ambrozio, A. Carlotto e B.

Sharp [4] e por P. Sargent [49] no caso minimo compacto com fronteira livre.

No Capitulo (1] apresentamos alguns pré-requisitos necessarios para uma boa compre-

ensao dos capitulos posteriores e introduzimos nossas notagoes.

No Capitulo [2] abordamos o caso de hipersuperficies fechadas em formas espaciais
Mg“, com ¢ > 0. Iniciamos o capitulo recordando alguns conceitos sobre a teoria de
estabilidade para hipersuperficies fechadas e, em seguida, fazemos um estudo das fungoes
testes definidas a partir das coordenadas de 1-formas. A seguir apresentamos os principais
resultados deste capitulo. Para simplificar os enunciados introduzimos a constante T que

vale 1 quando ¢ > 0 e vale 0 quando ¢ = 0.

Teorema 0.0.1 (Teorema [2.3.3)) Seja M? uma superficie fechada com curvatura média

constante nao nula H imersa em M3. Entdo, para todo inteiro positivo «,

M < —2(c+ HY) + )2

m(a)’

onde m(a) > 23+ 7)(av — 1).

Teorema 0.0.2 (Teorema [2.3.4) Seja M™ wuma hipersuperficie fechada com curvatura
média constante nao nula imersa em ]\7[C”+1, n > 3. Assuma que a curvatura de Ricci de
M satisfaz Ric > —c(n — 1). Entdo, para todo inteiro positivo a,

J A
Ao S Ayl

onde p(a) > (n+1+7)(a — 1).

A técnica usada no Teorema pode ser refinada quando escolhemos 1-formas
harmonicas. Isto nos permite obter uma estimativa inferior para o nimero de autovalores
negativos, contados com multiplicidades, da segunda variagdo da area de uma superficie
CMC fechada restrita ao espago das func¢oes de média nula, o chamado indice fraco de
Morse e denotado por Indy, (M), em termos do género da superficie. Mais precisamente

temos o seguinte resultado:

Teorema 0.0.3 (Teorema [2.4.3) Seja M? uma superficie fechada com curvatura média

12



constante nao nula imersa em Mf Se g > 1 entdo,

g
3+7

Indy, (M) >

No Capitulo |3| devotamos nossa atencao as hipersuperficies compactas com fronteira
livre. Neste contexto, inspirada pelo trabalho de A. Savo, P. Sargent em [49] comparou os
autovalores do operador de Jacobi com os autovalores do operador Laplaciano de Hodge
agindo em 1-formas com condicdo absoluta de fronteira. Em [5], L. Ambrozio, A. Carlotto
e B. Sharp mostraram que o indice de Morse de uma superficie minima com fronteira livre
imersa num dominio convexo em média do espaco Euclidiano tridimensional é limitado
por baixo por uma funcao linear do género e do nimero de componentes de fronteira
da superficie. Este resultado foi obtido também por P. Sargent em [49] entretando ela

considerou a hipotese mais forte de convexidade do dominio.

Seguindo estas ideias, provamos na Sec¢ao [3.3| os seguintes resultados de comparagao
espectral para hipersuperficies com fronteira livre similares aos Teoremas e
obtidos no Capitulo [2}

Teorema 0.0.4 (Teorema [3.3.2) Seja M? uma superficie compacta com fronteira livre e
curvatura média constante nao nula H imersa num dominio convero em média W* C M3.
Entao, para todo inteiro positivo a,

M < =2(c+ HY) + 22

m(a)’

onde m(a) > 23+ 7)(av — 1).

Teorema 0.0.5 (Teorema Seja M™ uma hipersuperficie compacta com fronteira
livre e curvatura média constante ndo nula imersa num dominio convezo Wn+t C M+,
n > 3. Assuma que a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric > —c(n—1). Entao, para todo
inteiro positivo a,

J A
Ao = Mgy,

onde p(a) > (n+ 1+ 7)(a —1).
Concluimos o Capitulo [3| provando a seguinte estimativa para o indice fraco de Morse:
Teorema 0.0.6 (Teorema |3.4.3) Seja M? uma superficie CMC compacta com fronteira

livre num dominio convexo em média W?* C M3. Entao,

>2g—|—k’—4—7.

(M) = =531

13



Como no caso fechado, se aplicamos o nosso resultado no caso Euclidiano para su-
perficies CMC estaveis, obtemos que 2g + £ < 4 e as unicas possibilidades sao g = 0 e
ke{l1,2,3,4} oug=1ek € {1,2} donde reobtemos uma cota para o género e o niimero

de componentes de fronteira originalmente obtida por A. Ros em [43, Teorema 9.

Além da conjectura feita com R. Schoen, F. Marques e A. Neves fizeram a seguinte

conjectura:

Conjectura(Marques-Neves) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada
com curvatura de Ricci positiva. FErxiste uma constante positiva C' tal que, para toda

hipersuperficie minina fechada mergulhada, M™, a sequinte desigualdade vale:
Ind(M) > C( 3 bi(M)).
=0

Decorre da dualidade de Poincaré-Lefschetz que para ambientes de dimensao 3 ou 4 tal
conjectura depende apenas do primeiro nimero de Betti da hipersuperficie e, portanto,
as conjecturas de Schoen, Marques-Neves e Marques-Neves sdo equivalentes nestas di-
mensoes. Tal equivaléncia nao se sustenta para variedades ambientes de dimensao n > 5.
Este fato nos motiva a estudar estimativas para o indice de Morse, pelo segundo ntimero
de Betti, para hipersuperficies minimas em S°. Dito isto, o Capitulo 4| é dedicado as hi-
persuperficies CMC fechadas em ]\_465 . Na Secao fazemos uma breve exposicao sobre
o isomorfismo existente entre operadores de curvatura e tensores de curvatura e explora-
mos algumas propriedades do operador estrela de Hodge em dimensao quatro. Também
provamos o Lema fundamental na obtencao dos resultados deste capitulo. Na Secao
4.2| apresentamos alguns lemas técnicos visando tratar as coordenadas de 2-formas como
funcgoes testes. Na Secao 4.3 provamos o Lema crucial na demonstracao do primeiro

resultado deste capitulo que enunciamos a seguir:

Teorema 0.0.7 (Teorema 4.3.1)) Seja M* uma hipersuperficie CMC' fechada imersa em
]\_45’ Entao, para todo inteiro positivo a,
1
M < —6c— 8H? 4 — max ||A||* + 52
e 2 M m(a)
onde m(a) > 2(5”)(@ —1).

2

Em [50], além dos resultados citados anteriormente, A. Savo mostrou que:

Teorema (Savo) Seja M™ uma hipersuperficie minima fechada de S"*'. Assuma que

14



bi(M) > 1 en > 3. Entao,

b1 (M)

('7)

Ind(M) > +n+2.

Neste sentido, provamos estimativas inferiores para o indice de Morse de hipersu-
perficies imersas em M? em termos do segundo ntimero de Betti da hipersuperficie. Mais

precisamente temos os seguintes resultados:

Teorema 0.0.8 (Teorema [4.4.1) Considere a imersdo minima fechada T : M* — S°. Se

M tem curvatura escalar positiva, entao

by(M)
30

Ind(M) >

Teorema 0.0.9 (Teorema [4.4.2) Considere a imersio CMC fechada T : M* — M?>. Se

M tem curvatura escalar positiva, entao

Indy (M) >

Combinando o Teorema do Savo em dimensao quatro com o Teorema [0.0.8] segue da

dualidade de Poincaré-Lefschetz o seguinte corolario:

Corolario 0.0.1 Considere a imersdo minima fechada T : M* — S®. Se M tem curvatura

escalar positiva, entao

1 4
Ind(M) > — ) b;(M).

Este coroldrio nos da uma confirmagao parcial da conjectura de Marques-Neves para

hipersuperficies minmas fechadas de curvatura escalar positiva em S°.
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Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste primeiro capitulo é introduzir algumas defini¢oes e notagoes, além de
apresentar a teoria basica necessaria em geometria diferencial para uma boa compreensao

dos capitulos seguintes.

1.1 Terminologia e conceitos basicos

Ao longo deste texto denotamos por X(M) e por C°(M), respectivamente, o espago
dos campos suaves de vetores e o espaco das funcgoes suaves sobre uma variedade di-
ferenciavel M. Utilizamos, também, a consagrada notacao de Einstein, segundo a qual
omite-se o simbolo de somatorio ao interpretar indices repetidos num mesmo termo como
indicador deste somatério. Por fim, entendemos um (p, ¢)-tensor como sendo covariante

em suas primeiras p entradas e contravariante em suas tltimas ¢ entradas.

Dada uma variedade Riemanniana M com conexao de Levi-Civita V definimos o (3,1)-

campo tensorial,
R:X(M)x X(M) x X(M) — X(M),

chamado endomorfismo curvatura de M, por
R(X,Y)Z =V*Z(Y,X) - V*Z(X,Y)
onde V2Z denota a segunda derivada covariante do campo Z e é definida por
V2Z(X,Y):=Vx(VyZ) — Vy,vZ,

para todo X,Y,Z € X(M).

16



Usando a métrica g e o endomorfismo curvatura da variedade Riemanniana M defini-

mos o (4,0)-tensor curvatura de Riemann,
R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M)— C®(M),

por

R(X,)Y, Z, W) =g(R(X,Y)Z,W).
O (4,0)-tensor curvatura de Riemann tem as seguintes simetrias
R(X,)Y,Z,W)=—-R(Y, X, Z,W)=—-R(X, YW, Z) e R(X,Y,Z,W)=R(Z W, X,Y)
além de satisfazer a primeira identidade de Bianchi

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z X,Y,W) = 0.

Dados dois vetores X e Y nao nulos e linearmente independentes em 7, M definimos

a curvatura seccional em p em relagao ao plano m = span{X,Y} por

R(X,Y. X,Y)
K(X.Y) = .
Y) = XPEYVE = g%, v

Tomando os tragos do endomorfismo curvatura obtemos varias outras nocgoes de cur-
vatura as quais aparecem naturalmente no contexto da geometria Riemanniana. Uma
delas é a do tensor de Ricci definido como o trago do endomorfismo curvatura em relacao
a segunda entrada covariante e sua entrada contravariante. Para os nossos propoésitos

expressamos o tensor de Ricci em funcao do operador de Ricci
Ric: X(M) — X(M),
que é definido por
Ric(X) = R(eg, X)eg, (1.1)

onde {ey,---,e,} ¢ um referencial ortonormal local sobre M. O tensor de Ricci, que

denotamos por Ric, é um (2, 0)-tensor definido por

Ric(X,Y) = g(Ric(X),Y).
Ao longo deste texto denotamos a métrica de uma variedade Riemanniana M por

17



(,)m e, sempre que nao houver perigo de confusao, simplesmente por ().

1.2 Geometria das hipersuperficies imersas em espacos

de curvatura seccional constante

No que segue MC"H denota uma forma espacial (n + 1)-dimensional com curvatura sec-
cional nao negativa ¢, o espaco Euclidiano R"*! com a métrica usual (quando ¢ = 0)
ou a esfera SP*! (de raio r = 1/4/¢) com a métrica induzida pela inclusao de S'™' em
R"*? (quando ¢ > 0). Seja & : M™ — M™! uma imersio de uma variedade dife-
renciavel orientével n-dimensional M" em M"*'. A imersio z induz em M"™ a métrica
() = Z*({,)gn+1). Sendo V a conexdo de Levi-Civita de M7 em relagio a métrica
(,) g+t segue que a conexdo de Levi-Civita V de M™ em relagao a métrica (, )y é dada
por
Vy X = d:f_l((ﬁdgg(y)df(X))T)

para todo X,Y € X(M™) onde ()T : X(MP*') — X(z(M™)) é a projecao ortogonal sobre

z(M™). De agora em diante, por simplicidade, identificamos M™ com Z(M™) e pensamos

em M™ como um subconjunto de M. Desta forma temos que (,)pm = (,) g+ un ©

V = (V). Definimos a sequnda forma fundamental da imersdo Z como a aplicacio
B:X(M"™) x X(M™) — X(M™)*+

dada por
B(X,Y)=VxY — VxY

onde X,Y sdo quaisquer duas extensoes para X,Y € X(M") em X(M?) e X(M™)* é
o complemento ortogonal de X(M™) em X(M"+1). A segunda forma fundamental B esta

associada uma aplicacao linear autoadjunta,
A:X(M"™) — X(M"),
denominada o operador de forma da imersao x e definida por
(AX,Y) = (B(X,Y),N),

onde N é um campo vetorial normal unitario globalmente definido sobre M. Segue da

definicao de B que o operador de forma é dado por

AX = —VxN paratodo X € X(M").

18



As fungoes curvatura média e quadrado da norma da segunda forma fundamental de M™

sao dadas, respectivamente, por
1
H=—trA e |A]*=1tr(4?
n

onde trT" denota o trago do operador 7'

Finalizamos esta Secao enunciando as classicas equacgoes de Gauss e Codazzi para

imersoes em espagos ambientes de curvatura seccional constante c.

Proposicao 1.2.1 Considere a imersiao M™ < M. Para quaisquer X,Y,Z € X(M™")

valem

RX,Y)Z =c((X, 2)Y — (Y, Z)X) +
+(AX, Z2)AY — (AY, Z)AX (Eq. Gauss), (1.2)
(VxA)Y =(VyA)X (Eq. Codazzi). (1.3)

De agora em diante, por simplicidade de notacao e sempre que nao houver perigo de

confusdo, omitiremos as dimensoes das variedades.

1.3 Operadores definidos sobre formas diferenciais

Nesta se¢ao apresentamos alguns operadores definidos sobre formas diferenciais os quais

constituem ferramenta importante na obtencao dos resultados propostos neste trabalho.

No que segue 2P(M) denota o espago das p-formas diferenciais sobre uma variedade

Riemanniana M, ou seja, o espago das se¢oes de AP(M) := | J AP(T;M) onde
xeM

ANP(TEMY) c=T*M A - NT*M

p vezes

é o produto exterior de p espacos cotangentes a M no ponto x. Desta forma, uma p-forma

diferencial é uma soma de termos da forma
f(x)ydx™ A - A da'

onde f é uma fungdo suave e (z!,--- ,2") sdo coordenadas locais.
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Neste contexto uma funcao suave sobre M sera vista como uma O-forma diferencial,
isto 6, C°(M) = Q°(M). Também convém destacar os isomorfismos existentes entre os

espagos QY (M) e X(M), induzidos pela métrica da variedade Riemanniana M,

# QY M) — X(M) b X(M) — QY(M)
w — w? ¢ X — X?

definidos por
(W, Y) =w(Y) e X'(Y)=(X)Y)

para todo Y € X(M). Os operadores # e b sdo conhecidos como isomorfismos musicais.
Definicao 1.3.1 Seja w € QP(M™). Se a expressdo local de w é

w = Z wi1i2...ipd.ilf7;l A d.flfiz VANCERIVAN dl’ip,

1<i1<-<ip<n
definimos sua diferencial exterior dw € QPY1(M) por

dw = %d:vk Ndx;
8xk

onde wy = Wi, ,...i, € dry =dx; N+ Ndzy,.

Definicao 1.3.2 Seja f € C*°(M). O gradiente de f, denotado por grad f, é um campo

vetorial sobre M definido num referencial ortonormal local {ey,--- ,e,} sobre M por

grad f = ex(f)ex.
De forma alternativa o gradiente de f pode ser definido como
grad f = df*.

Defini¢ao 1.3.3 Seja X € X(M). O divergente de X, denotado por div X, é uma fun¢ao
suave sobre M definida por

divX = —tr VX.

Defini¢ao 1.3.4 O Laplaciano de f € C*(M), denotado por Af, é uma fun¢io suave
sobre M definida por
Af = divgrad f.

Sendo {e;}!_; um referencial ortonormal local sobre M o Laplaciano de f se escreve como

Af = —eiei(f) + Veelf).
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Definicao 1.3.5 Fizada uma forma de volume dM sobre M definimos o operador estrela
de Hodge,
*: QP(M) — Q" P(M)

por

aA (xp) = («a, B)dM

para todo o, B € QP(M).

No lema abaixo evidenciamos duas importantes propriedades do operador estrela de
Hodge:

Proposigao 1.3.1 O operador estrela de Hodge é uma isometria linear e x* : QP (M) —
QP(M) € dado por x* = (—1)P("=P [,

Demonstragao. Ver a Se¢ao 3.3 do Capitulo 3 de [28] para a segunda parte da afirmagéo.

Para ver que * é uma isometria note que para «, 3 € QP(M) temos

(o, BYdM = A %3
— (_1)p(n—p)*ﬁ N
=+ N\ *(*)
= (%o, %3)d M.

O

Usando o operador estrela de Hodge definimos o L2-produto sobre uma variedade

Riemanniana fechada M por

(. 8) 1= [ (e B)dM

para todo «, 8 € QF(M). Este produto nos permite definir o adjunto formal,
Sy QP(M) — QP~H (M),
do operador diferencial exterior,
dp oy QP (M) — QP(M),

por

(dp—1w17 w2) = (wb 5pw2)

para todo wy € QP71 (M) e wqy € QP(M).
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Definimos a L2-norma da p-forma o por
a2z = /(@ )
e o espaco das fungoes sobre M quadrado integraveis por
L*(M) = {f : M — R; || fl| 2= < oco}.

Proposicao 1.3.2 Sobre uma variedade fechada o adjunto formal do operador d é dado
por

Op = (—1)"PTIH g%
Demonstragao. Ver a Segao 3.3 do Capitulo 3 de [2§].

Definicao 1.3.6 Seja w € QP(M). O Laplaciano de Hodge de w, denotado por Ayw, é

uma p-forma diferencial sobre M definida por

Apw = Opp1dpyw + dp_10pw.

De agora em diante, por simplicidade, representaremos os operadores A, d, e 9, apenas

por A, d e §, respectivamente.

Proposicao 1.3.3 O operador estrela de Hodge definido sobre uma variedade Riemanni-

ana fechada comuta com o operador Laplaciano de Hodge.
Demonstragao. Segue da Proposicao que

Ak = dox + ddx*
= d((—l)”(”’”l)“*d*) * + ((—1)”(”’1’)“»@[*) dx
= *((—1)”(p+1+1)+1*d*)d 1 *d((—l)”(pﬂ)“*d*)
=x0d + xdo
= *A.

O

Definigao 1.3.7 Seja w € QP(M). O Laplaciano de Bichner de w, denotado por V*Vw,

¢ uma p-forma diferencial sobre M definida por

V*Vw = — tr Vw.
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Num referencial ortonormal local {e;}" ; sobre M o Laplaciano de Béchner de w se escreve

co1mo

V'Vw = -V, V,w+ Vy, ,w.

Defini¢ao 1.3.8 O operador de Weitzenbiock, W : QP(M) — QP(M), é definido para uma

p-forma diferencial w por
(Ww)(Xl, Ce ,Xp) = (R(Xk, ej)w)(Xh Ce 7Xk—1a e, Xk+1> .. ’Xp) (14)

para todo Xq,--- , X, € X(M).

O operador de Weitzenbock agindo em 1-formas se torna o operador de Ricci. Os
operadores Laplaciano de Hodge, Laplaciano de Bochner e Weitzenbock estao relacionados

pela férmula de Bochner

Aw = V*Vw + Wu. (1.5)
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Capitulo 2

Estimativas para o espectro do

operador de Jacobi em superficies
CMC fechadas

Neste capitulo apresentamos alguns resultados relacionados a comparagao espectral e
estimativa do indice de Morse. Na Secao [2.1|damos inicio introduzindo um pouco da teoria
sobre estabilidade de hipersuperficies fechadas e, em seguida, na Secao [2.2] apresentamos
as ferramentas técnicas usadas na preparacao das nossas funcoes testes. Na Secao
damos uma prova do nosso primeiro resultado o qual envolve a comparacao entre os
espectros do Laplaciano de Hodge e do operador de Jacobi. Finalizamos com a Secao
mostrando que o indice fraco de Morse de uma superficie CMC fechada imersa em
um espago de curvatura seccional constante nao negativa ¢ limitado por baixo por uma

funcao linear do género da superficie.

2.1 Estabilidade de hipersuperficies fechadas

Considere a imersdo z : M — M de uma variedade diferencidvel n-dimensional fechada
e orientdvel M em uma (n + 1)-dimensional variedade Riemanniana M. Uma variacao
admissivel de z é uma aplicacio diferencidvel ¢ : (—¢,€) x M — M tal que vy : M — M
definida por ¥y (p) = ¥(t,p), é uma imersao para todo t € (—¢,¢) e 1y = Z. O campo

variacional associado a variacao 1 é dado por

o

X =" .
Ot li—o
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Uma variacao é dita ser normal quando X = uN para alguma fun¢ao u € C*(M). Dada
uma fungao suave u € C°(M) é sempre possivel associar a u uma variagdo normal 1) com

campo variacional u/N dada por

Yi(p) = expy) (tu(p) N (p))

onde exp denota a aplicagdo exponencial em M. Neste contexto, podemos associar a

variagdo normal ¢ o funcional area,

Au(t) = /M M,

onde dM; é o elemento de volume de M na métrica induzida em M pela imersao ¢, e o

funcional volume,

Vull) = /[O,t]xMw aM,

onde dM ¢é o elemento de volume de M. Geometricamente, V,(t) representa o volume
liquido com sinal compreendido entre as hipersuperficies = e ;. Dizemos que a variagao

normal ¢ preserva volume se V,(t) = V,(0) = 0 para todo t € (—¢,¢).

O Teorema a seguir nos da uma férmula para a primeira variacdo do volume:
Teorema 2.1.1 Considere uma variagio admissivel 1 = (—e,€) x M"™ — M™ para a
imersio T : M™ — M™'. Entdo,

V(0) = / (X, N)YdM. (2.1)
M

onde X = % .
Ot li=o

Demonstragio. Ver [9, Lema 2.1],

Para uma variacao normal ¢ com campo variacional uN segue do Teorema que

a variacao 1 preserva volume se, e somente se, / udM = 0.
M
No que segue precisaremos do seguinte resultado:
Teorema 2.1.2 (Primeira variacdo da area) Considere uma varia¢io admissivel 1) :

(—€,€) X M™ — M"™ para a imersio compacta com fronteira (possivelmente vazia)

T:M" — M" Se H é o vetor curvatura média da imersdo T, entdo

A(0) = —n /M<H,X>d]\/[ + /a (0, X)do (2.2)
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0
onde X = 817? en € o campo vetorial conormal ao longo de OM apontando para fora.
t=0
Uma demonstracao deste resultado pode ser feita de forma similar aquela apresentada

em [37] para hipersuperficies minimas.

Considerando-se variagdes normais admissiveis numa hipersuperficie fechada, segue do

Teorema que a féormula da primeira variacao da area é dada por
A, (0) = —n/ HudM
M

e com ela concluimos que hipersuperficies minimas sao caracterizadas como pontos criticos
do funcional area restrito a variacoes normais arbitrarias. Para uma caracterizacao va-
riacional das hipersuperficies com curvatura média constante ndo nula vamos considerar

também o funcional drea balanceado:

1
Tult) = Ault) +nHoVu(t), onde Hyi= o /M HdM.

Como consequéncia das primeiras variagoes da area e do volume temos a seguinte

caracterizagao:

Proposicao 2.1.1 As sequintes afirmacoes para a hipersuperficie fechada M sdo equiva-

lentes:
(1) M tem curvatura média constante Hy.

(ii) M € um ponto critico do funcional drea restrito a variagoes normais admissiveis

que preservam volume.

(1ii) M € um ponto critico do funcional drea balanceado restrito a varia¢oes normais

admissiveis (ndo necessariamente preservando volume).

Demonstragao. Assuma que M tem curvatura média constante Hy. Segue da formula
da primeira variagao da area que A", (0) = 0 para todo u € C*°(M) satisfazendo [,, u = 0.
Assim, (i) = (i1). Agora, para qualquer u € C*°(M), defina

udM.

== o

26



Como f tem média nula, assumindo que vale (i) obtemos

0= A;(0) + nHyV}(0)
- /M HfdM + nH, /M FaM
=-n /M HudM + nH, /M udM
= A (0) + nHyV, (0)
£ (0).

Isso mostra que (i) = (7).

Por fim, se vale (iii) entdo 0 = —n [,,(H — Ho)udM para todo u € C*(M) o que
implica H = H,.
U

A Proposicao afirma que, no que diz respeito a primeira variacao, os problemas
variacionais descritos em (i7) e (iii) sdo equivalentes e que os pontos criticos de ambos sdo
hipersuperficies com a mesma curvatura média constante. No entanto, quando se trata do
estudo da segunda variagao de tais pontos criticos, a equivaléncia acima nao se sustenta
mais. Com uma argumentagao semelhante aquela feita em [10], é escolhido o problema

(77) para definir a nocao de estabilidade.

Ao longo deste texto denotamos o espago da fungoes de média nula por

F={uc OOO(M);/Mu 0},

Definicao 2.1.1 Uma hipersuperficie M de curvatura média constante é dita ser estdavel
se A(0) > 0 para todo u € F.

Considerando-se os pontos criticos dos problemas (iz) e (iii) restritos ao espago das
fungoes de média nula temos que A”(0) > 0 se, e somente se, J.(0) > 0 e, portanto, M

¢ estavel se, e somente se, J.'(0) > 0 para todo u € F.

O teorema a seguir nos dé4 uma expressao para a segunda variacao da area balanceada

dependendo somente da func¢ao suave u usada para compor o campo variacional normal.

Teorema 2.1.3 (Segunda variagio da area) Seja 7 : M — M wuma hipersuperficie
fechada com curvatura média constante. Se 1) : (—e, €) x M — M ¢é uma variacdo normal

de & com campo variacional normal ulN, entao J.(0) € dado por
J"(0) = / wJudM
M
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onde J = A — (||A]|* + Ric(N, N)).

Demonstracdo. A prova segue as mesmas ideias usadas em [37] no caso minimo.

A segunda variacao da drea induz uma forma quadrética @ : C*(M) x C*(M) - R
definida por

Q(v, u) :/ vJudM.

M

Defini¢ao 2.1.2 Dizemos que u € C*°(M) é uma autofuncao de Q) associada ao autova-
lor A € R se Q(v,u) = )\/ vudM para todo v € C°(M).
M

Se u € C*°(M) é autofuncao de ) associada ao autovalor A € R entao,
/ v(Ju— Mu)dM =0 para todo v € C®(M),
M

de onde concluimos que u ¢ autofuncao do operador de Jacobi associada ao mesmo auto-

valor \.

O operador de Jacobi J, também conhecido como operador de estabilidade, é um
operador autoadjunto e eliptico. Ele pertence a uma classe de operadores referidos na
literatura como operadores de Schrodinger, isto é, operadores do tipo A + ¢ onde ¢ é uma
funcao suave sobre M. E conhecido que o espectro do operador de Jacobi consiste de uma

sequéncia nao decrescente de autovalores divergindo para +oo e serd denotado por
Spec(J)={N\ <A/ <. <A <o)

Esses autovalores tém multiplicidades finitas sendo que o primeiro autovalor é simples, ou

seja, tem multiplicidade 1.

O teorema a seguir é bem conhecido em Teoria Espectral:

Teorema 2.1.4 Seja T' um operador autoadjunto definido sobre um dominio denso em
um espaco de Hilbert H. Se T' tem um espectro discreto, entdo existe uma base ortonormal

de autofuncoes de T que geram H.

Desde que C*(M) é denso em L*(M), temos que J : C°(M) — C(M) é densamente
definido. Segue do Teorema que ao Spec(J) esta associada uma base ortonormal de
L*(M) dada por autofuncoes {¢y, ¢o,--- } de J.

Sendo
ga = <¢17 o 7¢a>a
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temos a seguinte caracterizacao variacional para o a-ésimo autovalor do operador de

Jacobi:

Ai = inf Qu, u)

_— 2.
0#uegt | [y wrdM (23)

Quando restringimos a forma quadratica ) ao espaco das fun¢oes de média nula obte-
mos um problema de autovalores associado a um novo operador eliptico, o qual denotamos

por L.

Defini¢ao 2.1.3 Dizemos que u € F € uma autofuncdao de Q|r associada ao autovalor
A€ R seQlr(v,u) = )\/ vudM para todo v € F.
M

Agora, se u € F é autofungao de Q|# associada ao autovalor A € R entdo,
/ v(Ju — Au)dM =0 para todo v € F,
M

de onde concluimos que Ju — Au deve ser constante. Por integracdao obtemos que

1
JudM.
vol (M) /M B

Seja ¢ : F — R o funcional linear dado por

Ju — u =

Ylu) = Uol(lM) /M JudM

e defina o operador linear L : F — F por L := J — . Se u € F é autofungio de Q|r

associada ao autovalor A € R entdao Lu = Au onde u é autofuncao do operador L associada

ao mesmo autovalor A.

O operador L é um operador autoadjunto e eliptico e seu espectro,
Spec(L) = { <A <. <A<y

também consiste de uma sequéncia nao decrescente de autovalores divergindo para +oo

com cada autovalor tendo multiplicidade finita.

Desde que F é denso em L4(M) := {f € L*(M); [,; fdM = 0} temos que L é
densamente definido no espago L%(M). Segue do Teorema que ao Spec(L) também

est4 associada uma base ortonormal de L2(M) dada por autofuncdes {p1, ¢o,--- } de L.

Sendo
ga = <9017 e 790(1)7
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temos a seguinte caracterizagao variacional para o a-ésimo autovalor do operador L:

/\éz inf Qlz(u,u)

. 24
0£uegt [y urdM (2:4)

Para mais detalhes sugerimos a leitura de [11].

Do mesmo modo o espectro do Laplaciano de Hodge agindo em p-formas consiste de

uma sequéncia nao decrescente e nao negativa de autovalores
A A A
Spec(Ap) = {A;" < A7 < - §/\5p <---}

divergindo para +o0o. Esses autovalores tem multiplicidades finitas e a eles estao associadas
p-formas diferenciais {60;,60s,--- ,03,---}, com Ayf; = A?pej, as quais constituem um

conjunto ortonormal no espago (M) no L2-produto.

Definicao 2.1.4 O indice fraco de Morse de uma hipersuperficie fechada M de curvatura
média constante nao nula, o qual denotamos por Indy, (M), é a mdzima dimensdo de um

subespago vetorial de F restrito ao qual a forma quadrdtica Q|r € negativa definida.

De forma equivalente o indice fraco de Morse pode ser definido como o ntmero de

autovalores negativos do operador L.

Vale registrar que, no caso minimo, o indice de Morse é definido como a méxima
dimensao de um subespago vetorial de C*°(M) restrito ao qual a forma quadrética @ é

negativa definida. Neste caso ele é denotado por Ind(M).

Neste sentido as autofuncgoes associadas aos autovalores negativos do operador L sao
caracterizadas por produzirem variagoes normais preservando volume nas quais a hiper-
superficie M nao minimiza localmente a area. De fato, se A < 0 é um ntmero real tal que

Lu = A\u entao
Qlr(u,u) = /\/ uw*dM < 0.
M

Assim, a hipersuperficie M satisfaz A,(0) > A,(t), para valores de ¢ suficientemente

pequenos.

2.2 Funcoes testes baseadas em coordenadas de 1-

formas

Seja z : M — M, uma imersido de uma hipersuperficie CMC fechada e orientével. Es-

colhida uma orientagao para M seja N o campo vetorial normal unitario globalmente
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definido sobre M. No caso esférico, onde ¢ > 0 e o raio da esfera é r = 1/,/c, também
considere a aplicagao de inclusao ¢ : S"' — R"*2 ¢ o0 campo vetorial normal unitério
v = —c'/?z globalmente definido sobre S**!. Sendo A o operador de forma da imerséo ¢,

tal escolha de v implica que,

AX = —Dxv = ?Dxz = ¢'?X,

onde D representa a conexao de Levi-Civita do espago Euclidiano. Segue destas ob-

servacoes que
DyX —VyX = (AX,Y)N + 2(X,Y)v (2.5)

para todo X,Y € X(M).

Ao longo deste texto consideramos a constante

{O se c=0,
T:
1 se ¢>0.

Fixada uma base ortonormal £ = {El, cee En+1+7} de campos paralelos sobre R*1+7

denotamos por

E,L' = E@ - <EZ,N>N - T(EZ V>I/
a projecdo ortogonal de E; sobre M.

Para a fixada base £ considere as fungoes suporte f;, g; € C*°(M) dadas por
fi={t.E) e gi=(N,E),

paral1 <i<n+1+r7.

O proximo lema é bem conhecido na literatura e serd usado com freqiiéncia ao longo

deste texto.

Lema 2.2.1 Seja A o operador de forma da imersao & : M™ — M. Para as funcies

suporte f;, g; e os campos da base € valem as sequintes identidades:

VxE; = gAX — cf;X para todo X € X(M), (2.6)
gradg; = —AE;, grad f; = Ej, (2.7)
Agi = ||Al|*gi —enHf; e Af;=cnfi —nHg;. (2.8)
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Demonstracao. Para todo X,Y € X(M) temos

(VxE,Y)=X(E,Y) — (E;,VxY)
=X(E;Y) — (E;,VxY)
=(E;,DxY — VxY).

Segue da decomposicao (2.5) que (VxFE;,Y) = ¢;(AX,Y) — ¢fi(X,Y), onde obtemos a
identidade ([2.6)).

Para obtermos (2.7)), note que para todo X € X(M) valem

(grad g;, X) = X(¢;) = (E;, DxN) = —(E;, AX) = —(AFE;, X)

(grad fi, X) = X(fi) = (Ei, Dx) = (E;, X).

Agora, num referencial ortonormal local, {ey}7_;, geodésico em p € M, segue da

defini¢ao de Laplaciano que em p,

= <v6k (AEl)a ek>
= <(v€kA)El> €k> + <AvekEi7 ek)-

Usando a equagao de Codazzi, (|1.3), e a identidade ([2.6)), obtemos

Agi=((Ve,A)er, ex) + (AlgiAey — cfiex), ex)
=t1(Vg,A) + g; tr(A?) — cf; tr(A)
= HAHQgi —cnH f;.

Por fim,
Af; =div(E;)

= _<vekEi7 €k>
= —(giAey, — cfiex, ex)

=—nHg; + cnf;,

o que conclui a prova do item ([2.§]).

O

Lema 2.2.2 Seja A o operador de forma da imersdo x : M™ — MC"H. Para todo Y €
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X (M) e qualquer campo paralelo E; sobre R"7 com projecio ortogonal E; sobre M,

temos

Ric(Y) =c(n —1)Y + nHAY — A?Y, (2.9)
V*VE; = A*E; + cE,. (2.10)

Demonstracgao. Segue da definicdo do operador de Ricci, equagao (1.1)), e da equacao
de Gauss, (1.2, que

exer)Y — (Y ep)er) + (Aeg, ex) AY — (AY, ep) Aey, e;)e;
=c(n—1)Y + nHAY — A%Y.

Usando a definicao do Laplaciano de Bochner, dada em [1.3.7, num referencial ortonormal

local, {ex}?_;, geodésico num ponto p € M, temos em p que,

V*VE;=-V. V. E;
=~V (giAer — cfiex)
=(AE;, er)Aey — gi(Ve, A)er + c(E;, ep)eg
= A%’E; + cE;.

Definicao 2.2.1 Uma p-forma diferencial 6 € dita ser harmonica se

0 € HP(M) = {w € Q"(M)|Aw = 0}.

Inspirado pelos trabalhos de Ros [44] e A. Savo [50] usamos como fungoes testes,
para avaliacdo do sinal da forma quadratica () coordenadas de 1-formas harmonicas.
Entretanto, antes disso, é conveniente uma breve exposi¢do acerca das coordenadas de

uma 1-forma qualquer.

Seja @ € Q'(M) e denote por £ = {E',--- | E"™*7} a base de 1-formas paralelas

sobre R"™1*+7 dual da base £. As coordenadas de 6 na base £* sao dadas por
para todo 1 < i < n+ 1+ 7. De maneira analoga ao caso de campos vetoriais, £* denotara,
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a projecdo ortogonal da 1-forma E' sobre M. Para efeitos de calculos serd preferivel
escrever a fungao w; como um produto de campos duais, isto é, w; = (£, E;) onde £ = 0%.

Os Laplacianos de Hodge e Bochner do campo & sao definidos, respectivamente, por

AL = (A0)F e V*VE = (VVH)*.

Para X,Y € X(M) recorde que
AX,)Y)=(V'VX,Y) +(X,V'VY) - 2(VX,VY). (2.11)
De fato, considerando-se um referencial ortonormal local, {ej}?_;, temos

A<X, Y> = —€k€k<X, Y> + (Vekek)<X, Y>
=—(V, VX, Y)—(X,V,V.,Y)—-2(V, X, V.,Y)
+<VvekekX7 Y> + <X7 vvekeky>'

A férmula segue da definicoes do Laplaciano de Bochner e do produto interno entre dois

(1,1)-tensores A, B dado por (A, B) := (Aey, Beg).

Lema 2.2.3 Seja A o operador de forma da imersio T : M™ — M. Para os campos
duais &€ = 0% e € = (x0)* onde 0 € Q' (M), defina as fungdes w; = (£, F;) e w; = (€, ;).
Temos

Aw; = —c(n — 2)w; — nH{AE, E;) + 2({A%¢ E;)
+(AE, E;) — 29,(VE, A) — 2¢f; div,
Aw; = —c(n — 2)w; — nH(AE, E;) + 2(A% E))
+(AE, E;) — 2¢:(VE, A) — 2¢cfi divE.

Demonstragao. Basta combinar os Lemas e e a férmula de Bochner, (|1.5)),
na identidade (2.11)).

OJ

Corolario 2.2.1 Seja A o operador de forma da imersio T : M? — M?. Nas condigies
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do Lema anterior temos

Aw; = (||A||* — 4H*)w; + 2H (AL E;) + (A€, E;)
—2g;(VE&, A) — 2¢f; div,

Aw; = (| Al — 4H?)@; + 2H(AE, ;) + (AE, E;)
—2¢;(VE, A) — 2cf; divE.

Demonstracao. Basta considerar o Lema [2.2.3] em dimensdo dois e observar que o

quadrado do operador de forma, em tal dimensao, se escreve como
2A% = (||A|]? — 4H*)I; + 4HA.
De fato, denotando os autovalores de A por \; temos

4H? = || A||? 42X\,
AP+ 4H N, — 22,

Assim, 207 = ||A||? — 4H? + 4H),; e o resultado segue.

2.3 Comparacao entre os espectros de J e A,

Nesta secao apresentamos nossos primeiros resultados os quais sao inspirados em um Teo-
rema obtido por A. Savo em [50]. No citado trabalho A. Savo mostrou que os autovalores
do operador de Jacobi sao controlados pelos autovalores do Laplaciano de Hodge. Ele

provou o seguinte:

Teorema 2.3.1 (A. Savo) Seja M"™ uma hipersuperficie minima fechada imersa em

S*t1. Entdo, para todo inteiro positivo o, temos

A < =2(n—1)+ A0,

(n+1)(n+2)(a—1)

onde m(a) = 5 + 1.

Lembremos que hipersuperficies minimas, diferentemente das hipersuperficies CMC,

sao caracterizadas como pontos criticos do funcional area considerando-se todo o espaco
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das fungoes suaves. Equivalentemente, dizemos que uma hipersuperficie M é minima se,

e somente se, M tem curvatura média nula.

Bingqing Ma e Guangyue Huang obtiveram em [35] uma desigualdade similar a do
Teorema para hipersuperficies CMC imersas em S"*!, porém envolvendo a norma

da segunda forma fundamental de M. Eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.3.2 (Ma-Huang) Seja M"™ uma hipersuperficie CMC' fechada imersa em

S**t1. Entdo, para todo inteiro positivo c, temos
J A
)\04 S _2(n - 1) + )\m%a) + nH mA%X ”AH7

(n+1)(n+2)(a—1) +1.

onde m(a) = 5

Neste sentido nossos resultados se enunciam como:

Teorema 2.3.3 Seja M? uma superficie CMC fechada imersa em M?. Entdo, para todo
inteiro positivo a,
A< =2(c+ H?) + Xt

onde m(a) > 2(3+7)(a — 1).

Teorema 2.3.4 Seja M"™ uma hipersuperficie CMC' fechada de dimensdo n > 3 imersa
em ]\_4?“. Assuma que a curvatura de Ricci de M satisfaz Ric > —c(n — 1). Entdo, para

todo inteiro positivo «,
AL S Xt

onde m(a) > (n+14+7)(a — 1).

Demonstragiao do Teorema [2.3.3| Conforme discussao feita na Secao [2.1|seja {6, },2%
um conjunto ortonormal em Q'(M) constituido por 1-formas que satisfazem A6, =
)\kAWk. Seja L2 o espaco vetorial gerado pelos campos vetoriais &, - - - , &, onde & = 92&.
Fixe em L?(M) uma base ortonormal {¢;}; > dada pelas autofungdes do operador de
Jacobi e considere o espago vetorial G, = (¢, , P,). Considere campos vetoriais £ €
LA tais que as funcdes w; e w;, como definidas no Lema , estdo em G- | para algum
a€eNeie{l,---,3+ 7} Em outras palavras temos um sistema com 2(3 + 7)(a — 1)

equagoes lineares homogéneas na variavel &:

/wi¢k:/u_)i¢k:0, 1<¢<34+7 and 1<k<a-1. (2.12)
M M
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Portanto, se m(a) = dim £5* > 2(3 + 7)(a — 1), o sistema (2.12)) tera pelo menos uma
solucdo ndo trivial £ € L2 tal que w;,w; € G | para todo 1 < i < 3 + 7. Segue da
caracterizagao variacional dos autovalores de J, dada em ([2.3)), que

Sy wiJw;

)\ <= —— e Ajg
wai

S wiJw;

Jar w3

O operador de Jacobi da imersao M? — M3 é dado por J = A — || A||? — 2c. Assim, segue
do Corolario que

X /M w; < —=(2c+ 4H”) /M w; +2H /M<EZ-, A w;
+ /M<Ei, A&)w; — 2 /M giwi (A, V&) — 2¢ /M Fav; div €.

Somando em i = 1,...,3 + 7 obtemos

N[l < —@e+am®) [ el +28 [ (g + [ (ace.  (213)

Analogamente, obtemos com as fungoes testes w;,

)\J/ €112 < = (2¢ + 4H?) / ||§||2+2H/ (AE,€) +/ ). (2.14)

m(a)
Como ¢ € L2 podemos escrever & = Z ;& onde
i=1

60 = [ (260 =x [ aionlsn &) < A [ 111

Além disso note que

Considerando as duas observacoes acima na soma das desigualdades (2.13) e (2.14]) obte-

mos que
A < =2(c+ H?) + A0t

sempre que m(a) > 2(3 + 7)(a — 1).

Demonstracao do Teorema [2.3.4. Com as mesmas notacoes usadas na demonstracao
do Teorema anterior considere campos vetoriais ¢ € L2 e um nimero natural « tais que

as fungoes w; sejam ortogonais ao espago Go_1 = (1, ..., Pa_1). Temos o sistema,

/wiqﬁk:O, 1<i<n+14+7 and 1<k<a-—1, (2.15)
M
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com (n+1+7)(a—1) equagdes lineares homogéneas na variavel £. Portanto, se £51 tem
dimensao m(a) > (n+ 1+ 7)(av— 1), entdo o sistema (2.15)) terd pelo menos uma solugao
nio trivial £ € L4 tal que w; € G+ | para todo i € {1 -,n+ 1+ 7}. Combinando a

caracterizacao variacional com o Lema obtemos

)\J/ w? / (2¢(n — 1) + || A[]*)w? nH/ wi(E;, AE) +2/ w; (F;, A%E)
-|-/Mwi E;, A€) —2/Mwigi A, VE) —2C/sz‘file§-

Somando a desigualdade acima em i, 1 < i < n + 1+ 7, encontramos

N[ lgr <= [ 2etn = 1)+ AN —nt [ (g, A8) (2.16)
+[ 5A5+2/|mm2
== [ leln = 1)lI6)* + nH(Ag, € - || A¢]?)

—cn—lAAHP+AA6A@+ANMM%+MWWﬂ
Segue do Lema que
N[ NEIE < = [ Tetn = DI + Rie(g, O] + o [ 11EI1°
+ [ (14€l - 14121, (2.17)

Usando a hipotese sobre a curvatura de Ricci temos que o primeiro termo do lado direito
da desigualdade (2.17)) ¢ ndo positivo. Como [JAL||* < ||A|?||€]]* concluimos que

J A
)‘a S Am%a)’

onde m(a) > (n+1+7)(a—1).

2.4 Estimativa do indice de Morse de superficies CMC

fechadas

Os exemplos mais simples de hipersuperficies CMC fechadas em espagos Euclidianos sao
as esferas geodésicas, as quais por [10] sdo as Unicas estaveis. Em 1986, H. Wente [50]
construiu os primeiros exemplos de toros CMC em R? resolvendo uma questao proposta
por H. Hopf em [27]. Depois que todos os toros CMC em espagcos de curvatura seccional

constante foram classificados numa série de trabalhos (ver [1], [12], [42] e [52]) e seus
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indices de Morse foram estimados por L. Lima, V. Sousa Neto e W. Rossman em [20] e

por W. Rossman em [47], podemos resumir estes resultados como segue:

O indice de Morse de um toro CMC em R? é de pelo menos 8 e existe um toro CMC

com indice de Morse arbitrariamente grande.

Varios exemplos de superficies CMC fechadas com género g > 2 foram construidos

por N. Kapouleas em [29], [30] e [31] usando o método de colagem.

Quando o ambiente é a esfera S*™! varios exemplos de hipersuperficies CMC fechadas
sdo conhecidos. Novamente, como pode ser visto em [J], as esferas geodésicas sao os
unicos exemplos de hipersuperficies CMC estaveis. A proxima familia importante é dada
pelos toros de Clifford CMC, incluindo o caso H = 0. De fato, foi provado por S. Brendle
em [I3] que os toros de Clifford sdo as tnicas superficies minimas mergulhadas em S,
confirmando uma conjectura de H. Lawson. Foi provado por B. Andrews e H. Li em [0]
que todos os toros CMC mergulhados em S? sdo superficies de rotacdo, confirmando uma
conjectura de Pinkall e Sterling. Também notamos que Andrews e Li em [6] deram uma

completa classificacao de todos os toros CMC mergulhados em S3.

Segue do trabalho de J. Simons [51] que qualquer hipersuperficie minima fechada nao
totalmente geodésica em S™™! satisfaz Ind(M) > n + 3 e é bem conhecido que o toro de
Clifford minimo tem indice de Morse n + 3. Um problema natural em aberto é classificar
as hipersuperficies minimas M C S"*! com Ind(M) = n + 3. Este problema foi resolvido
por F. Urbano [53] quando n = 2 mostrando que o toro de Clifford minimo é a tnica
superficie minima em S* com indice de Morse 5. Este problema ainda nao foi resolvido

para dimensoes maiores.

No caso de curvatura média constante nao nula, Perdomo e Brasil em [4I] provaram
que se M C S" é uma hipersuperficie CMC fechada nao totalmente umbilica, entdo
Indy, (M) >n+ 1.

Recentimente, L. Alias e P. Piccione em [3] mostraram a existéncia de uma sequéncia
infinita de toros CMC isometricamente mergulhados em esferas Euclideanas que nao sao
isometricamente congruentes aos toros de Clifford CMC e que se acumulam em algum toro
de Clifford CMC. No mesmo espirito como acima, o indice de Morse de um toro CMC de
revolucao em S* foram estimados por W. Rossman e N. Sultana em [48] e por A. Cafiete

m [I7]. Por outro lado, superficies CMC de género alto em S* foram construidas por A.
Butscher e F. Pacard em [16] (ver também [14], [I5] para exemplos de altas dimensoes)

porém nenhuma estimativa de indice é conhecida.

Para hipersuperficies minimas fechadas imersas em S"*!, A. Savo em [50] mostrou que

o indice de Morse é limitado por baixo por uma func¢ao linear do primeiro nimero de Betti
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da hipersuperficie. Ele provou os seguintes resultados:

Teorema 2.4.1 (A. Savo) Seja M™ uma hipersuperficie minima fechada em S". As-
suma que by (M) > 1 en > 3. Entao,

Ind(M) > h) s

(%)

Teorema 2.4.2 (A. Savo) Seja M? uma superficie minima fechada em S® com género
g > 1. Entao,
Ind(M) >

NI

+4.

Estes resultados foram generalizados recentemente por Ambrosio, Carlotto e Sharp
em [5] e Mendes e Radeschi em [38] para uma grande classe de variedades ambientes
com curvatura seccional positiva. Estes trabalhos fornecem uma resposta parcial para a

conjectura de Schoen, Marques e Neves (ver [19] e [39]).

Conjectura 2.4.1 (Schoen, Marques-Neves) Seja (M"', ) uma variedade Rieman-
niana fechada com curvatura de Ricci positiva. Ezxiste uma constante positiva C tal que,

para toda hipersuperficie minina fechada mergulhada, M"™, a sequinte desigualdade vale

Ind(M) > Cby(M).

Na direcao do Teorema [2.4.2] obtivemos a seguinte estimativa para o indice de Morse
de superficies CMC fechadas:

Teorema 2.4.3 Seja M? uma superficie fechada imersa em M32 com curvatura média

constante nao nula H. Se g > 1 entao,

g
3+7

Ind,, (M) >

Para a prova deste resultado é conveniente fazermos algumas consideragoes sobre coho-

mologia de De Rham e formas harmonicas.

Uma p-forma « é dita ser fechada se da = 0 e exata se existe uma (p — 1)-forma £ tal
que df = a. Duas p-formas a e 8 sdo ditas cohomoélogas se o« — 3 é exata. A propriedade
de ser cohomologa determina uma relagao de equivaléncia no espaco das p-formas fechadas

e o conjunto das classes de equivaléncia é um espaco vetorial sobre R, chamado p-ésimo
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grupo de cohomologia de De Rham, o qual denotamos por HY,(M). Quando M é fechada,

os grupos de cohomologia de De Rham tém dimenséao finita denotada por
by(M) = dim (M),

onde o nimero b,(M) é chamado o p-ésimo nimero de Betti de M. Os ntimeros de Betti
gozam da propriedade by (M) = b,,_(M) e também sao usados para definir a caracteristica

de Euler de uma variedade fechada:

Como toda fun¢do harménica sobre superficies fechadas é constante, by(M) = 1. Além
disso a caracteristica de Euler de tais superficies é dada por X'(M) = 2 — 2g onde g é o

género da superficie. Segue destas observacoes que,
2 =29 = bo(M) = by (M) + ba(M) = 2 — by (M),

onde by (M) = 2g no caso particular de superficies fechadas.

Os grupos de cohomologia de De Rham constituem uma importante ferramenta no
estudo das propriedades topoldgicas de uma variedade fechada. Neste contexto as formas

harmonicas surgem naturalmente no contetido do teorema de Hodge:

Teorema 2.4.4 (Hodge) Seja M wuma variedade Riemanniana fechada. Entao toda
classe de cohomologia no p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham possui exatamente

uma p-forma harmonica, isto €,

HYo (M) ~ HP(M).

Sendo HP(M) o espago das p-formas harmdnicas sobre M, segue do teorema de Hodge
que
by(M) = dim HP(M).

O Lema a seguir mostra que as fungoes testes w; e w; definidas no Lema [2.2.3| produzem

variagoes que preservam o volume e, portanto, podem ser usadas na avaliacao da forma

quadratica ) no caso CMC.

Lema 2.4.1 Seja M wma variedade fechada e § € H'(M). Se € = 6% e € = (x0)#, entdo
[ (e By =0 ¢ [ (€ By =0
M M
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Demonstracao. Uma vez que # é harmonica, 060 = 0. Segue do Lema que

] (& B)dM = [ (€ grad fi)dM
M
— [ 0.dr)a
M

= [ (50, f;)d
M

Para provar a segunda integral é nula basta notar que xf é também harmonica, onde
temos d(x6) = 0.
OJ

Demonstracao do Teorema Conforme discussao feita na Se¢ao considere o
espaco G,_1 gerado pelas primeiras o — 1 autofungoes do operador L. Considere campos
vetoriais & = 6%, onde 6 € H'(M), tais que as fungbes w; = (£, F;) e w; = (£, ;)

satisfazem o sistema
[wen=[ wgp=0, 1<i<347 ad 1<k<a-1, (21
M M

com 2(3+7)(a — 1) equagoes lineares homogéneas na variavel £. Portanto, se « é o maior
natural tal que dimH'(M) > 2(3 4+ 7)(a — 1), o sistema terd pelo menos uma
solugdo nao trivial £ € H(M). Segue da caracterizacio variacional dos autovalores de L,
dada em (2.4)), que

\E < S wiJw; o L S Wi Jw;
= waz‘Q - waiQ'

Pelo Corolario [2.2.1] aplicado a campos harmdénicos temos
Ag/ wfg—(2c+4H2)/ w§+2H/ (B, A&\, —2/ giwi(A, VE).
M M M M
Somando em ¢ = 1,...,3 + 7 encontramos

Mo [P < —(2e+4m7) [ gl +2H [ (48.6).

Analogamente, obtemos para a funcao teste w;,

Mo [ 6P < —(2e+4H?) [ Jigl*+2H [ (A€8).

Somando estas duas ultimas desigualdades obtemos
AL [ g2+ B2 [ el
M M
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o que mostra que o a-ésimo autovalor do operador L é negativo e isto implica que

Indy (M) > a. Como « é o maior natural tal que
29 >23+71)(a—1)

obtemos que

3+T

e isso conclui a demonstragao.

Quando M é uma hipersuperficie minima fechada em S"*! entdao —n é um autovalor
do operador de Jacobi associado as coordenadas do campo normal unitario N em R"*2,

De fato, segue do Lema que
Jgi = Agi — (|AlI? +n)gi = —ng;,

para todo i € {1,---,n + 2}. Quando M nao é totalmente geodésica, o espago gerado
pelas funcoes g; tem dimensdao n + 2 onde —n é autovalor de J com multiplicidade de
pelo menos n + 2 (ver [21], [50], [53]). Em particular, o indice de Morse de M ¢é de pelo
menos n + 3 visto que o primeiro autovalor do operador de Jacobi é simples. A. Savo em
[50] usou este fato para melhorar sua estimativa do indice de Morse de hipersuperficies

minimas na esfera.

Como foi dito anteriormente, Perdomo e Brasil, em [41], provaram que se M é uma

hipersuperficie CMC fechada em S"*! que nao é totalmente umbilica, entao
Indy (M) > n+ 1.

Entretanto, diferentemente do caso minimo, as autofungoes nao sao explicitas e assim nao

foi possivel usar este fato para melhorar nossa estimativa.
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Capitulo 3

Estimativas para o espectro do
operador de Jacobi em superficies

CMC compactas com fronteira livre

Apresentamos neste capitulo alguns resultados relacionados a comparacao espectral e esti-
mativa do o indice de Morse para superficies CMC compactas com fronteira livre similares
aqueles obtidas no Capitulo [2| para superficies fechadas. Na Secao introduzimos um
pouco da teoria sobre estabilidade de hipersuperficies compactas com fronteira livre e, em
seguida, na Se¢ao [3.2 fazemos algumas consideragoes sobre p-formas harménicas em vari-
edades compactas com fronteira nao vazia. Na Se¢ao damos a prova de um resultado
envolvendo a comparacgao entre os espectros do operador de Jacobi e do operador Lapla-
ciano de Hodge agindo em 1-formas com condi¢ao absoluta de fronteira. Finalizamos com
a Secao mostrando que o indice fraco de Morse de uma superficie CMC compacta
com fronteira livre imersa num dominio convexo em média ¢é limitado por baixo por uma

fungao linear do género e ntimero de componentes de fronteira da superficie.

3.1 Estabilidade de hipersuperficies compactas com

fronteira livre

Seja W' uma (n + 1)-dimensional variedade Riemanniana em M7+ com fronteira nio
vazia. Seja M™ C W uma hipersuperficie CMC compacta tal que OM C OW e M inter-
cepta a W sob um angulo reto. Tais hipersuperficies sdo conhecidas por serem pontos
criticos do funcional area restrito a variacoes de M que preservam o volume e mantém

o fronteira de M variando livremente na fronteira de W. Estas hipersuperficies surgem
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naturalmente em muitos problemas geométricos e fisicos e sao referidas na literatura como
hipersuperficies CMC compactas com fronteira livre. Elas foram estudadas desde o século
XIX e ainda hoje constituem um tépico muito explorado em geometria diferencial. Suge-
rimos ao leitor os livros de Finn [22] e Lépez [33], bem como as referéncias neles contidas,

para uma boa introdugao ao assunto.

Um problema importante sobre as hipersuperficies CMC compactas com fronteira livre

é classificar aquelas que sao estaveis. Por exemplo, no caso de W ser uma bola geodésica

em uma espaco de curvatura seccional constante, uma conjectura bem conhecida afirmou

que calotas esféricas sao as inicas solugoes. Essa conjectura foi confirmada pelos trabalhos

de Ros-Vergasta [46] ¢ Nunes [40] em dimensdo dois e, mais recentemente, por Wang e

Xia [55] em qualquer dimensdo. Outros resultados acerca de hipersuperficies CMC com
,

fronteira livre e estaveis podem ser encontrados, por exemplo, em [2], [7], [8], [18], [32],
[34], [43] e [45].

Quando M ¢é uma superficie CMC compacta com fronteira livre estavel imersa em
uma regido convexa em média W C R?, Ros mostrou em [43, Teorema 9], que existem
apenas algumas possibilidades para o género e o niimero de componentes de fronteira de
M (ver Teorema deste texto).

Como no caso fechado, uma variacao admissivel de z : M — W é uma aplicacao
diferencidvel ¢ : (—e,e) x M — W tal que ¢y : M — W é uma imersdo satisfazendo
Yy(int(M)) C int(W) e ¢ (OM) C OW para todo t € (—€,€) e g = . Assim como foi
dito na Secao [2.1 para o caso fechado, aqui também ¢é suficiente considerar variagoes
normais 1 cujo fluxo é gerado pelo campo variacional normal uN onde u € C*(M). A

formula da primeira variacao da area e da area balanceada sao dadas por,

AL(0) = —n /M HudM + /a (X}

TH0) = —n /M(H — Ho)udM + /a (X.n)do.

Segue da férmula da primeira variacao da area que hipersuperficies minimas compactas
com fronteira livre sdo caracterizadas como pontos criticos do funcional area restrito a
variacoes normais. Uma caracterizacao das hipersuperficies CMC compactas com fronteira

livre é dada na proposicao a seguir:

Proposicao 3.1.1 As sequintes afirmacoes para a hipersuperficie compacta com fronteira

livre M sdo equivalentes:

(1) M tem curvatura média constante Hy.
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(11) M é um ponto critico do funcional drea restrito d varia¢oes normais admissiveis

que preservam volume.

(1ii) M € um ponto critico do funcional drea balanceado restrito a varia¢oes normais

admissiveis (ndo necessariamente preservando volume).

A prova é andloga a prova da Proposicao [2.1.1

Seja x : M — W uma hipersuperficie CMC compacta com fronteira livre. Entao para
qualquer variagao normal admissivel com campo variacional normal X = u/N a féormula

da segunda variacao da area balanceada é dada por
710 = [ (IVull? = (JAIP + Rie(N, Nyu?)aMt + [ 119 (N, Nyudo,
M oM

onde I7°" ¢ a segunda forma fundamental da OW com respeito ao campo vetorial nor-
mal unitario v apontando para fora. Para uma demonstracao basta adaptar a prova do
Teorema [2.1.3| para o caso compacto com fronteira livre. Para mais detalhes sugerimos
[31].

Destacamos abaixo o teorema de integracao por partes que tem grande utilidade no

decorrer do nosso trabalho.

Proposicao 3.1.2 Sejam, M uma variedade compacta com fronteira OM, o € QP(M) e

B € QP (M). Entdo, vale a sequinte férmula de integragdo por partes,

/(da BYydM — /aéﬁ YdM = / “(a AxB),

onde i : OM — M é a aplicacao de inclusdo.

Fazendo o = u e = du na férmula de integragdo por partes obtemos

[ IVulPar = [ usdudd + [ utdu,n)s
ou

= / uAudM + u—-do.
M oM  On

Portanto, a férmula da segunda variacdo da area balanceada se reescreve da seguinte

maneira:

1" _ aﬁ oB
J"(0) = /M wdM + [ (ug + PP (N, N)u)do,

onde
J=A— (||A||2 —I—m(N, N)).
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Assim como no caso fechado, associamos a segunda variacao da area a forma quadratica
Q: C®(M) x C*(M) — R, definida por

B ou 9B
Q(v, 1) = /MvJudM+ [ 75y + TP, Nyu)do

Definigao 3.1.1 Dizemos que u € C*(M) é uma autofun¢ao de Q) associada ao autova-
lor A € R se Q(u,v) = )\/ wvdM para todo v € C®(M). Isto é equivalente a dizer que
M

u € solugdo do problema de fronteira do tipo Robin

Ju=Au sobre M,
o (3.1)
Ju — —JI°"W(N,N)u sobre OM.
"
.. Ou oW p .. b .
A condicao — = —II°" (N, N)u é uma condicdo eliptica de fronteira para o operador

on

eliptico e autoadjunto .J. Portanto, existe uma sequéncia nao decrescente, \{ < \J <

-+ < A\ < -+ de autovalores divergindo para +oo associados & uma base ortonormal
{p1,-++ ,ép,- -} de L*(M) de solugdes do problema (3.1]).

Sendo
ga = <¢17 e )¢a>a
temos a seguinte caracterizagdo variacional para o a-ésimo autovalor do problema (3.1)):
M= o 2w (3.2)

0£uegt | [y urdM’

O infimo ¢é atingido precisamente por autofuncdes de J associadas a A/ e satisfazendo a

0
condigao de fronteira a—u = —II°(N, N)u.
Ui

Quando restringimos a forma quadratica () ao espaco das fungoes de média nula ob-
temos, como no caso fechado, um problema de autovalores associado a um novo operador

autoadjunto e eliptico, o qual denotamos por L.

Definigao 3.1.2 Dizemos que v € F € uma autofuncdo de Q| associada ao autovalor

A€ R seQ|r(u,v) :)\/ uvdM para todo v € F.
M

Como antes, podemos mostrar que esta definicao é equivalente a dizer que u é solucao do
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problema de fronteira do tipo Robin

Lu=M\u sobre M,
d oW (3:3)
ai; =—II°" (N, N)u sobre OM.
Da mesma forma, existe uma sequéncia nao decrescente \r < AL < ... < \F < ... de
autovalores divergindo para 400 associados & uma base ortonormal {¢1,--- , ¢, -} de

L% (M) de solugdes do problema (3.3)).

Sendo
ga = <()017 T 7(1001>7

temos a seguinte caracterizagdo variacional para o a-ésimo autovalor do problema ({3.3):

. QlF(u,u)

M= inf X2 3.4
“ ozuegt | [y utdM (3:4)
Definicao 3.1.3 O indice fraco de Morse de uma hipersuperficie compacta com fronteira
livre M de curvatura média constante nao nula, o qual denotamos por Indy (M), € a
mdzxima dimensao de um subespago vetorial de F restrito ao qual a forma quadrdtica Q|x

¢ negativa definida.

De forma equivalente o indice fraco de Morse pode ser definido como o ntmero de

autovalores negativos do operador L.

3.2 Consideracoes sobre p-formas harmonicas em va-

riedades compactas com fronteira nao vazia

Na Secao uma p-forma harmoénica sobre uma variedade fechada foi definida como uma
p-forma cujo Laplaciano de Hodge é nulo e esse espaco foi denotado por H?(M). No caso
de variedades fechadas podemos provar que w é harmonica se, e somente se, dw = dw = 0.
Quando a variedade M tem fronteira nao vazia ndo é mais verdade que uma p-forma
harmonica deve ser fechada e cofechada. Neste caso, precisamos impor uma condi¢ao de
fronteira para que uma p-forma harmonica seja fechada e cofechada. Para tal, considere
a aplicagao de inclusdo i : M — M. Dizemos que uma p-forma w é normal na fronteira
quando i*w = 0 ou, de forma equivalente, quando n A w = 0 sobre M. Dizemos que w

é tangencial na fronteira quando *(xw) = 0 ou, equivalentemente, quando ¢,w = 0 sobre
oM.

Definimos o espago das p-formas fechadas e cofechadas que sao normais na fronteira
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por
HY (M) :={w e Q"(M)| dw = 0w =0enAw =0 sobre OM}

e o espaco das p-formas fechadas e cofechadas que sao tangenciais na fronteira por
HL(M) = {w € QP(M)] dw = éw =0 e t,w = 0 sobre IM }.

Uma p-forma w satisfaz a condi¢ao relativa de fronteira se ambas w e dw sdo normais
na fronteira . Se w e dw sdo tangenciais na fronteira dizemos que w satisfaz a condicdo

absoluta de fronteira.

A proposicao a seguir nos diz em que condi¢gdes uma p-forma harmoénica é fechada e

cofechada.

Proposicao 3.2.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira nao va-

zia. Entao,

HY (M) :={w e QP(M)] Aw=0 e w satisfaz a condigdo relativa de fronteira}

HE (M) :={w e QP(M)| Aw =0 e w satisfaz a condigao absoluta de fronteira}.

Antes de provarmos a proposicao [3.2.1 mostraremos que o termo de bordo na férmula
de integracao por partes pode ser reescrito usando-se a identidade xgi,w = xw onde xp
e x sao os operadores estrela de Hodge de M e OM, respectivamente. De fato, seja
{n,e1, -+ ,e,_1} um referencial ortonormal ao longo da M. Para w € Q¥(M) podemos
escrever w|py = w! + wt onde, sem perda de generalidade, wt = n Aelt A - A1,

Considerando-se dM =n Ae' A--- Ae™ ! temos ao longo da OM que

*aan :*3anj'
=xp(et Ao Aeht)
=eF A -r Aeind
=x(MAeT A Ae)

= *W.
Portanto, se § € Q* (M) segue da definicdo do operador estrela que

(w, tyB)do =1i"(w A *gty0) = 1" (w A *0)
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e a férmula de integracao por partes se reescreve como

/M(doz,ﬁ)dM — /M<a,55)dM - /8 a1, B)do. (3.5)

Demonstracido da Proposigao [3.2.1] Pela férmula [3.5]se w é uma p-forma harmonica

/Aww

:/ (0dw, w dM+/ (dow, w)ydM

entao

:/ ||dw||2dM—/ (w, tydw) da—l—/ ||5w||2dM—i—/ (0w, Lyw)do.

M oM M oM

Por fim, se w satisfaz uma das condi¢oes de fronteira, relativa ou absoluta, temos que
dw = dw = 0.

A reciproca, é imediata.

Na Secao definimos o p-ésimo nimero de Betti de uma variedade fechada M como
sendo a dimensao do p-esimo grupo de cohomologia de De Rham que, pelo Teorema de
Hodge, [2.4.4] é equivalente a definir como a dimensao do espago das p-formas harmonicas.

Quando M tem fronteira nao vazia, o espaco das formas harmonicas,
HP(M) ={w e QP(M)| Aw = 0},

é infinito dimensional. Neste caso existem duas diferentes nocoes para o p-ésimo grupo
de cohomologia de De Rham: o p-ésimo grupo de cohomologia absoluto de De Rham,
HY5 (M), e o p-ésimo grupo de cohomologia relativo de De Rham, Hip(M,9M). Como no
caso de variedades fechadas, H},(M) é definido como o quociente das p-formas fechadas
pelas p-formas exatas. Para a nocao relativa consideramos o espaco das p-formas fechadas

que sao normais na fronteira,
CP(M,0M) :={we QM) nANw=0edw=0}
e o espacgo das p-formas exatas que sdo normais na fronteira,
EP(M,OM) :={w € Q*(M)| n Aw =0 e w = db para alguma 0 € QP~*(M)}.

Entao, definimos o p-ésimo grupo de cohomologia relativo de De Rham por

CP(M,0M)

H([i)R(M7 3M) = m
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Neste contexto temos a seguinte versao do Teorema de Hodge:

Teorema 3.2.1 (Hodge-Morrey-Friedrichs) Seja M uma variedade Riemanniana com-

pacta com fronteira nao vazia. Entdo,

HcIl)R(M) ~ H (M) e HgR(M> OM) ~ HY(M).

Por fim, definimos o p-ésimo absoluto nimero de Betti de uma variedade compacta

com fronteira nao vazia M por
b (M) := dim H5.(M)
e p-ésimo relativo numero de Betti de M por
bf(]\/[) = dim HR, (M).
Pela dualidade de Poincaré-Lefschetz esses ntimeros se relacionam por

b (M) = b (M).

O lema abaixo é bem conhecido e mostra que o primeiro niimero de Betti esta intima-
mente relacionado com a topologia de uma superficie compacta com fronteira nao vazia
(ver [4] ou [49]).

Lema 3.2.1 Seja M? uma superficie compacta orientdvel com fronteira ndo vazia. Se M

tem género g e k componentes de fronteira, entao

dim Hp (M) = dim Hy (M) = 29+ k — 1.

O préximo lema mostra que quando uma 1-forma cofechada é tangencial na fronteira
suas coordenadas sao func¢oes admissiveis no célculo do indice de Morse de superficies

CMC compactas. Mais precisamente temos:

Lema 3.2.2 Seja M uma variedade compacta com OM # 0 e 0 € HL(M). Se & = 6%,

entdo a fungao w; = (£, E;) tem média nula.
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Demonstracao. Pelo Lema temos que F; = grad f;. Segue da Proposicao|3.1.2| que
[ widnt = [ (€ grad fydnt
M M

= [ 0.dfan
- /M<fz», 50YdM + /C?M<fi, L 0)do.

Como 00 = 0 e ¢,0 = 0 concluimos que w; tem média nula.

Observacao 3.2.1 Em geral para campos harmonicos com condi¢ao relativa de fronteira
as fungoes w; nao tem média nula, entretanto para dim Hi (M) suficientemente grande &
pode ser escolhido de modo que / w;dM = 0.

M

Vamos calcular agora o termo de fronteira produzido pela segunda variagao da area

avaliado nas funcoes testes w; e w; :

Lema 3.2.3 Considere a imersao CMC compacta com fronteira livre, T : M? — W C
M3. Seja 0 uma 1-forma satisfazendo a condicio absoluta de fronteira e defina os campos
vetoriais duais € = 0% e € = (x0)*. Para as fungdes w; = (£, F;) e w; = (€, B;) temos

/8 (win(wy) + 117 (N, Nyw)do =2 /8 H|¢ldo (3.6)

| (@) + 1Y (N, Nya?)do =2 [ HOY|j¢]*do (3.7)
oM oM

onde H' ¢ a curvatura média da fronteira de W .

Demonstragao. Segue do Lema que V, E; = g;An — cfin onde obtemos

/a wm(wi)dU:/ w;((Vn, B;) + (&, giAn — cfm))do
M

oM

= [ (V&.8do+ [ (N Ando —c [ (7. (En)do

oM

= 8M<vn§, €>d0

pelo fato de serem g;w; = (N, &) e (£,1) ambos nulos. A condicao ¢,df = 0 nos fornece

0=db(n,&) = (Vyf)§ = (Veb)n = (V&,€) = (Ve&,m)
e a condi¢ao de fronteira livre nos diz que v|sy = 1 onde v é o campo vetorial normal
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unitario sobre 0W. Disto segue que

/8 |, win(wi)do = /8M<Vg€,77>d0
:_/8M<§’ med‘f
= [ II%(¢,€)do.

oM

Desde que £ e N formam uma base ortogonal do espaco tangente a dW ao longo de OM

concluimos a prova da primeira parte do Lema observando que
1177 (€, €) + T (N, N)|l€]]* = 25" ||¢]|*.

Para provar a segunda parte do Lema primeiro observe que

<V77€7€> = <V77070> = <*vn9a*9> = <vn*07*9> = <Vn§7€>
onde

/W wm(wi)daz/aM(Vnﬁ,g)da—|—/6M(N, EV(E, An)do —c/ (%, E)(E.m)dor

Desde que (N,£) =0 e o termo c/ (z,€)(¢,n)do é nulo, pois ¢ = 0 no caso Euclidiano
oM

e (z,£) = 0 no caso esférico, obtemos que

|, wntwde = [ 117 (¢, €ydo

e o resultado segue de modo analogo.
OJ

Na proxima secao consideramos o seguinte problema de autovalor para o Laplaciano
de Hodge:

A0 =)0 sobre M,
{ (3.8)

ty =0 e ,df = 0 sobre OM.
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3.3 Comparacao entre os espectros de J e A; com

condicao absoluta de fronteira

No que segue assumimos, por simplicidade, que o dominio W™ C M"™! tem fronteira
suave e que v é um campo vetorial normal unitario ao longo de OW. A segunda forma

fundamental e a curvatura média de W sao definidas por

IIPP"(X,Y) = (—Dxv,Y), paratodo X,Y € X(OW),

1
A = Sl 177,

onde D é a conexdo de Levi-Civita de M. Se podemos escolher um vetor normal v
ao longo de W apontando para fora de W tal que I71°" < 0 (< 0) dizemos que W ¢é
convexo (estritamente convexo). Se podemos escolher v de modo que H?" < 0 (< 0)

dizemos que W é convexo em média (estritamente convexo em média).

P. Sargent obteve em [49] uma comparagdo entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do problema ({3.8)) para hipersuperficies compactas com fronteira

livre num dominio estritamente convexo W™ C R"*!, Ela provou o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 (Sargent) Seja M™ uma hipersuperficie minima com fronteira livre,
compacta e orientdvel num dominio estritamente convexo W™t Entdo, para todo na-
tural o,

£ < Ag(

)’

onde m(a) = (";1) (a=1)+1 ey

do Laplaciano de Hodge com condicao absoluta de fronteira.

) €0 m(«a)-ésimo autovalor do problema de autovalor

Neste sentido, obtemos uma comparagao entre os autovalores do operador de Jacobi e
os autovalores do problema (3.8)), como feita no Teorema para o caso fechado, para

superficies CMC compactas com fronteira livre:

Teorema 3.3.2 Seja M? uma superficie compacta com fronteira livre e curvatura média
constante nao nula H, imersa num dominio convero em média W3 C ]\_43 Entao, para
todo inteiro positivo «,

AN < —=2(c+ H?) + M\

m(a)?

onde m(a) >2(3+7)(a—1) e )\fl(a) ¢ o a-esimo autovalor do problema de autovalor do

Laplaciano com absoluta condicdo de fronteira dado em (@
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Assumindo uma condi¢do extra sobre a curvatura de Ricci obtemos um resultado

similar para dimensoes altas:

Teorema 3.3.3 Seja M" uma hipersuperficie CMC com fronteira livre de dimensdo n >
3 imersa num dominio convero W™t C M™1. Assuma que a curvatura de Ricci de M

satisfaca Ric > —c(n — 1). Entdo, para todo inteiro positivo «,

J A
Ao = Apa)

onde p(a) > (n+1+7)(a—1).

Demonstragao do Teorema A prova segue de perto as idéias usadas na prova
do teorema . Seja L2 o espaco vetorial m-dimensional gerado pelos campos vetoriais
€, ,&n onde 0, = & satisfaz a condicio absoluta de fronteira e A6, = A{';. Fixe
em L*(M) uma base ortonormal {¢;}; % dada pelas autofungdes do operador de Jacobi
e seja o espaco vetorial G, 1= (¢, - , ¢o). Considere campos vetoriais £ € L2 tais que
as fungoes w; e w;, como definidas no Lema estdo em G | para algum o € N e
i€{l,--+,3+7}. Temos o sistema

/w@k:/u_)i(bkzo, 1<i<3+7 and 1<k<a—1 (3.9)
M M

com 2(3 + 7)(a — 1) equagoes lineares homogéneas na variavel &.

Portanto, se m = m(a) = dim L4 > 2(3 + 7)(a — 1), o sistema terd pelo menos
uma solucao nao trivial para todo 1 < i < 3 + 7. Segue da caracterizacao variacional dos
autovalores do problema (3.1)) dada em (3.2}) que

Q(wz‘,wi)

Ju wi2

Q(wb wi) .

A< A
“ fM wi2

and A <

Agora, usando o Corolario 2.2.1] obtemos
Ag/ w?dM < —(2c+4H2)/ w? dM + 2H/ (E;, A€)w; dM
M M M
+/ (E;, A&)w; dM — 2/ g:{A, VEyw; AM
M M
—20/ fiw; divfdM—i—/ (win(w;) + T19WNN)y2) ds.
M oM
Somando em i, 1 < i < 3+ 7, e usando o Lema |3.2.3| encontramos
N[l dag < =20+ 48 [ i) db + 28 [ (Ag.€)am
M M M
+[agoar+z | HY¢|ds
M oM
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Aplicando o mesmo argumento para as fungdes testes w; encontramos

N[ €l an < —(2e 447 [l db +28 [ (A€ ant

a 0
[ aggar+z [ HY|¢|ds

Somando estas duas ultimas desigualdades e observando que

(A6,6) + (A8, = 2H||* e [ (A& &AM <X [ llgPam

concluimos que

N[ llelPam <2 [ HOYl2aM — 2(c+ HP) [ €IPaM + Nhay [ l€lPdM.
M oM M M

Usando o fato que H?" < 0 obtemos

N < =2(c+ HY) + 22

m(a)’

onde m(a) > 2(3+ 7)(av — 1).
0

Demonstracao do Teorema A prova consiste em adaptar a prova do Teorema
para o caso com fronteira livre. Considere campos vetoriais £ € L7 tais que as

fungoes w; estdo em G | para algum a € Nei € {1,--- ,n+ 1+ 7}. Temos um sistema
/wigbk:(), 1<i<n+4+14+7 and 1<k<a-1. (3.10)
M

com (n+ 14 7)(a — 1) equagoes lineares homogéneas na variavel £. Portanto, se m(a) =
dim £2 > (n + 1+ 7)(a — 1), o sistema terda pelo menos uma solugao nao trivial
€ € L4 tal que as funcdes w; € G | para todo 1 <i < n+1+7. Segue da caracterizacio
variacional dos autovalores do problema dada em (3.2)), que

Q(wi7 wz)
2

N o<
“ Jar w;

1<i<n+1+T.
Pelo Lema 2.2.3] temos

2 /M W< — /M(QC(n 1) 4 APl — nH /M wi B, A) + 2 /M wi( By, AZE)
+/M w; (B, AE) — 2/M w;gi (A, VE) — 20/M w; f; div §

+/ (win(w;) + I]aW(N, N)w?)do.
oM
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Somando a desigualdade acima em i, 1 < i < n + 14 7, e usando a convexidade do

dominio W obtemos

N[ 1er<— [ 2etn—1) + AR —nH [ (€ A8 +2 [ 1lAgl?
+ [ €9 -2 @odive+ [ (IIV(E.€)+ 1M (NN,
<= [ letn = D)) +nH{Ag € — || A¢]?)
—en—1) [ N+ [ (&80 + [ [14€l — [ A|ef]

Com o Lema a desigualdade acima se reescreve como
)\J/ 2 < _/ -1 2 Ri ’ )\A / 2
L[Nl <~ [ len— DI + Ricle, ] + X [l
+ [ 148 — 141 NEl): (3.11)

Segue da hipdtese sobre o Ricci que o primeiro termo do lado direito da desigualdade
(3.11)) ¢ ndo positivo. Como [JAL||* < ||A|?|I€]]? concluimos que

J A
)‘a < )\m(a)

onde m(a) > (n+1+7)(a —1).

3.4 Estimativa do indice de Morse em superficies CMC

compactas com fronteira livre

O caso das superficies minimas com fronteira livre é de especial interesse e os trabalhos
de Fraser e Schoen [[23], [24], [25]] motivaram muitas pesquisas nesta drea. Para tais
hipersuperficies todas as variagoes que mantém a OM livremente na OW sdao permiti-
das, nao restringindo o problema a variacdes que preservam o volume. Neste contexto,
recentemente, Ambrozio, Carlotto e Sharp em [4] e P. Sargent em [49], provaram inde-

pendentemente o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1 (Ambrozio, Carlotto e Sharp-Sargent) Seja M? wuma superficie

minima com fronteira livre, compacta e orientavel num dominio estritamente convezxo
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W3 C R3. Se M tem género g e k componentes de fronteira, entdo

md(M) > 29T k=1
3

Entretanto, no resultado de Ambrosio, Carlotto e Sharp os autores consideraram a
hipdtese mais fraca de W3 ser um dominio do R? estritamente convexo em média. Na ver-
dade, os resultados de Ambrozio, Carlotto e Sharp aplicam-se mais geralmente a dominios
em variedades Riemannianas com fronteira satisfazendo adequadas condig¢oes de curva-
tura. Em altas dimensoes, eles também obtiveram limites inferiores para o indice de
Morse em termos da dimensao do primeiro grupo de homologia relativo com coeficientes
reais. A técnica apresentada nestes resultados usa as coordenadas de formas harmonicas
como funcoes testes e ¢ inspirada em trabalhos anteriores sobre estimativas de autovalores
e estimativas de indices para hipersuperficies minimas compactas sem fronteira (ver [4],
[44] e [50]).

Em dimensoes maiores P. Sargent obteve a seguinte estimativa do indice de Morse:

Teorema 3.4.2 (Sargent) Seja M"™ wuma hipersuperficie minima com fronteira livre,

compacta e orientdvel num dominio estritamente convexo W"tt C R 1. Entdo,

bi' (M)

(3"

Nesse contexto obtivemos a seguinte estimativa para o indice de Morse:

Ind(M) >

Teorema 3.4.3 Seja M? uma superficie CMC com fronteira livre, compacta e orientdvel

num dominio convexo em média W* C M2. Entao,

Indy (M) > 29+k:—4—7'.
23+ 1)

Como consequéncia deste Teorema, no caso Euclidiano, se a superficie é estavel deve-
mos ter 2g + k — 4 < 0. Dessa desigualdade segue um resultado obtido por Ros em [[43],

Teorema 9:

Teorema 3.4.4 (Ros) Nas condi¢oes do Teorema[5.4.3, se M ¢é estdvel, entdo as tinicas

possibilidades para g e k sdo

(a) g=0ek=1,2,3 ou 4;
) g=1ek=1 ou?2.
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Demonstragao do Teorema [3.4.3| Seja G, o subespago de F gerado pelas primeiras
a — 1 autofungdes associadas ao espectro do problema (3.3)). Pelo Lema (3.2.2)) as fungoes
w; tem média nula. Considere campos vetoriais £ € HL(M) tais que as fungoes w; e w;

satisfazem o sistema,

/ BdM = / widpdM = / DippdM = 0, (3.12)
M M M

com 2(3+7)(aw— 1) 4+ 3 + 7 equagoes lineares homogéneas na variavel . Portanto, se « é
o maior natural tal que dim H%.(M) > 2(3+ 7)(a — 1) + 3 + 7, o sistema ([3.12)) tera pelo
menos uma soluc¢ao nao trivial £ € HL(M). Pelo Lema temos

20+k—-1>2@3+7)(a—1)+3+7

o que equivale a dizer que
29+k—4—-1

C= B

Para ver que Ind,, (M) > « usamos as fung¢oes de média nula w;, w; agora pertencentes ao

espago G, para estimar o a-ésimo autovalor do problema (3.3). Segue da caracterizagio
variacional dos autovalores do problema (3.3)) dada em (3.4)) que

Jog widw; + [op (win(w;) + TP (N, N)w?)

waz'Q

<

\L < Jar WiJ Wi + [ops (win(w;) + 117 (N, N)ZD'LZ)‘

: Jar @7

Somando em i, 1 < i < 3+ 7, e usando o Lema [3.2.3| encontramos

Mo [ 1P das < —(2e+am?) [ gl da w28 [ (Agav+2 [ HOV|¢|don

Aplicando o mesmo argumento para as funcoes testes w; encontramos

Mo [ 1P das < —(2e+4m?) [ gl dM w28 [ (A dM +2 [ HOV|¢|do

Com o mesmo argumento usado no final da prova do Teorema [2.4.3| mais a hipétese de

convexidade média do dominio W obtemos que
Ao < —2(c+ H?).

Assim, Indy (M) > « e isso conclui a demonstragao.
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Capitulo 4

Estimativas para o espectro do

operador de Jacobi em 4-variedades
CMC fechadas

Neste capitulo fazemos uso de algumas propriedades inerentes a dimensao quatro a fim de
conseguir resultados de comparagao entre o espectro do Laplaciano de Hodge agindo em 2-
formas e o espectro do operador de Jacobi além de obter estimativas para o indice de Morse
em funcao do segundo niimero de Betti para 4-variedades fechadas com curvatura média
constante imersas em espagos de curvatura seccional constante nao negativa, seguindo as

ideias que desenvolvemos nos capitulos anteriores.

4.1 Operadores de curvatura e o operador estrela de

Hodge em hipersuperficies de dimensao quatro

Nesta secao recordamos de alguns fatos referentes aos tensores que tem as mesmas sime-
trias do tensor de curvatura de Riemann para variedades de dimensao quatro. Para isso,
comecamos recordando a definicao de aplicacdo de simetrizacao de Bianchi. Denotemos

por S?(Q?(M)) o espago dos (4,0)-tensores T' com as seguintes simetrias:

T(X,Y,Z,W)=-T(Y, X, Z,W) = -T(X,Y,W, Z)
T(X,Y,Z,W)=T(Z,W, X,Y).
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A aplicacao de simetrizacao de Bianchi é entao definida por
B SHQA(M)) — S*HQ*(M)),
1

Notemos que um tensor 7" pertence ao ker B se, além das simetrias acima, ele também
satisfaz a primeira identidade de Bianchi. O (4, 0)-tensor de curvatura de Riemann esta
no ker(8) uma das razoes pela qual o espago ker(8) é chamado o espago dos tensores de

tipo curvatura.
A proposigio a seguir mostra uma decomposicao do espago S%(Q*(M)) e a sua de-

monstragao pode ser encontrada em [54, Claim 7.2].

Proposicao 4.1.1 Temos a sequinte decomposicao em soma direta ortogonal:

S2(O2(M)) = ker(B) @ QY (M).

Conforme discussao feita em [54], Secao 8.2], existe um isomorfismo natural,
[:S*(Q*(M)) — End(Q*(M)), (4.1)

onde End(Q?(M)) representa o espago das aplicagoes lineares simétricas sobre o espago
das 2-formas. Se T € S*(Q*(M)) e T = I'(T) € End(Q*(M)) temos para a 2-forma,
1

w = jwie' N el que

— ZT.. i J
Tw:= 4T”pquqe Ne

e, reciprocamente,
Togrs = (T (e? Ne?),e" Ne®)

onde {eq, e, €3, €4} é um referencial ortonormal local sobre M.

Para os nossos propésitos o produto de Kulkarni-Nomizu se torna ferramenta indis-
pensavel, o mesmo associa a um par P,Q de (2,0)-tensores simétricos um (4, 0)-tensor
P® @ dado por

(P D Q)iji = PQj + PjQir — PuQjr — PirQa.

Além disso, vale a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1.2 P Q € ker*B
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Demonstracao. Desde que P, (Q sao (2,0)-tensores simétricos temos

(P® Q)ijit = PriQij + PjQri — PiiQrj — PijQu

:(P®Q)klij-

(PP Q)ijii =—(PuQjr + PjQu — PuQji — PjQir)
=—(PQ® Q)ijlk:~

(P D Q)ijir =—(PixQu + PyQjr — PuQir — PiQj1)
= —<P O Q)jikl-

Isto mostra as simetrias. Para ver que vale a identidade de Bianchi calculamos:

(PD Q)ijir + (P B Qriji + (P D Q)jrir = PiQji + PjQir — PuQjr — PjrQu
+Pi Qi + PuQrj — PuQij — PijQu
+P;iQu 4 PuQji — PjQri — PriQji

=0.

No que segue AQ(T;M ) representa o espago vetorial real de dimensao (3) = 6 formado

pelas aplicacoes bilineares antisimétricas sobre o espaco tangente T, M.

Lembremos que operador estrela de Hodge x : A*(TyM) — A*(T; M) tem a seguinte

propriedade
x2 = (=1)k=k g,

Portanto, em dimensao quatro e agindo sobre o espaco AQ(T;M ) temos que ** = Id.
Assim, o operador estrela de Hodge possui os autovalores =1, ambos com multiplicidade

trés. Desse modo o espago AQ(T;M ) decompoe-se como
ANTrM) = N2 (Tr M) & A* (T M)

onde Ai(T;M ) sdo os autoespagos associados aos autovalores £1, respectivamente. Os

elementos de A% (T;M) e A* (T M) sao chamados de autoduais e antiautoduais, respec-
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tivamente. Considere agora as 2-formas

1

of = ﬁ(el NetEeP Aet),
1

oF = ﬁ(e1 Aed £et Ae?),
1

aF = —=(e! Net £e? A ed).

3

E facil ver que p € M, {o, ai , o } é uma base ortonormal para N (TyM)e{ar, a5, 05}
é uma base ortonormal para A% (T;M ). Desde que o operador estrela de Hodge é definido
numa base {e' Ae?|1 <i < j <4} de A*(T; M) por

x(e' Ne?)=eP A et

*(e! Ne?)=et Ae?,

*(e! Net)=e? Ae?,

sua matriz na base § = {a;, 03,03, 07,05, a3 } de A*(Tr M) é dada por

Is 0
* = .
0 —1Is

Agora, dada uma imersao isométrica z : M* — M?> vamos considerar a sua segunda
forma fundamental A como um (2,0)-tensor simétrico. Se g denota a métrica Rieman-
niana de M, entdo podemos produzir os seguintes tensores do tipo curvatura, A @ g e
A2 (® g. Portanto, usando o isomorfismo I' dado em , temos dois operadores naturais
associados a estes tensores, a saber A=T(AQ® g) e B=T(A2Q g).

O lema a seguir mostra duas identidades interessantes relacionando estes operadores

com a geometria extrinseca de M*.

Lema 4.1.1 Com as notagdes acima valem as sequintes identidades:

A+ xAx = 4HId, (4.2)
B+ xBx = || A||*1d, (4.3)

onde H ¢é a curvatura média de .

Demonstracao. Considere a base § construida acima num referencial ortonormal {ey, ez, €3, €4}

o qual diagonaliza A, isto é, Aey = Apey. Para provar (4.2]) basta notar que a matriz do
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operador A na base § é dada por

OH 0 0 L, 0 0
0 2H 0 0 Ly O
g 0o 2H 0 0 Ly
Ly, 0 0 2H 0 0 |’

0 Ly 0 0 2H 0
0 0 Ly 0 0 2H

onde L; = \{ + \; — 2H, para cada 2 <i < 4.

Afirmamos que os elementos da diagonal sao iguais a 2H. De fato, o primeiro elemento
da diagonal de A é

>

I
Q

':+
o

+

)

(Ale' N2 +e* Net), et ANe? +e® Aet)

—

| — DO —

(AD g2z + (AP g)1234 + ;(A D 9)3434

(AP 9)1212 = (A11922 + Asag11 — A12921 — A21912)
=\ + Ao,
(A O 9)1234 =0,

(AD 9)3a30 = (As3944 + Asag3s — Aza9a3 — Au3gsa)
=A3+ Ay

de onde concluimos que A;; = 2H. De forma similar mostramos que Ay, = 2H para
2<k<6.

Agora, observe que

A= <AO&T, af)

§<A(61 Net+ed net), et ne? —eP Aet)
1 1
= 5(14 D g1z — §(A D 9)3434

1
=§(A1+/\2—/\3—/\4)
=\ + )\ — 2H.

Analogamente, mostramos que Ag; = A\ + A3 — 2H e A3zg = \; + Ay — 2H. Os termos
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A, com p # g e g # p+ 3 sao todos nulos, por exemplo
./412 = <.AO./1’—, a;)
1
= 5(./4(61 Net e net) et AeP +et Ae?)

= ;(A D g)1213 + ;(A D g)1242 + ;(A D g)3a13 + ;(A D g)3442

=0.

Para obter a identidade basta efetuar o produto x4 x. A identidade se prova
de forma analoga observando que ao invés dos \; aparecem agora nas contas acima os
autovalores de A% em decorréncia do operador de curvatura B estar associado ao tensor
A% (@ g. Por fim, usamos a relagdo A\? + A2 + A2 + \2 = || 4]

O

4.2 Funcoes testes baseadas em coordenadas de 2-

formas

Nesta se¢ao acrescentamos a teoria feita na Secao[2.2]alguns lemas especificos da dimensao
quatro a fim de trabalhar as coordenadas de 2-formas como fungoes testes admissiveis na

avaliagao da forma quadrética J.'(0) para o célculo do indice de Morse.

Seja a imersio z : M* — M?. Como antes & = {Ey,---,E5,,} representa uma
base ortonormal de campos paralelos em R>*" &* = {E' ... E°"} sua base dual,
E; = E;— (E;, N)N — 7(E;, v)v a projecio ortogonal de E; sobre M e E' = E’ a 1-forma
dual do campo vetorial ;. Considere a base ortonormal D = {E*AE’|1 <i < j <5+7}

de formas bilineares antisimétricas paralelas sobre R3*7.

Dada w € Q?(M) vamos usar as coordenadas de w na base D, ou seja, a fungoes
wi; = {w, B N E7), (4.4)
como fungoes testes. Observe que também podemos escrever as fungoes testes w;; como
wi; = w(E;, Ej).

A seguir apresentamos alguns lemas técnicos com o objetivo de calcular a forma quadratica

da segunda variacao da area para estas funcgoes.

Iniciamos deduzindo uma expressao para o operador de Weitzenbock agindo em 2-
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formas. Para isso lembramos que a definicdo da curvatura de um tensor qualquer 1" é

dada por
R(X,Y)T = V°T(Y,X) - V’T(X,Y).

Neste sentido temos a seguinte identidade de Ricci para 2-formas:

Lema 4.2.1 Para qualquer w € Q*(M) vale

(R(X,Y)w)(Z, W) = w(R(X, Y)W, Z) — w(R(X,Y)Z,W). (4.5)

Demonstracao. Temos que
R(X, Y)w = VQW(}/, X) — VQU.)(X, Y) = Vy(VXW) — Vx(vYW) — V[K)qw
onde

(R(X,Y)w)(Z.W) = (Vy (Vxw)(Z, W) — (Vx(Tyw))(Z, W) — (Vpyx))(Z. W)
Y (Vxw(Z, W) — (Vxw)(Vy Z, W) — (Vxw)(Z, Vy W)
X (Vyw(Z, W) + (Vyw) (Vi Z, W) + (Vyw)(Z, VW)
[V, X)(w(Z, W) + w(Viyx1 Z, W) + w(Z, Vi W)
—YX(W(Z,W)) = Y(w(VxZ,W)) = Y(w(Z, VxW))
XY (w(Z,W)) + X (w(Vy Z, W) + X (w(Z, VyW))
(Vxw)(Vy Z, W) — (Vxw)(Z, Vy W)
(Vyw)(VxZ, W) + (Vyw)(Z, VW)
Y, X](
)

+

—[Y, X|(w(Z W) + w(Viy.x 2, W) +w(Z, Viy x )W)
—(Vyw)(VxZ, W) —w(Vy(VxZ),W) —w(VxZ,VyW)
—(Vyw)(Z,VxW) —w(Vy Z,VxW) —w(Z,Vy(VxW))

+ (Vxw)(VyZ, W) +w(Vx(VyZ), W) +w(Vy Z,VxW)
+H(VxW)(Z,VyW) 4+ w(VxZ,VyW) +w(Z,Vx(VyW))
—(Vxw)(VyZ, W) — (Vxw)(Z,VyW) + (Vyw)(Vx Z, W)
+(Vyw)(Z, VW) +w(Vy,x1Z, W) +w(Z, Viy,x W)

= —w(Vy(VxZ2), W) —w(VxZ,VyW) —w(VyZ,VxW)

—w(Z,Vy (VxW) +w(Vx(VyZ),W) +w(VyZ,VxW)

+w(VxZ,VyW) +w(Z,Vx(VyW)) + w(Vyx1Z, W) + w(Z, Viyx W)

(R

—w(R(X,Y)Z,W) — w(Z, R(X,Y)W).
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Usando a defini¢ao do operador de Weitzenbock dada na equacao (1.4]) e o Lema m

obtemos a seguinte identidade

(Ww)(Xv Y) IW(R(Xv ej)Yv ej) - W(R(Yv €j>X7 ej)
+w(Ric X,Y) —w(RicY, X), (4.6)

para quaisquer X,Y € X(M)

Agora vamos aplicar as identidades acima para 2-formas em hipersurperficies.

Lema 4.2.2 Seja A o operador de forma da imersio ¥ : M* — M?. Para qualquer
w € Q*(M) temos

onde H ¢ a curvatura média de M.

Demonstracao. Segue da identidade (4.6) que

Ww)(E;, Ej) =w(R(E;, ek)Eja er) — W(R(Ej, ex) B, ex)
‘HU(RZC Ei7 Ej) — w(Ric Ej, Ez)

Escrevendo

I P q
W= -wpe" Ne

2
num referencial ortonormal local {ej, ey, e3, €4} numa vizinhanca de p € M e usando a
equacao de Gauss, ((1.2)) obtemos

1
wW(R(E;, ex)Ej, ex) = Ewpqep N e (R(E;, er)E;, er)

= ;wpq{<€p> R(E;, ex) Ej) eq; €x)
—<€q, R(-EM €k>Ej> <€p7 ek>}
= Sl {R(B ) By ) — (R(Es ) By )

1
= Ewpq{dEi? eq)€p, Bj) — (B, ep){eq, Ej)

—(AE;, ¢,)(AEj, eq) + (AE;, eq)(AEj, ep) }
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Pela antisimetria da 2-forma w temos que w(R(E;, ex)E;, er) = —w(R(E;, ex) Ej, ex).
Pelo Lema o operador de Ricci se escreve, em dimensao quatro, como Ric(X) =
3cX +4HAX — A%2X para qualquer X € X(M). Assim,

Ww)(E;, E;) = —2cw(E;, E;) — 2w(AE;, AE;) + w(3cE; + 4AHAE; — A’E;, E;)
~w(3cE; + 4HAE; — A*E;, E))
=4ew(F;, E;) + 4HW(AE;, E;) + 4AHw(F;, AE;)
~w(A’E, E;) — w(E;, A’E;) — 2w(AE;, AE)).

Lema 4.2.3 Seja A o operador de forma da imersio z : M* — M?>. Para os campos da

base £ wvale a sequinte identidade:

V*V(E'ANE?) = (A’E)’ AN E? + E' A\ (A%E;)’ + 2¢E' A EY. (4.8)

Demonstragao. Fixe um ponto p € M e considere um sistema local de coordenadas
{e1, €9, €3, €4} geodésico em p. Usando os Lemas e obtemos

V*V(E'NE) =~V V. (E'\E’)
=V (Vo ,E'NE? + E' NV, E)
=V*VE'ANE! —2V, E'AV, , E + E'ANV*VE!
= ((A’E;)’ + cE)Y A FE? + E' A ((A%E;) + cEY)
—2(gz~(Aek)l’ — cfie®) A (gj(Aek)b — cfjek).

Como (Aex)’ A (Aep)’ =ef AeF=0e

(Aex)” A (X, Y) = (Aey, X){er,Y) — (Aer, Y){ep, X)
=(AX,Y) — (AY, X)
0

para todo X,Y € X(M) o resultado segue.

Lema 4.2.4 Com as notacoes acima temos que para qualquer w € QQ(M) as fungoes
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testes w;; = w(E;, E;) satisfazem

Awij = —QCwZ‘j - 4HW(AEZ, E]) - 4HW<EZ, AEJ) + 2W(A2Ei, E]) + QW(EZ, AQE]')
+A2W(EZ, E]) — Q(VEPW)(AGP, Xz ) + QW(AE“ AEJ) + QC(SLU(Y;j)

Demonstragao. Primeiro escrevemos w;; = (w, E* A E7) e entao usamos as férmulas

(2.11)), (1.5) e o Lema para obter

Aw;j = (V*Vw, E' N E7) + (w0, V*V(E' A E7)) — 2(Vw,V(E" A E7))
= Aow(E;, Ej) — Ww)(E;, E;) + w(A*E;, E7)
+w(E', A’E;) + 2cw(E;, E;) — 2(Vw,V(E" A EY)). (4.9)

Agora observe que

(Vu,V(E'A EY)) = (V w, V. (E"A E))

(Vo,w, Ve, E'NE + E' AV, E7)
(Ve,w, gi(Aek)b AN ET — cfief N EY)
+(Vew, g, B A (Aey)” — cf,E' A e¥)
= (Ve,w, (Aep)’ A X9 — ceb A YT

= (Ve,w)(Aey, Xij) + cow(Yi;)

onde X% e Y% sao as 1-formas duais dos campos vetoriais Xij = gEj —gjE; e Y =
fill; — [;E;, respectivamente. Combinando esta tltima igualdade e o Lema na
equacao (4.9) obtemos o resultado.

O proximo lema diz que quando tomamos 2-formas harmonicas, as suas fungoes coor-
denadas sao de fato fungoes admissiveis para serem usadas como testes na avaliacdo do

indice fraco de Morse no caso de hipersuperficies de curvatura média constante.

Lema 4.2.5 Considere a imersdo T : M* — M?. Para qualquer w € H*(M) defina as
fungoes w;; = w(E;, E;) e w;; = «w(E;, E;). Se M ¢é fechada, entdo

M M

Demonstracgao. Fixe um ponto p € M, e considere um referencial ortonormal local em
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p € M, {e1,es,e3,e4}, 0 qual é geodésico em p. Primeiro note que

d(tp,w)=—(Ve,(tg,w))ep
=—ep((tpw)ey)
= —ep(w(Ei ep))
= ep(w(ep, £i))
= (Ve,w)(ep, ;) + w(ep, Ve, E;)
= —0(w)(Ei) + giw(ep, Aey) — cfiw(ep, ep)

1 . .
w(ey, Aey) = §wij(el Ne’)(ep, Aep)

_ ;wij(mej,e» — (Ae;, ¢5)

=0.

Como §(w) e w(ey, e,) sdo nulos obtemos §(tp,w) = 0. Pelo Lema E7 = df; onde

obtemos
/ wiydM = / Lpw, E9)dM
M

= [ (tpw,df;)d
M

= I(Lp,w), fiydM
M

Como, pelo Lema [1.3.3] o Laplaciano de Hodge comuta com o operador estrela, segue

que *w ¢ harmonica e portanto concluimos que as fungoes w;; também tém média nula.
O

Lema 4.2.6 Seja A o operador de forma da imersio z : M* — M? e considere os
operadores de curvatura A =T(AQ® g), B=T(A2® g) e R = T(R) onde R ¢ o tensor

de curvatura de Riemann. Para qualquer w € Q*(M) e fungoes w;; = w(FE;, E;) valem

wy; = 2wl (4.10)
Ww(AE;, E;) + w(E;, AE))|w;; = 2{Aw, w); (4.11)
[W(A’E;, E;) + w(E;, A*E;)|wy; = 2(Bw,w); (4.12)
w(AE;, AE;)w;; = 2{Rw,w) — 2¢||w||*; (4.13)
(Ve,w)(Aep, Xij)wi; = 0; (4.14)

(4.15)

cow(Yi)w;; = 0.
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Demonstracao. Temos

w}; = (w, B' N E7)?

1 L
:2<w,§(w,EZ/\E7>EZ/\EJ)

=2/w|.
onde vale (4.10)). Para provar (4.11]) calculamos

1
(WAL, ) + w(Ei, AEj)Jwij = gwpgl(e” A ) (AL, ) + (e A e)(Ej, AEj)wiy

1
= iwpqwinep, AE;)(eq, Bj) — (ep, Ej)(eq, AE;)]
1
+§wpqwij [<€P7 EZ> <e¢I7 AE]> - <6P7 AE]> <eq7 Ez>]
1
= §qu’wij(A D 9)(Ei, Ej, ep, eq)

= St (A(E! A BY), & A et
= (w, B' N ENY(A(E" A\ E?), w)
—(w, BN EIWE A B Aw)
2 (, Aw).

A prova de (4.12)) é andloga a prova de (4.11]). Para a prova de (4.13)) usamos a equagao
de Gauss, (|1.2)), para obter

1
W(AEZ, AEJ)U)Z] = §wpq(ep AN €q)(AEZ', AE])U)Z]

1
= 5Wpaij(ep, AEi)(eq, AE;j) — (ep, AEj) (eq, AL;)]

1 _
= §wpqwij [R(Ei’ Ejv €p, 611) - R(Ez: E )y Epy € )]

1
2
— i [(Eis ) (Ejseg) = (B eg)(Ejy )]

= (w, B' AN EP)(E* A B, Rw)
—Spale, B A ET)(EY, ) (B, ) — (B, ) (B, &)

Wpwii (R(E* A E7), eP A e9)

=2(w, Rw) — gwpq@u, e’ Nel) + gwpq(w, el N\ eP)

= 2(w, Rw) — 2¢||w]|?.
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Agora, note que
(Ve,w)(Aep, Xij)wij = gi(Ve,w)(Aey, Ej){w, E' N EY)
—g;(Ve,w)(Aep, E;){w, E' A EY)
= _gi(vepw) (A€P> E]) <Lij7 EZ>
_gj(VGpw) (A€p7 El) <[’Eiw7 Ej>

onde a identidade (4.14) segue do fato que g;(tg,w, E7) = (N, (1g,w)?) = 0. Por fim,

cow(Yij)wi; = cfi((6w)#, E)(w, E* A E7) — cf;((6w)#, E;)(w, E* A E7)
= —cfi{(0w)*, Ej) (tg,w, E') — cf3{(0w)®, B;) (tp.w, EY)
=—c((0w)™, E;)(Z, (tp,w)™) — c((0w)”, B}z, (g,w)™).

No caso Euclidiano, ¢ = 0, o resultado é evidente. No caso esférico, ¢ > 0, x é ortogonal
a M donde (Z, (1zw)#) = 0, para todo Z € X(M), e o resultado segue.
O

Lema 4.2.7 Seja z : M* — Mf imersao de curvatura média constante H. Para qualquer
w € Q*(M) considere as fungoes wy; = w(E;, Ej) e wy; = w(E;, E;). Se M ¢é fechada,

entao

[ wgdwg==16c [l = 8H [ (Aww) =2 [ AP w2
—1—4/ (Bw, w) +4/ (Rw,w) +2/ (Agw, w), (4.16)
M M M

e T, — — 2 _ . 2 2
[ iy =—16c [ Nl =8H [ (cAsw,w) =2 [ A
+4/ (xBxw, w) +4/ (*Rkw, w) —|—2/ (Agw,w). (4.17)
M M M
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Demonstragao. Segue dos Lemas e que

2
ij

—4H[w(AE;, E;) + w(E;, AE;)|w;;
+2[w(A%E;, E;) + w(E;, A*E;)|wy;
+2w(AE;, AE;)w;;
—2(V,w)(Aey, Xjj)w;;
+2cow(Yi;)wi;
+Aow(E;, Ej)w;;

= —8c|jw||* — 8H {Aw, w) + 4{Bw,w)
+4(Rw,w) + 2(Asw,w).

wijAwij = —2cw

Como o operador de Jacobi da imersdo T é dado por J = A — (|| A]|* + 4c) segue que

i i':/ i A i'_/ All? + dc)wi;
[ widw= [ wgAwg = [ (142 +ac)?
:—160/ HwHQ—SH/ (Aw,w)—|—4/ (Bus, w)
M M M

4 (Row)+2 [ (Agow) =2 [ (APl

onde obtemos (4.16). A igualdade (4.17)) se prova de forma analoga.

4.3 Comparacao entre os espectros de J e A,

Nesta sec¢ao aplicamos as técnicas obtidas nos capitulos anteriores para as fungoes testes
w;; e w;; para provar um resultado de comparagao entre os autovalores do operador de
Jacobi e os autovalores do operador Laplaciano de Hodge agindo em 2-formas. Antes
disso provamos o seguinte lema, o qual mostra que um termo de curvatura que aparece

na aplicacao da técnica tem uma limitacao dada pela geometria extrinseca:

Lema 4.3.1 Considere a imersdo z : M* — M?. Para qualquer w € Q*(M) temos

IA]*

(Rw, w) + (Rxw, *w) < (2¢ + )lw]l?. (4.18)

Demonstracao. Seja {ej, ey, €3, €4} um referencial ortonormal local que diagonaliza A,
isto é, Aey, = Ageg. Considere em p a base {e' A e/;1 < i < j <4} de A*(T;M). Temos
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que
(Re* Nel e" Aef) = { et Ak se (i,4) = (,s)
’ 0 se (i,5)# (r.s).

Assim, para

w = wize! A2 4 wiget A e® + wigel A et + woze? A €® + woe? A et + wyged A et

*w = wagel A €2 — woget A €2 + wozel A et + wige? A ed — wize? A et 4+ wiged A et
obtemos

(Rw,w) =w? (Re' Ae? el Ae?) +wiy(Re! Aed et Aed) +w? (Re! Aet el Ae?)
+wis (Re2 A e e? Ae®) +wi (Re* Aet e? Aet) +wi (Re* et e® Ae)
=wiy(c+ M) + wi(c 4+ AAs) +w?,(c+ A Ag)
Fwss(c + AaAz) + wiy(c 4+ Aodg) + wiy(c+ Asy)
= c||lw||® + wi A A2 + WA Az + WA AL + WizA Az + Wi Ay + w3 A3\

e, de forma andloga,

(Rokw, *w) = wa(c + A3\y) + wf3(c + Ao \y) + wﬁ(c + A2A3)
Fwsg(c + MAg) + wiy(c 4+ A Az) + wiy(c+ A o)
= c||w||* + wiAsAg + Wiz Ao Ay + W AoAs + Wiz A Ay + Wi Az + Wi Ao

Desta forma, temos em cada ponto de M

(Rw, w) + (Rxw, xw) = 2cHwH2 + (wa + w§4)()\1)\2 + A3\q)

+<w%3 + 'LU§4)()\1)\3 + )\2)\4) + (U]il + U)%3)()\1)\4 + )\2)\3)
(wiy + w3y (AT + A5 + A5 + A7)
2
(wis + w3,) (AT + A3 + A3 + A)
2
(W}, + wis) (AT + A3 + A3 + A3)
2

Mwll*.

< 2clwl||* +

+

+

B
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Agora estamos prontos para provar o teorema principal deste capitulo. A saber:

Teorema 4.3.1 Seja M* uma hipersuperficie CMC fechada imersa em M?. Entdo, para
todo inteiro positivo o,

1
N < —6c—8H* + 5 max | A]|? + A52

m(a)

onde m(a) > 2(527)@ —1).

Demonstragao. Considere {w;} % um conjunto L*-ortonormal emt Q?(M) constituido
por 2-formas que satisfazem Asw, = /\kAka. Seja L£52 o espago vetorial gerado pelas
primeiras m auto 2-formas de A,. Fixe em L?(M) uma base ortonormal {¢;}; % dada
pelas autofuncdes do operador de Jacobi e considere 2-formas w € £52 tais que as fungdes
wi; = w(E;, E;) e w;; = *w(F;, E;) estdao em G | paraalgum a e Ne 1 <i<j <5+

Assim, estamos considerando um sistema
/wij@:/wijqbk:o, 1<i<j<5+7 and 1<k<a-—1 (4.19)
M M

com 2(537) (v — 1) equagoes lineares homogéneas na varidvel w. Portanto, se m(«a) =

dim £52 > 2(5;”) (av—1) entao o sistema (4.19)) possui pelo menos uma soluc¢ao nao trivial

w € L5 tal que w;j,w;; € G+ | para todo 1 < i < j <5+ 7. Segue da caracterizagio
variacional dos autovalores de J, dada em ([2.3)), que

Jar Wi Jw;;

Jar wij Jwi;
Jar W35

N o<
“ Jur wz‘Qj

A <
Pelo Lema [.2.7 obtemos

2N [ el < =16c [ Jll? = 8H [ (Aww) =2 [ Al
M M M M

+4 /M<Bw,w) + 4/M(Rw,w> + 2/M<A2w,w> (4.20)

2N [ Nl < =16c [ ol = 8H [ (eAsw,w) =2 [ )A] ]
+4/ (xBxw, w) +4/ (*Rkw, w) —I—Z/ (Aow,w). (4.21)
M M M
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Aplicando os Lemas ¢ a soma das desigualdades (4.20) e (4.21]) obtemos

N[l < =8(e+ B2 [ Jlll?+ [ ((Rw,w) + (oo o)) + Ay [l

I 2
<=8+ H) [ fwl?+ [ e+ 0wl + a7, [l

AR e sy gz 402 [ wf?
o Ju 2 m(@) for

e concluimos que
1
AL < —6c—8H? + S max || AP + A2 ) (4.22)
2 M ma

sempre que m(«a) > 2(5;T> (v —1).
O

Fazendo hipdteses adicionais sobre o quadrado da norma da segunda forma fundamen-
tal a desigualdade (4.22)) nos permite obter estimativas para o indice de Morse e o indice
fraco de Morse de hipersuperficies CMC fechadas imersas em ]\_465 Este é o contetido dos

resultados que apresentamos na se¢ao a seguir.

4.4 Estimativa do indice de Morse de 4-variedades
CMC fechadas

Nesta Se¢ao fazemos uso de 2-formas harmoénicas na composicao das funcoes testes
a fim de provar os seguintes resultados:

Teorema 4.4.1 Seja z : M* — S® uma imersio minima fechada com curvatura escalar

positiva. Entao,

by (M)
30

Ind(M) >

Teorema 4.4.2 Seja 7 : M* — ]\_45’ a tmersao CMC' fechada com curvatura escalar

positiva. Entdo,
ba(M)

5+7) "
2
Para a prova dos Teoremas e usaremos uma equagao que envolve a curvatura

escalar, S, obtida da seguinte forma: se {ej,es, €3, €4} é um referencial local ortonormal

Ind, (M) >

[\]
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sobre M segue da equacao (2.9) que
(Ric(ei), e:) = 3c{ei, e;) + 4H (Aey, e;) — (A%e;,e;),
onde somando em 7 obtemos

S =12c+ 16H* — || A||*.

Demonstragao do Teorema Considere na prova do Teorema uma 2-forma
harmonica w e H = 0. A hip6tese sobre a curvatura escalar nos da ||A||*> < 12. Como w ¢é
harmonica temos Ay a) = 0 se m(a) = by(M). Segue da desigualdade (4.22) que A < 0

onde « é o maior natural tal que
bo(M) > 30(cv — 1).

Logo, existem « autovalores negativos de J donde Ind(M) > a. O resultado segue da
bo(M)

desigualdade o >
OJ

Demonstracao do Teorema [4.4.2| Assim como foi feito na demonstra¢ao do Teorema
considere o espaco G,_1 gerado pelas primeiras a — 1 autofungoes do operador L.
Considere 2-formas w € H?(M) tais que as fungdes w;; = w(E;, E;) e wy; = ~w(E;, E;)

satisfazem o sistema
/w,-jgbk:/wij(bk:(), 1<i<5+7 e 1<k<a-—1, (423)
M M

com 2(5'2”> (v — 1) equagoes lineares homogéneas na variavel w.

Portanto, se a ¢ o maior natural tal que dim H?*(M) > 2(5'2”) (a—1), o sistema (4.23

terd pelo menos uma solugao nao trivial w € H2(M). Segue da caracterizacio variacional

dos autovalores de L, dada em (2.4]), que

L 2 L —2 — —
)\a /Mwij S /M wiijij (§ )\a /M wij S /M wiijZ-j.

Segue do Lema [4.2.7 que

N [Nl < =160 [l = 8H [ (Aw,w) =2 [ JlAJRl?
M M M M

+4/M(Bw,w> +4/M<Rw,w)
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Mo [l < =16c [ Jlll? = 8H [ edsw,w) =2 [ A2l
M M M M
+4/ (*B*w,w)—i—él/ (x*RAw, w).
M M

Usando os Lemas e na soma destas duas ultimas desigualdades obtemos
1
N [l (=6e —sm?) [ el + 5 [ 1ARE).
M M M

Agora, a hipétese sobre a curvatura escalar nos dé || A||*> < 12¢ + 16 H? de onde obtemos

que o a-ésimo autovalor do operador L é negativo e isto implica Indy (M) > a. Como «

bo(M) > 2(5;T> (a@—1)

¢ o maior natural tal que

obtemos que

e isso conclui a demonstragao.
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