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Resumo

Estudamos a existéncia de solucao e o comportamento assintético para quatro modelos especificos:
equacao de ondas com memoria; sistema acoplado de equacdes de ondas; sistema acoplado de
equacdo de onda com a equacao do calor (sistema termo-elastico) e sistema termo-elastico com fonte
externa. Analisamos estes problemas sujeitos a interferéncia do operador monétono p-Laplaciano.
Nossa abordagem apresenta os aspectos recentes no tratamento destes modelos, no ambito de
Equacoes Diferenciais Parciais. Neste sentido, destacamos o nosso modelo termo-elastico com
p-Laplaciano. De acordo com o nosso conhecimento, esse modelo foi apresentado pela primeira vez
na literatura justamente nesta tese. Para a existéncia de solucao, utilizamos o Método de Faedo-
Galerkin. Para a anélise do comportamento assintético, empregamos as distintas e recentes técnicas:
na analise de estabilidade de solucio foi utilizado o Teorema de M. Nakao e H. Kuwahara (1987), e
também, o Teorema de P. Martinez (1999), baseado em uma nova desigualdade que generaliza os
resultados prévios de A. Haraux (1985) e M. Nakao (1978); para a analise de explosdo da solucdo em

tempo finito utilizamos o Lema de Y. Qin e J. Rivera (2004).

Palavras-chave:
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Abstract

We study the existence of solution and the asymptotic behavior for four specific models: wave
equation with memory; coupled system of wave equations; coupled system of wave equation with
heat equation (thermo-elastic system) and thermo-elastic system with external source. We analyze
these problems under the interference of the monotono p-Laplacian operator. Our approach presents
the recent aspects in the treatment of these models, in the scope of Partial Differential Equations.
In this sense, we highlight our thermo-elastic model with p-Laplacian, as far as we know, it was
presented for the first time in the literature precisely in this thesis. For the existence of a solution we
use the Faedo-Galerkin Method. For the analysis of the asymptotic behavior we used different and
recent techniques: in the stability analysis, the Theorem of M. Nakao and H. Kuwahara (1987) was
used, and also the Theorem of P. Martinez (1999), based on a new inequality that generalizes the
previous results of A. Haraux (1985) and M. Nakao (1978); for the finite time “Blow-up” analysis we
used the Lemma de Y. Qin and J. Rivera (2004).
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Apresentacao

Apresentamos importantes e recentes resultados sobre a equacao de ondas, sistemas acopla-
dos e sistemas termo-elasticos sujeitos a interferéncia do operador monétono p-Laplaciano, também
conhecido como operador pseudo Laplaciano. O operador p-Laplaciano aplica Wol’p(Q) no seu dual
w-14(Q), é definido por

n
Apu=div([VulP2Vu)  ou Apuzzi(%‘
i

p_za”) p>2, Lol
21 0x; " p .

ax;)’ q

N . , 1, .
As formas desse operador correspondem as derivadas de Fréchet, em W, P do funcional

P
](u):lfwuwdx ou Jw)= Z
p Ja

Ox,

O p-Laplaciano é um operador nao linear que se reduz ao Laplaciano usual quando p = 2. Ele
é de grande interesse tedrico por ser protétipo para o estudo de diversas equacdes envolvendo,
por exemplo, operadores monétonos e hemicontinuos, conforme detalhado por LIONS (1969) e
Cavalcanti e Cavalcanti (2010). Na Fisica, ele esta presente em diversos temas, por exemplo: nos
efeitos eletromagnéticos em supercondutores a altas temperaturas; na mecanica nao Newtoniana e
em sistemas de quimiotaxia de atracdo repulsao, vide os trabalhos de Choi, Kim e Laforest (2018);
ABDULLA e JELI (2017) e Li (2020).

Muitos estudos sobre equacao de onda e sistema termo-elastico vém sendo apresentados
nos ultimos anos. No nosso contexto iremos fazer uso da Teoria do Poco Potencial, que é uma
poderosa ferramenta no estudo da existéncia global de solucoes para EDPs. Intuitivamente, podemos
associar a um vale rodeado por todos os lados por terrenos mais altos e que, portanto, pode ser
preenchido com agua formando um lago, sem qualquer agua fluindo para um outro minimo mais
baixo, por exemplo, o nivel do mar. Essa teoria esta diretamente ligada a variedade de Nehari e
depende essencialmente do Teorema do Passo da Montanha, devido & Ambrosetti e Rabinowitz
(1973). Resumidamente, ela parte do principio em que a energia é a soma entre as energias cinética
e potencial. Da ideia de Ye (2007), motivado por Payne e Sattinger (1975), pode-se construir um
conjunto de estabilidade, que tenha um vale ou um “poco” de profundidade d criado na energia
potencial. Se d > 0, para solucdes com valores iniciais na “parte boa” do poco, a energia potencial da
solucdo nunca escapa do poco. Em geral, é possivel que a energia do termo da fonte cause blow-up
em tempo finito, porém na parte boa do pog ela permanece limitada. A energia total da solucao

permanece finita em qualquer intervalo de tempo [0, T), que fornece a existécia global da solucao.



2 Apresentacao

Zeev Nehari, em seus dois trabalhos Nehari (1960) e Nehari (1961), introduziu um método que
€ muito interessante na teoria do ponto critico, e passou a levar seu nome, o Método de Nehari.
Ele considerou um problema de valor limite para uma equacao diferencial ordinaria ndo linear de
segunda ordem num intervalo aberto e mostrou que ela tem uma solucao nao trivial, que pode ser
obtida por minimizacao restrita do funcional de Euler-Lagrange correspondente ao problema. Num
contexto amplo, suponha que E é um espaco de Banach e F € C!(E,R) um funcional. A derivada de
Fréchet de Fem u€ E, F'(u), € um elemento do espaco dual E’, e denotamos F’(u) avaliada em
ve E por F'(u)v. Se u€ E é um ponto critico de F, entdo F'(u) =0, ou seja, F'(u)v =0, para todo
v € E, em particular F'(u)u = 0. Assim, definimos o conjunto o qual contém todos os pontos criticos
de F:

N ={ueE\{0}; F'(wu=0},

gue é chamado de Variedade de Nehari, mesmo que em geral, ndo seja uma variedade. Como todo
u € A& é um ponto critico de F, podemos considerar o problema de procurar nele pontos de minimos
para diversos problemas. Vemos entao, que o método de Nehari minimiza o funcional F sobre a
variedade de Nehari, ou seja, determinar u e A tal que F(u) = ViEIIj/F(U). Para maiores detalhes e

um maior aprofundamento consultar Szulkin e Weth (2010).

Para a analise do comportamento assintotico, analise de estabilidade desolucao, foi utilizado o
Teorema de M. Nakao e H. Kuwahara (1987) e, também, o Teorema de P. Martinez (1999), baseado
em uma nova desigualdade que generaliza os resultados prévios de A. Haraux (1985) e M. Nakao
(1978).

O ambiente natural para provar a existéncia de solucoes de Equacoes Diferenciais Parciais
sao os Espacos de Sobolev, cuja referéncia bibliografica considerada é ADAMS e FOURNIER (2003).
Provaremos a existéncia de solucdes pelo conhecido método de Faedo-Galerkin, que consiste em
obter a solucao de um problema através de solucoes aproximadas. A descricao desse método esta

na secao 1.8 Método de Faedo-Galerkin.

A seguir, apresentamos a estrutura do nosso trabalho.

Estrutura do Trabalho

Estudamos a existéncia global e o comportamento assintético de solucoes de equacdes dife-
rencias parciais do tipo p-Laplaciano, especificamente para uma equagao de onda com memoéria; um
sistema acoplado de equacdes de onda; um sistema termo-elastico e um sistema termo-elastico com
fonte logaritmica, cujos resultados estao, respectivamente, nos capitulos 2, 3, 4, e 5. Nesses capitulos,
para facilitar a leitura, optamos por apresentar o texto em detalhes, portanto, alguns conceitos
estardo descritos independentes de previamente introduzidos no texto tese. Nosso trabalho esta,

assim, organizado:



1 Breve Apresentacdo dos Espacos de Sobolev: capitulo de carater preparatério. Estabelecemos a
notacao utilizada em todo texto e delineamos, sem nenhuma prova, resultados importantes
que serao necessarios no desenvolvimento do nosso trabalho. Esse capitulo é dispensavel

para um leitor que se encontra acostumado com a notacdo usual da area.

2 Solucdo Global e Comportamento Assintotico para uma Equacdo de Onda tipo p-Laplaciano com
Memocdria: estudamos a solucao global, unicidade e comportamento assintético da equacao
nao linear

Uy —Apu=Au—gx*Au

em que A, u € o operador ndo linear p-Laplaciano, p =2, e g * Au € um amortecimento de
memoria. A solucao global é construida por meio das aproximacoes de Faedo-Galerkin levando
em consideracao que os dados iniciais estdo em um conjunto apropriado de estabilidade
criado a partir da variedade de Nehari; o comportamento assintético é obtido usando um
resultado de Martinez (1999) baseado em uma nova desigualdade que generaliza os resultados
de Haraux e Nakao.

3 Sistema acoplado de equacées de ondas tipo p-Laplaciano: estudamos a existéncia de solugdo e o
comportamento assintotico para um sistema acoplado nao linear de equacées de onda do

tipo p-Laplaciano dado por

u”—Apu+|u|’_1u|v|’+1—Au’ =0 emQ=Qx(0,T),
v”—Apv+|v|’_1v|u|r+1—Av’ =0 em Q=Qx(0,7T),
3 (u(x,0),v(x,0) = (uo(x),vo(x)) em €,
(W' (x,0),v'(x,0) = (u(x),v1(x)) emQ,
ux,t)=vix,t) = 0 em2=Ix(0,T),

em que Q < R" é um aberto limitado com fronteira suficientemente suave I'. A existéncia
da solucao é feita usando as aproximacoes de Faedo-Gallerkin. Provamos a estabilidade
exponencial quando p = 2 e decaimento polinomial se p > 2 baseado em Nakao (1978), NAKAO
e KUWAHARA (1987).

4 Solucdo Global para um Sistema Termo-eldstico com p-Laplaciano: provamos a soluc¢ao global do
sistema nao linear
U —Apu+6 = Jul"lu
{ 0,—N0 = u;
em que A, é o operador néo linear p-Laplaciano, 2 < p < oco. Aplicamos a teoria do pogo
potencial. A solucdo global é construida por meio das aproximacoes de Faedo-Galerkin, levando
em consideracdo que os dados iniciais estdo em um conjunto apropriado de estabilidade criado

a partir da variedade de Nehari.

5 Solugdo global e “blow-up” para um sistema termoeldstico tipo p-Laplaciano sob amortecimento

fraco e fonte logaritmica: estudamos a solucao global, estabilidade polinomial e comporta-



Apresentacao

mento de explosao em tempo finito para o sistema nao linear

u' - Apu+6+au lulP~2 uln|ul

0'- NG u'

em que A, € o operador néo linear p-Laplaciano, 2 < p < oco. Levando em consideracdo que
os dados iniciais estdo em um conjunto de estabilidade adequado criado a partir da variedade
de Nehari, a solucado global é construida por meio das aproximacoes de Faedo-Galerkin e o
decaimento polinomial é comprovado. O comportamento da explosao da solucao em tempo

finito é provado em um conjunto de instabilidade com valores de energia negativos.



Capitulo

Breve Apresentacao dos Espacos de Sobolev

Este primeiro capitulo tem carater preparatério. Estabeleceremos a notacdo utilizada em
todo texto e delinearemos, sem nenhuma prova, resultados importantes que serdo necessarios
no desenvolvimento do nosso trabalho. Introduziremos os conceitos de Distribuicao e Espacos
de Sobolev, com base nos quais define-se uma solucao fraca de uma equacao diferencial parcial.
Apresentamos o método de Faedo-Galerkin o qual sera utilizado para obtencado da existéncia e
unicidade de solucoes. Para um leitor familiarizado com o contetdo, uma leitura superficial para

definir a notacao e revisar os principais resultados provavelmente sera suficiente. Esta assim dividido:

1.1 Notacao Basica;

1.2 Topologias Fraca e Fraca Estrela;
1.3 Espacos de Lebesgue;

1.4 Espaco das Distribuicoes;

1.5 Espacos de Sobolev;

1.6 Os Espacos LP (0, T; X);

1.7 O Prolongamento de Solucoes;
1.8 Método de Faedo-Galerkin;

1.9 O Operador Pseudo Laplaciano;

1.10 O Teorema do Passo da Montanha.

Os conteldos deste primeiro capitulo podem ser completados com os textos ADAMS e FOUR-
NIER (2003), BREZIS (2010), Cavalcanti e Cavalcanti (2010), Hale (1997), KESAVAN (1989), LIONS (1969),
MEDEIROS e MIRANDA (2019), SCHWARTZ (1966), O (2004), RIVERA (2004), YOSIDA (1974).



6 Capitulo 1. Breve Apresentacdo dos Espacos de Sobolev

1.1 Notacao Basica

Um conjunto aberto ndo vazio no espaco Euclidiano real n-dimensional R", n € IN, sera
sempre representado por , com fronteira suave 0Q = I'. Denotamos Q como o fecho de Q em
R e K € Q se K for um subconjunto compacto de Q. Um ponto gerérico em R" sera denotado
por x = (x1, X2, ..., X,) cuja norma euclidiana é dada por |x|*> = f xl? e o produto interno, de dois
pontos x, y € R", por (x, y). A distancia entre dois pontos x e y éliilist(x, y)=lx—yle,entrexeQé
dist(x, Q) = inf{|x — y|, y € Q}. A bola aberta de centro xy eraio r =0 é B(xp, 1) ={x; [x— x| <T} €

a fechada é B(xy, ) = {x; |x—xo| < 1}.

Indicaremos por CK(Q), ke N, o conjunto das funcodes reais definidas em Q de classe C*, ou
seja, se U € Ck(Q) entdo, u: Q — R é k vezes diferenciavel com todas as derivadas de ordem até k,
continuas. Caso u tenha derivada de todas as ordens e continuas, diremos que u é de classe C*°. No

caso particular em que k =0, temos

C(Q) :=C%Q) = {u: Q— R; u é continual.

O suportede u: QO — R, denotado por supp(u), € definido como o fecho do conjunto de pontos

do dominio em que a fun¢do nao se anule. Ou seja, supp(u) = {x € Q; u(x) # 0} em Q. Diremos
que u tem suporte compacto em Q se supp(u) € Q. Por exemplo, a funcao u: (0;1) — R dada por
u(x)=1,0< x <1, possui supp(u) = (0; 1) que ndao é um compacto. Como temos interesse especial

nas funcdes com suporte compacto de classe C*, definimos
Cs°(Q) = {u € C™(Q); supp(u) é compacto},

como sendo o espaco vetorial das funcoes u: Q — R de classe C*° e com suporte compacto em Q.

Este conjunto é nao vazio, conforme o classico exemplo dado pela funcao

2
exP(|x|2a——a2) se |x|<a

se |x|=a

u(x) =

cujo supp(u) = B(0, a) = {x; |x| < a} é compacto, detalhado em KESAVAN (1989, Example 1.2.1, p. 4).
As funcdes com suporte compacto que também sido continuas ou infinitamente diferenciaveis sdo
de particular importancia: neste caso, o campo esta restrito a uma classe muito restrita de funcoes,

chamadas de funcoes teste, que sao usadas principalmente na teoria das distribuicoes .

Sejam (X, |- llx) e (Y, |- lly) dois espeacos (vetoriais) normados. Denotaremos por
ZL(X,Y)={T: X — Y; T élinear e continua}
o espaco (vetorial) normado das aplicacdes lineares continuas de X em Y, cuja norma

1Tl ex,y)y= sup Txly.
lxll x<1



1.2. Topologias Fraca e Fraca Estrela 7

Quando Y é Banach, temos entdao £ (X, Y) Banach. Denotamos por (X’, II- ||X/) o espaco dual de X,
ou seja, X' = Z(X;R) é o espaco de todas os funcionais lineares e continuas T: X — IR. Note que

X' é Banach, pois R é completo e a norma dual é dada por

ITllx = sup |Tx|.

lxl<1

Se X c 'Y, dizemos que X esta imerso continuamente em Y se existe C > 0 tal que || x|y = Cl x| x,

V x € X. Nesse caso, escrevemos X — Y. Dizemos que X estd compactamente imersoem Y, e
C ~ . . . N .

denotamos por X — Y, se X — Y e qualquer sequéncia limitada em X tem uma subsequéncia

convergenteem Y.

1.2 Topologias Fraca e Fraca Estrela

Seja X um espaco de Banach. A topologia Fraca em X, indicada por o(X, X'), é a topologia

menos fina que torna continuo todos os funcionais () tais que Tr: X — IR sdo dados por

fex’
Tr(x) = f(x) =(f,x),com f € X'. Uma sequéncia {x,} € X converge fracamente para x € X se, e
somente se, |f(x,) — f(x)| — 0,V f € X'. Neste caso, dizemos que converge no sentido o (X, X') e

escrevemos x,; — X.

Proposicao 1.1.

A topologia fraca o (X, X’) é Hausdorff.

Demonstracdo. Ver BREZIS (2010, Proposition 3.3, p. 57). O

Proposicao 1.2.
Seja X um espaco de Banach e {x,,} € X uma sequéncia, entao:
(i) xp—x<o flxn)—f0), ¥V feX]
(i) xp—x= x,—x;
(iii) x, —x = {llx,|I} élimitada e || x| < liminf]| x,];
(

iv) x,—xefp—femX = f,(x,) — f(x).

Demonstracdo. Ver BREZIS (2010, Proposition 3.5, p. 58). O

Vamos definir uma terceira topologia em X', chamada topologia fraca estrela. Para todo x € X
considere o funcional linear Ty: X’ — R definido por T, (f) = f(x) = (f, x). Conforme x passa por
X, obtemos uma colecao (Ty) .« x de aplicacdes de X’ para R. A topologia Fraca Estrela, denotada
por o (X', X), € a topologia menos fina em relacio a qual o funcional T, é continuo para cada x € X.
Esta topologia é usada, por exemplo, no espaco das distribuicoes (de Schwartz). Uma sequéncia
{fn} c X' converge fracamente estrela para f € X' se, e somente se, |f,(x) — f(x)| — 0, V x € X.

. . *
Neste caso, dizemos que converge no sentido o (X’, X) e escrevemos f,, — f.
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Proposicao 1.3.

A topologia fraca estreta o (X', X) é Hausdorff.

Demonstracdo. Ver BREZIS (2010, Proposition 3.1, p. 63). O

Proposicao 1.4.
Seja X um espaco de Banach e {f,} = X’ uma sequéncia, ento:
) fo=f e ful®)—fx), VxeX;
W) fo=f = fo=fi
(i) fo=f = {Iful} é Imitada e || f]| <liminf| f,I;
(iv) fu=femX' ex,—xemX = fu(x,) — f(x).

Demonstracdo. Ver BREZIS (2010, Proposition 3.13, p. 63). O]

Proposicao 1.5.
Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que a sequéncia {x,},cy seja limitada em X. Entao,

existe uma subsequéncia {x”k}kelN gque converge na topologia fraca.

Demonstracdo. Ver BREZIS (2010, Theorem 3.18, p. 69). ]

Proposicao 1.6.
Seja X um espaco de Banach separavel e suponha que a sequéncia {fn}nE]N seja limitada em X'.

Entao, existe uma subsequéncia {fnk}kdN gue converge na topologia fraca estrela.

Demonstracdo. Ver BREZIS (2010, Corollary 3.30, p. 76). O

1.3 Espacos de Lebesgue

Seja Q um aberto do R e 1 < p < co. Denotamos por L”(Q) o espaco de Banach das (classes

de) funcdes u: Q — R mensuraveis, cuja poténcia |u|P é integravel a Lebesgue em Q, isto é

L”(Q):{u: Q—»]R;f |u(x)|”dx<oo}.
Q

1/p
||u||p=(f9|u(x)|pdx) .

Um caso particular é quando p = 1, o conjunto das funcdes integraveis:

LP(Q) é equipado com a norma

LI(Q):{u: Q—»]R;f |u(x)|dx<oo}.
Q

No caso especial em que p = 2, o0 espaco L?(Q2) é um espaco de Hilbert cujo produto interno é dado
por
(U, V)2 = fQ u(x)v(x)dx.
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Por L*°(Q) denotamos o espaco de Banach das (classes de) funcbes u: Q — IR mensuraveis e
que sao essencialmente limitadas em €, ou seja, existe C > 0 tal que |u(x)| < C, quase sempre em

Q, cuja norma é dada por

lull e = lulleo = )iclelg{lu(x)l <C, gs.emQ} = sux}ZSSSIu(x)I.

Um namero real a é chamado de cota superior para u se u(x) < a, paratodo x€ X, isto é, se o
conjunto {x € X : u(x) > a} é vazio. Por outro lado, a é dito uma cota superior essencial se o conjunto
{x € X : u(x) > a} tem medida nula, isto é, se u(x) < a para quase todo x € X. Entdo, da mesma
forma que o supremo de u é definido como a menor cota superior, o supremo essencial é definido
como a menor cota superior essencial. Mais formalmente, o supremo essencial de u, supess(u), é
definido por supess(u) = inf{a € R: p({x; u(x) > a}) = 0}. Se o conjunto {a € R; u({x: u(x) > a}) = 0}

das cotas superiores essenciais € nao vazio, e sup ess(u) = +oo em outros casos.

1 1
Dizemos que os nimeros 1 < p, g < oo sao conjugados de Lebesgue se — + — = 1. Trés desi-
gualdades basicas, de suma importancia na teoria desses espacos, com demonstracoes disponiveis
em ADAMS e FOURNIER (2003, Chapter 4), sao:

a? b4

Desigualdade de Young: ab = — p a,be R,

p
desigualdade de Minkowski: lu+vl, =< lull,+llvl, wu,veLP(Q)
desigualdade de Holder: luvly =< lulplivig uelP(Q), veL1(Q)

Por fim, a tabela a seguir resume as propriedades, quanto a reflexibilidade, separabilidade e

dualidade, dos espacos L”(Q), quando 2 < R" é mensuravel:

Reflexivo | Separavel | Dual
LP (1< p<oo) ve v L4
L! x v L™
[® x x Ll

Tabela 1 - Propriedades de L”: Reflexibidade, Separabilidade e Dualidade

1.4 Espaco das Distribuicoes

Nesta secdo, generalizaremos o conceito de funcdo trazendo o conceito de distribuicdo (de
Schwartz), dada por SCHWARTZ (1966). Como motivacdo, vemos que o calculo classico para funcoes
de varias variaveis é inadequado se deseja ter uma teoria simples e geral para EDPs. Por exemplo, as

duas equacoes
0%u 0 e 0%u o
0xdy dyox
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possuem solucgdes distintas. A primeira é satisfeita por u(x, y) = |x|, enquanto que % nao esta
definida para x = 0. Dois modos, aparentemente opostos, fazem com que as duas equacdes possuam
o0 mesmo conjunto solucdo: restringir o espaco de solucdes possiveis a funcoes bastante regulares
tal que o Teorema de Schwarz [Lima (2000, p. 147)] seja aplicado ou generalizar o conceito de funcao
de tal forma que a derivacao seja sempre possivel. O segundo modo é vantajoso pelo fato em que
contamos com o maior nimero possivel de candidatos para o conjunto solucao quando desejamos

solucionar uma EDP.

Para isso, estabelecemos uma nog¢ao de convergéncia em C;°(Q2). Uma sequéncia de funcbes
{pn} € C°(Q) converge para zero se existir um conjunto compacto fixado K € Q com supp(¢,) € K,

Y n, e tal que ¢, e todas as suas derivadas convergem uniformemente para zero em K.

O espaco vetorial Cg°(Q2), junto com essa nocdo de convergéncia € denotado por 2(Q) e
denominado espaco das funcées testes em Q. E um espaco vetorial topolégico, ou seja, um espaco
topologico de Hausdorff que também é um espaco vetorial para o qual as operacoes de adicao e
multiplicacao por escalar sdo continuas. A nocdo de funcao sera generalizada considerando funcionais

lineares em 2(Q) que sao continuos em relacao a essa topologia.

Uma distribuicdo sobre Q é um funcional linear T: 2(Q2) — R que é continuo na convergéncia

dada acima. Ou seja, se ¢1,p2 € 2(Q), L€ R e {¢,} uma sequéncia em 2(Q)), entao

T(p1+Ap2) = T +AT(p2) (linearidade)
pj—0em 2(Q) = T(p;)—0=T(0) (continuidade)

O conjunto de todas as distribuicbes sobre 2(Q) € o espaco vetorial 2’ (Q), dual de 2(Q), chamado
de espaco das distribuicées (de Schwartz) em Q, e 2'(Q) recebe a topologia fraca estrela. Quando
Q =1R", escrevemos simplesmente 2’. O valor de T em ¢ é representado por (T, @) em vez de T (¢).
Dizemos que uma sequéncia de distribuicoes {T},} converge para zero quando para toda funcao teste

p € 2(Q), asequéncia (T,, p) converge para zero em R. Neste caso escrevemos

lim T,=0 em 2'(Q).

n—oo

Dizemos que

lim T,=T em 2'(Q) quando r}im T,-T=0 em 2'(Q).
—00

n—oo
Indicamos também por: (Ty, @) — (T,¢) em R, V ¢ € 2(Q). Com esta nocao de convergéncia,

2'(Q) € um espaco vetorial topoldgico.

Um modo de gerar distribuicoes é considerar funcoes localmente integraveis. Uma funcao
u: Q — R é dita ser localmente integrdvel em (), e indicamos por u € Llloc(Q), se for integravel

segundo Lebesgue para todo compacto K de Q, isto é
L} (@) :={uel'(K);K€Q}.

Evidentemente, toda funcao continua é localmente integravel, logo C(Q) c Llloc(Q).
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Dada ue LIIOC(Q) definimos o funcional linear Tu: 2(Q) — R, dado por

Tu(p) =(Tu,p) :fQu(x)(p(x) dx, ¢ € 2(Q).

Entdo, Tu € 2'(Q). De fato, a linearidade de Tu é dada pela linearidade da integral e a continuidade
decorre da estimativa

|<Tu,<pn>|5f lu(x)|l¢n(x)|dx < suple,(x)] | |ux)|dx — 0,
Q xekK K

em que a sequéncia {¢,} de funcdes teste sobre Q convergem para zero e K € um compacto de
Q contendo supp(¢, — ¢), para todo n. Dizemos entao, que a distribuicao Tu é dita gerada pela

funcdo ue L (Q).

O Lema de Du Bois-Reymond, Proposicao 1.4, MEDEIROS e MIRANDA (2019, p. 11), diz que
dadaue LIIOC(Q), entdo Tu =0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Q. Implicando que Tu é
univocamente determinada por u sobre Q, quase sempre, no sentido que se u, v € LIIOC(Q), entao

Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Q. De fato,

Tu=Ty (Tu,p) = (Tv,¢), Y @ eD(Q)
= f(zu(x)q)(x) dx = f(zv(x)(p(x) dx Ypez(Q)
= f (u—v)(x)px)dx = 0 Y pe2(Q)
— ? u-v = 0, g.s.emQ

Devido a este fato, identifica-se u com a distribuicdo Tu por ela definida e diz-se a distribuicdo u em

vez de a distribuicdo Tu.

Contudo, é importante observar que existem distribuicoes que sao definidas por funcoes que
nao sao LIIOC(Q). Um exemplo classico é a distibuicao de Dirac. Seja xo um ponto de Q e definimos o

funcional linear 6 ,: 2(Q) — R por
(Ox0r ) = @(X0), V € D(Q).

Entdo 6, € uma distibuicdo sobre Q, denominada distribuicdo de Dirac. Quando xp = 0 temos
(60, ¢) = @(0). Mostra-se que ela nao é definida por uma funcao u € Llloc(Q), ou seja, nao existe

1
ue LlOC

(Q) em que
fQ u(x)(x)dx = @(xo), ¥V ¢ € 2(Q),

conforme MEDEIROS e MIRANDA (2019, Exemplo 1.6, p. 13). Assim, vimos que LIIOC(Q) é uma parte
propria de 2'(Q).

Um observacao importante, conforme MEDEIROS e MIRANDA (2019, Observacao 1.4, p. 14), é

dada nas seguintes imersoes importantes:
2Q) — L] () —2'(Q), 1<p<oo. (1.1)

Além disso, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 1.7.

Ci°(Q) é denso em LP(Q) para 1< p < oo.

Demonstracdo. ADAMS e FOURNIER (2003, Theorem 2.19, p. 31). L]

1.4.1 Derivada de Distribuicoes

A primeira operacao importante nas distribuicoes é a diferenciacdo. Um multi-indice € uma
n-upla a = (a1, ay,...,a,) de nimeros inteiros ndo negativos, a ordem desse multi-indice a é

la|:= a; +as +...+ a,. Denotamos por D% o operador derivacédo

a ol
D™ = .
0x]"' 0xy?...0xy"

Para a = (0,0,...,0) =0, temos D°u = u. Em particular, se (x, y)E R2e u=ul(x, y) uma funcao real,

temos que
{D%u; |al <2} ={u, uy, uy, tyy, tyy, g}
pois
%u 0'u 0'u
DOOy = —— =y, DUy = — =y, DOVy = —— =y,
0x99y"° axlay® ox%9yt 7
0%u 0’ u 0’ u
DMy = ——=y,; DOy = ——=y,; D®Vy = ——— =y,
axtayt ax%9y2 7 0x20y°0

Seja u € C'(Q). Paracada @ € 2(Q), desde que ¢ se anule fora de algum subconjunto compacto

de Q, por integracao por partes na variavel x;, temos

du(x)(p(x) dx= —f u(x)dqo(x) dx.
a O0x; Q 0x;

Analogamente, se u € C!%(Q), @ € N”, entdo integrando por parte |a| vezes temos

fD“u(x)(p(x)dx:(—l)lalf u(x)D%p(x)dx.
Q Q

Motivando, portanto, a seguinte definicdo da derivada D*T de uma distribuicdo T € 2'(Q).

Seja T: 2(Q) — R uma distribuicao, (T, ) o valor de T em ¢ e @ € IN" um multi-indice. A
derivada (distribucional) de ordem « de T, denotada por D®T, é definida em 2(Q) por

(DT, @) = (-1)'*NT, D), V e 2(Q). (1.2)

Temos aqui que, conforme ADAMS e FOURNIER (2003, p. 21), D*T é uma distribuicao, isto é, a
aplicacao
D% 2'Q) — 2'(Q)
T — D°T: 2(Q — R
@ — (DT,@)=(-1)%(T,D%p)
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é linear e continua no sentido da convergéncia dada em 2'(Q):

T,— Tem2'(Q) = DT, — D*T em 2(Q).

Pela Equacao 1.2, T possui derivadas de todas as ordens. Como consequéncia, as funcoes

1
ue Lloc

derivada de uma funcao u e Llloc(Q) nao é, em geral, uma funcao de LIIOC(Q). Por exemplo, seja H a

(Q) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes. No entanto, a

funcao de Heaviside em R, dada por H(x) =1se x=0e H(x) =0se x<0. Vemos que H € L}OC(Q)

e, portanto, define uma distribuicdo. Derivando no sentido das distribuicoes, temos
(H,p)=—(H,¢') = —f @'dx=¢0) = (5o, ¢), Y peDR). (1.3)
0

Assim, no sentido das distribuicées, H' =69 ¢ L. (R). Logo H' = 6o em 2'(R).

1
loc

Sobolev definiu a derivada fraca de uma funcéo u € LIIOC(Q) da seguinte forma: se existir a
funcao v, € Lllocﬂ tal que Tvy, = D*Tu em 2'(Q), Gnica a menos de um conjunto de medida nula, é
chamada de derivada fraca de u, e denotada por D%u. Assim, D%u = v, no sentido fraco, desde

que vq € L. () satisfaca
f u(x)D%p(x)dx = (—1)'“'f Ve () p(x)dx, YV @€ D(Q).
Q Q

Por exemplo, seja a funcéo (1) =0,se r<0, e f(f) =tset=0. Seja u=Tr. Se ¢ € uma

funcao teste, entao

o0 00 o0 +00
W', p) = —(u, ") —fo t(p’(t)dt:—np(t))o +f0 <p(t)dt:0+f H(p()dt

(Th, ).

Assim, f tem derivada fraca, a qual é a fun¢ao de Heaviside H, mesmo nao sendo derivavel.

1.5 Espacos de Sobolev

Toda funcao u € LP(Q) possui derivadas de todas as ordens, no sentido das distribuicoes.
Entretanto, as derivadas de u nem sempre sdo também funcoes em L”(Q). Este fato levou o russo
Sergei Lvovich Sobolev (x1908 — 11989) a idealizar uma nova classe de espacos vetoriais, 0s quais
fornecem um cenario funcional adequado para o estudo das Equacdes Diferenciais Parciais. Estes

espacos sao, em sua homenagem, chamados de Espacos de Sobolev.

Seja m > 0 um inteiro positivo e 1 < p < co. O Espaco de Sobolev de ordem m, denotado por
W'™P(Q), é o espaco vetorial das (classes de) funcoes em LP(Q2) cujas derivadas distribucionais de

ordem a, pertencem a L”(Q), para todo multi-indice &« com |a| < m. Entao,

W"P(Q):={ueL”(Q); D*uec LP(Q),Y a € N" tal que |a| < m}.
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Note que, quando m =0, temos WP (Q) = LP(Q).

O espaco W™P(Q)) equipado com a norma

N2l n,p = Nutllwme =) ||D“u(x)||p

lal=sm

é Banach, conforme ADAMS e FOURNIER (2003, Theorem 3.3, p. 60). Para 1 < p < oo, temos

1 1
p p
llhmp=| ¥ IID“u“Z) :( Lz Q'Da"”pdx) ’

lal=m lal=m

e, para p = oo, temos
ltlmeo= 3 [D%ullq,

lal=m

O caso particularmente interessante é quando p = 2, somente neste caso WP (Q) é um

Espaco de Hilbert, que denotamos por H"(Q2). Simbolicamente, escrevemos:
H™Q) ={uel*(Q);D%e L*(Q), ¥ aeN tal que |a| < m}.

Em H™(Q), indicamos a norma por | u|, € o produto interno por {u, v),, dados, respectivamente,
por
lul?, = Y ID%l; e (u,v)m= Y (D", D*V);2(q).

lal=m lal<=m

Para m =1, temos

H'(Q) =wh?@Q) = {uELZ(Q);% €L?(Q), i= 12n}

Xi

norma induzida e produto interno dados, respectivamente, por

IIuIIiZ:f Iu(x)lzdx+f IVu(x)|>dx e (u,v)l,ng u(x)v(x)dx+fVu(x)Vv(x)dx.
Q Q Q Q

Temos que WP (Q) é reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 < p < oco. Além disso, H™(Q) é

um espaco de Hilbert separavel, conforme ADAMS e FOURNIER (2003, Theorem 3.6, p. 61).

1.5.1 Os Espacos W, " (Q) e W~"9(Q)

Pela Proposicao 1.7, sabemos que Cg°(Q) € denso em LP(Q), entretanto ndo € verdade que
Cy°(Q) sejadenso em W™ P(Q) para m = 1, pois anorma de W™P(Q) é “bem maior” do que a norma
de LP(Q) dai, W™P(Q) possui “menos” sequéncias convergentes. Assim, vemos a necessidade de
definir W,""” (Q) como sendo o fecho de C°(Q) em WP (Q). Entdo,

WP (Q)

W, P () Ce(Q

H"(Q) = CgO(Q)H @ WO'"’Z(Q), caso especial quando p = 2.
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Ouseja, ue Wom’p(Q) se, e somente se, existem funcées u,, € Cg°(Q) tais que uy, — uem W™P(Q).
Costumamos interpretar WOm’p(Q) como o espaco que contém funcoes u € WP (Q) tais que D%u =

0em 0Q, paratodo |a|<m—1.

No caso particuar em que m =1, as funcoes em WOI””(Q) sao “aproximadamente” aquelas de
W'P(Q) que se anulam em 0Q. Assim, Hy(Q) = {u € H'(Q); u=0em 0Q}, vide KESAVAN (1989,
Theorem 2.2.6, p. 61).

Claramente, WP (Q) = LP(Q) e, temos W(;)’p(Q) = LP(Q), paral < p < oo, pois C;°(Q2) € denso
em LP(Q).

Em geral, W™P(Q) # W, " (Q). A seguinte proposicio caracteriza os elementos de WP (Q)

que possuem suporte compacto.

Proposicao 1.8.

Se ue W"™P(Q) e u possui suporte compacto em Q entdo u € Wom’p(Q).

Demonstracdo. MEDEIROS e MIRANDA (2019, Proposicao 2.4, p. 28) O

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré).
Seja O < R" um aberto e limitado e 1 < p < co. Entao existe uma constante C), > 0 (dependendo de
Q e de p) tal que

lull, < CpllVull,, ¥ ueWw,? Q).

Cp € denominada de constante de Poincare.
Demonstracdo. BREZIS (2010, Corollary 9.19, p. 290) O]
Temos uma importante consequéncia dessa desigualdade. Considere em H& (©Q) a expressao

L ou

2
u :E —
[l zell i:1f9’axi

e a norma usual em H, (Q2) definida por

2
2
=Vully

2 o2 2
IIMIIHS(Q) = ull5+ IVulls.
Da desigualdade de Poincaré segue que ||u||i11(9) < C||Vu||iZ(Q). Por outro lado, é imediato
0

2

2 ~
>
i@ > [Vull5. Logo, a expressao

L ou

2
u :E —
” ” i:lL‘axi

é uma norma equivalente a norma usual em HO1 (Q). Definindo

[l ]|

2
=Vul3= Y | |D%u|*dx
Q

lal=1

L ou ov
a(u,v) = (u,v) = ——dx:f VuVvdx
l-zzi Q 0x; 0x; Q
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temos que || u||?> = a(u, u). Em geral, em H(;” (Q) consideramos a norma como sendo

lul?="Y | |D%ul*dx.
lal=mJQ
Sejam p e q os conjugados de Lebesgue. Representamos o dual topolégico de Wom'p(Q) por

Wo_m'q(Q) e, No caso especial em que p =2, temos H""(Q) como o dual topolégico de H(Q).

Quando restringimos 1 < p < co temos que WP (Q) é um espaco reflexivo. Consequente-
mente, pela Proposicao 1.5, toda sequéncia limitada de vetores de WP (Q2) possui uma subsequéncia

fracamente convergente em WP (Q).

Quando dizemos que uma distribuicdo T pertence a W~""9(()), estamos dizendo que T,
definida em 2(Q), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao espaco Wom’p(Q). Esta

extensao continua permanecera sendo representada por T. De fato, temos a seguinte inclusao:

2(Q) — W, (Q).
O resultado seguinte caracteriza as distribuicoes definidas em W~""9(Q)).

Teorema 1.10.
Seja T uma distribuicdo sobre Q. Entdo T € W~"9(Q) se, e somente se, existem funcdes g, € L7(Q),

|a| < m, tais que

T= ) D%g,.
lal=m
Demonstracdo. MEDEIROS e MIRANDA (2019, Teorema 2.2, p. 29). ]

Seja L o operador diferencial dado por

Lw= Y n*D**y.

lal<s=m
L(u) é uma distribuicdo ndo necessariamente definida por uma funcao de L}OC(Q). Além disso, se

ue H™(Q), |a| < m entio pelo Teorema 1.10 temos que g, = D%u € L?(Q) e, portanto

Lw= Y (-1D%, € H ™),
lal=m

logo devemos considerar L como um operador linear de H™(Q) em H~"(Q).

Proposicao 1.11.

O operador L transforma H(’)”(Q) sobre H~™(Q), de maneira isométrica.
Demonstracdo. MEDEIROS e MIRANDA (2019, Proposicao 2.6, p.33). O]

Em particular, para m =1, o operador
. . n 02
-ATH} Q- H'(Q), A=Y —
0 l; 0x?

é uma isometria linear.
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1.5.2 Teoremas de Compacidade

Enunciaremos alguns resultados fundamentais dos Espacos de Sobolev. Comecamos com o
Teorema de Rellich-Kondrachov' sobre imersdes compactas de espacos de Sobolev e o Teorema de
Sobolev para espacos WP (Q) para o caso em que Q é um aberto limitado bem regular do R".
As demonstracoes destes teoremas podem ser obtidas em ADAMS e FOURNIER (2003), a partir
dos resultados de imersdes para os espacos WP (R") utilizando o operador, linear e continuo, de

prolongamento
P: W™P(Q) - W™P@R"™ tal que Pu|Q = u quase sempre em Q)

dado em KESAVAN (1989, Theorem 2.3.2, p. 68)

Estes operadores sdo importantes porque permitem extender as propriedades de WP (R")

aos espacos WP (Q)).

Teorema 1.12 (Rellich-Kondrachov).

Se Q é de classe C!, ent3o:

WP@Q) < LIQ), 1=q<u5, p<n
WhP@Q) S L9(Q), psg<oco, p=n
whr@Q < c@), p>n.
Demonstracdo. Ver KESAVAN (1989, Theorem 2.5.3, p. 84). ]
Teorema 1.13 (Imersdo Compacta).
Se Q édeclasse C" e 1< p<oo, entdo:
, R np
WP (Q) C LQ), 1<q<yZk-,  mp<n
wWmnPQ) — LI1(Q), 1<g<oo, mp=n
— n
wmPQ) < CQ), k<m-—<k+1 mp>nkeN.
p
Demonstracdo. Ver MEDEIROS e MIRANDA (2019, Teorema 2.20, p. 83). O]

Seja 1 < p < n. O conjugado de Sobolev p* de p é definido por

1 1 1 N np
—=——-——oup = .
p p n n—p

Teorema 1.14 (Sobolev, Gagliardo, Niremberg).
Sejam 1 < p < n, temos

* 1 1 1
WHPR™) — LV (R™), —=—-—.
p* p n

Demonstracdo. Ver RIVERA (2004, Teorema 5.7.1, p. 129). O

' Franz Rellich (1906 — 1955) e Vladimir I. Kondrashov (1909 — 1971). Rellich provou em L2 e Kondrashov em LP.
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1.6 Os Espacos L”(0,T; X)

Seja X um espaco de Banach, 1 < p <ooe T > 0. Denotamos por L (0, T; X) o espaco vetorial
das (classes de) funcbes vetoriais mensuraveis u: (0, T) — X tais que a funcdo numérica t — ||u(t)| x
esta em LP(0, T) ou, equivalentemente || u(t)llf( e L1(0,T). Se p =00, L*(0, T; X) é o espaco das

funcoes mensuraveis u: (0, T) — X que sao essencialmente limitadas.

Esses espacos sao Banach, com respeito as normas

T
1l = fo lu(OI?ds, 1= p<oo,

supess ||u(f)|l x.
0<t<T

2l oo 0,75

Somente no caso em que p =2 e X = H é Hilbert, o espaco L?(0, T; H) é também Hilbert, cujo

produto interno é dado por

T
(u, U)LZ(O,T;H) :‘/(; (u(t),v(t))Hdt.

Identificamos os espac¢os duais como
1 1
(L7, T5X0] =170, T5X), 1=+

p

No caso em que p = 1, temos [L}(0, T; X)]/ =L*®(0,T; X). Ainda, L”(0, T; X), 1 < p < oo, € reflexivo

se X for reflexivo e, separavel, 1 < p < oo, se X for separavel.

Proposicao 1.15.
Seja 1 < p < oo. Considere (uy) ey Uma sequéncia limitada em LP(0, T; X) e u: (0, T) — X tal que

u, — uem X quase sempre em (0, T), entao:

(i) ue LP(0, T; X);

T

T
(ii) Se 1 < p, entdo f uppdt —»f updt, para toda ¢ € Cy(0, T) conjunto das fungdes continuas
0

0
com suporte compacto em (0, T).

Teorema 1.16 (Lema de Compacidade de Aubin-Lions).

Sejam X, X e X espacos de Banach tais que X E X Xj, com X, e X; reflexivos. Definimos
W={uelLP(0,T;Xo); u' €L’ 0,T;X1)}.

Sel<sp<ocoeg=1ou,se p=occeqg>1,entdo Wi»L”(O,T;XO).

Demonstracdo. Ver AUBIN (1963). O]

Teorema 1.17 (Lema de Lions).
Seja Q um aberto limitado de R" x R, g, e g funcbes em L9(Q), 1 < g < oo tais que [Igullra g =Ce
gu — & quase sempre em Q. Entdo g, — g em L7(Q).
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Demonstracdo. Ver LIONS (1969, Lemme 1.3, Chapitre 1). O]

Teorema 1.18.
Seja X um espaco de Banach. fe LP(0,T;X) e f' € LP(0, T; X), 1 < p < oo, entdo a fungéo t— f(1)

é continua de [0, T] — X a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstracdo. Ver LIONS (1969, Lemme 1.2, Chapitre 1). O]

1.7 O Prolongamento de Solucoes

Apresentaremos as condicoes de Carathéodory e o prolongamento de solucoes, resultados

indispensaveis para provar a existéncia de solucoes pelo método de Faedo-Galerkin.

Seja Q um aberto limitadodo R e Q=Q x [0, T], T > 0. Considere uma funcdo g: R — R".
Denotando x = g(#), dizemos que uma funcao G: Q — R satisfaz as condi¢ées de Carathéodory

sobre Q se:

(i) G(x, t) € mensuravel em t para cada x fixo;

(ii) G(x, t) é continua em x para cada t fixo;

(iii) Para cada compacto K < Q, existe uma funcao real integravel Mg (t) tal que
|G(x, t)] < Mg(t) paratodo (x,1)€Q.

Teorema 1.19 (de Caratheodory - Constantin Caratheodéry 1873-1950).

Se G: Q — IR esta nas condicoes de Carathéodory, entao o sistema
X' =G(x, 1), x(ty) = xo. (1.4)

admite uma solucdo em um intervalo [0, 1), t< T.

Demonstracdo. Hale (1997, Theorem.5.1, p. 28) O

Teorema 1.20 (Teorema do Prolongamento).
Seja G: Q — R nas condicoes de Carathéodory e x(t) a solucao da Equacao 1.4. Se |G(x,t| < M

independente de ¢, entdo x(t) possui um prolongamento a todo o intervalo [0, T1].

Demonstracdo. Hale (1997, Theorem.5.2, p. 29) O

Lema 1.21 (Lema de Gronwall ou Desigualdade de Gronwall).
Se A e B sao constantes reais positivas, f (1) e g(f) =0 sdo fun¢des reais continuas paraa<t<b

que satisfazem

t
f(t)§A+Bf f(s)g(s)ds, a<t<b,
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entao
t

f(t)sAexp(Bf g(s)ds), ast<bh.

Demonstracdo. Hale (1997, Corollary 6.6, p. 36) O]

Lema 1.22 (Desigualdade Gronwall generalizada).

Se f(t) e A(t) sao funcgdes reais e continuas para a< t < b, g(t) =0 integravel em [a, b] e

t
f(t)sA(t)+f f(s)g(s)ds, a<t<b
a

t
exp (f g(w du)

Demonstracdo. Hale (1997, Lemma 6.2, p. 36) O

entao
t

f(O=A® +[ 8(s)A(s)

ds, a<t=<bh.

1.8 Método de Faedo-Galerkin

Conforme KESAVAN (1989, p. 141) o Método de Galerkin € um método de aproximacao de
solucoes para abstrair equacoes funcionais. Também pode ser usado para provar a existéncia de
solugoes em uma topologia adequada. Esse método foi desenvolvido por Boris Grigorievitch Galerkin,
gue nasceu em 1871 na Polatsk, Império Russo, agora parte da Bielorrussia, e faleceu em 1945 em
Moscou. O primeiro trabalho publicado foi em 1915, escrito por ele mesmo, Galerkin (1915), e foi
proposto um método de integracdo aproximada de Equacoes Diferenciais Parciais, muito conhecido

como “Método de Galerkin”.

O Método de Faedo-Galerkin, idealizado para encontrar solucdes dos problemas de evolucao,
foi desenvolvido por Sandro Faedo [Faedo (1949)]. Ele consiste em obter a solucdo de um problema
através de solucoes aproximadas. Nesta direcao, a busca de solucdo em um espaco V de dimensao
infinita dotado de norma, produto interno e uma base enumeravel ortonormal {wy, wo,..., wy,, ...}

é realizada utilizando, para cada m, o espaco gerado
Vm = [wlr wy,..., wm] .

O método é completado com as seguintes etapas:

1. O Problema aproximado (ou Aproximacées de Galerkin): consiste em projetar o problema
em subspacos de dimensao finita V,;,, obtendo uma sequéncia de solucdes aproximadas u
definidas num intervalo [0, £;,,), o problema aproximado. Este, por sua vez, € um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias com valores iniciais, cuja existéncia de solucao local sera

garantida pelo teorema de Carathéodory (Teorema 1.19);
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2. Estimativas a priori: consiste em fazer estimativas sobre as solucdes u com o objetivo de
poder garantir a extensao destas solucdes a um intervalo que independa de m e mostrar
que a sequéncia de solucoes aproximadas converge para a solucdo desejada. Isto é feito
via estimativas a priori. Utiliza-se o teorema do prolongamento de solucdes (Teorema 1.20)

estendendo a solucao local para o intervalo [0, T7;

3. Passagem ao limite: consiste em mostrar que as solucdes aproximadas convergem fracamente
para a solucdo do problema original. O Lema de Compacidade de Aubin-Lions (Teorema 1.16) e

o Lema de Lions (Teorema 1.17) sdo essenciais;

4. Verificacdo dos dados iniciais: consiste em verificar que a solucdo obtida na etapa anterior

satisfaz os dados iniciais;

5. Unicidade de solucdo: Provamos a unicidade de solucdo do problema original e deduzimos
gue toda subsequéncia de u tem o mesmo limite e, entao, a sequéncia inteira converge para

o limite fraco.

1.9 O Operador Pseudo Laplaciano

Aqui, apresentamos alguns conceitos e resultados suficientes para o entendimento desse

importante operador, que sdo um recorte dos textos de LIONS (1969) e Cavalcanti e Cavalcanti (2010).

Sejam X um espaco de Banach, X’ seu dual e A: X — X’ uma aplicacdo. Conforme LIONS

(1969, Chap. 2, Sec. 1.2), dizemos que:

(i) A é hemicontinua se, a fungdo t — (A(u + tv),w)x x, de R em R, é continua, para todo

u,v,weX,;

(ii) A é mondtona se
(Au-Av,u-v)x x=0, Vuvelk;

(iii) A é coerciva se,
(A(v), v) _

im oo, VEeEX;
lvl—+c0 ||V

(iv) A é limitada quando A leva limitados de X em limitados de X, ou seja, qualquer que seja

U c X limitado em X, temos que A(U) c X’ é limitado em X'.

Teorema 1.23 (Browder-Minty-Visik).
Seja X um espaco de Banach reflexivo e separavel. Se A: X — X’ for monétona, hemicontinua,

limitada e coerciva, entdo A é sobrejetiva.

Uma aplicagdo imediata deste teorema é a seguinte: dados f € X’ existe u € X tal que Au= f

sempre que A: X — X' estiver nas condicbes do teorema acima.
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1.9.1 Derivada de Gateaux

A derivada de Gateaux é uma generalizacdo do conceito de derivada direcional no céalculo
diferencial. Nomeado em homenagem ao matematico francés René Eugéne Gateaux (1889-1914), é
definida para funcdes entre espacos vetoriais topolédgicos localmente convexos, como os espacos de
Banach, e é frequentemente usado para generalizar a derivada variacional, comumente usada no
calculo variacional. Os métodos variacionais utilizam derivadas para resolver problemas na teoria
das equacoes diferenciais. A ideia central consiste em substituir a busca de solucao da equacao

diferencial, pela busca de um ponto de minimo (ou de maximo) de um funcional associado a equacao.

Seja X um espaco de Banach e J: X — R uma aplicacdo. Se para cada u, v € X existir o limite

J(u+Av)—J(u)
A

J'(u,v) = lim
A—0
dizemos que J'(u, v) é a primeira variacdo de J em u na direcdo de v.

Fixando u € X, vamos considerar u* € X’ o qual denotamos por u* = J'(u) de tal forma que
J (W) =] (uv),vY veX.

Definicao 1.24.

Se J'(u)(v) for linear e continua, representamos J'(u) (v) por
J W), v)xxx =T (u,v)

e, neste caso, dizemos que J é diferencidvel a Gateaux e que J'(u) € a derivada de Gateaux de J em

u.

Observamos que, se J: X — R for diferenciavel a Gateaux pata todo u € X, entao fica definido
um operador
J: X — X
u — J'(uw

em que

J(u+Av) - J(u)

YuveX.
A

J' (W), vy =] (u,v) = lim
10
Por exemplo, seja X = LP(Q2), 2 < p <oo. Considere g: R— R, g€ Cl(R), tal que

lg(s)l < alslP, a>0

IA

18" (9)] BlsIP~t, B>o.

Definimos J: X — R dada por J(u) :f g(u(x))dx, que esta bem definida, pois V x € Q, temos
Q

lgwx)| = alul?,

f|g(u(x))|dx < aflu(x)lpdx<oo.
Q Q
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Vamos calcular a derivada de Gateaux de J, isto é, dados u, v € LP(Q2), calcularemos a primeira

variacao de J em u na direcdo de v

J(u+Av)—J(u) _

: o 1 _
J'(u, v) = lim E})Afg[g(u(x)ww(x)) g(u(x)]dx

Dados, ¢,n € R tais que ¢ <1, pelo teorema do valor médio existe &, € (¢,n7) de modo que g(¢)—g(n) =
g'(&p)(E—m).Como ¢ <éy<mn, existefe[0,1]talqueé&o=(1-0)n+0&=(E—mO+1.

Em particular, sem perda de generalidade, podemos supor v(x) >0 paracadaxe Qe A >0.

Logo existe 0, (x) com 0 < 0, (x) <1 tal que
g (u(x)+ Av(x) — gu(x) = g’ (u(x) + 10, (x) v(x)) Av(x)

e, como 03 (x) é limitadoe A — 0, temos A0, (x) — 0,V x € Q.

Pela continuidade de g’, temos
g (u(x) + A0y () v(x) — g'(u(x) v(x). (1.5)
Como |g'(s)| < ﬁlsl”_l, >0, temos para 0 < A <1 o seguinte

|g' (u(x) + A0, () v(x) | lv(x)| = Blu(x) + A0 (x) v(x)]|v(x)|

IA

BC(P) {lu) P + v P v ()]

BC(P) {lu) P vl +v(x)|P} (1.6)
_ / 1 1 .
Note que |u|P~! € LP (Q), — + = =1, pois
p p

_P_

f[lul’”_l]p’dx:f [Iulp_l]’“dx:flulpdx<oo.
Q Q Q

Pela desigualdade de Hélder (| /gl < IIfll,, 1gllzr), temos |lulP~ vlP| < ||[|lulP~H|, IvliLr e, dai

lu|P~Yv| € L' (Q). Portanto, (1.6) é integravel.

Agora note que
I (u, v):limlf g’(u(x)+191(x)v(x))/1v(x)dx:limf g’ (u(x) + A0, (x)v(x)) v(x)dx.
A—0A Jo A—-0Jo

Da convergéncia (1.5) e (1.6), pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos

I (u, v):f g (u(x)v(x)dx.
Q

Assim, temos |J' (u, v)| :f |g' (u(x))|lv(x)|dx. Considere, para cada u € LP(Q) fixado, J': LP(Q) —
Q
LP' (Q) dada por (J'(w), v) = J'(u, v). Vemos que

(i) J' é linear;
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(ii) Seja (uy)vew € LP(Q) tal que u, — 0. Ent3o, pela desigualdade de Hdlder,

|<]l(u)) V)le’XLp

fQ|g’(u(x))|Iuv(x)ldxsﬁfglu(x)lp‘lluv(x)ldx

(f|u(x)|"dx)7(f |uv(x)|"dx)ﬁ
Q » Q

7 v_,o
Bllu)l?, vy (x) iy —— 0.

IA

Temos que J'(u) € linear e continua em LP (Q). Resulta da Definicao 1.24
J'(w),vy=](u,v) = ng’(u(x)) v(x)dx
em que J'(u) € i (Q) é a derivada de Gateaux de J em wu.
Agora, considere A: LP(Q) — LP(Q) um operador linear cujo dominio é dado por
W(Q, A) = {ue LP(Q); Aue LP(Q)}

munido da norma usual do gréfico ull}), = ull?, + [ Aull?,. Seja g: R — R continuamente diferen-

ciavel satisfazendo, para 2 < p < oo,

gl = als?l, a>0

BIsPl, B>0.

IA

18’ (9
Definimos o funcional
J: W4 — R

u o ](u):ng’(Au(x))dx.

Dai, analogo ao feito acima, podemos deduzir
J'(u,v) :ng'(Au(x))Av(x) dx, YV u,ve W(Q, A)
e, portanto, J é derivavel a Gateaux com
J' W), v) :fﬂg’(Au(x))Av(x) dx.
Paracadai=1,2,...,n,2 < p <oo, seja

ou
Wi(Q, A;) = {ueL’”(Q);T EL”(Q)}

Xi

p
. Note que, para p >0

munido da topologia [lul?, = lul?, +
1
W;

ox;

sPs, =0 sPs, =0 Pt s>0
—(=9P(=s), s<0

(s)=1slPs= = )
! {(—S)pS, §<0 — (=P s<0
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Dai,

, (p+1sP, s=0
fwgz{ R IS ST

—(p+1)(=9P(-1), s<0
Colocando g(s) = |s|?, temos que g(s) = (Is|P~%s)s e g'(s) = pls|P~2s = p|s|P~L. Assim, g esta nas

seguintes condicoes:
g = [sI?

g’ = plsP?
Logo, podemos definir parai=1,2,...,n,2 < p < oo,

Jit W(EQA4 — R

u
u —  Ji(u) = dx
Q| 0x;
sendo J; diferenciavel a Gateaux e
J'(u,v) f aupzauayd Y u,ve Wi(Q, A)).
u,v)= —_— X, u,v
P a|0x; 0x; 0Xx; '

Considere agora

n )
V=[Wi(Q A)= {ueLP(Q);a—”eLP(Q),i: 12n}
i=1 Xi

Portanto, V = W1P(Q). Definindo
J: W@ — R
1 n
u —»ﬂm=;th)

temos a primeira variacdo de J em u na direcao de v
J(u+Av) = J(u) 1 & Jilu+ Av) = Ji(u)

lim 1 = lim Z 1

A—0 A—0p 2

o1 1 ou
= /lllin—(]i(u),w = —-Pf

lox;
I,

I whr — wbrQ
v — (J'(w),v)=]"(u,v)

é facil ver que J' é linear e continua. Logo, a derivada de Gateaux de J em u é dada por

(]/(u) U>_f a_u p_za_uﬂ
’ B Q axi axi ax,-

Note que g""(s) = p(p —1)|s|P72. Logo, g'(s) = 0 e temos que g(s) = |s|” é convexo e pode ser

J'(u,v)

P=2 9u 9
dudv
0x; 0x;

P=2 3u 0
duov .
0x; 0x;

ou

axi

Pondo

verificado que

7 whrQ) — R
p
u — J(u) = Z

ax,

€ um funcional convexo e diferencidvel a Gateaux.
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Teorema 1.25.
Seja X um espaco de Banach separavel e J: X — IR uma aplicagao convexa e diferenciavel a Gateaux.

Ent3o a aplicacdo u— J'(u), de X em X', € monétona e hemicontinua.

Lembramos que o dual de W?(Q) ndo é um espaco de distribuicdes, vamos considerar
WP (Q). Seja J': W, (Q) — W17 (Q). Considere ue W,"(Q) e ve D(Q) « W17 (Q). Temos:
ou

P2 0u 0 n 0
Z u de:_Zf_(
ax, axi 0x; io1Ja 0x;

(—div(IVulP~2Vu),v)

P=2 gy
—|vd
dxi) vex

ou

! —_
J'(w),v) o

(A, v),

em que A = —div(|VulP~*Vu).

(i) Se p =2, A=A (Laplaciano).

(i) Se 2 < p < oo, A é denotado por —A,, e denominado pseudo-Laplaciano.
Podemos, por fim, considerar —A,,: Wol'p(Q) — WL (Q), tal que

(-Apu, v):fQIVuI”_ZVu-Vvdx:<|Vu|’7_2Vu,Vv}W_L,,f(Q)le_p(Q).

1.9.2 O Problema Estacionario

Considere o seguinte problema

)

{—Apu = f emQ

ulp = 0
com f e wLr'Q), 2< p <oo. Ja sabemos que —A,u: Wol’p(Q) — W17 (Q) definido por
(—Apu, v) :LIVulp_ZVqudx, Vu,vew, Q)
€ monotono e hemicontinuo, posto que —A, € a derivada de Gateaux do funcional convexo

J: w;P@ — R
u — J(u) = Z

p

ax]

Veremos que —A, € limitado e coercivo.
(i) —=A, é limitado:

[(=Apu,v)| = U IVulP~2VuVvdx
Q

sf |IVulP?Vuvy|dx
Q
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Que, aplicando desigualdade de Holder, temos

Pr
|1V ulP=2Vul| , IV, = 1Vul) 1V,

[(=Apu,v)| <
E/ 1
p—
= lull” vl e, = lull vl
whr@ ' Wy (o) whra) ' Wy P(.
Logo,
-1
I=Apully-rp o sup  [(-Apu,v)|s  sup ul”,, 121y g,
1ol 1p g, <1 1ol 1p o =1 W " () 0
0 0
-1 1,p
< Jul” Y ue w," Q).
w, P (@’ 0

Portanto —A,, leva limitado de Wol'p(Q) em limitado de W17 (Q).

(i) —A,, é coercivo:

Temos: |
P
Q 0

Assim, obtemos

(=Apu, u) B

. -1
lim  Jul” +00

= Lp =
— W, (Q
I|u||W1,p(Q) 0o o ()

llul ! [l uell
u 1, —o0 || U 1,p
w, P @ Ww,'" () o

e, portanto —A, € coercivo.

Sendo —A, mondtono, hemicontinuo, limitado e coercivo, segue pelo Teorema 1.23, de

Browder-Minty-Visik, que existe u € Wol’p(Q) tal que
ulr

110 O Teorema do Passo da Montanha

I
o~

Nesta secao apresentamos, sem sua demonstracao, um teorema devido a Ambrosetti e Rabi-
nowitz (1973) denominado Teorema do Passo da Montanha, que é essencial para a Teoria do Poco
do Potencial. No entanto, primeiramente, vamos dar uma ideia (intuitiva) dele. Para esse fim, nos
apoiamos no texto de O (2004) como referéncia, por elucidar de modo muito sucinto e preciso.
Assim, conforme O (2004), os métodos variacionais buscam transformar um problema original num
problema de localizar pontos criticos de um funcional definido num espaco de funcoes adequado.
Nos casos que o funcional nao é limitado, nem inferiormente e nem superiormente, o método

variacional ndo pode ser aplicado. Um classico exemplo é dado com o funcional I: Wol’z([o, n])— R

="
u) = (2

definido por
du

214
dx

—-u )dx.
4
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Seue WOI’Z([O,JT]) nao-nulo, para qualquer A € R temos

du

T1
IA :/lzf -
(Au) dx

2 ]
dx—/14f —u*dx,
0o 2 o 4

em que I(Au) — —oo sempre que A — oo, ou seja, I ndo é limitado inferiormente. Dado n€ R
/A

1 Icos(nx)lzdx—fnlsen‘l(nx) dx = z(n2 -1
2 0o 4 T4 '

I(sen(nx)) = nzf

0

Se n — oo, entado I[sen(nx)] — oo, ou seja, I ndo é limitado superiormente. Em verdade, é muito
dificil decidir se I admite ou ndo algum ponto critico que ndo seja nem maximo e nem minimo. Dai,
percebemos a necessidade em estabelecer condicdes que garantam a existéncia de pontos criticos
mesmo para funcionais ilimitados. Os métodos conhecidos como minimax foram desenvolvidos
justamente para provar a existéncia de pontos criticos que ndo sdo um minimo ou um maximo
absoluto, o qual é denominado de valor critico do tipo minimax. O Teorema do Passo do Montanha,
de Ambrosetti e Rabinowitz (1973), foi um marco na histéria dos métodos variacionais. Trata-se da

primeira vez que se provou a existéncia de um ponto critico que ndo um minimo absoluto.

O termo, Passo da Montanha, surgiu da seguinte ideia: suponha que se deseja atravessar uma
cadeia montanhosa com o minimo de esforco possivel. Qualquer caminho saindo da base de um
lado da montanha e indo até a base do outro lado passara por um ponto cuja altitude seja maxima
(para aquele caminho). A ideia é procurar, dentre todos os caminhos possiveis, um cuja altitude
maxima seja minima, dai o termo minimax. Matematicamente, fixados dois pontos A e B do R?,
considere o conjunto

X ={yeC*([0,1;R?); y(0)= Ae y(1) = B}

dos caminhos suaves ligando A e B. Se a funcao f(x, y) indicar a altitude correspondente ao ponto
(x,y) € R?, busca-se um caminho Y € X em que o valor maximo de f seja o menor possivel. Assim,
devemos buscar uma “altura critica” dj, ou seja, a menor altitude que um caminhho precisa atingir

para ligar os pontos A e B. Essa altitude critica seria

do:yi?)f({g%my(tm}'

Claro que precisa-se remover a possibilidade em contornar a “montanha”. Uma condicio para
garantir isso, seria a existéncia de um conjunto £ c R? dividindo o plano em duas componentes

conexas disjuntas, uma contendo A e outra contendo B, e tal que
irzlff >max{f(A), f(B)}.

Por outro lado, apenas esta condicao nao basta, é preciso evitar, por exemplo, que o ponto critico
“escape” para o infinito. Uma tentativa seria exigir condi¢des de decaimento ou de crescimento de f,

por exemplo.

Apresentamos a condicio Palais-Smale. Seja X um espaco de Banach e J € C!(X,R). Dado

c € R, dizemos que J satisfaz a condicao Palais-Smale no nivel ¢ (J satisfaz (PS).) se para qualquer
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sequéncia (u,) =0 < X tal que J(u,) — ce J'(u,;) — 0 (em X’) com n — oo, entdo (u,,) possui uma
subsequéncia convergente. Dizemos que J satisfaz a condicido Palais-Smale (J satisfaz (PS)) se J

satisfaz (PS). paratodo ce€ R.

Aqui enunciamos o teorema do passo da montanha de Ambrosetti e Rabinowitz (1973).

Teorema 1.26 (do Passo da Montanha).
Seja X um espaco de Banach e J € C}(X;R) satisfaz (PS), J' é localmente Lipschitziana e, além disso,
J é tal que:

(i) J(0) = 0;

(ii) existem m, r > 0 tais que J(u) = m quando |u| = r;

(iii) existe v € X tal que |lv|| > r e J(u) <0, entdo J possui um valor critico

c= inf{max ][y(t)]}
yeA |0<r<1

em que A= {y e C([0,1]; X);y(0) =0 e y(1) = v}.
Com o teorema do passo da montanha, encerramos nossa apresentacao dos aspectos funda-

mentais e propriedades dos espacos funcionais necessarios para a plena compreensao dos nossos

resultados obtidos, os quais estdao em detalhes nos capitulos seguintes.
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Capitulo

Solucao Global e Comportamento Assintotico
para uma Equacao de Onda tipo p-Laplaciano

com Memoria

Open Journal of Mathematical Analysis

Vol. 2 (2018), Issue 2, pp. 156-171
ISSN: 2616-8111 (Online) 2616-8103 (Print)
DOI: 10.30538/psrp-oma2018.0025

1i

PSR Press

Global solution and asymptotic behaviour for a
wave equation type p-laplacian with memory

Carlos Alberto Raposo!, Adriano Pedreira Cattai, Joilson Oliveira Ribeiro

Resumo

Estudamos a solucao global, unicidade e comportamento assintético da equacao nao linear.
Ur—Apu=Au—g=Au

em que A, u é o operador ndo linear p-Laplaciano, p > 2 e g * Au € um amortecimento de meméria.
A solucao global é construida por meio das aproximacoes de Faedo-Galerkin levando em consideracao
que os dados iniciais estdo num conjunto apropriado de estabilidade criado a partir da variedade de
Nehari e o comportamento assintotico é obtido usando um resultado de P. Martinez baseado na

nova desigualdade que generaliza os resultados de Haraux e Nakao.

Palavras-chave: Operador p-Laplaciano « Solucdo global « Comportamento assintético ¢« Memoria
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2.1 Introducao

Omitimos a variavel espaco x de u(x, t) isto é, denotamos u(x, ) por u(t) quando ndo houver
confusao e ¢ denota varias constantes positivas e podem ser diferentes em cada aparéncia. Con-
sideremos os Espacos de Sobolev com suas propriedades conforme Adams (1997) e BREZIS (2010).

. . - , I 1 .
Seja Q <R um intervalo aberto e limitado, 2 < p <oco e p' tal que —+ — = 1. A dualidade entre o
p p

espaco Wol’p(Q) com seu dual W17 (Q2) sera denotado por (-, -),. De acordo com a desigualdade de
. , ~ , . N 1 .
Poincaré, a norma padrao || - ”Wl,p(Q) é equivalente anorma ||V - [, em W, ’p(Q). De agora em diante,
0
colocamos || - ”Wol,p(Q) =V - |l,. Denotamos || - ll;2q) = | - |2 € o produto interno usual por (-, -).

Denotamos o operador p-Laplaciano por A, u, que pode ser estendido a um operador monétono,

. . , . 1
limitado, hemicontinuo e coercivo entre os espacos W, P(Q) e seu dual por

—Ap: Wol’p(Q) — Wb (Q), (=Apu,v)p :fQIVuIP_ZVqudx

Problemas hiperbolicos nao lineares envolvendo o p-Laplaciano estdo se tornando objeto de
interesse crescente nos Ultimos anos. A existéncia de uma solucao global para a equacao de onda do
tipo p-Laplaciano

Ut —Apu=0 (2.1)

sem um termo de dissipacdo adicional € um problema aberto. Para n = 1, Dreher (2007) provou
a existéncia da solucao local no tempo e mostrou por um contra-exemplo genérico que a solucao

global no tempo nao pode ser esperada.

Adicionando um amortecimento forte —Au; em (2.1) o comportamento bem posicionado e
assintotico foi estudado por Greenberg, MacCamy e Vizel (1968). Na verdade, o amortecimento
forte desempenha um papel importante na existéncia e estabilidade da equacao de onda tipo
p-Laplaciano, ver, por exemplo, para n = 2, Ma e Soriano (1999), Benaissa e Mokeddem (2007),
Rammaha, Toundykov e Wilstein (2012), Pei, Rammaha e Toundykov (2015), Ye (2007), Ang e Dinh
(1988), D’Ancona e Spagnolo (1991). No entanto, se o amortecimento forte for substituido por um
amortecimento mais fraco u;, entdo a existéncia global e unicidade sdo conhecidas apenas para
n = 1;2, conforme Chueshov e Lasiecka (2006), Zhijian (2003). Para o amortecimento intermediario
dado por (—A)%u,, com 0 < a <1 em Gao e Ma (1999) foi provado a solucido global dependendo do
crescimento de um termo de forca. O pano de fundo desses problemas esta na fisica, especialmente

na mecanica dos solidos.

Pelo que sabemos, esta é a primeira vez que um amortecimento alternativo para a equacao de
onda com o operador p-Laplaciano é considerado. Neste trabalho consideramos um amortecimento

da meméria, atuando apenas em Au dado pela convolucao usual
g*Au(x, 1) = f gt—9s)Au(x,s)ds
Q

com o kernel g como func¢ao de valor real.
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Estamos interessados em provar a existéncia de uma solucao global e decaimento da energia

para o problema

U= Apu=~Au—-g*Au em €Qx][0,00), (2.2)

com as condicoes inicias
u(x,0) =up(x), uix,0)=ux), xeQ, (2.3)

e condicoes de fronteira
u(x,)=0 sobre 9Q x[0,00). (2.4)

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. A secao 2.2 trata do potencial do poco, em
que apresentamos o conjunto de estabilidade para o problema. Na secao 2.3, apresentamos algumas
notacoes e resultados preliminares. Na secao 2.4, apresentamos uma base Galerkin adequada. Na
Secdo 2.5 provamos a existéncia de solucao pelo método Faedo-Galerkin e finalmente na Secdo 2.6
usamos o resultado de Martinez (1999) que generaliza os resultados de Haraux (1985) e Nakao (1978)

para provar o decaimento da energia em um conjunto apropriado de estabilidade.

2.2 O Poco Potencial

E bem conhecido que a energia de um sistema de equacdes diferenciais parciais €, em certo
sentido, dividida em energia cinética e energia potencial. Seguindo a ideia de Ye (2007), podemos
construir um conjunto de estabilidade como segue. Provaremos que existe um vale ou um “poco” de
profundidade d criado na energia potencial. Se esta altura d for estritamente positiva, descobrimos
gue, para solucdes com valores iniciais na “parte boa” do poco, a energia potencial da solucdo nunca
escapa do poco. Em geral, é possivel que a energia do termo da fonte cause a explosdao em um
tempo finito. Porém, na parte boa do poco ela permanece limitada. Como resultado, a energia total
da solucao permanece finita em qualquer intervalo de tempo [0, T), que fornece a existéncia global

da solucao. Comecamos apresentando o funcional J: Wol’p(Q) — R dado por

1 1
=V ”——f Vul?) (t)dx. 2.
J(w) pll ullp =3 Q(g*l ul”) (1) dx (2.5)

Para ue Wol’p(Q) definimos o funcional

p
](/lu):%HVullg—%f (g*qulz)(t)dx, 0<A=<l. (2.6)
Q

Associado ao funcional J temos a conhecida Variedade de Nehari dada por

~o}.
A=1

d -1 p 1 2
S0 = [ (gx1vul) 0 dx,

d
. Lp .
JV.—{MEWO (Q)/10}; d/1](/111)

De (2.6), obtemos
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entao
N = {u e W, P @)/{0}; IVull} = %fg (g*IVul®) (1) dx}.

Definimos, como no teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabinowitz (1973),

d:= inf sup J(Au).
uew, " (@)/{0} 0=A

Sabemos que a profundidade do poco d é uma constante estritamente positiva, conforme
Willem (1996), Teorema 4.2, e que

d = inf J(u).
ueN

d
Na verdade, em nosso problema, a solucao de a](/lu) =0é

1

1f(g*qulz)(t)dx p-1
2Ja

A/* =
IVul?

Como temos )

d _
T2/ A = (p=DAPZ IVl >0,
segue que 1. € um minimo global.

Para p =2, J(A.u) <0, introduzimos os seguintes conjuntos:

M= {uewyP@;hw < JAw <o},

# = {uewyP@;0< 0w},

O potencial do poco é definido por # = {u € Wol'p; J(u) < d} U {0} e particionado em dois

conjuntos

%

{ue7//; lf (g*IVul®) (ndx < ||Vu||,’§}u{0},
2Ja

w

1
{u EW; IIVUIIZ < —f (g* |Vu|2) (1) dx}.
2Ja
Iremos nos referir a V como a parte “boa” do poco e W como a parte “ruim” do poco. Assim,

definimos por V o conjunto de estabilidade para o problema (2.2)-(2.4).

2.3 Preliminares

Introduzimos os simbolos “O0" e “¢” que denotam, respectivamente, as seguintes convolucoes:

t
(g0h) (1) ::fo g(t—s)|h(t) - h(s)*ds,

t
(goh)(1):= fo g(t—s) (h(t) — h(s))ds.

Temos dois resultados basicos, conforme Alves et al. (2010), que serdo usados a seguir.
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Lema 2.1.

Para g, h € C([0,00],R) temos
t
(g*h)(0) = (fo g(s) dS) h(t) - (goh)(1)

t
|(g<>h)(t)|25(f0 Ig(S)IdS) (Ig1ah)(1)

Lema 2.2.

Para g, h € C([0,00],R) temos

d t
2(g* (DK (1) = (g'Th) (1) - gD h(DI* + T [(fo g(s) ds) |h(D)]? - (g0h)(p)

A partir de agora, a funcao g é do tipo exponencial, isto é, g>0e 3 ¢; >0, (i =0;1) tal que

-cg(=g'n=<-cg) e 1_f0 g dt <oco. (2.7)

A energia do probelma (2.2)-(2.4) é definida por

=Lwmes L Pl(_f ) 2,1
B(i= W/ 0+ IVul] + (1= | gl ds V()3 + > (0Vu) (0.

Apresentamos aqui o resultado de P. Martinez (MARTINEZ, 1999) nas estimativas da taxa de

decaimento para o sistema dissipativo que sera usado na secao 2.6 Comportamento Assintético.

Lema 2.3.

Seja E: Ry — R} uma fungao nao crescente e ¢ : R. — R, uma funcao crescente tal que
¢0)=0 e ¢(t) — +ooquando t — +oo.
Suponha que existam g =0 e A > 0 de modo que
+o00o
f E()7 ¢/ ()dt < AE(S), 0<S< +o0.
S

Entao, temos

E(1)<cE(0)(1 +¢(t))?l, Vi=0seqg>0

E(H) < cE(0)e™"*", V¥V t>0se q=0,

em que c e w sao constantes positivas independentes da energia inicial E(0).
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2.4 Base de Galerkin

Denote por
Hj={Kc{ueLP(Q); lul,=1}; K é compacto, simétrico e y(K) = j},

em que y(G) = inf{m; 1¢; G— R\{0},¢ funcao continua e |'mpar} denota o género de Krasnosels-

kii. Em Coffman (1973) esta provado que

A;= inf sup IVul?
J
GeXj ueG P

€ uma sequéncia de autovalores do operador p-Laplaciano —A,: Wol'p(Q) — WL (©Q), que é um
operador monétono, coercivo e hemicontinuo em Wol””(Q). O teorema de Minty-Browder, ver Zeidler
(1990), garante a existéncia de uma base (wj)‘]’.‘;1 para WOI”’(Q) dada pela solucao do problema

estacionario
—Bpwj = Ajwj,
{ w;i0) = woj.
Usando
WyP(Q) c I2(Q) c WP (Q) (2.8)

com imersdo continua e densa para 1 < p < oo, conforme em BREZIS (2010), esta base pode ser

estendida em L?(Q) como uma base de Galerkin para o operador p-Laplaciano .

Na verdade, da imersao em Sobolev, temos

— 1 1 k
Wy (@) — wy T (Q), — =~ - =,
e q n
Escolhendo gx = p,v—-k=1e g =2 temos
-2
T P L
2 p 2p

obtendo um espaco de Hilbert Hj () tal que
HY (Q) = WyA(Q) — W, P ().
Seja s um inteiro para o qual s > v. Temos
H(Q) — W, P(Q) — H} Q) — L2(Q).

Pelo teorema de Rellich-Kondrachov H(} (Q) — L?(Q) é compacta, entdo também temos a imersio

Hj(Q) — L?(Q). Da teoria espectral, existe um operador definido por
{H @), 12@), € Vg |
e uma sequéncia de autovetores (v;) jen deste operador, de modo que
(vj, V5@ =Aj(v),v), Yve Hy(Q)
comA;>0,1;<Aj1,eAj— +ooquando j — +oo. Além disso (v;) jeny € um sistema ortonormal
completo em L*(Q) e (wj = —L € um sistema ortonormal completo em H(Q). Entdo (w;) jen

75

fornece uma “base de Galerkin” para Wol’p(Q) e L*(Q).
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2.5 Solucao Global

2.5.1 Existéncia

Teorema 2.4.

Dados ug € V e uy € L?(Q), existe uma funcio u: Q x (0, T) — R tal que

ue L0, T;W,P(Q), o € L®0,T;I4(Q),

u(x,0) = up(x), us(x,0) up(x) q.s.emg,

d
a(ut, V) +{-Apu,v)p+ (-Au,v)+(g*Au,v) = 0, V VEWOLP(Q) em D'(0, T).

Demonstracdo. Para cada m € N, vamos colocar V,,, = Span{w;, ws,..., wy}. Procuramos por uma
m

funcao u,, (1) = Z kim(t)w; tal que, para qualquer v € Vy,, u,, (1) satisfaz a equacao aproximada
j=1

(1, (1), V) + (=Dt (), V) p + (— Al (1), V) + (8 % Aty (1), V) =0, (2.9)

com as seguintes condigdes iniciais u,,(0) = uy;, € u,,(0) = uy,, em que Uy, € U, sdo fechados

em V,, de modo que

Wom — g € WyP(Q) e wpm—w em LXQ).

Colocando v =w;, i =1,2,...,m, e usando

u(n = Zk]m(t)w](x),
m

Aum() = ) kjm(®)Aw;(x),
];zl

Apum(t) = Y kim(DApw;(x),
j=1
m

(gxAup)(t) = ) (g*kjm)(DAw;(x),

]:

observamos que (2.9) é um sistema de EDOs na variavel ¢t e possui uma solucao local u,,(t) no
intervalo [0, t,,), em virtude do teorema de Carathéodory, conforme Coddington e Levinson (1955).
No préximo passo obtemos estimativas a priori para a solucao u,,(t) de forma que ela possa ser

estendida a todo o intervalo [0, T], T > 0.

Estimativas a Priori: Substituimos v = u/},, () na equacdo aproximada (2.9) e temos

(13, (8), 3y () = (A p U (8, Uy, () p — (At (£), 1, (8)) + (8 % At (£), 1, (£)) = 0. (2.10)
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Seja 0 € D(0, t;;;). Denotando por (-, -) a dualidade entre D’ e D. Entdo temos,

1d

(G 00,00,0) = (51 DB0) (211)
1d
1d

Note que
(8% At (1), U, (1)) = = ((8 * Vum) (1), Vi, (1)) .

Pelo Lema 2.2 temos

2((g* Vum) (1), Vit (1) = L(g’DVum)(r)dx—g(t)L|Vum(t)|2dx

_fi
o dt

1 1
(g * Aum (D), u,(1),0) = <—5f9(g’DVum)(t)dx+Eg(t)IVum(t)Iﬁ

t
(gDVum)(t)—(f g(s)ds)qu(t)I2 dx.
0

Entao,

1 4q ; (2.14)
+——f(gDVum)(t)dx—(f g(s)ds)qum(t)I%,6>.
2dt Ja 0
Substituindo (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) em (2.10), obtemos em D’ (0, t,,,)
da o oaesl p,1 1( _ f ' ) z}
dt{zlum(t)|2+pIIVum(t)IIp+_z(gDVum)(tH2 1 5 g ds|IVum(0l;
1 1
-1 f (§' OV i) (1) dx— 2 g(DIV it (1) 2 (2.15)
2Ja 2

A energia aproximada
1, 5, 1 p 1 t , 1
Em(t)=Elum(t)I2+EIIVum(t)llp+5 l—f g(s)ds IVum(t)|2+§(gDVum)(t)
0

satisfaz

d c 1
En(D = —Elfg(gDVum)(t) dx =2 gOIVin (D,

Entdo E,,(t) < E,;;,(0). Da convergéncia dos dados iniciais, existe uma constante ¢ > 0, independente
de t e m, tal que E,;, () < c. Com esta estimativa, podemos estender a solucdo aproximada u;,(t) no

intervalo [0, T], conforme Hale (1997) e, temos

un(t) élimitadaem L0, T; W,"(Q), (2.16)
ul, () élimitadaem L*°(0,T;L*(QY), (2.17)
~Aptp() élimitadaem L0, T; W7 (Q)). (2.18)

De (2.16) e do Lema 2.1 deduzimos

(g * Vi) (1) élimitadaem L™ (0, T; L*(Q)). (2.19)
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Passagem do Limite: De (2.16), (2.17), (2.19), indo para a subsequéncia se necessario, existe u tal que

Uy —— uem L°°(0, T;Wol’p(Q)) (2.20)
W, — u emL™®(0,T;L*(Q) (2.21)
g*Vuy, — g+Vu emL®(0,T;L%(Q) (2.22)
e, de (2.18), existe & tal que
“Aplm(f) — Z em L (0, T: W'l”’”(Q)). (2.23)

Com essas convergéncias podemos passar o limite na equacdo aproximada (2.9), conforme

Lions (1988), Zhijian (2009), e entao

% (u' (), v) +(Z (1), vy + (—Au(r), v) + ((g * VW) (1), v) =0,

paratodo v e Wol’p(Q) no sentido das distribuicoes.

Para x,y e Re p = 2, considere as desigualdades elementares

p—2

p=2 p=2
‘le 2 x—|yl 2 y‘

IA

p=2 -2
(127 +1y1'7 ) 1x-y, (2.24)

p-2 p-2
x| Z x—1yl'Z y|. (2.25)

IA

C (Il +1y17)

|1xIP~2x—|y1P~2y|

A desigualdade (2.24) é uma consequéncia do teorema do valor médio e (2.25) pode ser encontrada
em Domokos e Manfredi (2009). Como em Raposo, Ribeiro e Cattai (2018) aplicando (2.24), (2.25) e
a desigualdade generalizada de Hoélder, com

) -
pzz,p-2,1,1
4p 4p 2 p

=1
para todo v e Wol’p(Q), deduzimos

T T
U (=Apum(6),v)p —(—Apu(t),v),dt| < cf Vi, (t) —Vu(t)l,dt.
0 0

Vamos obter uma estimativa para u/, (). Como nossa base de Galerkin foi obtida no espaco
de Hilbert L?(Q2), podemos usar os argumentos padrio de projecdo descritos em Lions (1988). Entao,

a partir da equacao aproximada e das estimativas (2.16) - (2.18), obtemos

up,(t) élimitadaem L (0, T; W~ 17(Q)). (2.26)

Aplicando a compacidade de Lions-Aubin, obtemos de (2.20), (2.21) e (2.26),

Un(t) — u(t) em L0, T;L*(Y), (2.27)
u, () — u'(t) em L0, T; L*(Q). (2.28)



gopitulo 2. Solugdo Global e Comportamento Assintdtico para uma Equacgéo de Onda tipo p-Laplaciano com Memdria

Usando (2.27) obtemos que u,,(t) — u(t) quase sempre em Q x (0, T) e, obtemos

~Apliy(£) — —Apu(t) em L (o, T;W‘LP’(Q)). (2.29)

De (2.23), (2.29) e unicidade do limite, concluimos que Z'(f) = —A,u(t). A verificacdo dos

dados iniciais € um procedimento de rotina. A prova da existéncia estad completa. ]

2.5.2 Unicidade

Sejam u e v solucdes de (2.2)-(2.4) tais que

ulx,0)=uy=v(x0 e u/x,0) =u =vx0).

Denotando w = u — v, temos

U —Aw = Apu—Ap,v—g*Aw, em Qx[0,00), (2.30)
w(x,0) = 0, us(x,00=0, xeQ, (2.31)
w(x, ) = 0 sobre 0Q x [0,00). (2.32)

Usaremos o método Visik-Ladyenskaya (VISHIK; LADYZHENSKAYA, 1956). Considere, para cada

n € [0, T], a seguinte fungao

n
_f W(x,é‘)df ) 0= t<n)

w(x, 1) = t (2.33)
0, n=st=T
Entao,
w(x,t) , 0=t<n,
Ye(x, 1) = (2.34)
0, n=t=T.

Como w e L2 (0, T; Wy * (), w; € (0, T; [2(Q2)) temos
v, we L°(0, T; L*(Q). (2.35)
Multiplicando (2.30) por v e integrando em Q, temos

(Wi, 9) + (Vw, V) = (A pu— A p v, ), — (8 % A, ).

Integrando em [0,7] e considerando que y(x, t) =0 para todo t € [n, T], temos
n n n n
f (w”,t//)dt+f (Vw,Vt//)dt:f (Apu—Apv,w)pdt—f (g *Aw,y)dt.
0 0 0 0

Como v (n) = w(0) =0, temos

n n n 1
—fo (w[,u/t)dt+f0 (Vw,Vu/)dt:fO (Apu—A,,v,u/)pdt—fO ((g*Aw)(1),w)dt.
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De (2.32), (2.33) e (2.34)
n n n n
—f (wt,w)dt+f (th,Vu/)dt:f (Apu—Apv,w)pdt—f (g * Aw,y)dt.
0 0 0 0
Isto é,

—lfndl |2dt+1fndlv |2dt—fn(A -A ) dt—fn(( * Aw) (1), p)dt
20dtw2 2Jo dt Vi b pl=Bpt:¥lp 0 grawinyidt

que implica
1 , 1 , n n
_Elw(n”z_ilvw(o)lzsfo (Apu—Apv,w)pdt—fo (g*Aw) (1), w)dt (2.36)

Como antes, aplicando (2.24), (2.25) e a desigualdade generalizada de Holder com

p-2 p-2 1 1_1
4p  4p p 2
obtemos
KApu—Apv, ) pl < clVyls. (2.37)

De (2.35) e da imers3o continua e densa (2.8) deduzimos que g * Aw € L? (0, T; L*(Q)). Entdo

, )2 , )2
s(fﬂ|g*Aw| dx) (fglwl dx) < clwls. (2.38)

‘f (g*Aw)(Hwdx
Q
De (2.36), (2.37), (2.38), e das desigualdades de Poincaré e Cauchy-Schwarz, deduzimos

1 1 n
vy O < fo vy 2dr, (2.39)

t
Introduzindo w; (x, t) :f w(x, &) d¢, paratodo ¢ € [0,¢&), temos
0

n n t
w(x, )= —fo w(x,$)d¢ = —fo w(x,$) d<f+f0 w(x,§)dé =w(x, 1) —wi(x,n), (2.40)

e entao

¥ (x,0) = w;(x,0) — wi(x,n) = —w; (x,1). (2.41)
De (2.39), 2.40 e (2.41) obtemos
1 n
—|Vu 5 < cf IVw, [5dt.
2 0

Pela inequacdo de Gronwall concluimos que |[Vw; |2 < 0. Por (2.40) temos que Vy =0em I2(Q)
para todo t € [0, T]. Finalmente, segue de (2.39) que leg <0e, entdo u = v em L?(Q) para todo
te[0,T].
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2.6 Comportamento Assintético

Teorema 2.5.

Seja u uma solucdo de (2.2)-(2.4) com condicées iniciais 1y € V, uy € L?(Q). Para ¢p: R, — R, uma
t—+oo

funcio C? e crescente tal que ¢p(0) =0 e ¢(1) +o00 temos, para g >0,
-1
E(t)<cEO0)A+¢p@) 7, V>0 (2.42)

em que ¢ é uma constante positiva independente da energia inicial E(0).

Demonstracdo. Usaremos o Lema 2.3 devido a Martinez (1999) baseado em uma nova desigualdade
que generaliza um resultado de Haraux (1985). Para o objetivo, comecamos a prova de (2.42)

multiplicando (2.2) por E9(t)¢' (t) u e assim definimos

T
f Eq(,b'f u(ug—Apu—Au+g=*Au)dxdr =0,
0 Q

de onde obtemos por calculos diretos

T T T
2[ ETl¢'dr < —[chp’f uu,dx +4f (qE'Eq'lqb'+qub”)f uu,dx|de
S r U9 X s S ’ X Q
+4f chp'—f ;1> dx dt+f qub'—f g0Vudx|de
g L 2l s I 7 2)a (2.43)
T 1 t :
+f E"(/)’—ff g(t—s)IVu(s)Izdsdx]dt
S 2 JaJo
T 1 T
+f E"gb—f |Vu|2dxf g(t—s)ds] dt.
S 2 Ja 0
No conjunto de estabilidade V temos
lft (t=IVuPds < ~IVu()I; (2.44)
> ), g =5 - .
substituindo (2.44) em (2.43) obtemos
T T T
f ET*¢'dr < —[E%p’f uuydx +f (qE’Eq‘1<p’+E‘7<p”)f uuydx | de
s ;e s Jo Q (2.45)

3
+—f E‘Qp’f lu,|? dxdz.
2Js Q

Agora, vamos estimar cada termo no lado direito de (2.45). Aplicando o mesmo argumento

gue em Benaissa e Mokeddem (2007) deduzimos

T
HEq(p’f uu;dx| |<cE(s), Yt=S (2.46)
Q S
© T
U (qE'E"_l(p’+E”’(p")f uusdx|dt| < cE(s), Vt=S. (2.47)
S Q
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T
A estimativa de f E"(,b'f |u, > dxdt é bastante delicada. Seja o: R, — R, uma funca estri-
S Q

t—+o0

[ee] t
tamente positiva tal que f o(t)dr = +oo. ¢(1) :f o (1) dr satisfaz ¢(0) =0 e ¢(1) +00.
0

0
Considere p(t,u) < —E'(t).

De acordo com Benaissa e Mokeddem (2007) paratodo0<S<Tel<m+1

T T 1
f E"c/)'f lug|' dxde cf E”’cp’f ——up(t, u)dxde
S Q S Qo(t)

/ g q.p! 1 #
E N )
+c[5 (pfg(a(t) up(t u)) dxdt

T (P/
cf Eq—(—E’)f |u'|dxdt
S Q

r o(t)
1
+c’f E"(p’a_ﬁ(t)(—E')ﬁf |u/| ™ dxdzr.
S Q

IA

IA

Aplicando a desigualdade de Holder, usando [ < m +1, Iu’lg < ¢ temos

fTEq [ 1l dx fTEq P (—p)d ’fTEq f’"“;l( id )#( Eym1d
u xdr=sc — (= r+c mt — - m+l df.
S ? a s o) S ? o(1)

Para fixo e arbitrariamente pequeno ¢ > 0 (a ser escolhido mais tarde). Aplicando a desigualdade de

Young ———+ —— =1, obtemos
m+i-1 1
' d ' m+1—1 _m: T m+
f Eq(b/f |u,|ldxdt = Cf E1 ¢ (—E,)dt+C,—5m+1£lf Eqm+1‘£i¢/dt
s @ s o) m+1 S

l " ms
+c’—f E)-L " e,
m+1Jqg o(1)
De onde segue

_l m+1

T / 1 m+1 T m+1 /
f Eq(,bf lu;"dxdt < cEq(s)+c’—£m+llf ETm=1¢’ d ¢
S Q m+1 S

;L _mn
+c e T E(s).
m+1

1 m+1 +1
Fazendo [ =2, p(t,u) = —f (g0Vu)(r) dx e escolhendo q tal que _4 obtemos
2Ja m+1-1
T m-—2 mt T 2¢c m+
f E"¢>’f lu2dxdt < cE(s) + ¢ em1 | B dr+ e " E(s) (2.48)
S Q m+1 S m+1

Deduzimos de (2.45), (2.46), (2.47) e (2.48)

m—1 m T
(1 —c 1gﬁ)f E91 ¢ dt < c(e) E(s).
S
Finalmente, escolhendo £ pequeno o suficiente, concluimos
T
f ET 1 ¢'dt < cE(s), g>0.
S

Portanto, a prova estd completa. ]
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Consideracoes finais

Para p = 2, € bem conhecido que a Equacao 2.2 descreve um so6lido viscoelastico isotropico
e homogéneo e a meméria genuina g * Au induz um mecanismo de amortecimento para que a
estabilidade assintética é esperada. Por exemplo, para o problema nao homogéneo com a funcao f
independente do tempo e do termo de origem, a existéncia de um atrator global foi provada em Giorgi
e Rivera (2001). O problema com a fonte supercritica e com os termos de amortecimento foi estudado
em Guo et al. (2014). Empregando a teoria de operadores monétonos e semigrupos nao lineares,
combinada com métodos de energia, estabeleceu-se a existéncia de uma solucao fraca local Unica
no espaco de energia finita. Como trabalho de acompanhamento, recentemente em Guo, Rammaha
e Sakuntasathien (2017), foi considerada nao linearidade supercritica e foi estudada explosao de
solucdes quando a fonte é mais forte que a dissipacao. Para o caso p > 2, a Equacao 2.2, nao linear,
leva a um problema nao considerado anteriormente. O destaque aqui foi provar a existéncia de
solucao e decaimento da energia no conjunto apropriado de estabilidade criado a partir da Superficie
de Nehari.
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AND ADRIANO P. CATTAI

Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao e o comportamento assintético para um sistema

acoplado nao linear de equagdes de ondas do tipo p-Laplaciano dado por

u' = Apu+lul" tulv™ -Au = 0 emQ=Qx(0,7),
V' =Apv+lv tolul™t =AY = 0 emQ=Qx(0,7),
A (u(x,0),v(x,0)) = (up(x),vo(x)) emg,

(u'(x,0),v'(x,0)) (u;(x), v1(x)) emQ,
ux,t)=vix,t) = 0 em2=Ix(0,T),

em que Q) < R” é um aberto com fronteira I' suficientemente suave. A existéncia de solucao é feita
usando aproximacdes de Faedo-Gallerkin. Provamos a estabilidade exponencial quando p =2 e
decaimento polinomial se p > 2 baseado em Nakao (1978), NAKAO e KUWAHARA (1987).

Palavras-chave: Operador p-Laplaciano ¢ Solucao global « Comportamento assintético.
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3.1 Introducao

Ao longo de todo o texto, omitimos a variavel de espaco x de u(x, t), denotando simplesmente
u(x, t) por u(t) sempre que nao houver conflitos, C denota varias constantes positivas dependendo
das constantes conhecidas e pode ser diferente em cada aparéncia. Seja T > 0 um nUmero real,
Q < R” um aberto com fronteira I = 0Q suficientemente suave. Denotamos por Q = Q x (0, T) o

- . ) 1 1 .
cilindro com fronteira £ =T x (0, T). Consideramos 2 < p < oo e g tal que — + E = 1. A dualidade
p

entre Wol’p(Q) e seu dual W—19(Q) sera denotada por (-,-). De acordo com a desigualdade de

. , . , . \ 1, .
Poincaré, a norma padrao || - ||W1,p(Q) € equivalente a norma ||V - l, em W, p(Q). Assim, colocamos

0

Il ”Wol,p(Q) =||V- II,,. Denotamos || [l;2(q) = -2 €0 produto interno usual por (-, -). Denote o operador
p-Laplaciano por A,u = div(qu|p‘2Vu), o qual pode ser estendido a um operador monétono,

limitado, hemicontinuo e coercitivo entre os espacos W, P(Q) e seu dual

~Ap: WP Q) - Ww(Q), <—A,,u,u>,,:fQ|Vu|P—ZVu-wdx.

A existéncia de uma solucao global para equacao de onda do tipo p-Laplaciano
u'—Apu=0 (3.1)

sem qualquer termo de dissipacao adicional € um problema em aberto. Para n =1, Dreher (2007)
provou a existéncia de solucado local e demonstrou, usando um exemplo, que nao existe solucdo
global. Adicionando um amortecimento forte —Au’ em (3.1) o comportamento bem posicionado
e assintotico foi estudado por Greenberg, MacCamy e Vizel (1968). Solucdes fracas e explosao em
tempo finito para equacées de onda tipo p-Laplaciano, com fontes supercriticas, foram consideradas
em Pei, Rammaha e Toundykov (2015). Ma e Soriano (MA; SORIANO, 1999) forneceram a solucio
fraca para o problema com um termo de fonte dissipativa g(u) em que g(uw)u = 0 tem limite de
crescimento. No entanto, se o amortecimento forte for substituido por um amortecimento mais
fraco u/, ent3o a existéncia global e a unicidade sdo conhecidas apenas por n = 1;2, conforme os
trabalhos de Chueshov e Lasiecka (2006) e Zhijian (2003). Em (GAO; MA, 1999), Gao e Ma analisaram
a existéncia de solucdo com o amortecimento (—A)*u’' com 0 < a < 1 e estendeu o resultado de Ma
e Soriano (1999) para g(u) sem a condicado de sinal g(u)u = 0. Na verdade, os autores lidam com a

seguinte formulacao

u"—Apu+glx,u)— (A% flx,t) emQ,

ulx,0) = ug(x) em4q,

, (3.2)
ulx,0 = u(x) emq,

ulx,t) = 0 em2,

em que f € L? (0, T; W‘l'q(Q)) sendo g: Q x R — R uma fungao continua satisfazendo a condicao
de crescimento

g, wl<alu” '+b V(1) eQxR,
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com a e b constantes positivas e

1<r<

- psen>pe1<r<+oosen§p. (3.3)
O sistema acoplado de ondas tem sido considerado em varios contextos. Em Komornik e Rao (1997),
ambas as equacoes de ondas sdo amortecidas no bordo e o acoplamento é efetuado pelo operador
compacto e a estabilidade exponencial é obtida quando o amortecimento do bordo é linear. O
amortecimento do bordo também é considerado em Aassila (2001). Sobre a controlabilidade de
fronteira exata para equacoes de ondas linearmente acopladas, citamos Bastos, Spezamiglio e Raposo
(2011). Para acdo de amortecimento fraco, apenas numa equacao, o decaimento polinomial 6timo
para equacdes de ondas acopladas, foi estudada em Lobato et al. (2014). Em Alabau (1999), foi
provado que a energia associado ao sistema acoplado fracamente dissipativo decai polinomialmente
com taxas de decaimento polinomial explicitas para solucoes suficientemente suaves. Decaimento
exponencial para equacoes de ondas acopladas com amortecimento distribuido localmente foi dado
em Raposo e Bastos (2009). A estabilidade exponencial uniforme foi dada em Najafi (2001) para
equacoes de ondas acopladas em paralelo com molas distribuidas de acoplamento e amortecedores
viscosos devido a diferentes condicoes de contorno e velocidades de propagacdo de onda. A falta de
decaimento exponencial de um sistema acoplado de equacdes de onda com meméria foi tratada em

Almeida e Santos (2011).

O termo de amortecimento —Au’ desempenha um papel essencial para a obtencao de solucoes

globais. Por exemplo, o problema

u"—Apu+|u|’_1u—Au’ 0 em Q,

u(x,0) = ug(x) emQ,

, (3.4)
ux,0 = u(x) emqQ,

ulx,t) = 0 em2,

pode ser derivado de (3.2) e tem uma solucao global © € L>® (0, T; Wol’p(Q)) quando uy(x) € Wol’p(Q),

11 (x) € L?(Q) e a condicdo (3.3) é valida.

Neste trabalho estamos interessados em provar a existéncia e o decaimento da energia para o

seguinte sistema acoplado nao linear

u' = Apu+lul"tulv™ -Au = 0 emQ,
0 emQ,

V' = Apv+|v " olul - AV
com as condicoes iniciais

(u(x,0),v(x,0))
(u'(x,0),v'(x,0))

(uo(x), vo(x)) em Q

(1 (x), 11 (x)) emQ

e condicdes de bordo

ulx,t)=v(x,t)=0em .
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A estrutura matemética esta assim organizada. Na secao 3.2, as solucde globais sdao contruidas
por meio das aproximacoes de Galerkin, enquanto na secdo 3.3 aplicamos resultados devido a M.
Nakao (NAKAO, 1978; NAKAO; KUWAHARA, 1987) para provar a estabilidade exponencial quando

p =2 e o decaimento polimonial se p > 2.

3.2 Existéncia de Solucao

Teorema 3.1.

Vamos supor que 1 <r < sen>pel<r<+4oosens<p,comr+1< p. Entdo, dados

n-p
(U, Vo) € [Wol’p(Q) N LY Q)12, (u1, v1) € [L2(Q)]?, p = 2, existem funcdes u, v: Q x (0, T) — R tais

que,

(, v) € [L2(0, T; W, P (@) n L0, T; L™+ ()12, (3.6)

(/, V") € [L®(0, T; L*(Q)) N L*(0, T; Hy (Q)]?, (37)
%(u’,w)+<—Apu,w>+(|u|"1u|v|’“,w)+(Vu’,Vw) = 0, (3.8)
%(v’,z)+<—Apv,z>+(|v|’—1v|u|f“,z)+(vU’,vZ) = 0, (3.9)

VwzeW,”(@Q em D'0,T),
(u(0), v(0)) = (g, vo), (W'(0),v'(0)) = (uy,v1) (3.10)

Demonstracdo. Da imersdo de Sobolev, temos
_ 1 1 k
Wy (@ — wy (@), —=—-=.
g 4 n

Escolhendo gy = p,v-k=1,e g=2, temos

e obtemos um espaco de Hilbert Hj (Q2) tal que
HY(Q) = W)2(Q) — W, P(Q).
Seja s um inteiro para o qual s > v. Temos
H(Q) — W, (Q) — H} (Q) — L2(Q).

De acordo com o teorema de Rellich-Kondrachov, H(} (Q) — L?(Q) é compacta, assim também é a

imersdo H;(Q) — L?(Q). Da teoria espectral, existe um operador definido por

{H3@), LX), €, Voo }
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e uma sequéncia de auto-vetores (v;) jeny deste operador de modo que
(vj, U))HS(Q) =Ajvj,v), Yve Hj(Q)

comA; >0,A; <Ajy1, € Aj — +oo com j — +oo. Ademais (v;)jen € um sistema ortonormal

completo em L?(Q) e (wj = L) € um sistema ortonormal completo em Hj(Q). Entdo (w;) jen
JjeN

Vi
fornece uma “base de Galerkin” para Wol’p(Q) e para L?(Q). Para cada m € N, colocamos V,,, =
Span{w;, wy, ..., wy,}. Buscamos por funcoes
m m
um(D =Y kim(Dwj, vm(®)= Zlhjm(t)wj,

j=1 J

tais que, quaisquer w, z € V,,,, u,, (1) e v, (t) satisfazem o seguinte problema aproximado

(2, (8), W)+ (=D p i (), W)+ (U (D" U (D0 (D, W)+ (Vi (1), Vw) =0, (3.11)
Wi (0, 2+ (=AU (1), 2)+ (VD" v D um (D™, 2)+ (V) (1),V2) =0, (3.12)
(tm (0), V1 (0)) = (Uom, Vom) — (uig, vo) em [W, P ()12, (3.13)

(24}, (0), U}, (0)) = (u1 pm, V1) — (w1, v1) em [LP ()] (3.14)

Colocando w = z = w;, multiplicando (3.11) por kim(1), e (3.12) por hjm(t), e somando com
j de 1 a m, observamos que (3.11)-(3.12) é um sistema de EDOs na variavel ¢t e tem uma solucao
local u,;, (1), v, (¢) num intervalo [0, t,,;) em virtude do teorema de Carathéodory. Na proxima etapa,
obtemos as estimativas a priori para a solucao u,,(t), v,,(t) de forma que ela possa ser estendida a

todo o intervalo [0, T), T > 0.

Estimativas a priori: Considerando w = u},,(t) e z = v/, (1) em (3.11) e (3.12), respectivamente, obte-

mos
d[1 ! 2 1 p r—1 r+1 ,,/ ! 2
a4 Elum(t)|2+;|lvum(t)|lp +(|um(l‘)| Um (D) V()] ,um(t))+|Vum(t)|2:0 (3.15)
e
d[1 I 2 1 p r—1 r+1 .,/ / 2
T Elvm(t)|2+;||VUm(t)llp +(|Um(t)| Ui (D) |t ()] ,vm(t))+|va(t)|2:0. (3.16)
Adicionando (3.15) e (3.16) e observando que
1 d
m@(|um(r)|f“,|vm(t)|r“) = (lumOI P um (O om0, u), (1))
+(lvm O o (O um(D, v),(1))
obtemos

dt

1
+m(|um(r)|’“,|vm(t)|f“) +|Vu, (D5 +IVv, (05 = 0.

dJ[1 1 1 1
— 5|u;n(r)|§+5|v:n(t)|§+;nwm(r)n,’h;nwmmnﬁ
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Considerando a energia aproximada

1 1
En(t) = > (I, ()15 + 1V}, (D)15) + P (IVum O + IV (0)15)
1
+— (um O™ w171,
temos
d
77 Em(0) = =1V, (013 = IV, (D)3, (3.17)

Integrando (3.177) de 0 a t, ¢ < t,,,, obtemos
t
Emn(D) +f [IVU,, ()5 + V), (s)5] ds = E(0) < C, (3.18)
0

em que C > 0 é uma constante independente de m e t. Entdao temos

(), () s30 limitadas em [ (o, T; W," (Q)) : (3.19)

(uy), (V),) séolimitadasem L™ (0, T;L*(Q)) n L*(0, T; Hy (), (3.20)
(=Aptm), (~Apvy)  sdolimitadasem  L9(0, T, W 19(Q2)), (3.21)
(UmVm) sdo limitadasem L(0, T, L (Q)). (3.22)

Como nossa base de Galerkin foi obtida no espaco de Hilbert L?(Q2), podemos usar os argu-
mentos de projecdo conforme descrito em LIONS (1969). Entdo, as equacdes aproximadas e as

estimativas (3.19)-(3.22) nos d3o

(uly) e (vl limitadas em L7 (0, T; W™19(Q)). (3.23)

Passagem do Limite: De (3.19)-(3.22), existem subsequéncias de (i) e (v;,), ainda denotadas por

(um) e (vm), tais que

(tmy V) = (1, v)  em [L“(O,T;W(}"’(Q))]Z, (3.24)
(u,v) =, v) em [L°°(0,T;LZ(Q))nLZ(o,T;H&(Q))]Z, (3.25)
(—Apum,—Apvm) — (x1,x2) em [Lq(O,T;W_Lq(Q))]Z, (3.26)
(UmVUm) = (uv) em L=(0,T;L™(Q)). (3.27)

Aplicando o lema de compacidade de Lions-Aubin (LIONS, 1969), obtemos de (3.24), (3.25) e
(3.23), (3.25), respectivamente,

(t vm) — (w,v)  em  [L20, T; 2] = [L2(Q)], (3.28)
W, v) — @, v)) em [I20, T;I2Q))]° = [L2(Q)]°. (3.29)
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De onde

(Um, Um) — (4, V) g.5. em Q?

U v —  Jul" " ulv)" g.s.em Q,

Wl Yol —  Jv)"  olul"t q.s. em Q.

Desde que p > r + 1, temos i, v,, limitada em L>(0, T; L1 (Q)) < L' (Q) e v, limitada em
1200, T; W, P (Q) « L'+ (Q).

r 1
Considere —— + = 1. Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos
r+1 r+1

leumIr_lumlvmlr”dxdt < leumvmlrlvmldxdt

r 1
r+l T+ T+
< [[ (lumvml") ™ dxdt [flvmlr”dxdt
Q Q
1 71
= f(lumvml)r”dxdt [f v dxdr
Q Q
= |umvm|2r+l(0)|vm|Lr+l(Q)
< C.

Portanto, de LIONS (1969) Lema 1.3, inferimos que

[t 1 | V" = )" v em L1(Q) (3.30)

1Wml" ol — v ojul " em L1(Q). (3.31)

Finalmente, uma vez que temos a convergéncia forte (3.28), podemos usar um argumento
padrao de monotonicidade como proposto por LIONS (1969) para mostrar que y; = —Apu e xo =

—Apv.

Com as convergéncias (3.24)-(3.26) e (3.30), (3.31) temos

d
7 W 0w+ (A pu(n), w) + (lu@I"  u@lvdI™, w) + (V' (1), w) =0 (3.32)
e
d
TV 0,2+ (=Apu(0),2) + (Il ' v@lu@™, 2) + (Vv'(1),2) =0 (3.33)

para todo w,z € Wol’p(Q) em D’'(0, T), no sentido de distribuicoes.

A verificacdo dos dados iniciais € um procedimento de rotina. A prova de existéncia esta

completa. ]



52 Capitulo 3. Sistema acoplado de equagées de ondas tipo p-Laplaciano

3.3 Comportamento Assintético

Na prova do Teorema 3.3, usamos o seguinte resultado devido a M. Nakao.

Lema 3.2.

Suponha que ¢(r) € uma fungao limitada ndo negativa em R*, satisfazendo
supess ¢ P (s) < Colp(1) — p(£ + 1],
t<s<t+1

para todo ¢ =0, em que 8> 0 e Cy sao constantes positivas. Entao, para todo =0

(a) Se f=0entdo ¢(1) < Ce™ ",

(b) Se B> 0 entdo ¢(¢) < C(1+ t)_%,

em que C e y sao constantes positivas.
Demonstracdo. Ver, Teorema 1 de Nakao (1978) e Lema 2 de NAKAO e KUWAHARA (1987). O

Nosso principal resultado é:

Teorema 3.3.

Sobre as hipoteses do Teorema 3.1, a solucado do sistema (3.5) satisfaz

(a) E(t) < C(E(0))e ", se p =2,

(b) E(t) = C(E(0)(1 + t)_ﬁ, se p>2,
para todo =0, em que C(E(0)) e y sao constantes positivas.

Demonstracdo. Substituindo w e zem (3.31), (3.32) por v/ (1) e v/ (1), respectivamente, e adicionando
as equacoes, temos

d I 2 / 2 _
EE(U +IVu (D15 + Vv (0)]5=0

em que
E(r):1|u’(r)|§+1|v’(t)|§+1||Vu(t)||”+1||w(t)||”+if (o™ (o)™ dx.
2 2 p Pop Por+1Ja
Integrandode ra t+1, ¢ =0, obtemos
t+1
E(t+1)=f Vi (s)[5+ VY (s)5ds = E(1) (3.34)
I3

entao,

IA

t+1 t+1
f 1t/ (s)|5+ |V (s)[5ds Cf Vi (s)|5+ VU (s)I5ds
t t

CIE(t) — E(t+1)] = F*(¢) (3.35)
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assim, existem 1, € [¢,7+ 1] e i € [t + 3, £ +1] tais que
W (L) S2F(), V() <2F@), i=1;2. (3.36)

Substituindo w e z em (3.32), (3.33) por u(t) e v(t) respectivamente, e adicionando as equacoes,

temos

d
7; [ @, u@) + W' @, 0] - [W D= 1V (D)5 + IVu@lly,+ 1Vl

+2fQ|u(t)|r+1|v(t)|r+1dx+(Vu'(t),Vu(t))+(VU'(t),Vv(t)) = 0. %97
Integrando (3.37) de t; a f», e usando (3.35) e (3.36) obtemos
f: IVuCI} + 1V 0@} +2 [ a1 dx| ds
< (I W20V ue) |l + [ @) NIV ult) |l + F>(2) (3.38)

153
# [V @I+ 1V eIV s
n
Usando a desigualdade de Young, temos

Iz
Cl VU ©S)AVus)ly,+IVY'(9)lVuis)l,ds

143
f VU (9)]2IVu(s)lz + VY (s)2[V(s)l2ds <
h 151
1 [t
< ;f IV, + IV v ds
151
q
. q
+C U 2|Vu’(s)|§+|w’(s)|§ds)2
[5
1o
< ;f IVus)I, + IV, ds+ C F9(0).
n
(3.39)
De (3.38) e (3.39), temos
t:
f2{(1—1)[||Vu(s)||§+||w(s)||5]+2f |u(s)|”1|v(s)|r“dx}ds
f p Q (3.40)

<G [Fz(t)+Fq(t)+F(t)supess YEG)| = G*(b).

t<s<t+1

De (3.35) e (3.40), segue que .
f E(s)ds < F2(t) + G(1).

5]
Entao, existe t* € [£1, 1] tal que
E(t*) <2F?(t) +2G(1).

De (3.34) temos .
2
supessE(s) < E(t*) + [IV/ ()15 +IVV'(9)15] ds
151

tss<t+1

entao,

A

supessE(s) < GC3[F?(1)+G*()]<C,

t<s<t+1

F2(t) + Fi(t) + F(t)supess {/E(s)

t<s<t+1

Cs[F?(t) + F(1)] + 1 supess E(s).

t<s<t+1

IA
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Portanto,
supess E(s) < CoF7(s) [F*9(1) + 1]. (3.41)

r<s<t+1l

Por (3.35), temos

t+1

t+1
F2(p) f [|Vu’(s)|§+|Vu’(s)|§]dssf0 [IVU/ ()15 + VYV (9)I5] ds
t

E0)-E(t+1) < E(0).

De onde,
2-q
2

F (= (F*(1) 2 < (E(0)) " = C(E(0)). (3.42)

De (3.41) e (3.42), temos,
q
2

supess E(s) < C(E(0))F9 = C(E(0)) (F*(1))

t<s<t+1

supess E1 (s) < C(E(0)F(1).

tss<t+1

Assim, por (3.35) temos

SupessE%(s) <C(EO)[EM® - E(t+1)].

t<s<t+1

Portanto, aplicando o lema para ¢(t) = E(t) temos:

(a)Sep=2,entdiog=2e
E(t)<CE(0)e ", V=0,

em que y é uma constante positiva.

2 -2
(b) Se p > 2, entdo 5 = 1+p_ e entao
p

__r

E(t)<C(E0)(Q+1¢1) P2, Vit=0.

A prova do teorema esta completa ]

Comentarios Finais

Os resultados sobre a existéncia de solu¢des para o problema com o operador p-Laplaciano
tém um histérico nao trivial. Apenas o caso subcritico (r < p) foi considerado neste trabalho. No
cendrio supercritico (r > p), temos uma solugao global apenas sob uma pequena suposicdo nos dados
iniciais. Ressalta-se aqui que a presenca do mecanismo de amortecimento também foi essencial para
a estabilizacio do sistema. Por exemplo, a presenca da fonte |u|"~1u em (3.4) sozinha deve conduzir

a solucao para explodir em tempo finito, como visto, por exemplo, em Glassey (1973). No entanto,
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quando o amortecimento e a fonte estao presentes, a analise de sua interacao e sua influéncia no
comportamento global das solucdes tornou-se mais dificil e serviu de motivacao para este estudo, ver
Bociu e Lasiecka (2008), Barbu, Lasiecka e Rammaha (2005), Georgiev e Todorova (1994), Rammaha

e Strei (2002) e as referéncias nelas contidas.
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Capitulo

Solucao Global para um Sistema

Termo-elastico com p-Laplaciano

Applied Mathematics Letters 86 (2018) 119-125

. . . . =
Contents lists available at ScienceDirect '\Anpplled
athematics

Letters
e

Applied Mathematics Letters

www.elsevier.com /locate/aml S

Global solution for a thermoelastic system with p-Laplacian™
C.A. Raposo™*, J.O. Ribeiro”, A.P. Cattaic

Resumo

Provamos a solucao global para o sistema nao linear

{ utt—Apu+6 Iulr_lu

Bt—AH = U

em que A, é o operador nao linear p-Laplaciano, 2 < p < co. Aplicamos a teoria o pogo potencial. A
solucado global é construida por meio das aproximacoes de Faedo-Galerkin, levando em consideracao
que os dados iniciais estdo em um conjunto apropriado de estabilidade criado a partir da Variedade
de Nehari.

Palavras-chave: p-Laplaciano e Solucado Global « O poco potential « Sistema Termoelastico.
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4.1 Introducao

Ao longo do texto, omitimos a variavel de espaco x de u(x, t), simplesmente denotamos
u(x, ) por u(t) quando nao houver confusao, C denota varias constantes positivas dependendo das
constantes conhecidas e podem ser diferentes em cada aparéncia. Sejam Q c R” aberto limitado

1 1
com bordo 9} suficientemente suave, 2 < p <oco e g tal que — + 5 = 1. A dualidade entre os espacos
p

Wol’p(Q) e seu dual W~19(Q) sera denotada por (-, -)p- Conforme a desigualdade de Poincaré, a

~ , . 1, . .
norma padrao || - || é equivalente a norma |V - ||, em W, P(Q). Daqui em diante, colocamos

W, (@

| - ”Wol,p(Q) =V - |,. Denotamos || - [l ;2iq) = - |2 € 0 produto interno usual por (-, -). Denotamos
o operador p-Laplaciano por A,u = div(quIp‘ZVu), o qual pode ser estendido a um operador

mondtono, limitado, hemicontinuo e coercivo entre os espacos W, P(Q) e seu dual, dado por

—Ap: Wol’p(Q) — w-ba(Q), (=Apu,v)p :f IVulp_ZVu-Vvdx.
Q

A existéncia de uma solucao global para equacao de onda tipo p-Laplaciano
utt—Apu:O (41)

sem um termo dissipativo adicional € um problema em aberto. Para n = 1, Dreher (2007) provou a
exiténcia local de solucao e mostrou por um exemplo que a solucao global nao existe. Acrescentando
um amortecimento forte —Au, em (4.1) comportamento bem posicionado e assintético foi estudado
por Greenberg, MacCamy e Vizel (1968). No entanto, se o amortecimento forte for substituido por
amortecimento mais fraco u,, entdo existéncia global e unicidade sdo conhecidas somente para
n = 1;2, conforme Chueshov e Lasiecka (2006), Zhijian (2003). Em Gao e Ma (1999) foi estudada a
existéncia global de solucido e o comportamento assintético para o amortecimento (—A)%u,; com
0 < a < 1. Para alguns outros trabalhos sobre o assunto citamos Pei, Rammaha e Toundykov (2015) e

as referéncias la contidas.

Consideramos o efeito térmico atuando sobre (4.1). O caso de p = 2 foi comprovado no trabalho
pioneiro de Dafermos (1968) que o sistema termoelastico linear define um semigrupo de contracoes
em um espaco de Hilbert apropriado. Aqui consideramos 2 < p < oo, de fato, para (x, t) € Q x [0, 1),

temos interesse em provar a existéncia de solucao global para o problema

un—Apu+6:|u|r_1u (4.2)
0:— A0 = u, (4.3)

com as condicdes iniciais
u(x,0) = up(x), ui(x,0)=ui(x), 0(x,0)=0(x), (4.4)

e as de contorno
ulx,)=0(x,H=0 em 0Qx][0,00). (4.5)
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Esta assim organizado. A secao 4.2 trata do potencial do poco, apresentamos algumas notacoes
e o conjunto de estabilidade para o problema. Na secdo 4.3 provamos a existéncia de solucao pelo

método de Faedo-Galerkin.

4.2 0O Poco Potencial

A energia de um sistema de equacodes diferencias parciais €, num certo sentido, dividida em
energia cinética e energia potencial. Seguindo a ideia de Ye (2007), podemos construir um conjunto
de estabilidade. Provaremos que existe um vale ou um “poco” de profundidade d criado na energia
potencial. Se esta altura d for estritamente positiva, descobrimos que, para solucées com dados
iniciais na “parte boa” do poco, a energia potencial da solucdo nunca escapa do poco. Em geral, é
possivel que a energia do termo da fonte cause a explosao num tempo finito. Porém na parte boa
do poco ela permanece delimitada. Como resultado, a energia total da solucdo permanece finita
em qualquer intervalo de tempo [0, T), que fornece a existéncia global da solucdo. Comecamos

apresentando o funcional J: Wol’p(Q) — R por
1 1 r+1
Jw) =—| |VulPdx——— | |u|"" dx. (4.6)
pJa r+1Ja

Para ue Wol’p(Q) definimos o funcional

ﬂH'l
r+1

AP
](/lu):—fIVulpdx— flul'“dx, 0<A. (47)
p Ja Q

Associado ao funcional J, temos a conhecida Variedade de Nehari dada por

:o}
A=1

= {uewol”’(g)/m};f|Vu|’“dx=f Iulr”dx}.
Q Q

d
— Lp .
N = {uEWO (Q)/{0}; d/l](ﬂu)

Definimos, como no teorema do passo da montanha devido a Ambrosetti e Rabinowitz (1973),

d:= inf sup J(Au).
uew,'? (Q)/10} 0=A

Para 1 < r <5 a profundidade do poco d é uma constante estritamente positiva, conforme Willem
(1996), Teorema 4.2, e

d= inf J(u).
ue N

Agora, apresentamos o potencial do poco # = {u € Wol’p(Q) s J(w) < d} U {0} e particiona-lo

em dois conjuntos

1 1
/4 {ueW;—fIVulpdx>—f|u|r+1dx}U{0}
pJa r+1Jg

1 1
W {ue?//;—fIVuI’”dx<—f|u|'+ldx}.
pJa r+1Jo
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Iremos nos referir a #; como a parte “boa” do poco e #5 como a parte “ruim” do poco. Entdo
definimos por #; o conjunto de estabilidade para o problema (4.2)-(4.5). A energia total do problema
(4.2)-(4.5) é dada por

E(t)=1f |u’(r)|2dx+1f 16(6)1>dx + J(u(D).
2 Jo 2Ja

4.3 Solucao Global

Teorema 4.1.
Sejal<r <5.Dados uy € #i, uj € L*(Q), 6y € L*(Q) existem funcdes u, 0: Q x (0, T) — R tais que

uel®(0, ;WP @), W el®(0,T;IAQ),  0eL®(0,T;IHW), (4.8)
u(x,0) = up(x), ui(x,0)=u1(x), 0(x,00=00(x) g.s.emQ, (4.9)
%(umb) D)y = (ul ug), Y pe W P(@Q emD(O,T), (4.10)

d 2 !
;@ + A0 = (wy), Yy el’(QemD'Q,T). (4.11)

Demonstracdo. Denote por
Hj={Kc{ueLP(Q); lul,=1}; K compacto, simétrico e y(K) = j},

em que y(G) = inf{m; 3¢: G— R/{0},¢ funcao impar contl'nua} denota o género de Krasnoselski.
Em Coffman (1973) esta provado que

A;= inf sup IVul?
J
€Xj ueG P

€ uma sequéncia de autovalores do operador p-Laplaciano —A,: Wol’p(Q) — W=L4(Q), que é
monotono, coercivo e hemicontinuo em Wol’p(Q). O teorema de Minty-Browder, garante a existéncia

de uma base ((pj)c;il para Wol’p(Q) dada pela solucdo do problema estacionario

{ “Appj = Ajdj,
¢; = 0 em 0Q.
Sabemos, conforme Fabian et al. (2011), capitulo 4, que existe uma base (wj)‘]?il para o operador
Laplaciano dada por
{ —Ayj o=y,
wj = 0 em 0Q.
Apos processo de ortogonalizacao elas sao bases de Galerkin para —A, e —Aem Wol’p(Q) e L?(Q), res-
pectivamente. Para cada m € N, considere ®,, = Span{¢;, P2, ...,¢m} € ¥, = Spaniy, wa, ..., Yl
Buscamos funcoes
m m
Um(1) = Zlﬁm(t)¢j e On(t)= Zlgjm(t)wj

J= J=
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tais que, paratodo p e @, e v € ¥y, up(t) e 0,,(t) satisfazem as equacgdes aproximadas

(ltm (O um (0, ), (4.12)
(u), (1), ), (4.13)

(1 (1, ) + (= Dp1tm (D), p) , + (O (1), )
(00, 9) + (=20m(0), y)

e , ~
com as condigoes iniciais U, (0) = uom, U, (0) = U1y, € 0,(0) = O, €em que Uy, Uiy € Oy Sa0

escolhidas em @, e ¥,, tais que

tom — 1y € Wy P(Q), uym— us em L2(Q) e Ogp — Oy em L2(Q). (4.14)

Colocando ¢ = ¢;, y =y, i=1,2,...,m, e usando

Up () = ) [ 0;0,  Apum@®) = Y fim(OApe;(x),
j=1 j=1

O = ) g,0px),  A0u1) = Y gim(DAY;x),
j=1 j=1

observaos que (4.12)-(4.13) leva a um sistema de equacdes diferenciais ordinarias na variavel t que
tem uma solucao local u,;, (1), 0, (f) num intervalo [0, t,,;) em virtude do teorema de Carathéodory.
No préximo passo obtemos estimativas a priori para a solucao u,,(t),0,,(t) de forma que possam

ser estendidas a todo o intervalo [0, T], T > 0.

Estimativas a Priori: Substituindo ¢ = u, (¢), w = 0,,(1) na equacdo aproximada (4.12), (4.13) obte-

mos

(i (), Uy, (D) = (A p i (1), Uy (D) p + (O (1), Uy (1))
(07,(1),0, () + (A0, (1), 0, (1))

(It (O M um (0, U, (1)), (4.15)
(U, (8),0,,(1)). (4.16)

Seja z € D(0, t,;). Denotamos por (-,-) a dualidade entre D’ e D. Temos,

d1l
((uy, (1), Uy, (1),2) = <——fQ|u§n(t)|2dx,Z>, (4.17)
((=Apum(D), Uy, (D)) p,2) = < fIVum(t)I”dx,Z>, (4.18)
r—1 ! _ r+1
UumOI ™ um(0), Uy, (D) p,2) = <dt +1flum(t)l dx, Z> (4.19)
((0),(1),0m(1),2) = < flem(t)l dx,z>, (4.20)
(A0, (1),0,(0),2) = <f VO, (0)*dx, Z> (4.21)

Substituindo (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) em (4.15) e (4.16) obtemos em D' (0, t;,,)

d
L =- f V0,,(0)2 dx, (4.22)
dt Q
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de onde segue que a energia aproximada

1 1 1 1
Em(8) —f|u’m(t)|2dx+—f |9m(t)|2dx+—f |Vum(t)|”dx——f [ (£)]" 1 dx
2 Ja 2 Ja pJa r+1Jag

1 1

—f |u;n(t)|2dx+—f Om(D2 dx + J(u(D))

2 Ja 2Ja

satisfaz
1 1

Ep (1) = E,(0) = —f Iu;n(O)lzdx+—f 10, (0)|* dx + J (14, 0)).
2Ja 2 Ja
Temos que J(u,,(0)) < d em #;. Por convergéncia dos dados iniciais (4.14), existe uma constante

C > 0 independente de t e m tal que

1 1

—f Iu;n(O)Izdx—i-—f 10,,,(0)*dx < C.

2Ja 2Ja

Com a estimativa E,; (1) < E;;,(0) < C podemos estender as solucdes aproximadas u,,, (1), 0,,(t) para

ointervalo [0, T], T > 0. Note que

fotfg|v9m(r)|2dxdrsfotfg|v9m(t)|2dxdr+Em(r)sEm(O)sc. (4.23)
Entao, temos

Un(t) élimitadaem L% (0, ;L7 (@) n L (0, T; Wy " (@), (4.24)

ul, () élimitadaem L*™(0,T;L*(Q)), (4.25)

~Apunm() élimitada em LOO(O,T;W_L’”(Q)), (4.26)

U (O M upn(t) € limitadaem 1[0, 7317 (@), (4.27)

Om(t) élimitadaem 1 (0, T;12() n L™ (0, T; Wy P (@), (4.28)

—~AO, () élimitadaem L*(0, T; L*(QY). (4.29)

Agora vamos obter uma estimativa para u/,, (). Uma vez que nossa base de Galerkin foi tomada no
espaco de Hilbert L2(Q), podemos usar os argumentos padrdes de projecio, conforme descrito em

LIONS (1969). Entao, a partir da equacdo aproximada e das estimativas (4.24)-(4.26), obtemos que

up, () élimitadaem L0, T; W 19(Q). (4.30)

Passagem do Limite: De (4.24)-(4.29) indo para a subsequéncia adequada se necessario (que

continuamos a denotar da mesma maneira), existem u(t), 6(¢) de tal forma que

un(®) = u(®) em 1% (0, ;17 (@) n 1% (0, T; W, P (@), (4.31)

U, () — () emL®(0,T;L*(Q), (4.32)
—ApUm(f) —— (1) em L® (0, T; W—Lp'(m), (4.33)
(O () = Zp(6) em L%(0,T;L7 (@), (4.34)
Om() — 0(t) em L™(0,T;L*(QY), (4.35)

A0 () — —AO() em L™(0, T; L*(QD). (4.36)
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Aplicando o lema de compacidade de Lions-Aubin, LIONS (1969), temos de (4.31), (4.32) e (4.30),

um(t) — u(t) em L*(0, T;L*(Q), (4.37)
up,(t) — u'(t) em L*(0, T; L*(Q). (4.38)

Precisamos provar que %7 (f) = —A,u(f). Considere as desigualdades elementares

p=2 p-2 p=2 p=2
‘le Zx—|yl= y‘sC(lxl z +|y|z )Ix—yl, Vx,yeR, p=2, (4.39)

- - p=2 p=2 p=2 p=2
121725~ 1y 2y = C (17 +1717 | IdZ x- 1117 y|, VryeR p=z2. (4.0

A desigualdade (4.39) é uma consequéncia do teorema do valor médio e (4.40) pode ser encontrada
em Domokos e Manfredi (2009). Aplicando (4.39), (4.40) e a desigualdade generalizada de Hoélder
com

p-2 p-2

11
4p  4p 2 p

deduzimos

T
fo<—A,,um(r),v>,,—<—A,,u(r),v>pzdr‘

T
ff(Vum(t)l”'ZVu(t)—IVu(t)I”_ZVu(t))Vvdxzdt'
0 Q

T bor pt o .,
scnznoofo fQ(Wumun =4IV )| Vi (01T Vit (1) = V()% V()| IVl dxds
r p—2 p—2\2
sC[ f(qum(t)|T+|Vu(t)|T) Vi, (1) — Vu(D)||IV ol dxds
o Jo
T p—2 p-2\2
Scfo (IIVum(t)II; +[IVu()ll,* ) IVien (£) = Vu() 2V, de
T
SC[ IV, () —Vu(t)|dt.
0

Usando (4.37) temos que u,, () — u(t) g.s. em Q x (0, T), que leva a 7 (1) = —Ap,u(t).

Para provar &, (t) = |u(t)|" "' u(t) observe que,

T r+l T
f fllum(t)lr‘lum(t)| ’ dx:f flum(tn’“dxsc
0 JQ 0 Q

entdo |uy, (O Yuy, (1) — lu®)|"  u(t) g.s. em Q x [0,1). Portanto, de LIONS (1969), Lema 1.3,

inferimos que
(O (0) = (O () em LT (0, T L7 (@) (4.41)

entdo, temos de (4.34) e (4.41) que 2, = |u(t)|" L u(t).

Agora, com as convergéncias (4.32)-(4.36), podemos passar ao limite no sistema aproximado
e obter (4.10), (4.11). A verificacdo dos dados iniciais € um procedimento de rotina. A prova da

existéncia esta completa. ]
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Comentarios Finais

O termo de forca pode ser mais geral do que |u|" i, tipo fe C'(R) com |f (W) < clul" para
todo |u| =1, em que 1 < r < 6 com as imersoes de Sobolev adequadas. Por exemplo, para n =3
temos Hy (Q) — L%(Q) e o operador Nemytski f(u) é localmente Lipschitz de H} (Q) em L*(Q) para
1 < r < 3. Chamamos a fonte de subcritica quando 1 < r < 3, critica se r = 3 e supercritica para
3<r<5.Quando 5 < r < 6 a fonte é super-supercritica, veja Bociu e Lasiecka (2008) e é a situacao
onde a energia potencial ndo pode ser definida no espaco de energia finito, entdo o problema em si

nao estd mais na estrutura da teoria do potencial do poco.
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Capitulo

Solucao global e “blow-up” para um sistema
termoelastico tipo p-Laplaciano sob

amortecimento fraco e fonte logaritmica

Resumo

Abordaremos a solucido global, estabilidade polinomial e o comportamento blow-up em tempo finito

para o sistema nao linear

{ u' - Apu+6+au lulP~2 uln|u|

0'— NG u

em que A, € o operador nao linear p-Laplaciano, com 2 < p < co. Levando em consideracao que os
dados iniciais estdo num conjunto de estabilidade adequado criado a partir da variedade de Nehari, a
solucao global é construida por meio das aproximacoes de Faedo-Galerkin e o decaimento polinomial
é provado para um nivel subcritico de energia inicial. O comportamento blow-up é mostrado num

conjunto de instabilidade com valores de energia negativos.

Palavras-chaves: Solucao Global « Blow-up e Sistema Termoelastico tipo p-Laplaciano « Fonte

Logaritmica
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5.1 Introducao

Um sistema termoelastico é o resultado do acoplamento de uma equacao hiperbélica com uma
equacao parabolica. Como é bem conhecido, eles descrevem o comportamento elastico e térmico
de meios elasticos e condutores de calor, especialmente as interacoes entre tensdes elasticas e

diferencas de temperatura.

Problemas hiperbdlicos ndo lineares sempre foram muito estudados por matematicos e fisicos.
Do ponto de vista matematico, por exemplo, em (LIAN; XU, 2020) foi investigado o problema de
valor de contorno e inicial de uma equacao de onda nao linear com termos de amortecimento forte
e fraco e termo logaritmico, e em (HA; PARK, 2020) a equacado da onda viscoelastica com um forte
amortecimento e fonte logaritmica nao linear foi considerada. Na fisica, a fonte logaritmica nao
liner |u|P~2uln|u| surge na cosmologia, teorias supersimétricas, mecanica quantica, fisica nuclear e
mecanica dos fluidos, conforme (BARROW; PARSONS, 1995; ENQVIST; MCDONALD, 1998; GORKA,
2009; ZLOSHCHASTIEV, 2018).

O trabalho pioneiro em termoelasticidade sem p-Laplaciano foi apresentado por C.M. Dafer-
mos (DAFERMOS, 1968) em 1968. Desde entao, em varios contextos, um grande interesse despertou
e hoje em dia existem muitos resultados sobre solucbes global e local, estabilidade e comporta-
mento de explosao de solucdes na teoria de termoelasticidade. Podemos citar (CHEN, 2019; FAREH;
MESSAOUDI, 2017; FENG, 2020; KAFINI; MESSAOUDI; MUSTAFA, 2013; LASIECKA; POKOJOVY; WAN,
2017; NONATO; RAPOSO; FENG, 2021; QIN; RIVERA, 2004; RAPOSO; VILLAGRAN; FERREIRA, 2021;
RIVERA, 1992; RACKE; UEDA, 2017; LEBEAU; ZUAZUA, 1999) com suas referéncias.

Em relacao a solucao global para a equacao de onda tipo p-Laplaciano sem um termo de
dissipacao adicional

u'—Apu=0, (5.1)

para n =1, M. Derher (DREHER, 2007) provou a existéncia de solucio local no tempo e mostrou
por um exemplo que a solucdo global no tempo nao pode ser esperada. Adicionando um amor-
tecimento forte —Au’ em (5.1) o comportamento bem posicionado e assintético foi estudado por
Greenberg, MacCamy e Vizel (1968). Na verdade, o amortecimento forte desempenha um papel
importante na existéncia e estabilidade da equacao de onda tipo p-Laplaciano, ver, por exemplo,
n =2 (BENAISSA; MOKEDDEM, 2007; ANG; DINH, 1988; D’ANCONA; SPAGNOLO, 1991; MA; SORIANO,
1999; PEl; RAMMAHA; TOUNDYKOV, 2015; RAMMAHA; TOUNDYKOV; WILSTEIN, 2012; YE, 2007). No
entanto, se o amortecimento forte for substituido por um amortecimento mais fraco «’/, entao a
existéncia global e a unicidade sao conhecidas apenas para n = 1;2, conforme Chueshov e Lasiecka
(2006). Para o amortecimento intermediario dado por (—=A)%u/, com 0 < a <1, em Gao e Ma (1999)
foi provada a solucao global dependendo do crescimento de um termo forcado. O pano de fundo

desses problemas esté na fisica, especialmente na mecanica dos sélidos.

Problemas termoelasticos envolvendo o p-Laplaciano estao se tornando um novo objeto
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de pesquisa. Em (BOUDJERIOU, 2020) foi estudado o problema para uma equacao parabdlica
envolvendo p-Laplaciano fracionario com nao linearidade logaritmica. Em (RAPOSO; RIBEIRO; CATTAI,
2018) foi considerado o efeito térmico atuando sobre (5.1). Para 2 < p < oo, foi comprovada a

existéncia de uma solucao global para o problema abaixo:

u'—Apu+6 = lu|" tu,

0-N0 = u.

(5.2)

Para o sistema (5.2), em Ding e Zhou (2021), empregando a teoria do potencial do poco, os
autores discutem as propriedades de existéncia global e explosao de tempo finito para as solucoes.
Além disso, eles fornecem os limites inferior e superior de tempo de expansao para as solucoes de

expansao.

Em relacdo ao modelo (5.2) analisamos com o amortecimento fraco au’, a > 0 e a fonte

logaritmica |u|P~2 uln|u|. Para nosso objetivo, consideramos o seguinte sistema

u'—Apu+6+au = lulP?ulnlul, (x,1)eQxR", (5.3)

0 -A0=u, (x,t)eQxR*, (5.4)
com as condicoes iniciais
u(x,0)=up(x), u'(x,0)=u(x), 6(x0=0(x), xeq, (5.5)

e as de contorno
ulx,)=0(x,H=0 em 0Q x[0,00), (5.6)

em que Q < R é um dominio aberto limitado, com froteira suave 6Q e 2 < p < co € um nimero

real.

Esta assim, organizado. Na Secao 5.2, apresentamos a notacao e alguns lemas técnicos. A
secao 5.3 trata do poco potencial, introduzimos algumas notacoes e o conjunto de estabilidade para
o problema. Na secao 5.4, introduzimos uma base de Galerkin adequada necessaria para lidar com
o operador p-Laplaciano. Na secao 5.5 provamos a existéncia de solucao global pelo método de
Faedo-Galerkin. Na secao 5.6 provamos o decaimento polinomial. Finalmente, na secdo 5.7 provamos

o blow-up em tempo finito para dados iniciais no conjunto de instabilidade.

5.2 Preliminares

A dualidade entre o espaco Wol’p(Q) e seu dual W~1P'(Q) sera denotado usando a forma

(+,*)p. De acordo com a desigualdade de Poincaré, a norma padrao | - || é equivalente a

Lp
WyP ()

1,
norma ||V - ||, em W, P(Q). Doravante, colocamos || - || =V - llp. Denotamos || - l;2(q) = 1" |2

W, (@)
e o produto interno usual por (-, ).
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Seja B um espaco de Banach e u: [0, T] — B uma funcao mensuravel. Denotamos por
T lip
LP(0,T;B) = {u; ([ ||u(t)||gdt) <o0o,sel< p<oo},
0

L>(0,T;B) = {u; supess||u(t)||p < oo, se p :oo}.
te(0,7)
O operador p-Laplaciano € dado por A, u = div(qul""ZVu), em que ele pode ser extendido a

um operador monétono, limitado, hemicontinuo e coercivo entre os espacos Wol’p(Q) e seu dual
—Ap: Wol'p(Q) — W‘Lp’(Q), (=Apu,v)p :f IVulP~2Vu-Vrdx.
Q

Assumimos que o parametro p satisfaz as seguintes suposicoes.

2
(H:p=2 se n=12 e 2<p< sen=3.

De (H), temos
W, 2P (Q) — HY Q) — L4(Q).

Agora, apresentamos alguns resultados que serao utilizados no decorrer do texto.

Lema 5.1 (Kim (1989), Lema 1.4).

Seja u;, uma sequéncia de funcodes tal que, m — oo

U 2y em [ (0, T; Hﬁ(Q)),

u™ —u; em L?(0, T; H*(Q),
emque —1 < a < f§ < 1. Entdo, temos

u™ —u em C([0,T1; H'(Q)), paratodo 7<p.

Lema 5.2 (LIONS (1969), Lemma 1.3).
SejaQ=Qx(0,T), T>0um abertode R" xR e g,,,g: Q — R fun¢des de LP(0, T; L (Q0)) = L(Q),
1< p<ootaisque llgnllr =C, gn— & a.s.em Q. Entdo g, — g em LP(0, T; L”(€2)) quando

n — o0.

Lema 5.3 (LIONS (1969), Theorem 5.1).
Seja T >0, 1 < pg, p1 < oco. Considere By c B c B; espagos de Banach, By, B; reflexivos, By com
imersao compacta em B. Seja W = {u | ue LP(0,T;By), u' € LP1(0, T; Bl)} equipado com a norma

lllw = lullLroo,1;8,) + el P10, 7;B,)- Entdo, W tem imersdao compacta em LP0(0, T; B).

Lema 5.4 (Martinez (1999)).
Seja E: (0,00) — (0,00) uma funcao nao crescente e ¢ : [0,00) — [0,00) uma funcao C! crescente tal

que ¢(0) =0 e ¢(t) — oo quando t — oo.
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Suponha que existam o > —1 e w > 0 tais que

f EHU(t)(l)'(t)dts iEU(O)E(S), 0=S<oo.
S

Entao
E0)°
E(t)=0,Vt=z——, se —1<0<0,
w|o|
1+o \Y°
E(t)sE(O)(—) ,Vt=0, seo >0,
1+ wd(p)

E() < E0)e' ™Y vi>0, sec=0.

Lema 5.5 (Levine (1974),Qin e Rivera (2004)).

Suponha que ¢(t) € C?[0,00) é uma funcio positiva satisfazendo
P(DP" (1) — L+ (1)* = —2C1p(D)P (1) — Ca(P(1))?,
em que C;,C, =0 e y > 0 sdo constantes. Se

C1+Cy=0,¢(0) >0,¢'(0) + y%cp(m >0,

entao
tlinTlicb(t) = +00,
em que
!
re— L [10100)
2 /Cf+yC2 Y2¢(0) +y¢'(0)
e

le—C1+\/C%+’)/C2, ’)/2:—C1—\/C12+’)/C2.

5.3 O Poco Potential

Usamos a teoria do poco potencial, uma ferramenta poderosa no estudo da existéncia global
de solucdes para equacdes diferenciais parciais, conforme Payne e Sattinger (1975). E bem conhecido
gue a energia de um sistema EDP, em certo sentido, se divide em energia cinética e energia potencial.
A energia do problema (5.3)-(5.6) é dada por

1 1 1 1 1

E(t):—f |u'(t)|2dx+—2f |u(t)|’”dx+—f|0(t)|2dx+—f IVu(t)Ipdx——f lu()|PInlu(t) dx.
2Ja p-Ja 2Ja pJa pJa

Multiplicando (5.3) por u/, (5.4) por 8, integrando por partes e usando (5.6), obtemos

d
T E0= —alu' (Ol5 - IVO(D)ll5. (5.7)
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Introduzimos o funcional
1 1 1
J(u(t) = —Zf lu(t)|” dx + —f IVu(t)|Pdx - —f lu(t)|PIn|u(t)|dx.
p=Ja pJa pJa
Associado ao J(Au) temos a conhecida Variedade de Nehari dada por

:0}
A=1

:{u(t)eWol’p(Q)nWOl’z(p_D(Q)/{O} : f IVu(t)I”dx:f Iu(t)lplnlu(t)ldx}.
Q Q

. d
W::{u(t)ew()l'p(Q)mW()l’z(p NONLE 3 A

Agora, introduzimos o poco potential (conjunto estavel)

Wi :{u(t)eWol'p(Q)nWOI'Z(p_D(Q)/{O} : f |Vu(t)|”dx>f Iu(t)lplnlu(t)ldx}U{O}.
Q Q

e o conjunto nao estavel
Yo = 1,p 1,2(p-1) . p p
2=qu(t) e W' ( Q)N W, (Q)/{0} : Vu(@®)|Pdx< | |lu@®|”Inlult)|dxy.
Q Q
Definimos, como no teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz (1973)

d:= inf sup J(Au(t)).
u(NeW, ” (@)/{0} A>0

E bem sabido que a profundidade do poco d é uma constante estritamente positiva, conforme
Willem (1996), Teorema 4.2, e
d= inf J(u(p).
u(t)eN

O termo de fonte induz uma energia potencial no sistema que atua em oposicao ao efeito do
mecanismo estabilizador. Nesse sentido, é possivel que a energia do termo de fonte desestabilize
todo o sistema e produza uma explosao por um tempo finito. Para fornecer uma solucao global, o
conjunto de estabilidade #; cria um vale ou um poco com a profundidade d, conforme Ye (2007),

onde a energia potencial da solucdo nunca pode escapar.

Vamos provar que #; € um conjunto invariante para energia inicial subcritica.

Proposicao 5.6.
Sejam ug € #1, u1 € L*(Q), O € H, (Q). Seja E(0) < d entdo u(t) € #.

Demonstracdo. Seja T >0 o tempo maximo de existéncia. De (5.7) temos
Et)<E0)<d, Vte[0,T).
e, entao,
1 l 2 1 2
— | ' (@®))*dx+=| 180(O]°dx+ J(u(r)<d, Vtel0,T),
2 Ja 2Ja
isto &,

E(t)<d, Ytel0,T). (5.8)
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Argumentando por contradicao, supomos que existe um primeiro € (0, T) tal que I(u(ty)) =0e

I(u(t)) > 0 paratodo 0 < £ < 1, ou se€ja,
| Wt ax= [ jutwrinlu)ax.
Q Q
Da definicao de A, temos que u(ty) € A, o que leva a
J(u(tp)) = inf J(u(r))=d.
u(t)eN

Por definicao de E(1),

1 1

Ef U (t0) 1> dx + Ef 10(tp)|* dx + J(u(ty)) = d, assegura que, E(ty) = d,

Q Q

que contradiz com (5.8). Entdo u(t) e #1,V t€ [0, T). l

5.4 Base de Galerkin

Da imersao de Sobolev, temos
_ 1 1 k
Wy @ = wg @), o=

Escolhendo gx = p,v—-k=1e q=2, temos

e obtemos um espaco de Hilbert Hj () tal que
HY(©Q) = W)2(Q) — W, Q).
Seja s um inteiro para o qual s > v. Temos
H3 Q) — W, P (@) — W, *P 7V (Q) — HE Q) — [2(Q).

De acordo com o teorema de Rellich-Kondrachoy, H(} (Q) — L?(Q) é compacto, assim também é a

imersao Hj(Q) — L[?(Q). Da teoria espectral, existe um operador definido por
{H@, 2@, ¢V igeon
e uma sequéncia de autovetores (v) jen deste operador, tal que
(v, U))Hg(g) =1jw;j,v), ¥ veHy(Q)
comA;>0,1;<Aj; €A; — +ooquando j — +oo. Além disso, (v;) jen € um sistema ortonormal

completo em L?(Q) e (wj = L) € um sistema ortonormal completo em H(Q). Entdo (w;) jen
JjeN

i

produz uma “base de Galerkin” para Wol’p(Q) e para L*(Q).



Capitulo 5. Solugdo global e “blow-up” para um sistema termoeldstico tipo p-Laplaciano sob amortecimento fraco e
72 fonte logaritmica

5.5 Solucao Global

Teorema 5.7.
Considere E(0) < d. Dados ug € #1, u; € L*(Q) e 6y € Hy (Q), existem fungées u, 0: Q x (0,T) — R

nas classes
ueL™® (0, T; Wol’p(Q)) , U eL™®(0,T;L%(Q), 0eL™(0,T;*(Q),

tais que, para todo ¢ € Wol’p(Q), weL*(Q)

d
E(uﬂ’@ +{(=Apu, )+ a(t, ) + 0,¢) = (ulP*uln|ul,$) em D'(0, T), (5.9)
d
E(H)UI) + (—AQ,U/) = (u/)W) em D,(Oy T)} (510)
u(x,0) = up(x), u'(x,0)=uy(x), 8(x,0)=0y(x) q.s.em Q. (5.11)

Demonstracdo. Vamos usar a base de Galerkin obtida anteriormente. Para cada m € N, vamos

colocar V,,, = Span{w,, wy, ..., wy,}. Buscamos funcdes
m
i=1

um( =Y fim@Owj, Om(0)=
j=1 j=

tais que algum ¢, v € Vy,,, un,(t) e 0,,(t) satisfaz o seguinte problema aproximado
d / / p-2
E(um(t),(/)) F{(=Apum (), P p + (01 (1), ) + a1, (), P) = (|t (DIP "ty () In |1, ()], ), (5.12)

d
E(Qm(t),lll) + (=001, (1), W) = (1, (1), W), (5.13)

com as condicdes iniciais u,,(0) = uom, U,,(0) = U1y, € 0,,(0) = Opm, €M que U, Uiy, € Oom SAO

escolhidos para que
tom — g € Wy P(Q), i —uy em I2Q) e Oom— 6o em LX(Q). (5.14)

Colocando ¢ = w;, v = w;,i=1,2,...,m, e usando

|
Mz

un = Y 0w, Ayt Fim(DApw;(x),
j=1

J

Il
—_

NgE

gim(DAw;j(x),

0,,(t) = ig}m(t)wj(x), AOy (1) =

j=1 j=1
observamos que (5.12)-(5.13) leva a um sistema de equacoes diferenciais ordinarias na variavel ¢ tal
gue possui solucao local u,,(t),08,,(t) no intervalo [0, t;;,), devido ao teorema de Carathéodory. No
proximo passo obtemos estimativas a priori para a solucao u,,(t),0,,(t) de forma que possam ser

estendidas a todo o intervalo [0, T], T > 0.
Estimativas a Priori: Substituindo ¢ = u), (1), ¥ = 6,,(¢) na equacéo de aproximacao (5.12), (5.13)
temos

(U, (8), Uy (1) + (=Dt (1), Uy, () p + O (£), U, (1))

+ (i, (1), uhy (1) = (U (D1P ™2 U (D In |1 (1)1, 1L, (1), (5.15)
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(03, (£), 0 (1)) + (=28, (1), 0, (1)) = (U, (), 0, (1)), (5.16)

Seja z € D(0, t,,). Denotamos por (-, -) a dualdade entre D’ e D. Temos, entio

" / _ il / 2
<(”m(”’“m“”'z>‘<dt2fg'”m(”' dx,Z>, (5.17)
dl1
- ! =(—= p
<< Apum(t)»um(t)>pyz> <dt]9]gv)|vum(t)| dx;Z>; (5.18)
((u’m(t),u’m(t)),Z>:<L|u§n(t)|2dx,Z>, (5.19)
((Ium(t)l”‘zum(z‘)lnum(t),u’m(t)),Z>=<lif Ium(t)l”lnum(t)dx,Z>
pdtJa
1 d
_( — p
(O (D), 8 (1) z>—<ilf|e (112 dx z> (5.21)
m »Y'm ) - dt2 Q m ) ) 5
((=A0,(2),0,,(1),2) = <f |V9m(t)|2dx,z>- (5.22)
Q

Substituindo (5.17), (5.18), (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) em (5.15) e (5.16) obtemos em D’(0, t,,;)

d
—Epy (1) =—f IVHm(t)Ide—f lu!, ()% dx, (5.23)
dr Q Q

de onde segue que a energia aproximada
E (r):lfm’ (r)|2dx+if|u (r)|de+1f|e GIRKES
1 1
+—f IVum(t)Ipdx——f ltm ()17 In |t (1) dx
pJa pJa
1 p 2 1 1 2
:—f (0] dx+—f|um(r)|”dx+—f Om(D2 dx + J(u(D)
2Ja p? Ja 2 Ja
satisfaz
1 / 2 1 p 1 2
Em(t)SEm(O):_f |u;,,(0)] dx+—2f |47, (0)] dx+—f 10,,,(0)[“ dx + J (14,(0)).
2Ja p-Ja 2Ja

Temos que J(u;,;(0)) < d em #;. Por convergéncia de dados iniciais (5.14), existe uma constante

C >0 independente de t e m tal que
1f|u’ (0)|2dx+if|u (0)|de+1f|9 OPPdx<C
2 o m pz Q m 2 q m - .

Com a estimativa E,,(t) < E;,(0) < C podemos estender as solucdes aproximadas u,, (t), 0,,(t) para

ointervalo [0, T], T > 0. Usando (5.23) deduzimos

T T
f fIVHm(t)Izdxdt+f f|u;,,(t)|2dxdts (5.24)
0 JQ 0 JQ

T T
f fIVHm(t)Izdxdt+f fIu’m(t)lzdxdt+Em(t)sEm(O)sc. (5.25)
0 JQ 0 JQ
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Para provar que (5.4)-(5.6) carregando uma boa estrutura de energia em #4, precisamos mostrar
que o termo de forca é L? (0, T; L*(Q)).

f|Ium(mp—zumm1n|um(t)||2dx= f|Ium(t)|”‘2um(t)lnlum(t)llzdx
Q {xeQ: |upm (6 (x)|<1}
_ 2
n f||um(r)|” 2 () 10 |1 (D] dLx.
{xeQ: U (B (x)|>1}
Temos
2t (O1P 2 1ty () In | 14, (1) |1* dx < |2 (5.26)
{xeQ:|upm () (x)|<1}
Note que,
_ 2 _
f 1 (O1P 2t (O In [ (O] dx = f |24 ()PP~ 1 (017 I 117, ()17 ¢
(x€Q: [up (D (01>1} (xeQ:lum (D(X)>1)
< | ()PP 1y (O1* I | 14, (£) |1 d

{xeQ: | upm () (x)|>1}
_ f|um(r)|2P|1n|um(r)||2dx
{xeQ: lup (1) (x)|>1}

2
= f||um(r)|”1n|um(t)|| dx.
{xeQ:|um (£)(x)|>1}

Levando em consideracao que u,,(t) € #; obtemos

f ||um(mp—zum(t)lnlum(t)||2dxSf [VulP dx. (5.27)
{xeQ:|upm (6 (x)|>1} “

De (5.26) e (5.27) temos

f|Ium(t)lp'zum(t)lnlum(t)l|2dxS|Q|+f IVulPdx < C. (5.28)

Q Q
Entao, temos

un(t) élimitadaem 1 (0,T; W, ” (@), (5.29)

ul,(t) élimitadaem L*(0,T;L%(Q)), (5.30)

| (O1P 1t (1) In 1wy, (1) € limitadaem L2 (0, T; L*(Q), (5.31)

—Apum(t) &limitada em L°°(0,T;W_1"”/(Q)), (5.32)

Om(t) élimitadaem L*(0,T;L%(Q)), (5.33)

~AOp () élimitadaem L*(0, T;L*(QY). (5.34)

Como nossa base de Galerkin foi tomada no espaco de Hilbert L?(Q), podemos usar argumentos de
projecao, conforme descritos LIONS (1969), paginas 75-76, para obter uma estimativa para u) (1).
Seja P,, a projecdo ortogonal P,,,: L?>(Q) — V,,, ou seja

m
Pph=Y (hw)wj, heLl*Q).

n=1
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O problema aproximado (5.15) leva a
Uy, (1) = Py p i (£) = Py (£) = Py @}, (1) + Py |t (1P 1 (£) I | 1y (8)].
Como —Apupm(t) € L (0, T:(W-Lr' (Q)), das estimativas (5.31), (5.33) obtemos

(1) élimitadaem 1% (0, 7; w7 (@) (5.35)

Passagem do Limite: De (5.29)-(5.35) indo para a subsequéncia adequada se necessario (que conti-

nuamos a denotar da mesma maneira), existem u(t), 6(t) de tal forma que

un(®) = () em 1[0, T;W, P (), (5.36)

u, () = U em %0, T;L*(Q), (5.37)

u, () — u'®) emL*(0, T;L*(Q), (5.38)

—Apum(D) = (1) em L°°(0,T;W‘1'P'(Q)), (5.39)

| (O1P 2 um (D Inup(t) — Za(6) em L*(0, T; L7 (), (5.40)
Om(t) — 0() em L*(0, T;L*(Q), (5.41)

~A0pu(H) = —AO(r) em L®(0, T; L% (). (5.42)

Aplicando o lema de compacidade Lions-Aubin, de (5.35), (5.36) e (5.37), temos

um(t) — u(t) emL*(0,T;L*(Q)) e g.s.emQ, (5.43)
u,(t) — u'() emL*(0,T;L%(Q) e g.s.em Q. (5.44)

Precisamos provar que % (1) = —A,u(f). A seguinte desigualdade elementar
|IxIP~2x = 1yIP~2y| < C(Ix1P + 1y1P7?) Ix -y (5.45)

¢é consequéncia do teorema do valor médio. Usando (5.45) e a desigualdade generalizada de Holder,

com
p-2 1 1

+ =+ =
2p-1) 2 2(p-1
deduzimos, paraze 2(0,T) e v € V,;;, que

’

T

UO <(—Apum(t))—(—Apu(t)),v>z(t)dt’
T

=U f (IVum (1P 2V (8) = IVu(1P2Vu(n) Vodx z(1) dt

0 JQ

T
sClHloof f(|Vum(t)|”—2+|Vu(t)|P—2)|Vum(t)—Vu(t)||vU|dxdt
0 JQ

T
sclfo (IVm (15,2 )+ 1Vu@I5 2 ) IVt (B = V] IV vl dt,

que leva a

T
SC[ IVu, (1) —Vu()|dt. (5.46)
0

T
UO ((—Apum(t))—(—Apu(t)),v)p z(t)dt
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Agora, de (5.36) e (5.37), pelo Lema 5.1 temos
Uy — uem C([0, TT; L2 ().

de onde
Vu,,(t) = Vu(t) q.s.em [0, T].

Portanto, por (5.39) e (5.46) temos & (t) = —Apu, isto &

— A (D) = —Apu(t) em L20, T; WP (Q)),

Agora, vamos provar que Z»(t) = |u(t)|P~?u(t) In u(¢). De (5.28) temos

|tm!P 2 tmIn|upy| é limitada em L* (0, T; L*(Q)) = L*(Q).

Usando continuidade de funcdes, s — |s|P2sIn|s| e (5.43) temos
| tm!P 2t In [t — |ulP 2 uln|ul q.s. em Q.
Ent3o, usando o Lema de Lions, (5.48) e (5.49) leva a

|t lP 2 U In |ty — |ulP ulnlul em L*(0, T;L*(Q)).

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

Agora, com as convergéncias (5.37), (5.47), (5.50), (5.41) e (5.42) podemos passar ao limite no sistema

aproximado e obter (5.9), (5.10). A verificacdo dos danos iniciais € um procedimento de rotina. A

prova da existéncia estad completa.

5.6 Decaimento Polinomial para E(0) < d

]

Provaremos que || uIIZ decai polinomialmente para nivel subcritico de energia inicial.

Teorema 5.8.

Seja uy no conjunto de estabilidade #, u; € L*(Q), 6y € H(} (Q). Se E(0) < d entao a solucao fraca

u(t) do problema (5.3)-(5.6) decai polinomialmente, isto é,

1
1+0]0
l1+owt

lu()l, < lu©)),

1 lu©)1l,”
emqueog>—,w=———,C>0
2 C

Demonstracao. Como In|u| < |u|, temos

+1 3. _ p+l1
lulPInfuldx< | |ulP™ dx=ul,,.
Q Q P

Pela desigualdade de Holder, obtemos

p+1
p+1

(p+1) 1-v)(p+1)
ey < lull, " P llull, P, ve©,1).
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Aplicando a desigualdade de Young, temos

+1 vip+)p . Col€) 1-v)(p+1)
||u||,’j+1<—|| ull,” P+ =Nl
1+1 1 ta
com—+—=1,g<pe,entao
p q
+1 v(p+1) (1-v)( +1)
Py < Zlu 1,7 P+ c@luld™ "

1
Parav = 5, temos

p_
fglul”lnluldx<llullp ;Ilull ”+C(8)||u|| 2 (5.51)

+1 —
Definimos
(Z1q p
L(t) = Niull)? +||Vu||p—L|u|P1n|u|dx. (5.52)

Como u € W, temos L(t) > 0. Usando (5.51) e a desigualdade de Poincaré em (5.52), obtemos

(2 1
L) = Nlulg® "+ Cpllulh—lull]
q +1 p_
> Nnuuqz +cp||u||,,—;||u||p P—c@lul,?
> (N-C(e)llull,? +||u||p(c,, p)||u||2

£
Escolhendo N, &> 0 tais que C, — — > C >0e N - C(g) > 0 temos
p

p+l
L =C[lluly] .

Como p>2,
p—+1:2+1:3+1—1+1:3—1+1:0+1,a>1.
2 2 2 2 2 2 2 2
Entao
P = (2], a>%
e obtemos
Lo =clulh)”, a>%. (5.53)

Por outro lado
i||u(r)||”<pzi£m<o
dt -7 dr -

d
isto é, || u(t)ll,’Z é uma funcao nao crescente. Entao —all u(t)||” =0. Paracadaoco>T>S=0, seja

t>0talque t€ (S, T) e definir

d p
A=1te(S1); —5||u(r)||p>Lm}.
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Se t € (S, T) satisfizer q
p

—allu(t)llp <L(1)
considere 0 < n(t) < oo tal que

d p

_E”u(t)”pn(t) > L(1),
e considere q
Z:{te (S, T); —Euu(t)n,’inm sz}.
Seja
n= sup{n(t); S EZ, 0<n() < oo}.

Entdo0<n<ooe

T
f L(r)dt
S

De (5.53) e (5.54)

T
‘[LmdriﬁLmdtsu+mj‘—Eﬂmwﬁdt
A A s dt

< A+plud)ly v S=o0. (5.54)

r o r 1 o
fs [lu)y] “dtsc—lfs L(t)dtsC_1(1+17)||u(8)||£5a[llu(O)llﬁ] lu Sy

_ lu@©@P1?
emque w = ————.
Cl(1+n

Do Lema 5.4, com E(¢f) = || u(t)ll,p? e ¢(t) = t, obtemos

1
1+0]0
l+wt

1
emquea>5,w>0,C>0. O

lu()1} < lu©)l),

5.7 Blow-up em tempo finito

Como na Secdo 5.3 podemos provar que #5 € invariante para energia inicial sub-critica, isto é,

Proposicao 5.9.
Seja ug € 5, uy € L*(Q), 6 € Hy (Q). Se E(0) < d entdo, u(t) € #5.

Teorema 5.10.

Sejam 1 no conjunto de instabilidade #5, u; € L?>(Q), 6 € Hé (©Q) e r > 1 um numero real fixado. Se
luoll3 < v/r —1(uo, u1) e E(0) < d entdo a solucio fraca u(r) do problema (5.3)-(5.6) vai explodir em
um tempo finito. Ou seja, o tempo maximo de existéncia T <oo e

lim [lu(f)]}, = +oo,
—T-

em que

1, (r = D (ug, u) + V7 =1l uoll5

T< n .
V-1 | (r—=1(up,u1) —Vr—1lluol3
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Demonstracdo. Por contradicao, suponha que a solucao u(t) € #, é global. Isto é, temos T = occ.
Seja (1) = u(0)|?, dai ¢' (1) = 2 (u(1), u'(1)). Aplicando a desigualdade de Hélder, temos

2 (w0, u' (1) < 2lu®)|u' ()]

e
[¢'(01* < 4lun)* 14 (1))
que leva a
[¢' (D)% < 4D/ (D). (5.55)
Temos
" - _ p_ _ﬁi 2 [ p
(u"(), u() = =IIVu(oll, fQu(t)H(t)dx PPl QIu(t)l Infu(s)|dx.
Note que,
o't = 2 OF+2 (1), u(r)
= 2|u’(t)|2—2||Vu(t)||§—2f u(t)@(t)dx—a%lu(t)|2+2f lu(n)|”Inu(t) dx.
Q Q
Usando
Iu(n) = ||Vu(t)||5—f9|u(t)|f’1n|u(t)|dx
temos

" (1) =21 (O - 2I(u(t)) —zf u(H)0(t)dx — a%lu(t)lz.
Q

Usando (5.55) obtemos

(P(t)cl)"(t)—rélﬁ(([)'(t))z = (p(t)(2|u’(t)|2—21(u(t))—ZfQu(t)H(t)dx)

d 2 ! 2
—a¢>(t)EIu(t)| —(r+3)p(0)|u (0|

Aplicando a desigualdade de Young, temos

3
([)(t)cb"(t)—%(qb’(t))z > o) [-r+ DU @O —21w(0) - lu@®)* - 10(01?]
d 2
—apuol. (5.56)
De,
1 1
E(t)z5|u’(t)|2+5|9(t)|2+1(u(r)).
temos
1 l 2 1 2 1 2
S OF = =Z10(0F +E() = J () < =100 + E©0) ~ J(u(0)
1
< —5|6(t)|2+d—1(u(r)).
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Entao,
—(r+ DI OF = T+DIOOP+20r+ 1) Jw)—d). (5.57)

Usando (5.57) em (5.56), obtemos

r+

3
c/)(t)(p"(t)—T(gb'(t))z > o[+ DIOOF =101 +p@) [20r + DT (D) - d)]
- _ a 2_ 2
+¢(O] 21 w)] - a1 wOF - pDIuO.

Agora, observe que [(r + 1)|0(D)|* - 10(1)]*] > 0, =21 (u(1)) > 0 em #3, e J(u(1)) — d > 0 pois

d= inf J(u).
ueN

Temos,

G()P" () — A +7)(P(D)* = =2c1p(1)P' (1) — 2 (Pp(1))?,
em que ¢ = %, =171= r_l.. Por vr — 1(uo, u1) > |uol?, c1 + ¢2 > 0, 4(0) > 0 temos ¢’ (0) +
Y2y~ '$(0) >0, paray; = r eYz=—vr .

2
Finalmente, do Lema 5.5 conclimos que

lim |u(H))? = ¢ im |u()]? = +oo,
=T t—T-

em que
L (r — 1) (uo, uy) + V7 — 1 ug|?
Vi—1 | (r=1)(ug,u) - vVr—T1lugl? |’

que contradiz T = oo. Entao, u(t) explode em tempo finito. ]

T<
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