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Resumo

Nosso trabalho tem como objetivo principal o estudo de estruturas particulares
em um anel denominadas radicais. Radicais sao ideais maximais cujos elementos tém
caracteristicas diferenciadas dos demais elementos do anel. Existem varios tipos de radi-
cais, porém daremos maior atencao ao radical de Jacobson, pois o nosso objetivo com
este estudo é obter uma generalizacao deste radical. Para tanto, introduziremos uma pro-
priedade, a qual chamaremos de k-quase-regularidade, com k sendo um inteiro qualquer.
Verificaremos que a k-quase-regularidade é uma propriedade radical e , entao, construire-
mos uma familia de novos radicais, os quais serao denominados k-radicais de Jacobson.
Ademais, verificaremos duas propriedades importantes destes radicais: a hereditariedade

e a possibilidade de decomposicao dos anéis quocientes por tais radicais.

Palavras-chave: Anéis Simples; Radicais; Propriedades Radicais; k-Quase-Regularidade;

Decomposicao de Anéis.



Abstract

The central subject of our work is the study of particular substructures of a ring
called radicals. Radicals are maximal ideals whose elements have distinct characteristics
from the other elements in the ring. There are several kinds of radicals; however we shall
pay special attention to the Jacobson radical; since our goal in this study is to generalize
such a radical. In order to do this, we shall introduce a property, that we call k-quasi-
regularity, with k£ and fixed integer. We shall prove that the k-quasi-regularity is a radical
property and the set up a family of new radicals, which we call Jacobson k-radicals. Be-
sides we also verify two important properties of such radicals, namely, heredity and the

possibility of decomposition of the quotient rings by these radicals.

Keywords: Simple Rings; Radicals; Radicals Properties; k-Quasi-Regularity;

Decomposition of the quotient rings.
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Introducao

No estudo da teoria de anéis, existem importantes estruturas denominadas de
radicais. Estes sao ideais maximais de um dado anel e tém grande importancia no estudo
do anel quociente moédulo o radical. O radical do anel é também conhecido como a parte
“ruim”do anel, pois ele dificulta o seu estudo. Ao retira-lo, porém, através do anel quo-
ciente, podemos efetuar sua decomposicao em anéis mais simples, facilitando, desta forma,
o estudo do anel. Existem alguns radicais na literatura, tais como: o radical Classico ou
de Wedderburn-Artin; o radical de Jacobson; o radical de Brown-McCoy; o radical de
Levitzki, entre outros. Segundo Divinsky [2], podemos determinar o radical de um anel
via algumas propriedades, denominadas por ele de propriedades radicais. Portanto, todo
radical é um ideal maximal e, como anel, tem uma tal propriedade radical. Por exemplo,
o radical Classico é determinado pela propriedade radical denominada Nil, e o radical de
Jacobson é determinado pela propriedade radical denominada quase-regularidade. Esta
ultima propriedade radical é definida via uma operacao conhecida como operacao circulo,
na qual, dados dois elementos z,y quaisquer do anel, temos que: roy = x + y + xy.
Quando dado um elemento x do anel, existe um elemento y, tal que roy =0 =y oz,
dizemos que x é quase-regular e que y é seu quase-inverso. Na Fisica, existem trabalhos
que utilizam uma operacao semelhante a operacao circulo, definida da seguinte forma: da-
dos dois elemento quaisquer x,y, temos xxy = x +y+ (1 — ¢)ry. A primeira vez que tive
conhecimento desta operagao foi com os trabalhos do professor Borges [1], do Instituto de
Fisica da UFBa, relacionados a mecanica estatistica nao extensiva. Percebendo, entao, a
relacao desta operagao com a operagao circulo, resolvemos generalizé-la da seguinte forma:
dados dois elementos quaisquer de um anel R, xopy = x+y+ kxy com k um inteiro qual-
quer, e a denominamos de operagao k-circulo. Seguindo os resultados desenvolvidos por
Divinsky [2], construimos alguns resultados que sdo originais, tais como: provamos que
a operagao k-circulo define uma propriedade radical; construimos o radical que denomi-
namos o k-radical de Jacobson; provamos duas caracteristicas do novo radical, que sao a
hereditariedade e o teorema de estrutura, isto é, que o anel quociente modulo este radical,
pode ser decomposto em uma soma subdireta de ideais, que denominamos k-primitivos.

Além disso, fizemos algumas relagoes com o ja conhecido radical de Jacobson e constata-



mos que sao radicais distintos, porém, fazendo £ = 1, o k-radical volta a ser o radical
de Jacobson. McConnell e T. Stokes [5], em seu artigo Generalising Quasiregularity for
Rings, afirmaram que existem apenas oito operagoes definidas a partir das operagoes do
anel, que sao bindarias e associativas. Uma destas corresponde a operagao k-circulo que

nés propusemos para generalizar a quase-regularidade.



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Neste capitulo, iremos introduzir alguns resultados e defini¢coes necessarias para

um bom entendimento e compreensao do trabalho proposto.

Definicao 1.0.1. Um conjunto nao vazio R é dito ser um anel, se estao definidas duas

(A

operagoes, que denotaremos por “+ 7 (adigdo) e “.” (multiplicacdo), tais que, para todo

a,b,c € R, temos:
1. (a+b)+c=a+ (b+c);
2. a+b=b+a;
3. existe um elemento 0 € Rtal que a+0=0+a = q;
4. existe —a tal que a + (—a) = (—a) + a = 0;
5. a(bc) = (ab)c;
6. a(b+c) = ab+ ac.
Definicao 1.0.2. Um anel R é dito ser comutativo, se satisfaz o seguinte axioma:
Ya,b € R, entao ab = ba.
Definicao 1.0.3. Um anel R é dito ser com unidade, se satifaz o seguinte axioma;
VYa € Rd1 € R, tal que a.1=1.a=a.

Definicao 1.0.4. Sejam R um anel e / um subconjunto nao vazio de R, dizemos que [

¢ um ideal a direita (a esquerda) de R, se:



1. Vx,y € I temos que z+y€l;
2.Vrel e Ya€ R temos que za € I(ideal & direita);

3.Vxel e Yae R temos ax € I(ideal a esquerda).

Observacao 1.0.5. Se [ for um ideal a direita, bem como ideal & esquerda de R, entao

diremos que I é um ideal bilateral de R, ou, simplesmente, que I é um ideal de R.

Definicao 1.0.6. Se R nao é o anel nulo e todo ideal proprio de R é nulo, entao R é um

anel simples. Um ideal I de R, distinto de R, sera chamado um ideal proprio de R.
Definiremos, agora, algumas operacoes no conjunto de ideais de um anel R.

Definicao 1.0.7. Se I, I, I3, ... ¢ uma classe qualquer de ideais de R, nao necessariamente
finita ou enumeravel, entdo a soma destes ideais, denotada por »_ I, serd o conjunto de
todas as somas i1 + 75 + 23 + ..., tais que 7, estd em [ e, ha somente um nimero finito

destes, que serao nao nulos.

Definicao 1.0.8. Se I, J sao ideais de um anel R, entao, o produto destes ideais sera
dado pelo conjunto de todas as somas finitas, denotada por I.J = Y i jm, tais que iy,

estda em [ e j,, estd em J.

Lema 1.0.9. A soma de um conjunto qualquer de ideais (a esquerda, a direita ou bilateral)

de um anel R € ainda um ideal (@ esquerda, a direita ou bilateral) do anel R.

Demonstragao. Considere {Ij.}rea com A sendo uma familia qualquer de ideais & direita
em R, esejal =5 1I;. Tomea € I,isto é, a =a;+ay+...+a; e r € R. Multiplicando r

a direita de a, e como ha apenas uma quantidade finita de elementos a; nao nulos, temos:
ar = (a1 + ag + ... + ag)r = (a1r + agr + ... +agr) € I, pois ap € I, Vk e A.

Portanto, I é um ideal & direita de R. De maneira similar, podemos fazer a prova para

ideais a esquerda e ideais bilaterais. O

Definiremos agora, um novo anel a partir do anel R e de seu ideal I, explicitando

suas operagoes.

Definicao 1.0.10. Seja I um ideal de um anel R. Para a,b € R, dizemos que a ¢é
equivalente a b se, e somente se, a — b € I. Isto define uma relacao de equivaléncia em R,

e denotaremos a classe de equivaléncia de a por
a+l=a=a+x;x€l

e o conjunto destas classes por R/I.



Também definiremos as operacoes no conjunto das classes, em termos das operagoes

do anel R, como segue:
L(a+D)+(b+I)=(a+d)+1
2. (a+D(b+1)=ab+1

Note que é necessario que I seja um ideal para que a multiplicacao esteja bem definida. E
facil verificar que estas operagoes determinam em R/I uma estrutura de anel. Chamare-

mos o anel assim construido de anel quociente R médulo I.

Definigao 1.0.11. Uma aplicacao ¢, de um anel R em um anel R’, denotada por ¢ :

R — R’, é um morfismo de anéis se, para todo a,b € R,
pla+b) =p(a) +¢b) e

p(ab) = p(a)p(b),
sendo que as operagoes a esquerda, em cada equacao, estao no anel R e, a direita, no
anel R'. Se um morfismo de anéis é injetivo, bem como sobrejetivo, isto é, bijetivo, entao
tornar-se-4 um isomorfismo. Se ¢ : R — R é um morfismo, diremos que é um endomor-

fismo, e um endomorfismo que é isomorfismo deve ser considerado um automorfismo.

Nao é dificil verificar que a imagem de um morfismo é um subanel de R’ e que o
nicleo de ¢, representado por ker(yp) = {z € R;p(x) = 0}, é um ideal de R. Se o nicleo

de ¢ for todo o R, chamaremos ¢ de morfismo zero.

Teorema 1.0.12. Se ¢ : R — R’ é um morfismo de anéis sobrejetivo e K o seu nicleo,

entdo R/K € isomorfo a R'.

Demonstracao. Defina 0 : R/K — R’ por 0(a + K) = p(a). Pode ser verificado que 6 ¢é
um morfismo bem definido e que ele é sobrejetivo, pois ¢ é sobrejetivo. Além do mais, 0
¢ injetivo, pois f(a+ K) = 0(b+ K) implica que p(a —b) = 0, isto é, que a — b € K, logo
a+ K =b+ K. Portanto 6 é um isomorfismo. m

O teorema que citaremos a seguir sera muito importante para desenvolvermos

algumas propriedades do radical de um anel.

Teorema 1.0.13. Se R ¢ um anel e I um ideal de R, existe uma correspondéncia biunivoca

entre os ideais de R/I e os ideais de R que contém I.

Demonstragdo. Se J éum ideal de R contendo I, seja J = {a+1I;a € J}, podemos verificar
que J é um ideal no anel quociente. No sentido contrério, suponhamos que J é um ideal de
R/I e seja ¢ : R — R/I a aplicacdo projecao. Tomemos J = {a € R;p(a) € J}. Como
@ é morfismo, é facil ver que J é um ideal. Nés representaremos esta correspondéncia por
J— J/I. O



Vamos aqui definir e acrescentar alguns resultados sobre soma direta e subdireta
de anéis. Para facilitar o entendimento, comecaremos definindo soma direta finita e depois

faremos sua extensao para uma familia qualquer de anéis.

Sejam A e B dois subanéis de R tais que A+ B = R. Entao Vr € R;r =
a+b com a€ A e bée B;quando esta expressao nao é inica, conhecer bem os anéis
A e B nem sempre nos dara boas informacoes sobre o anel R como gostariamos. Se todo
r pode ser escrito de forma tnica como a + b, entao nosso conhecimento sobre A e B nos
levara a conhecer mais completamente o anel R. Para saber se todo r € R pode ser escrito
de forma tnica como a+ b, é suficiente assumir que 0 pode ser expresso unicamente como
0=0+0, pois, se 7 = a; + by = ay + by temos que 0 = (a; — az) + (by — b2) e se 0 for

expresso unicamente como 0 + 0, entao
a1 —as=0=—= a; = as

bl_bQZO:blsz

portanto todo r é expresso de forma tinica como r = a + b. Outra maneira de vermos isto
¢ supondo que AN B = {0}. Logo, se 0 = a + b, entdo a = —b, logo a estd tanto em A
quanto em B e, portanto, a = 0 = b; donde 0 é expresso de forma unica. Reciprocamente,
se 0 é expresso de forma tnica como 0 = 0 + 0, entdo A N B = {0}, pois se r pertence a

Aeca B,entdao —restd em Be 0 =1+ (—r); logor =0.

Defini¢ao 1.0.14. Quando R = A+ B e AN B = {0}, diremos que R é uma soma direta

suplementar dos anéis A e B.

De maneira similar, podemos estender este resultado para uma quantidade qual-
quer finita de subanéis em R, isto é, R é a soma suplementar dos subanéis Ay, ..., A,, se
R=A+.+Ae(A1+...+A 1+A+...+Ay)NA ={0} comi=1,..,m. Mas
somas suplementares ainda nao sao o que necessitamos para garantir um bom conheci-
mento sobre o anel R a partir dos A;. Precisamos que a multiplicagdo dos A; obedecam a
seguinte condigao: A;A; = A;A; =0, se ¢ # j; pois, se isto acontece, entao cada A; ¢ um
ideal de R, ja que RA; = (A1 + ... + An)A; = A;A; C A;. Da mesma forma A;R C A;,
para todo ¢+ = 1,...,m. Reciprocamente, se R ¢ uma soma suplementar dos subanéis
Ay, ..., A e, se cada A; é um ideal de R, entao A;A; e A;A; estao contidos em A; N A;
logo é 0 se i # j.

Definicao 1.0.15. Diremos que R é uma soma direta de Ay, ..., A,,, se ele é uma soma

suplementar e se cada A; é um ideal de R. Escreveremos,



Vamos agora generalizar a definicao de soma direta, para um conjunto qualquer
nao necessariamente finito ou contavel de anéis A;. Para facilitar nosso trabalho, iremos

utilizar a notacao de uma sequéncia generalizada.

Considere o conjunto S de elementos (a;);jer, em que 7" é um conjunto indexador
qualquer, nao necessariamente finito ou enumeravel, tal que a; € A;. Definiremos a adicao

e a multiplicacao em S da seguinte forma:
(a))jer + (bj)jer = (a; + bj)jer

(a;)jer(bj)jer = (azb;)jer
E facil verificar que S é um anel e serd chamado a soma direta completa dos anéis A;,

isto é, uma soma suplementar de ideais, logo é uma extensao da definicao de soma direta

finita.

O conjunto de todos os elementos da forma (0,0, ...,0,a;,0,...) é um subanel (na

verdade um ideal) A} que é isomorfo a A;, e a aplicagao
I : (a1, as,...,a;,...) — (0,0, ...,0, a;,0, ...)

é um morfismo de S em A]. Esta soma direta ainda é demasiadamente grande para
ser realmente aplicada, exceto, talvez, para obterem-se contra-exemplos. Assim, é nos
subanéis desta soma direta que estamos interessados, aos quais daremos maior atencao,
por exemplo, o subanel que consiste em todos os elementos de S que tenham um ntmero
finito de entradas nao nulas, denominada soma direta discreta ou soma direta fraca dos
A;. O morfismo natural da soma direta fraca para os A, ainda sdo morfismos para todo

1, e é desta condicao que nds precisamos.

Definicao 1.0.16. Diremos que um subanel S* da soma direta S é uma soma subdireta

dos anéis A;, se o morfismo natural de S* para os A,
Hi . ((11, as, ..., 4, ) — (0, 0, 0, a;, 0, )
¢ uma aplicacao sobrejetiva para todo .

Este proximo teorema nos auxiliarda na prova da decomposicao do anel k-semi-

simples (com respeito ao k-radical de Jacobson).

Teorema 1.0.17. Um anel R € isomorfo a uma soma subdireta de anéis A; se, e somente
se, R contém uma classe de ideais B; tais que, () B; =0 e R/B; = A;.

Demonstrag¢ao. Dado um subanel B de S, se B nao for uma soma subdireta dos A’, entao

os morfismos naturais de B para A;- sao, ao menos, aplicagoes. Se ndés chamarmos as



imagens desses morfismos de A7, entao B ¢é, pelo menos, uma soma subdireta dos anéis
A*

()

Se B for uma soma subdireta dos A;, entao, para todo i, A; = B/B;, no qual
B; é o nucleo do morfismo natural de B para A,. Além disso, (| B; = {0}, pois se
r = (ai,as,...) tiver a propriedade que a; = 0 é o elemento 0 de A; para todo i, entao
r=(0,0,...) é o elemento 0 de B. Portanto, se B é uma soma subdireta dos A;, entdao B
contém a classe de ideais B; tal que (| B; = {0} e B/B; = A,.

Reciprocamente, suponhamos que B é um anel arbitrario e que ele contém a
classe de ideais B;, tal que (| B; = {0}. Definamos A; = B/B; e consideremos a soma
direta completa S dos A;. Para todo elemento r € B nds podemos associar o elemento
(aq,as,...) de S no qual a; = r + B; de A; que é determinado por r. Entdo B é isomorfo

a um subanel B de S e, B /B; é isomorfo a uma soma subdireta dos anéis A;. O



Capitulo 2
Propriedades Radicais

Neste capitulo, iremos apresentar o conceito de propriedade radical. Destacare-
mos a forma como podemos demonstrar que uma certa propriedade é radical. A partir da
propriedade radical, iremos determinar o radical de um anel. A principal referéncia deste

capitulo é a obra de N.J. Divinsky [2].

2.1 Propriedades Radicais

Considere R um anel qualquer. Seja p uma propriedade que um dado anel R
possa apresentar. Diremos que o anel R é um p-anel, se ele possui a propriedade p. Um
ideal I de R é um p-ideal se for um p-anel. Um anel serd chamado p-semi-simples se nao

contém nenhum p—ideal nao nulo, isto é, se o tinico p-ideal de R for o ideal nulo (0).

Definicao 2.1.1. Uma propriedade p sera chamada propriedade radical, se ela satisfaz

as trés condicoes abaixo:
(A) A imagem homomoérfica de um p-anel é um p-anel.
(B) Todo anel contém um p-ideal P que contém todos os outros p-ideais do anel.
(C) O anel quociente R/P é p-semi-simples.

Note que, pela definicao acima, o p-ideal P do anel R é um ideal maximal em
relacao a propriedade referida.
Vamos, agora, expor uma definicao para o radical de um anel a partir da pro-

priedade radical.
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Definicao 2.1.2. O p-radical de um anel R é o p-ideal maximal P de R.

Vejamos algumas consideragoes que podemos fazer a partir das defini¢oes acima:
Se p é uma propriedade radical, note que o anel nulo (0) é um p-anel. Isto fica
claro pela condigao (B) (todo anel contém um p-ideal maximal que contém todos os outros
p-ideais do anel), assim, (0) é um p-ideal maximal, isto é, ele é um p-anel. A condicao (A)
nao garante que (0) seja um p-anel. Como o ideal nulo (0) é um p-anel, podemos dizer

que um anel R é p-semi-simples quando o ideal nulo (0) é seu p-radical.
Definicao 2.1.3. Um anel R serd chamado de anel radical se seu p-radical for ele préprio.

As trés condigoes (A), (B) e (C) da definigao de propriedade radical nos fornecem
algumas possibilidades.
A condigao (B) garante que a propriedade p de alguma forma pode ser assegurada. Ja
a condigao (C) nos possibilita “retirar”a propriedade p do anel quociente. E a condigao

(A) serve para preservar as operacoes e assegurar a propriedade radical.

Nem sempre é tarefa facil verificar se uma certa propriedade é uma propriedade
radical aplicando as condigoes (A), (B) e (C). Vamos exibir um teorema equivalente as trés

condicoes e que pode nos ajudar a determinar uma propriedade radical mais facilmente.
Teorema 2.1.4. Uma propriedade p € uma propriedade radical se, e somente se:
(A) A imagem homomorfica de um p-anel € um p-anel.

(D) Se toda imagem homomdrfica ndo nula de um anel R contém um p-ideal nao nulo,

entao R é um p-anel.

A condigao (B) é quase sempre verdade. A soma de todos os p-ideais de um anel
é, como ja vimos, um ideal, e, claro, contém todos os outros p-ideais do anel. O problema
da condi¢do (B) nao ser sempre verdade é que esta soma dos p-ideais pode nao ter a
propriedade p.

Faremos, agora, a prova do teorema acima.

Demonstra¢ao. Assumiremos que p é uma propriedade radical e mostraremos que (B) e
(C) implicam (D). Seja R um anel que nao é um p-anel, entao, por (B), R tem um p-radical
P, e P # R. Logo, por (C), R/P é uma imagem nao nula por um homomorfismo de R
que nao tem nehum p-ideal ndao nulo. Assim, um anel R que nao é um p-anel tem uma
imagem homomorfica nao nula que nao tem nehum p-ideal nao nulo. Portanto, podemos
concluir que se toda imagem nao nula de um homomorfismo do anel R contém um p-ideal

nao nulo, entdo R é um p-anel, logo a condi¢ao (D) é valida.
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Para provar a reciproca, vamos assumir que a propriedade p satisfaz as condigoes
(A) e (D). Primeiro observemos que (0) é um p-anel, pela condi¢ao (D), pois (0) satisfaz
a hipétese de (D), isto é, se ele nao fosse um p-anel, existiria uma imagem homomorfica
nao nula de (0) contendo um p-ideal nao nulo; mas toda imagem por homomorfismo do
(0) é o préprio (0).

Naturalmente, (A) implica (A). Para garantir (B), seja J a soma de todos os p-
ideais de R. Nés devemos mostrar que J é um p-anel. Se J = (0), entao ele é um p-anel.
Se J # (0), seja J/K um anel quociente nao nulo do anel J. Como K C J, existe em R
um p-ideal W tal que W nao esta contido em K. Pelo segundo teorema do isomorfismo,
(W+ K)/K = W/(WnK), olado esquerdo deste isomorfismo é um ideal nao nulo de
J/ K, enquanto o lado direito é a imagem por homomorfismo do p-anel W e, desta forma,
¢ um p-anel, por (A). Logo, temos que (W + K)/K C J/K é um p-anel. Portanto, toda
imagem nao nula por homomorfismo J/K de J contém um p-ideal nao nulo, e, por (D),
J é um p-ideal, estabelecendo, assim, a condic¢ao (B).

Finalmente, vamos verificar (C), isto é, que R/J, sendo J o p-radical de R, é
p-semi-simples. Tomemos um anel qualquer R. Sabemos que R tem um p-radical J, pois
(B) ja estd assegurada. Suponhamos que R/J nao é p-semi-simples e tomemos M /.J como
seu p-radical nao nulo. Entao M é um ideal de R e M DO J. Seja M /N um anel quociente
nao nulo do anel M. Se N D J, entao M /N é a imagem por homomorfismo do p-anel
M/J e, por (A), M/N é um p-anel, logo M é um p-anel, por (D). Como J é maximal,
M C J portanto, M/J = 0, um absurdo.

Se, por outro lado, N nao contém J, entao N N J C J e de novo, pelo segundo
teorema do isomorfismo, (N + J)/N = J/(N N J). O lado esquerdo deste isomorfismo
¢ um ideal nao nulo de M/N e o lado direito é a imagem por homomorfismo do p-anel
J, logo, por (A), ele é um p-anel, assim, (N + J)/N é um p-anel ndo nulo. Entao, toda
imagem nao nula por homomorfismo de M contém um p-ideal nao nulo e, por (D), M é
um p-anel. Portanto, M deve estar contido em J, uma contradicao. Assim, a condi¢ao C'

¢ valida, concluindo a prova do teorema. O

Vamos escrever um lema que tornara mais facil determinar se um anel R é ou

nao um p-radical, pelo uso de anéis p-semi-simples.

Lema 2.1.5. Se p € uma propriedade radical, entdo R € um anel p-radical se, e somente

se, R nao pode ser aplicado homomorficamente num anel p-semi-simples nao nulo.

Demonstragao. Se R é um anel p-radical, entdao, por (A), toda imagem homomorfica
nao nula de R é também um anel p-radical, assim ele nao pode ser aplicado por um
homomorfismo num anel p-semi-simples nao nulo. Para a reciproca desta prova, vamos

considerar que R nao é um anel p-radical; entdao por (B) e (C) ele pode ser aplicado
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homomorficamente no anel p-semi-simples nao nulo R/P, em que P é o p-radical de
R. m

2.2 Particao da classe dos Anéis Simples

Nesta secao, iremos exibir uma relacao existente entre particoes da classe dos
anéis simples e as propriedades radicais. Para isto, vamos considerar a classe de todos os

anéis simples.

Seja P é uma propriedade radical, entao todo anel simples é P-radical ou P-
semi-simples, uma vez que seus ideais sao os triviais. Assim, uma propriedade radical P

particiona a classe dos anéis simples em duas classes disjuntas:
1. A classe dos anéis simples que sao P-semi-simples, denominada a classe superior;
2. A classe dos anéis simples que sao P-radical, denominada a classe inferior.

Desta forma, diremos que a propriedade radical P corresponde a esta particao.

Nao é 6bvio que, se nds tomarmos uma particao dos anéis simples, exista uma
propriedade radical que corresponda a esta particao; mas isto é verdade, pelo teorema a

seguir:

Teorema 2.2.1. Se € dada uma particao da classe dos anéis simples, em duas classes
disjuntas (com anéis isomorfos em uma mesma classe), entdo existe pelo menos uma

propriedade radical que corresponde a esta particao.

Aprova deste teorema pode ser encontrada em [2], pdgina 13. Note que, se tomar-
mos uma particao na classe dos anéis simples, entao existe pelo menos uma propriedade
radical que corresponde a esta propriedade, pois os tnicos ideais destes anéis sao o nulo
e o proprio anel; portanto obtemos duas classes: os que possuem a propriedade e os que

nao possuem a propriedade.

2.3 Exemplo de Propriedade Radical

Vamos inicialmente definir as nogoes de Nil e Nilpoténcia.

Definicao 2.3.1. Um anel R ¢é dito ser nilpotente, se existe um nimero inteiro positivo

n tal que R" = 0.

Definicao 2.3.2. Um anel R é dito ser Nil, se todo elemento x em R é nilpotente, isto

é, " = 0 para algum numero inteiro positivo n, dependendo do particular elemento x.
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Claramente podemos observar que, se o anel R é nilpotente, entao ele é nil, porém
a reciproca nao é verdadeira. Para verificarmos tal afirmagao, vejamos o exemplo seguinte:
Seja (Z,)pep, uma familia de ideais (corpos), com P o conjunto de todos os ntimeros pri-
mos. Tomemos o ideal dado pela soma subdireta dos Z, definida por &(Z,),cp. Sabemos
que todo elemento z do ideal &(Z,),ep ¢ uma soma finita de elementos nao nulos, logo,
se tomarmos um numero inteiro e positivo n como sendo um multiplo dos elemento de P,
tais que os Z, sdo nao nulos em @(Z,),ep, teremos que z" = 0, portanto &(Z,),cp ¢ um
ideal nil. Mas nao existe um inteiro positivo k tal que @&(Z,),ep = 0, portanto este nao é
um ideal nilpotente.

Consideremos N a propriedade Nil. Diremos que um anel R é um N-anel, se ele
tem a propriedade nil. Mostraremos que a propriedade nil é uma propriedade radical.

Para tanto, iremos precisar de alguns resultados que exporemos agora.

Lema 2.3.3. Se R é um anel nil, entao todo subanel de R e toda imagem homomorfica
de R também sdo nil. Se I for um ideal do anel R e, além disso, I e R/I sao nil, entdo

R também o €.
Lema 2.3.4. A soma de dois ideais nil I; e Iy de um anel R ¢ ainda um ideal nil.

Demonstracao. Sejam I; e Iy dois ideais nil do anel R. Pelo segundo teorema do iso-
(itls) ~ _ Iy
1P

;o lado direito desta igualdade é a imagem por

morfismo, temos que G

homomorfismo de I, logo é um anel nil, e assim, o lado esquerdo também é um anel nil.

Pelo lema anterior temos que I; + Is é um anel nil. O

A partir do lema anterior, se fizermos uma simples indugao, podemos concluir o

seguinte corolério.

Corolario 2.3.5. A soma de um numero finito qualquer de ideais nil de um anel € um

1deal nal.
Lema 2.3.6. A soma de todos os ideais nil de um anel R é ainda um ideal nil.

Demonstracao. Seja W a soma de todos os ideais nil de R. Se z € W, entao x esta em
uma soma finita de ideais nil de R, logo, pelo corolario do lema anterior, x é nilpotente,

portanto W é nil. O
Podemos, com estes resultados, enunciar e demonstrar o teorema seguinte:
Teorema 2.3.7. A propriedade nil € uma propriedade radical.

Demonstragao. E claro que a propriedade nil N tem a condi¢ao (A), por hipdtese do lema

2.3.3, na pagina anterior. A condicao (B) estd garantida pelo lema 2.3.6, pois W é o ideal
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nil maximal do anel, isto é, é o N-radical do anel. Para provarmos (C), suponhamos
que R/W nao é N-semi-simples e consideremos M /W seu N-radical. Entdao M é um
ideal de R e M D W. Seja M/N um anel quociente qualquer de M; se N D W, entao
M/N é uma imagem por homomorfismo do N-anel M /W e, por (A), M/N é também um
N-anel. Logo M é um N-anel e, consequentemente, M C W, uma contradi¢ao. Se N nao
contém W, entao NNW C W é um ideal de W e, pelo segundo teorema do isomorfismo,
(N+W)/N=W/(NNW). O lado esquerdo deste isomorfismo é um ideal nao nulo de
M/N, e o lado direito é a imagem homomorfica do N-anel W, logo por (A), W/(NNW
é um N-anel. Por (D), M é um N-anel, entdo M deve estar em W, uma contradigao.
Portanto, se fizermos o anel quociente médulo W, R/W, este serd N-semi-simples, ou
seja, seu N — radical seré o anel nulo (0). Pelo exposto acima, as condigoes (A), (B) e
(C) da propriedade radical foram satisfeitas com relagao a propriedade nil, logo ela é uma

propriedade radical. O



Capitulo 3
Exemplos de Radicais

O estudo da estrutura de anéis nem sempre consiste numa tarefa facil em con-
sequéncia de o anel ser muito grande. Assim, seria interessante se pudéssemos fazer a
decomposicao do anel em outros anéis mais simples, mas, as vezes, o anel nao fornece
condicoes para esta decomposicao em consequéncia de ter alguns ideais com certas pro-
priedades que dificultam tal trabalho (exemplo da nilpoténcia). Na tentativa de ame-
nizarmos essas dificuldades, vamos pensar numa forma de juntar todos os ideais com tais
propriedades, mantendo uma certa estrutura (estrutura de ideais), e “retird-los”do anel
através do anel quociente R/I, no qual I é um ideal que contém todos os outros ideais
com a tal propriedade, ou seja, o p-radical do anel.

Neste capitulo, iremos apresentar os radicais: cldssico (ou de Wedderbur-Artin)
e de Jacobson. Destacaremos alguns teoremas, lemas e corolarios mais importantes. Isto

serd feito a partir das propriedades radicais.

3.1 Radical Classico

Para trabalharmos com o radical classico, sera necessario explicitar algumas pro-
priedades sobre ideais nil e ideais nilpotentes, mostrar ainda, que, sob certas condigoes,
podemos determinar os radicais de um anel com respeito as propriedades nil, e, sob as

condicoes de cadeia, nilpoténcia.

Teorema 3.1.1. A soma de um nimero finito de ideais nilpotentes a esquerda (a direita)

em um anel R € um ideal nilpotente a esquerda (a direita) do anel R.

Corolario 3.1.2. Seja {I,}aca uma familia de ideais a esquerda (a4 direita) nilpotentes

do anel R, entio Y .4 1o € um ideal a esquerda (a direita) nil.

A partir deste corolario, podemos enunciar um teorema que sera muito importante

para a determinacao do radical classico.

15
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Teorema 3.1.3. Sejam {I,}aca a familia de todos os ideais a direita nilpotentes de um
anel R, {Jz}pep a familia de todos os ideais a esquerda nilpotentes em R, e {K,} ec a

familia de todos os ideais nilpotentes de R. Definamos

W,=> 1,

acA
Wi=) Js
pseB
€
wW=> K,
~veC
Entao,
W=W,=W,.

Vamos denotar este ideal que, pelo corolario anterior, é nil, por W e o chamare-
mos o nil-radical de R. Desenvolveremos algumas propriedades para que este ideal se
transforme em um radical nilpotente. Primeiramente, vamos fazer um breve comentario

sobre o que significam os conceitos Artiniano e Noetheriano.

Definicao 3.1.4. Se uma sequéncia crescente de ideais de um anel R tornar-se constante
depois de um ntumero finito de termos, entao R tem a condicao de cadeia ascendente. Um

anel com esta condigao é chamado de Artiniano.

Definicao 3.1.5. Se uma sequéncia decrescente de ideais de um anel R tornar-se con-
stante depois de um numero finito de termos, entao R tem a condi¢ao de cadeia descen-

dente. Um anel com esta condicao é chamado de Noetheriano.
Teorema 3.1.6. Se um anel R € noetheriano a esquerda (a direita), entao W € nilpotente.

Teorema 3.1.7. Se um anel R € artiniano & esquerda (a direita), entdo todo ideal a

esquerda (a direita) nil € nilpotente.

Corolario 3.1.8. Se um anel R € artiniano a esquerda (a direita), entdo W =W, =W,

€ nilpotente.

Assim, podemos ver que, sob certas condigoes, conhecidas como condigoes de
cadeia, a soma W de todos os ideais nilpotentes de um anel R é ainda um ideal nilpotente
de R, que serd chamado o radical classico (ou Wedderbur-Artin ou nilpotente) do anel R.

Vejamos algumas propriedades deste radical em anéis que o contém.

Teorema 3.1.9. Seja um anel que tem W como seu radical, entio R/W ndao tem ideais

nilpotentes nao nulos.
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Corolario 3.1.10. Se R ¢ arthiniano a esquerda (a direita), entao R/W € semi-simples

com respeito a nilpoténcia.

Aqui nesta secao, vimos a importancia das condigoes de cadeia para determinacao

do radical.

3.2 O Radical de Jacobson

Nesta secao, iremos trabalhar com anéis que nao tém condicoes de cadeia. Pro-
priedades radicais baseadas na nogao de nilpoténcia parecem nao ter resultados satis-
fatorios, para a decomposicao do anel, em anéis sem as condicoes de cadeia. Porém, com
a introducao do conceito de quase-regularidade, proposta por Perlis [7] e posteriormente
desenvolvida por Jacobson, foram obtidos bons resultados para o problema da decom-
posicao de anéis sem as condigoes de cadeia. As demonstracoes desta secao estao feitas

no capitulo 4 deste trabalho, bastando, para tal, atribuirmos k& = 1 nos resultados.

Seja R um anel, nao necessariamente com condicoes de cadeia, diremos que um

elemento = de R é quase-regular a direita se existe um elemento y em R tal que;
z+y+ay=0.

O elemento y é chamado o quase-inverso a direita de z em R. De maneira andloga,

podemos definir quase-regularidade a esquerda.
Definicao 3.2.1. Um elemento a é quase-regular se existe um elemento a’ € R tal que
a+ad +ad =a+ad +ada=0.

Podemos observar que a quase-regularidade é uma generalizacao do conceito de
nilpoténcia. De fato, seja x € R um elemento qualquer nilpotente, isto é, ™ = 0 para

algum numero inteiro positivo n, e tome
y=—x+a*—a>+ .. £2"!
entao;
r+ytay=cz—az+2 -+ . Fa2" 2?4} — L Fa T L2 =0

logo y € R é o quase-inverso a direita de . Portanto todo elemento nilpotente é quase-
regular a direita. Analogamente podemos desenvolver esta generalizacao do conceito
de elemento nilpotente com elemento quase-regular a esquerda. Porém, existem outros

elementos quase-regulares a direita que nao sao nilpotentes.
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Outra forma de vermos a quase-regularidade a direita é considerando um anel
com unidade, denotado por 1. Se x + 1 € R tem um inverso, expresse o seu inverso na
forma 1 4+ y. Entao

(1+2)(1+y)=1

Il+x+yt+aoy=1

assim,

r+y+ay=0,

portanto, x é quase-regular.

Definicao 3.2.2. Um anel R é dito quase-regular a direita, se todos os seus elementos

sao quase-regulares a direita.

Se I é um ideal a direita (a esquerda ou bilateral) de um anel R (R nao necessaria-
mente quase-regular a direita) e se todo elemento de I é quase-regular a direita, entao

diremos que I é um ideal & direita (ou a esquerda ou bilateral) quase-regular a direita.

Note que se I é um ideal a direita quase-regular a direita de um anel R e y um

quase-inverso a direita de x € I, temos x + y + xy = 0, entao
y=-—-c—uay € l,
logo I é, de certa forma, independente do anel que o contém.

Vamos, agora, definir uma nova operagao bindria em R, denominada operagao

circulo.

Definicao 3.2.3. Seja R um anel qualquer, temos
rToy=x+y-+zxy

para todo z,y € R.

Para estabelecermos que a quase-regularidade a direita ¢ uma propriedade radical,
comecaremos, assim como no radical classico, mostrando que todo anel tem um ideal

quase-regular a direita maximal.

Lema 3.2.4. Se x ¢ quase-reqular a direita e se y pertence a um ideal a direita quase-

reqular a direita I, entao v + vy € quase-regular a direita.

Corolario 3.2.5. A soma de dois ideais a direita quase-requlares a direita é ainda um

wdeal a direita quase-reqular a direita.
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Tomando J como a soma de todos os ideais a direita quase-regulares a direita
e fazendo uma simples indugao, podemos ver que J é um ideal a direita quase-regular a
direita, isto porque todo elemento em J é uma soma finita de elementos nao nulos de ideais
a direita quase-regulares a direita, portanto cada elemento em J é quase-regular a direita.
Observe que, por sua construcao, J contém todos os ideais a direita quase-regulares a

direita do anel R.
Lema 3.2.6. O ideal a direita maximal quase-regular a direita J é um ideal de R.

Note que determinamos um ideal maximal quase-regular a direita em R. Devemos

agora mostrar que valem as trés condigoes da definicao da propriedade radical.
Teorema 3.2.7. A quase-reqularidade o direita € uma propriedade radical.

Demonstragao. Pelo lema 3.2.6, asseguramos a condi¢ao (B). A condi¢ao (A) é imediata,
pois, se R’ é a imagem por homomorfismo de um anel quase-regular a direita R, entao

todo elemento de R’ é quase-regular a direita. De fato, seja
o:R— R
um morfismo de anéis e R’ = ¢(R). Para todo z,y € R tais que, zoy = x4y + xy temos

©(0) = p(zoy) = p(z +y+ry) = p(x) + Yy) + e()e(y) =0

logo, p(z) é quase-regular a direita em R'.

Para finalizarmos, devemos garantir a condi¢ao (C), ou seja, que R/J nao tem
ideais quase-regulares a direita nao nulos, isto é, que R/J é semi-simples com respeito
a quase-regularidade a direita. Para tal, suponhamos que R/J tem um ideal a direita
quase-regular a direita 7'/J e tomemos = + J um elemento de 7'/J. Logo, existe uma

clase 2’ + J tal que
c+J+'+ T+ @+ )"+ J)=0+J

em R/J. Assim, temos que z + 2’ + xx2’ estd em J pois (x + 2’ + z2’) + J = 0+ J, logo,

deve existir um elemento u € R tal que
O=(z+2'+22)+u+(x+2 +a2)Yu=2+ (2 +u+2'u) +z@ +u+2'u),

mostrando que x é quase-regular a direita como elemento de R. Consequentemente, todo
elemento na classe x + J é quase-regular a direita, pelo lema 3.2.4. Logo, todo elemento
em T é quase-regular a direita, mas 7' é um ideal quase-regular a direita de R, e entao
T C J, pois J é maximal, logo T/J = 0 em R/J. Segue que, R/J é semi-simples com

respeito a quase-regularidade a direita. O
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Todo esse desenvolvimento poderia ter sido feito com respeito a quase-regularidade
a esquerda, ou seja, poderfamos definir um ideal maximal quase-regular a esquerda J’ do
anel R. Mostraremos que J = .J'.

Comegaremos provando que J' C J, ou seja, que todo elemento em J' é também

quase-regular a direita. Para isto, precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.2.8. Se um elemento z é ao mesmo tempo quase-reqular a direita, z+w+zw = 0

e quase-reqular a esquerda z +t+tz =0, entao t = w, wz = zw e w € Unico.

Este elemento w é chamado o quase-inverso de z.

Agora retornaremos a prova de que J' C J. Seja r um elemento qualquer em .J',
entao existe um y tal que

r+y+yr=0
pois = é quase-regular a esquerda. Além disso,
y=—r—yx
pertence a J', pois J' é um ideal. Assim, temos que
y+r+ry=0

para algum r € R. Mas
y+x+yxr=0,

logo y é quase-regular a direita e, pelo lema 3.2.8, r = x. Portanto, xy = yx e, em
particular,

r+yt+ary=x+y+yxr=0.

Consequentemente, todo elemento em J' é quase-regular a direita, ou seja, J' é um ideal
quase-regular a direita, entdao, J' C J, pois J é ideal maximal quase-regular a direita de
R.

Analogamente, podemos mostrar que J C J'. E, portanto, J = J'.

Com este resultado, podemos fortalecer o teorema 3.2.7:

Teorema 3.2.9. A quase-reqularidade € uma propriedade radical.



Capitulo 4

O k-Radical de Jacobson

Neste capitulo, iremos construir uma generalizacao do radical de Jacobson, de-
terminando o k-radical de Jacobson, no qual k é um niimero inteiro qualquer, mostrando
que a k-quase-regularidade é uma propriedade radical. Assim como em toda generali-
zagao, quando fizermos k = 1, retornaremos ao radical que lhe deu origem, o radical de
Jacobson, além de preservar algumas de suas propriedades. Como ja vimos, o radical de
Jacobson pode ser construido via a prorpiedade radical denominada quase-regularidade,
a qual é definida pela operacao circulo denotada por x oy = x + y + xy, introduzida por
Perlis [7]. Assim é natural nos perguntarmos se existem outras operagoes, derivadas das
operacoes usuais do anel, que déem origem a outras propriedades radicais. Uma vez que
a associatividade da operagao circulo é essencial na determinacao do radical de Jacobson,
nossa questao inicial leva-nos a buscar quais operacoes derivadas definidas no anel sao
associativas. Esta questao foi investigada por McConnell e T. Stokes [5], e seus resulta-
dos serao expostos a seguir. Também faremos uso das defini¢oes e resultados anteriores,

efetuando algumas modificagoes.

4.1 Operacao k-Circulo

Primeiro, vamos expor um teorema que nos mostrard as possiveis operagoes

binarias associativas derivadas.

Teorema 4.1.1. As unicas operacgoes bindrias associativas derivadas, na classe dos anéis

associativos, tém as sequintes formas:
r+vy,2,y,0, kxy, kyr,x +y + kxy,z + y + kyx.

Demonstrag¢ao. Considere f(z,y) uma expressao no anel satisfazendo a condicao associa-
tiva dada por f(f(z,v),2) = f(z, f(y,z)). Seja n o maior grau que = pode assumir em

algum monoémio em f(z,y), entdo o maior grau no lado esquerdo da equagao acima é n?,
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enquanto que no lado direito é n; logo n? = n, e assim, n = 0 ou n = 1. Similarmente,
podemos verificar que o maior grau de y, em qualquer termo de f(x,y), é também n = 0
oun = 1. Assim, temos que f(x,y) = ax + by + cxy + dyzx para alguns inteiros a, b, ¢, d.

Igualando os coeficientes na condi¢ao associativa dada, obtemos as seguintes relacoes:
a* =a,b* =b,ac =bc,cd =0, ad = bd.
Como cd =0, temos que: d=0 e c#0ouc=0 e d#0oud=c=0.

1. Sed =0 e c¢# 0, obtemos; a = b, logo a = 0 ou a = 1, fazendo a = 0, temos
b =0, portanto f(z,y) = cxy, por outro lado, tomando a # 0, teremos a = b = 1,

entdo f(z,y) =z +y+ cry.

2. Sec=0 e d# 0, obtemos de maneira similar que f(x,y) = dyxz e f(z,y) =
x4y +dyx.

3. Se d = ¢ = 0, obtemos os seguintes resultados:

e se a =>b=0, entdo f(z,y) = 0;
e sca=1eb=0,entao f(x,y) = x;
e sea=0eb=1,entao f(z,y) =v;

e sea=>b=1,entao f(z,y) =x+v.
0

Das opregoes acima, as tunicas que darao origem a generalizagoes da quase-
regularidade sao f(z,y) =x+vy, f(z,y) = x+y+ cry, f(x,y) = v+ y + dyx, e destas,
a primeira nos diz que todos os elementos do anel sao quase-regulares, tornando-se uma
operacao trivial, logo utilizaremos as duas ltimas para obter a nossa generalizacao. Agora
que a escolha da operacao foi justificada, comegaremos a construcao dos k-radicais.

Consideremos R um anel qualquer, sem a suposicao das condigoes de cadeia e

nao necessariamente com unidade. Tomemos z € R.

Definicao 4.1.2. Diremos que x € R é k-quase-regular a direita, para um dado k inteiro,

se existir um elemento y € R tal que
ropy=x+y+kry=0.

Definicao 4.1.3. Diremos que © € R é k-quase-regular a esquerda, para um dado k

inteiro, se existir um elemento z € R tal que

zopx =z+x+ kzxr =0.
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Definicao 4.1.4. Diremos que a € R é k-quase-regular, para um dado k inteiro, se existir
um elemento a’ € R tal que

aorad =ad opa=0.

Observagao 4.1.5. Observemos que, assim como no radical de Jacobson, se x é nilpo-
tente, ou seja, 2" = 0, para algum n inteiro positivo, entao = é k-quase-regular a direita.

Para tal, basta tomarmos
y=—x+ka® — k*2® + .+ (=) k2!
assim, r +y + kxy =
p—aka’ =k (1) hr(—r 4 ke — K 4+ (1) Y =
= ()" k"t = 0.

Porém, existem outros elementos k-quase-regulares a direita que nao sao nilpo-
tentes. Vamos mostrar um exemplo de um anel radical com relagao a quase-regularidade,

mas que seja nil semi-simples.

2x
2y+17

no qual z,y sdo inteiros e o maior divisor comum entre 2z e 2y + 1 é a unidade 1.

Exemplo 4.1.6. Seja W o conjunto de todos os ntiimeros racionais da forma a =

Este conjunto é um anel comutativo sobre as operacoes usuais de adi¢ao e multiplicacao e
contém o anel dos inteiros pares, logo existem em W elementos nao nilpotentes e portanto

W é um anel nil semi-simples. Porém, todos os elemento neste anel sao k-quase-regulares,

2x
2y+1

e fizermos a o b = a + b + kab, teremos

2(—
em W, se tomarmos um elemento b = 202 e W

pois, para todo elemento a = 2z +y) 1

2 N 2(—x) B 2x 2(—x)
2y +1  2(kz+vy)+1 2y +12(kx+y) +1

} =

2¢(2kx + 2y + 1) — 222y + 1) — 4ka®
2y +1)(2kz +y+1) B

Portanto, W é um anel radical com respeito a k-quase-regularidade e, com isso, mostramos

que nem todo elemento k-quase-regular é nilpotente.

Também podemos encontrar elementos k-quase-regulares em anéis com unidade.
De fato, consideremos um anel A com unidade, reprentada por 1. Seja 1 + kx € R, com
k # 0 um elemento com inverso a direita, e vamos expressar o seu inverso por 1 + ky,
entao

(1+kx)(1+ky) =1

assim,

kx + ky + kxky =0
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kx + ky + k*ry =0
k(z+y+ kzy) =0,

como k # 0, temos que

x+y+kry =0,

portanto x é k-quase-regular a direita e seu k-quase-inverso € y.

4.2 Uma construcao do k-Radical

Vamos agora mostrar que a k-quase-regularidade a direita é uma propriedade
radical. O lema e corolario a seguir irao garantir a existéncia de um ideal a direita

maximal k-quase-regular a direta do anel R.

Lema 4.2.1. Se x € k-quase-reqular a direita e se y pertence a um ideal a direita k-quase-

reqular a direita I, entao x + vy € k-quase-reqular a direita.
Demonstracao. Como x é k-quase-regular a direita temos que
x+ 2 +krx' =0 paraalgum 2.

Consideremos o elemento y + kyz’, ele esta em I pois y,ky € I e, sendo I um ideal a
direita, kyx € I, logo este elemento é k-quase-regular a direita. Seja z seu k-quase-inverso
a direita, temos

y+kyr' + 2+ k(y + kya')z =0
y+z+k(yr' +yz + kyx'z) = 0.

Agora, vamos provar que

'+ 2+ ka'z
é o k-quase-inverso a direita de x + y.

De fato,
r+y+a +z+kr’z+k(x+y) (2 + 2+ ka'z) =

v+’ +krea' + k(2" + 2 + kxx')z+y + 2 + k(y2’ + yz + kya'z) = 0.

]

Corolario 4.2.2. A soma de dois ideais a direita k-quase-requlares a direita € ainda um

1deal a direita k-quase-reqular a direita.
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Demonstracgao. J& sabemos que a soma de dois ideais a direita é um ideal a direita (ver
pré-requisitos lema 1.0.9). Pelo lema acima demonstrado, a prova estd concluida, pois
qualquer elemento dessa soma é a soma de dois elementos k-quase-regulares a direita e,

portanto, esta soma representa um ideal k-quase-regular a direita. O

Corolario 4.2.3. A soma de todos os ideais a direita k-quase-requlares a direita € ainda

um tdeal a direita k-quase-reqular a direita.

Demonstracao. Considere J; a soma de todos os ideais a direita k-quase-regulares a direita
do anel R. Como ja sabemos, qualquer elemento em J; é uma soma finita de elementos de
ideais a direita k-quase-regulares a direita e, claro, cada elemento em Jj, é k-quase-regular
a direita. Logo J; é um ideal a direita k-quase-regular a direita e contém qualquer ideal a
direita k-quase-regular a direita de R. Portanto, J, é um ideal a direita k-quase-regular

& direita maximal em R. OJ

Lema 4.2.4. O ideal a direita k-quase-regular a direita mazimal Ji de um anel R é um

ideal de R.

Demonstracao. Ja sabemos que se x pertence a Ji, para qualquer » em R, temos que
xr pertence também a Ji e é k-quase-regular a direita. Assim, para demonstrarmos este
lema é suficiente mostrarmos que rx € Jg, Vr € R. Comegaremos mostrando que rx é

k-quase-regular a direita. Como xr € Ji, existe um elemento w € R tal que
xr +w + kxrw = 0.
Consideremos, agora, o elemento
—rx — krwzx.
Logo,
re+ (—rax — krwz) + k(rz)(—rz — krwx) =
= —krwx — krxrx — krkzrwr =
= k(—r)(w + zr + kzrw)x = 0.

Portanto rx é k-quase-regular a direita. Tomemos o ideal a direita gerado por rz. Isto
é, o conjunto de todos os rxi + rxs, em que ¢ é um inteiro e s pertence a R. O elemento
xi + xs estd em Jy e, como vimos acima, r(zi + xs) é k-quase-regular & direita, logo
{rxzi+rzs} é um ideal a direita k-quase-regular a direita. Além disso, {rzi + raxs} C Jy,

pois Ji € maximal e, em particular, rx estd em J,. Portanto J; é um ideal de R. O

Teorema 4.2.5. A k-quase-reqularidade a direita € uma propriedade radical.
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Demonstracao. Para provarmos este teorema, devemos mostrar que a k-quase-regularidade
a direita satisfaz as condigoes (A), (B) e (C) da defini¢ao de propriedade radical. O lema
acima garante a existéncia de um ideal k-quase-regular a direita maximal J; contido num
anel qualquer R, assegurando desta forma a condi¢do (B). A condigao (A) é imediata,
pois, se R’ é a imagem pelo homomorfismo ¢ do anel k-quase-regular a direita R, entao

todo elemento de R’ é k-quase-regular a direita, com efeito, consideremos o morfismo

/

0:R— R, talque z+—— ¢(z)=2"
Tomemos z,y € R tal que, x o,y =z 4+ y + kxy = 0 logo,
0(0) = @z o y) = p(z +y + kay) =

= o(@) + o(y) + ko()p(y) = &' +y + ka'y' = 0.

Para finalizar, devemos estabelecer a condi¢ao (C), isto é, que R/Jj é k-semi-

simples com respeito a k-quase-regularidade a direita.

Para tal, suponhamos que R/J; tenha um ideal a direita k-quase-regular a direita
Ty/Jy e tomemos x + J, como um elemento de T /J,. Entao, existe uma classe =’ + Jj
tal que
T4 Jp+ 2"+ T+ k(z+ Jp) (2" + Jp) = (0+ Ji) =0,
isto é,
(x4 2" + kxa') + Jp, = 0+ Jg.

Logo, x + 2’ + kxx' € Jy,e assim, existe um elemento u € R tal que
0= (v+2 + k') +u+k(x+2 +kza'yu =2+ 2" + kza' +u+ kaou+ ka'u + Koa'v =

=x + (¢ +u+ kx'u) + kz (2 + u + ka'u),

portanto x é k-quase-regular a direita como elemento de R. Consequentemente todo
elemento em z + J; é k-quase-regular a direita, pelo lema 4.2.1. Assim, todo elemento de
T} é k-quase-regular a direita, logo T}, é um ideal a direita k-quase-regular a direita em
R. Mas lembremos que Ji ¢ ideal maximal k-quase-regular a direita de R, sendo assim,
Ty C Ji e portanto Ty/Jp, = 0 em R/J,. Como o radical do anel R/J; é o ideal nulo,

temos que R/Jy é k-semi-simples com respeito a k-quase-regularidade a direita. O

Dessa forma, mostramos que as condigdes (A), (B) e (C) da propriedade radical

sao validas para a k-quase-regularidade a direita, logo, ela é uma propriedade radical.
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4.3 k-Quase-Regularidade

Podemos facilmente verificar que a construcao do k-radical de Jacobson poderia
ter sido obtida usando a k-quase-regularidade a esquerda. Portanto, todo anel R tem
um ideal maximal J;, que é k-quase-regular a esquerda. Toda construgao seria feita de

maneira andloga sem perdas. Vamos mostrar também que, Ji, = J.

Primeiro iremos enunciar e provar um lema de fundamental importancia para o

bom desenvolvimento da afirmacao feita acima.

Lema 4.3.1. Se um elemento z € k-quase-reqular a direita, z + w + kzw = 0, bem como

k-quase-reqular a esquerda, z +t + ktz = 0, entao
t=w, kwz=kzw e w € unico.

Demonstragao. Lembremos que z +w + kzw = (z oy w) e 2+t + ktz = (t o}, z), assim
temos:

t=top ((zopw)) =tog (z4+w+kzw) =
—t+ 24w+ kzw + ktz + ktw + k*tzw =
= (togz)orw=00, w=w.

Notemos também, que

z+w+kzw=0=z+t+ ktz,

como t = w, temos

kzw = kwz.

Finalmente, suponhamos que existe um 2’ tal que z + 2’ + kzz’ = 0, entao 2z’ =

w =t, logo w é inico. O elemento w é chamado o k-quase-inverso de z. O

Agora estamos prontos para mostrar que J; = J; e comegaremos verificando que
Ji. € Jip. Seja x € Ji, entdo existe um elemento y tal que z + y + kyx = 0 pois x é

k-quase-regular a esquerda. Mas, y = —x — kyx € J;, logo y € J}, e portanto,
y+r+kry=0 paraalgum r.

Porém,

y+x+ kyxr =0,

logo y é k-quase-regular a direita e seu k-quase-inverso a direita é x. Logo, pelo lema
anterior, temos: r =z e kzy = kyz.
Em particular,

y+ax+kyr=x+y+kry=0,
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consequentemente todo elemento em J;, é k-quase-regular a direita, assim, J; é um ideal
k-quase-regular a direita. Como J; é ideal k-quase-regular a direita maximal, no anel,
entdo J;, C Ji. De maneira andloga, podemos mostrar que J, C J; e, portanto , que

Jr = J;.. Com este resultado, podemos generalizar o teorema 4.2.5 enunciando o seguinte

teorema:
Teorema 4.3.2. A k-quase-reqularidade € uma propriedade radical.

Assim, J é o k-radical determinado pela k-quase-regularidade, em um anel qual-
quer R. Se tivermos um anel R, podemos encontrar o seu k-radical determinado pela
k-quase-regularidade e, se fizermos o anel quociente R/Jy, veremos que este anel é um

anel semi-simples com respeito a k-quase-regularidade.



Capitulo 5
Anéis k-semi-simples

Neste capitulo, tentaremos obter uma forma de decompor o anel quociente via
o k-radical de Jacobson. Para tal, devemos primeiramente conseguir uma representacao
diferente deste radical (J;). Mas, antes, observemos que, se um anel R nao é um anel
k-radical, entao ele contém um ideal (a direita, a esquerda e/ou bilateral) maximal com
a propriedade da k-quase-regularidade a direita. Isto é verdade, pois, se R nao é um
anel k-radical, entao R contém um elemento x que nao é k-quase-regular a direita, isto é,
{kxr +r} # R. Logo, {kxr +r; ¥r € R} é um ideal a direita de R que nao contém z,
pois, caso contrério, ele seria todo R, ja que, se {kxr + r} contém tanto kxr +r como z,

entao, para algum r, temos kxr + r = x dessa forma,
x4 (—r)+kx(—r)=0

e por consequéncia, x é k-quase-regular a direita, configurando-se um absurdo. Tomando
todos os ideais a direita que contém kxr + r e que nao contém z, pela ordenagao desses
ideais via inclusao e usando o lema de Zorn, obtemos um ideal a direita maximal. Portanto,
todo anel que nao é k-radical, possui ideais a direta maximais com a k-quase-regularidade
a direita. De maneira analoga, podemos mostrar que todo anel, que nao é k-radical, possui
ideais a esquerda maximais e bilaterais maximais, com respeito a k-quase-regularidade a

direita.

5.1 Decomposicao dos Anéis k-Semi-simples

Para conseguirmos fazer uma nova representacao do k-radical, sera necessaria a

seguinte defini¢ao:
Definicao 5.1.1. Um ideal a direita V' é k-regular se existe um elemento e € R tal que:

ker —r eV, VreR.

29
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Um tal elemento e é dito a k-unidade a esquerda de V.

Agora ja temos condigoes de escrever e provar as formas equivalentes para o

k-radical de Jacobson.
Lema 5.1.2. O k-radical de Jacobson Jy de qualquer anel R € igual a:
1. a= { intersegao de todos os ideais a direita mazimais k-requlares},
2. B = { intersecdo de todos os ideais a esquerda mazximais k-requlares },
3. y={x: kar € k-quase-reqular a direita ¥r € R},
4. 6={x: krx € k-quase-reqular a esquerda “r € R}.

Demonstracao. Se x € Ji, entao Vr € R kxr € Jg, pois Jip é um ideal, logo kxr é
k-quase-regular a direita, assim, J; C 7.

Tomemos agora um elemento x € «, z estd em todo ideal a direita maximal
k-regular de R, logo, ou = é k-quase-regular & direita ou nao. Suponhamos que x nao
seja k-quase-regular a direita, entdo {kxr + r} # R. Seja M um ideal & direita maximal

contendo kxr 4 r, mas nao contendo z. Notemos que M ¢é k-regular, pois
Vre R —kar—r=ka(—r)+(-r)eM

e k(—z)r—r=—kxr—r,

portanto, M é k-regular, um absurdo, pois, sendo M k-regular, x € M. Consequente-
mente, todo r € a é k-quase-regular a direita e, sendo o um ideal a direita, ele é um ideal
a direita k-quase regular a direita, logo a C Ji.

Agora, vamos tomar z um elemento qualquer de ~, logo kxr é k-quase-regular a
direita para todo r € R. Assim, ou z € « ou nao. Supondo a segunda hipotese, existe
um ideal a direita maximal k-regular M tal que x ¢ M. Como M ¢é maximal, o ideal a
direita maximal gerado por M e z é todo R, logo, R = {m + x(r + i)}, no qual m € M,

r € R e i é um inteiro. Como M ¢é k-regular existe e, a unidade a esquerda de M, tal que
Vre R ker—reM
assim, existe mg € M, rqo€ R e iy € Z tais que:
—e =mg + x(rg + 1,).
Multiplicando por e a direita temos,

—e® = mge + x(rg +ig)e  (1).
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’

Como x € v, entao kxr é k-quase-regular a direita Vr € R. Logo, kx(ro + ig)e é

k-quase-regular a direita portanto, existe z tal que
kx(ro +io)e + 2z + k*x(rg +ig)ez =0 (2)
tomando a (1) e, multiplicando a esquerda por k% e & direita por z temos:
—k?e?z = k*mgez + k*z(ro +ig)ez  (3).
Substituindo a equagao (2) em (3) obtemos
E*moez — kx(ro +ig)e — z + k*e*z =0 (4).

Mas Vt € R ket —t € M, logo, kee — e € M e assim, keez — ez € M pois M ¢é ideal a
direita. E verdade também que kez — z € M e, k*e®z — kez € M e somando estas duas
dltimas expressoes, concluimos que, k%e?z — 2z € M.

Como my € M e M é um ideal a direita, temos que k?*mgez € M, e, da equacao

(4), segue que kx(ro +ig)e € M. Multiplicando a equagao (1) por k a esquerda temos
—ke? = kmge + kx(rg + ig)e.

Sendo kmge € M e kx(rg + ipg)e € M, entao —ke? € M. Como j4 haviamos provado
que ke? —e € M, podemos concluir que e € M e portanto, ker € M Vr € R. Mas
ker —r € M Vr, logo r € M, desta forma, M = R, impossivel, pois x € M. Entao
T € a, ou seja, v C a.
Assim, mostramos que
aCJyCyCa

e portanto, sao todos iguais. A prova para a esquerda é analoga. O

Definicao 5.1.3. Seja M um ideal a direita de um anel R, entao
(M:R)={reR; RrCM}.

E facil verificar que este conjunto é um ideal de R. A partir da definicao acima,
iremos definir um outro conjunto que também serd um ideal e que nos ajudara na prova

dos teoremas posteriores.
Definicao 5.1.4. Seja M um ideal a direita, entao
(M :kR)={reR; kRrC M}

Notemos que o conjunto da definigao acima, (M : kR), é também um ideal de R.

De fato,
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1. Va,b€ (M : kR) =>a—be (M : kR).

Como a,b € (M : kR), entao kRa C M e kRb C M, isto é, kra € M e krb €
M Vr e R. Logo

kr(a —b) = kra—krbe M Vr € R,

ou seja,

kR(a—b) C M = (a—0b) € (M : kR).
2. Sea€ (M:kR) = as,sa € (M :kR) VseR.

(a) Vamos mostrar que sa € (M : kR) Vs € R.

Sejam rs € R temos que krs € R, e que kr(sa) = k(rs)a € M. Logo,
sa € (M :kR) Vsé€R.

(b) Mostraremos agora, que as € (M : kR) Vs € R.

Como a € (M : kR), entao kra € M Vr € R. Mas, M é ideal a direita, logo,
k(ra)s € M, Vs € R. Assim, kr(as) = k(ra)s € M, e portanto as € (M :
kR) Vs € R.

Lema 5.1.5. Se M ¢ ideal a direita k-reqular (nao necessariamente mazimal), entdo
(M : kR) € o maior ideal de R contido em M.

Demonstracao. Seja e a unidade a esquerda de M, isto é, ker —r € M Vr € R. Se
x € (M : kR), entdao kRx C M logo, kex € M e como kex — x € M temos que x € M.
Portanto, (M : kR) C M.

Além disso, seja () um ideal qualquer de R, tal que Q C M, entao RQ C kRQ C
M, logo @ C (M : kR), ou seja, (M : kR) é o maior ideal de R contido em M. O

Agora, com os resultados que iremos expor, mostraremos que J; é a intersecao
de um certo conjunto de ideais com propriedades especificas, o que tornara possivel a

decomposi¢ao do anel quociente médulo o k-radical de Jacobson, Jj.

Definicao 5.1.6. Um anel R ¢é k-primitivo a direita, se R contém um ideal a direita
maximal M tal que (M : kR) = {0}.

Defini¢ao 5.1.7. Um ideal P de R é um ideal k-primitivo & direita, se R/P é k-primitivo

a direita.

Lema 5.1.8. Se M ¢ um ideal a direita k-regular mazimal de R, entao (M : kR) é um

ideal k-primitivo a direita de R.
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Demonstrag¢ao. Consideremos R/(M : kR). Se (M : kR) = M, entao M é um ideal de R,
e R/M = R/(M : kR) nao tem ideais & direita préprios nao nulos (isto é, ele é simples)
pois M é maximal. De fato, R/M nao tem ideais a direita préprios nao nulos, pois se
T/M é ideal a direita ndo nulo de R/M, entdao T' é um ideal a direita de R que contém
M. Logo T/M = {0} é o ideal & direita maximal de R/M tal que ({0} : kR/M) = {0}.
Com efeito, se kR/MZz = 0, entdao kRx C M. Portanto, x € (M : kR) = M e assim,
T = 0. Consequentemente, (M : kR) é um ideal k-primitivo & direita em R quando
(M : kR) = M.

Por outro lado, se (M : kR) # M, entdo pelo lema anterior, (M : kR) C M.
Assim, em R/(M : kR), consideremos o ideal & direita M /(M : kR). Claramente ele é
um ideal & direita de R/(M : kR). Além disso, (M /(M : kR) : kR/(M : kR)) = {0}, pois
se R/(M : kR)x C M/(M : kR), entao kRr C M e assim, z € (M : kR) e T = 0.

Portanto, R/(M : kR) é um anel k-primitivo a direita e, desta forma, (M : kR)

é um ideal k-primitivo a direita. O

Vamos enunciar e provar um lema que serd muito importante para o desenvolvi-

mento da prova do teorema a seguir:
Lema 5.1.9. {z;kaRC M} = M.

Demonstracao. Sabemos que M é um ideal a direita em R, logo, se m € M e r €
R, entao mr € M, e portanto, Ym € M temos que m € {z;kxR C M}, ou seja,
M C {x;kzR C M}. Por outro lado, como M é maximal, {x; kxR C M} = M ou
{z; kxR C M} = R. Se {z; kxR C M} = R, teremos que kRR C M, porém,
(M :kR)={r € R; kRr C M}, e assim, (M : kR) = R. Como (M : kR) C M, entao
M = R, um absurdo. O

Com os resultados acima, podemos agora dar uma nova defini¢ao para o k-radical
de Jacobson Ji, que sera til para conseguirmos a decomposi¢ao do anel quociente k-semi-

simples.

Teorema 5.1.10. O k-radical de Jacobson J € igual a intersecao de todos os ideais

k-primitivos a direita em R.

Demonstracao. Comecaremos mostrando que J; contém a intersecao de todos os ideais
k-primitivos a direita de R.

Todo ideal a direita maximal k-regular M, de R, contém um ideal k-primitivo
a direita (M : kR), pelos lemas 5.1.5 e 5.1.8. Portanto, Ji, que é a intersecao de todos
os ideais a direita maximais k-regulares , contém a intersecao dos ideais k-primitivos a

direita em R.



34

[remos, agora, mostrar que o k-radical J; estd contido na interse¢ao de todos
os ideais k-primitivos a direita em R. Para isto, consideremos P um ideal k-primitivo
a direita em R. Entao R/P é k-primitivo a direita, ou seja, contém um ideal a direita
maximal M /P tal que (M/P : kR/P) = {0}, ou seja, (M : kR) C P.

Se M for k-regular, entdao J C M, pelo lema 5.1.2. Além disso, J, C (M : kR),
pois (M : kR) é o maior ideal de R contido em M, como vimos no lema 5.1.5. Portanto,
Jr € (M : kR) C P. No entanto, nés nao sabemos se M é k-regular.

Como P C M, (M : kR) C M, ja que podemos pelo menos concluir que (M : kR)
é o maior ideal de R contido em M. Caso contrario, se ) é um ideal de R, e Q C M,
entdo kRQ C Q C M, logo, Q C (M : kR). Em particular, consideremos P = (M : kR).
Agora, se o k-radical Jj, nao estd contido em P, ele nao pode estd contido em (M : kR)
e, portanto, nao podera estar contido em M. Vamos entao supor que Ji nao esta contido
em M na tentativa de chegarmos numa contradicao, e assim concluiremos que .J, C P.

Suponhamos que Ji ¢ M.Tomemos x € Jy — M. Entao kRz ¢ M, pois, do
contrario, se kRx C M, entdao x € (M : kR) C M. Agora tomemos um elemento z € R
tal que kzx ¢ M (isto é possivel pois kRx nao estd contido em M). Com o lema 5.1.9,
na pdgina anterior, podemos mostrar que neste caso kzzR ¢ M, pois, do contrario, isto
é, se kzzR C M, entao zx € M, e, desta forma zx + zz + ... + zx = kzx € M. Como M

é maximal e kzzR ¢ M, temos que
M + kzzR = R.
Consequentemente, existem m € M e t € R tais que
—z=m + kzuxt,

donde,
z+ kzxt = —m € M.

Mas x € J, logo zt € Ji, e portanto, xt é k-quase-regular a direta. Logo, existe um

elemento w € R tal que zt + w + kxtw = 0. Assim,
z =z + kz(at +w + kxtw) = z + kzat + k(2 + kzat)w.

Como cada parcela acima estd em M, temos que z € M, mas isto contradiz
kzx € M. Este absurdo veio do fato de admitir que J, € M, logo Ji, C M, e portanto,
Jp, C P. m

De forma andloga, podemos provar que o k-radical de Jacobson Jj é a intersecao
de todos os ideais k-primitivos a esquerda. Agora que temos o k-radical J,, represen-
tado como a intersecao de ideais k-primitivos, podemos dar uma potencialmente forte

declaracao sobre os anéis k-semi-simples (com respeito ao k-radical de Jacobson).



35

Teorema 5.1.11 (Teorema de Estrutura). Todo anel k-semi-simples € isomorfo a uma

soma subdireta de anéis k-primitivos a direita.

Demonstra¢ao. Sendo R um anel k-semi-simples, temos que o seu k-radical J;, é {0}, e
entao a intersecao dos ideais k-primitivos a direita, P;, é também 0. Portanto, pelo teorema
1.0.17, em pré-requisitos, R é isomorfo a uma soma subdireta de anéis R;, em que cada

R; = R/P;,. Mas cada um desses é por definigdo um anel k-primitivo a direita. O

De maneira analoga, podemos provar que todo anel k-semi-simples é isomorfo a
uma soma subdireta de anéis k-primitivos a esquerda, portanto, podemos concluir que
todo anel k-semi-simples ¢ isomorfo a uma soma subdireta de anéis k-primitivos a direita.

Assim, todo anel k-semi-simples pode ser decomposto.

5.2 Consideracoes Sobre o k-radical

Nesta secao, adicionaremos algumas observagoes a respeito do k-radical e também
algumas relagoes entre ele e o radical de Jacobson, que foram analizadas durante esta
pesquisa. Temos a impressao que tais observagoes podem render boas idéias posterior-

mente.

5.2.1 Hereditariedade

Iremos aqui falar sobre uma caracteristica importante de algumas propriedades
radical, a hereditariedade. Esta caracteristica nao é trivial, pois nem todos os radicais a
possuem. Comecaremos definindo e depois provaremos que o nosso k-radical satisfaz as

suas condigoes.

Definicao 5.2.1. Diremos que uma propriedade radical P é hereditaria se, e somente se,

satisfaz as seguintes condigoes:
1. Todo ideal de um anel P-radical é ele mesmo um anel P-radical.

2. Para todo anel R e para todo ideal I de R, temos Rad(l) = I N Rad(R), no qual
rad(A) é o radical do anel A.

Como ja foi dito, nem toda propriedade radical apresenta hereditariedade, porém
a k-quase-regularidade é uma propriedade radical que satisfaz as condigoes acima citadas.

Para vermos isto, vamos enunciar e provar o lema e o teorema a seguir:

Lema 5.2.2. Seja A um ideal de um anel R e seja B um ideal de A. Seja B* o ideal de
R gerado por B, entdo B** C B.
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Demonstracao. Seja A* o ideal de R gerado por A. Temos que se B C A, entao B* C
A* = A. Portanto, B**BxBxB* C AB*A = A(B+RB+BR+RBR)AC ABAC B. O

Teorema 5.2.3. Se Ji(R) € o k-radical do anel R, e T é um ideal de R, entdo o k-
radical de T', Jp(T'), € dado por J,(R)NT. Em particular, se R é k-semi-simples, entao

T também o serd.

Demonstracao. Seja A o k-radical de T e seja A* o ideal de R gerado por A, pelo lema
acima, A*> C A. Mas A*® = A*A*A* é um ideal de R e, como ele estd em A, é k-
quase-regular & direita, logo A** C Ji(R). Se R é k-semi-simples, entdo J(R) = 0 e,
como A** C Ji(R), temos que A** = 0; logo A* é um ideal nilpotente, consequentemente,
podemos concluir que A* = 0, pois todo ideal nilpotente esta contido no ideal nil maximal,
ver 3.1.3, que por sua vez, estd contido no ideal k-quase-regular maximal J, ver 4.1.5,

mas J; = {0}. Portanto A = 0, pois A* é gerado por A, logo, T é k-semi-simples.

T+J,(R)
Jr(R)

R/Jx(R) e portanto é k-semi-simples. Pelo segundo teorema do isomorfismo, temos que

Se R nao é k-semi-simples, entao ¢ um ideal do anel k-semi-simples

T+ Jk(R) ~ T
Je(R)  TnJu(R)
logo,
_r
TN Jy(R)
é k-semi-simples, isto é, T
J(——) =0
k%m@mﬂ

Mas T'N Jg(R) é um ideal de T' k-quase-regular a direita, e entdo T'N Jx(R) C A.

Se T'NJi(R) # A, entao #k(l%) ¢ um ideal k-quase-regular a direita nao nulo de

o que é um absurdo. Portanto,

__T
TNJ(R)?

TN J(R) = A= Ju(T).

5.2.2 Divisores do k

Sabemos que um ideal a direita V' de um anel R é k-regular se Vr € R temos que
ker —r € V, para um dado e € R. Se [ divide k, entao Im = k, para algum m inteiro e
portanto,

I[(me)r —r = (Im)er —r =ker —r eV VreR.

Logo, todo ideal k-regular é um ideal [-regular, e assim, todo ideal k-regular é

um ideal [-regular. Mas, sabemos que o k-radical Ji(R) de um anel R é a intersecao de
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todos os ideais maximais k-regulares de R. Como o [-radical de Jacobson J;(R) de um

anel é a intersecao de todos os ideais maximais [-regulares de R, entao

Em particular,
J C Jg.

Ja temos pelo resultado acima, que o radical de Jacobson de um dado anel esta
contido no k-radical de Jacobson, mas precisamos saber se nao existe a inclusao inversa;
para tal, mostraremos um exemplo que nos garante que tal inclusao nao necessariamente
é sempre verdadeira. Inicialmente, vamos definir uma, também conhecida, propriedade
radical, ver [5], denominada k-tor¢do. Em seguida, mostraremos que ela estd contida no

k-radical e nao esta contida no radical de Jacobson.

Definicao 5.2.4. Sejam R um anel e k£ um inteiro positivo. Um elemento x pertencente
a R é dito ter k-torcao, se existe um inteiro positivo n, tal que k"x = 0. O radical de R
com relacao a k-torgao é o ideal maximal de R que possui a propriedade. Denotaremos

este radical por T".

Vamos, agora, mostrar que 7% C J,. Para tal, suponhamos que z € T*, logo

existe um inteiro n tal que k"z = 0. Seja y = —x(1 —kz + k*2? — ...+ (=k)" '2""1 entao
vrythkry=v—a+kat -k + . — (k)" 2" — k2 + K2 — 4 (k)" =0,

logo « € J,. Portanto, TF C J,.

Vejamos um exemplo em que T* nao esta contido em .J.

Exemplo 5.2.5. Considere um anel R como sendo um corpo de caracteristica k. Sabemos
que todo corpo é um anel que possui apenas os ideais triviais, ou seja, qualquer ideal ou
é todo o anel ou o anel nulo. Sendo assim, o radical de Jacobson deste anel é o ideal
nulo, pois a unidade, 1, que é um elemento do anel, nao é quase-regular. Por outro lado,
todo elemento deste anel tem k-tor¢ao, logo o radical do anel com relagao a propriedade
radical da k-torcao é todo o anel. Provamos, anteriormente, que ambos os radicais estao
contidos no k-radical, assim, conseguimos um exemplo em que o k-radical é diferente do

radical de Jacobson.

Com este trabalho, desenvolvemos a construcao de uma familia de radicais, e
que seus elementos sao distintos a depender do ntimero inteiro £ escolhido. Desta forma,
obtivemos uma possivel ferramenta para o estudo dos anéis simples, pois, como sabemos,

cada propriedade radical da origem a uma particao na classe dos anéis simples.



Conclusao

Como ja tinhamos mencionado, o objetivo deste trabalho foi fazer uma generali-
zagao do radical de Jacobson. Seguindo os resultados de N. J. Divinsky [2], conseguimos
obter a tal generalizacao e a denominamos o k-radical de Jacobson. Primeiro nés defini-
mos uma operacao com as operacoes do anel, isto é, Vz,y € R, xoy = x+y+kxy e entao
definimos que um elemento é k-regular se z oy = 0. Provamos que a k-quase-regularidade
é uma propriedade radical e assim construimos o k-radical. Estudando melhor o k-radical,
conseguimos também provar o teorema de estrutura, que consiste na decomposi¢ao do anel
quociente. Esta caracteristica é de grande importancia para o estudo dos anéis, pois fa-
cilita a compreensao da estrutura do anel. Também mostramos que a k-quase-regularidade
é hereditaria, caracteristica nao trivial das propriedades radical. Outra observacao im-
portante sobre o k-radical é que conseguimos construir uma familia de radicais, bastando,
para isto, variar o k no conjunto dos inteiros. Além disso, se fizermos k = 1, o k-radical
volta a ser o ja conhecido radical de Jacobson. Para um posterior estudo, temos a im-
pressao de que esta familia de radicais pode nos ajudar no estudo da particao dos anéis
simples, pois cada propriedade, ou seja, cada radical define uma particao diferente dos

anéis simples.
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