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A meu primo Gredson dos Santos e a Cláudio Gomes Pio, aliados dessa dif́ıcil

jornada.
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Resumo

Neste trabalho será descrito o lugar topológico em R3 de uma superf́ıcie completa de

tipo topológico finito que tem vetores normais bem definidos no infinito. Em particular, para

as superf́ıcies mı́nimas que possuem essas caracteŕısticas. Esse resultado será generalizado

naturalmente para subvariedades de codimensão arbitrária em Rn. Por fim, é apresentada

a demonstração feita por Jorge e Meeks para a desigualdade de Schern- Osserman, obtendo

uma condição para o caso da igualdade em R3. Dáı, prova-se que o catenóide é o único

anel mı́nimo mergulhado em R3 com curvatura total finita e que o plano é a única superf́ıcie

mı́nima, completa, imersa em R3, com curvatura total finita e apenas um fim mergulhado.
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Abstract

In this work will be describe the topological place in R3 of a complete surface of

finite topological type which has well defined normal vectors at infinity. In particular, to the

minimal surfaces that possess these caracteristics. This result will be naturaly generalize to

submanifolds of arbitrary codimension in Rn. Finally, is presented the demonstration done

by Jorge e Meeks to the inequality of Schern- Osserman, obtaining a condition to the case of

iquality in R3. Then, it is proved that the catenoid is the unique minimal annulus embedded

in R3 with finite total curvature and that the plain is the unique complete minimal surface,

imerse in R3, with finite total curvature and only one end embedded.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar propriedades topológicas de superf́ıcies mı́nimas

completas de curvatura total finita.

Um resultado clássico de Huber-Cherne-Osserman estabelece que tais superf́ıcies são

conformemente equivalentes a uma superf́ıcie de Riemann compacta furada em um número

finito de pontos e que sua aplicação normal de Gauss se estende continuamente nesses pon-

tos. Consequentemente, as superf́ıcies mı́nimas completas de curvatura total finita têm tipo

topológico finito com um número finito de fins topológicos, e os vetores normais no infinito

destes fins são bem definidos.

Em 1983, L.P.Jorge e W.H.Meeks III, utilizando esses resultados, descreveram o

lugar topológico em R3 de uma superf́ıcie completa de tipo topológico finito que tem vetores

normais bem definidos no infinito. Eles provaram que os fins de tais superf́ıcies se comportam

como os fins do catenóide no infinito. Este é o principal resultado apresentado no nosso

trabalho.

Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superf́ıcie completa, imersa no R3
, difeo-

morfa ao complemento de um número finito de pontos p1, ...., pk em uma superf́ıcie compacta

e orientada M . Suponha que a aplicação normal de Gauss de M tem uma extensão cont́ınua

a M . Então

(1) M é própria;

(2) Para r grande, Xr = {γ1, γ2, ..., γk} consiste de k curvas fechadas imersas em

S2
;

(3) Cada γi ∈ Xr converge C
1

para uma geodésica com multiplicidade em S2
quando

1



r tende ao infinito;

(4) Se M é uma superf́ıcie mı́nima, então a convergência estabelecida em (3) é C
∞

.

Assim, vista do infinito, M parece um número finito de planos passando pela origem.

Esse resultado generaliza-se naturalmente para subvariedades de codimensão ar-

bitrária em Rn. Os autores utilizaram esses resultados para caracterizar subvariedades

completas mı́nimas de Rn. Além disso, eles estabeleceram uma interpretação topológica-

geométrica para a fórmula a respeito da curvatura total C(M) de uma superf́ıcie mı́nima

completa em R3, elaborada por Chern-Osserman [O2]. Tal interpretação é apresentada

abaixo mediante o seguinte Teorema.

Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superf́ıcie mı́nima completa imersa em

R3
com curvatura total finita −4πm e tendo k fins. Então

C(M) = 2π

�
χ(M)−

k�

j=1

Ij

�
≤ 2π(χ(M)− k),

onde Ij é a multiplicidade do fim Ej correspondente a pj. Assim, a igualdade

C(M) = 2π(χ(M)− k)

vale se, e somente se, os fins de M são mergulhados.

Dividimos essa dissertação em três caṕıtulos. No caṕıtulo 1, apresentaremos al-

gumas definições e resultados sobre a teoria clássica das superf́ıcies mı́nimas de curvatura

total finita. Tais resultados são fundamentais para a compreensão dos demais caṕıtulos.

No caṕıtulo seguinte, apresentaremos o Teorema que estabelece a caracterização topológica

das superf́ıcies mı́nimas de curvatura total finita e sua generalização. No terceiro caṕıtulo,

apresentaremos a demonstração obtida por Jorge e Meeks para a desigualdade de Chern e

Osserman, que permitiu caracterizar o caso da igualdade, além de algumas consequências

desse resultado.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é apresentar definições e resultados que serão

úteis à compreensão dos caṕıtulos subseqüentes. Definiremos superf́ıcie mı́nima, completa e

de curvatura total finita.

Uma superf́ıcie M ⊂ Rn é dita mı́nima se possui curvatura média nula em todos os

seus pontos. Dizemos que é completa se toda geodésica parametrizada γ : [0, �) −→ M de

M pode ser estendida a uma geodésica parametrizada γ : R −→ M, definida sobre toda a

reta real R.

Dada uma superf́ıcie orientada M , a aplicação normal de Gauss N : M −→ S2(1) é

definida fazendo corresponder a cada p ∈ M a extremidade do vetor unitário normal N(p)

na orientação de M, quando a origem de N(p) é transladada para o centro 0 de S2(1). A

aplicação linear dNp é auto -adjunta, o que nos permite associar a dNp uma forma quadrática

Q em TpM , dada por Q(v) =< dNp(v), v >, v ∈ TpM . A forma quadrática IIp, definida em

TpM por IIp(v) = − < dNp(v), v >, é chamada a segunda forma fundamental de M em p.

Seja C uma curva regular em M passando por p ∈ M , k a curvatura de C em p, e

cos θ =< n, N >, onde n é o vetor normal unitário a C e N é o vetor normal unitário a M

em p. O número kn = kcos θ é a curvatura normal de C ⊂ M em p. Se considerarmos C

parametrizada por α(s), onde s é o comprimento de arco de C, com α(0) = p e indicarmos

por N(s) a restrição do vetor normal N à curva α(s), obteremos que IIp(α�(0)) = kn(p). Ou



Preliminares

seja, o valor da segunda forma fundamental IIp em um vetor unitário v ∈ TpM é igual à

curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.

Dado um vetor unitário v ∈ TpM , a interseção de M com o plano Pv, contendo v

e N(p), é chamada de seção normal de M em p segundo v. Em uma vizinhança de p, uma

seção normal de M em p é uma curva regular plana em M , cujo vetor normal n em p é

±N(p) ou zero; a sua curvatura é, portanto, igual ao valor absoluto da curvatura normal

segundo v em p.

Quando Pv gira em torno de N , v descreve um ćırculo S de raio um em TpM . Como

(dN)p é auto-adjunta, para cada p ∈ M existe uma base ortonormal {e1, e2} de TpM tal

que (dN)p(e1) = −k1e1, (dN)p(e2) = −k2e2. Além disso, k1 e k2 (k1 ≥ k2) são o máximo

e o mı́nimo de IIp restrita ao ćırculo unitário S de TpM ; isto é, são os valores extremos da

curvatura normal em p. Os valores k1 e k2 são as curvaturas principais de M em p.

Sejam p ∈ M e (dN)p : TpM −→ TpM a diferencial da aplicação de Gauss. O

determinante de (dN)p é chamado a curvatura Gaussiana K de M em p. O oposto da

metade do traço de (dN)p é chamado a curvatura média de M em p. Em termos das

curvaturas principais k1 e k2, podemos escrever

K = k1k2, H =
1

2
(k1 + k2).

Seja K a curvatura Gaussiana de M . Dizemos que M tem curvatura total finita, se
�

M KdM é finita. Mas,
�

M KdM =
�

M det(dM)dM =áreaN(M). Então podemos associar

a curvatura total de uma superf́ıcie à área da imagem esférica da sua aplicação normal de

Gauss. Assim, dizer que a curvatura total é finita significa afirmar que a aplicação normal

de Gauss cobre a esfera uma quantidade finita de vezes.

Dada uma curva α : [a, b] −→ R2 de classe C
2
, a curvatura total CT (α) da curva

α é dada por

CT (α) =
1

2π

� b

a

k(ε) � α
�(ε) � dε,

onde k(ε) é a curvatura de α em ε.

Uma curva de Jordan é uma curva fechada simples em M, homeomorfa ao ćırculo
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Preliminares

S1, que separa M em duas componentes conexas.

Uma aplicação diferenciável I : M −→ R3 é uma imersão se, para cada p ∈ M,

dIp : TpM −→ TpR3 é injetiva. Se M possuir uma métrica <, > e

< dIp(υ), dIp(w) >I(p)=< υ, w >p, υ, w ∈ TpM, ∀p ∈ M,

dizemos que I é uma imersão isométrica. Dizemos que a imersão I : M −→ R3 é um

mergulho se I é um homeomorfismo de M sobre I(M) ⊂ R3
.

Dada uma superf́ıcie mı́nima M , existem um domı́nio aberto e simplesmente conexo

D ⊂ C e duas funções f e g definidas em D, com f holomorfa, não nula e g meromorfa, tais

que um domı́nio de M pode ser representado por

x =
1

2
Re

� z

z0

(1− g
2)fdz, y =

1

2
Re

� z

z0

i(1 + g
2 )fdz , z = Re

� z

z0

gfdz , (1.1)

onde z0 ∈ D e as integrais são calculadas ao longo de qualquer curva unindo z0 a z. Re-

ciprocamente, dadas f e g como acima, (1.1) representa parametricamente uma superf́ıcie

mı́nima. Essa representação é chamada de representação de Weierstrass. Por exemplo, as

funções f e g da representação de Weierstrass do catenóide e da superf́ıcie de Enneper são,

respectivamente, f(z) = 1
z2 , g(z) = z com D ⊂ C− {0} e f(z) = 1, g(z) = z, com D = C.

A função meromorfa g : M −→ C∪{∞} que aparece na representação de Weierstrass

de uma imersão mı́nima I : M −→ R3 tem uma importante interpretação geométrica. Para

vermos isso usaremos a seguinte expressão da aplicação de Gauss em termos de f e g

N =

�
2Reg

1 + |g|2 ,
2Img

1 + |g|2 ,
|g|2 − 1

|g|2 + 1

�
.

Agora, se π : S2 − {(0, 0, 1)} −→ R2 é a projeção estereográfica dada por

π(x, y, z) =

�
x

1− z
,

y

1− z

�
, ∀(x, y, z) ∈ S2

,

então π ◦ N = (Re g, Im g) em todo ponto de M , exceto nos pólos de g. Se identificarmos

R2 com o plano complexo C e estendermos π a uma aplicação π : S2 −→ C ∪ {∞} com

π((0, 0, 1)) = ∞, então π ◦N = g. Isto significa que a aplicação g pode ser identificada com

a aplicação de Gauss de I.

Página 5



Preliminares

Dizemos que duas superf́ıcies M1 e M2 são conformemente equivalentes se existe

uma transformação H : M1 −→ M2 bijetiva, de classe C
∞, conforme, isto é, preserva os

ângulos das curvas que se cortam em M1, cuja inversa também é de classe C
∞. Tal aplicação

H é chamada um difeomorfismo conforme.

O resultado a seguir estabelece condições para a existência de um difeomorfismo

conforme entre superf́ıcies.

1.1 Teorema (Huber [H]). Seja M uma superf́ıcie em R3
cuja curvatura Gaussiana

satisfaz

K ≤ 0;
�

M

|K|dM < ∞.

Então existe uma superf́ıcie compacta M, um número finito de pontos p1, ....., pk de M e um

difeomorfismo conforme de M sobre M − {p1, ...., pk}.

Em 1964, Osserman [O1] provou que o difeomorfismo conforme estabelecido pelo

Teorema acima é, de fato, uma isometria entre M e M − {p1, ...., pk}.

Esses resultados deram origem ao estudo das superf́ıcies mı́nimas de curvatura total

finita, pois estas satisfazem as hipóteses do Teorema 1.1. Nesse caso, temos a seguinte

importante consequência sobre a aplicação de Gauss.

1.2 Proposição ([O2], p.82). Sejam M ⊂ R3
uma superf́ıcie mı́nima com curvatura total

finita e M uma superf́ıcie compacta tal que M e M − {p1, ...., pk} são conformemente equi-

valentes. Então a aplicação de Gauss N : M −→ S2 se estende a uma aplicação meromorfa

N : M −→ S2
.

Para a prova desse resultado, utilizaremos o Teorema seguinte.

1.3 Teorema (Teorema de Picard[L], p.222). Seja U ⊂ C um aberto e w0 uma

singularidade essencial de g : U −→ C então para todo r > 0 tal que Dr(w0) − {w0} ⊂ U ,

com Dr(w0) denotando o disco de centro w0 e raio r, tem-se que g(Dr(w0)− {w0}) omite no

máximo um ponto de C.

Prova da Proposição. Após identificar a aplicação de Gauss N , que é conforme,

com a função g da representação de Weierstrass, podemos considerar N como sendo uma

aplicação meromorfa sobre M − {p1, ....., pk}.
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Suponhamos, por absurdo, que algum dos pontos pj, com j ∈ {1, ....., k}, é uma

singularidade essencial de N . Então, pelo Teorema de Picard, g deve assumir todos os

valores da imagem infinitas vezes, com no máximo uma exceção. Mais isto implica que a

área da imagem esférica é infinita e, portanto, também a curvatura total, o que contraria a

hipótese. Logo, N tem um pólo em cada pj, e assim é meromorfa em M.

�

Funções meromorfas definidas em uma superf́ıcie compacta com imagem em S2 têm

a propriedade de assumir cada valor o mesmo número finito de vezes, contando com a

multiplicidade. Como consequência, temos o seguinte resultado.

1.4 Teorema (Osserman[O2], p.82). Seja M uma superf́ıcie mı́nima em R3 com curva-

tura total finita. Então �

M

KdM = −4mπ,

onde m é um inteiro não-negativo.

Um fim de uma superf́ıcie imersa é uma parte da superf́ıcie que é homeomorfa a um

disco topológico furado em seu centro tal que todo caminho sobre este disco que diverge para

o seu centro tem comprimento infinito. Assim, se M é uma superf́ıcie compacta , {p1, ...., pk}

é um conjunto finito de pontos em M , I : M − {p1, ...., pk} −→ R3 é uma imersão mı́nima

completa e D ⊂ M é uma vizinhança contendo pj, então a imagem I(D− {pj}) é um fim de

I(M − {p1, ..., pk}). Dizemos que I(M − {p1, ..., pk}) é uma imersão com k fins.

O catenóide é um exemplo de uma superf́ıcie mı́nima em R3 com dois fins. Fazendo

a interseção do catenóide M com a esfera S2(r) centrada na origem com raio r, os fins do

catenóide são as componentes conexas E1 e E2 de M − S2(r) contidas no exterior de S2(r).

Pelo Teorema 1.1, o catenóide é o conjunto imagem de uma aplicação I : M−{p1, p2} −→ R3,

onde M é a esfera unitária S2 e sua aplicação de Gauss N : S2 − {p1, p2} −→ S2 estende-

se conformemente a S2. Nesse sentido, dizemos que o catenóide, e de maneira geral uma

superf́ıcie, tem um vetor normal bem definido no infinito de cada fim.

Para generalizar o Teorema 2.1 às subvariedades de codimensão arbitrária em Rn
,

consideraremos as imersões f : M −→ Rn que são completas na métrica induzida, onde M

denota o interior de uma variedade compacta m-dimensional M com bordo. Nesse contexto,
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um fim de M é definido como a interseção de uma vizinhança regular fechada de uma

componente do bordo de M com M.

Vamos definir a generalização para dimensão n da aplicação de Gauss clássica. De-

finimos como Grassmanniana G2, n a variedade diferenciável cujos pontos estão em corres-

pondência injetiva com o conjunto de todos os subespaços lineares bidimensionais orientados

em Rn; isto é, todos os planos orientados passando pela origem. Dada uma superf́ıcie dife-

renciável M ⊂ Rn orientada a aplicação de Gauss generalizada associa cada ponto p ∈ M

ao subespaço linear bidimensional de Rn contido em G2, n correspondente ao plano tangente

TpM . Com isso, um vetor normal ao fim é generalizado para um subespaço vetorial normal

ao fim.

O Teorema a seguir caracteriza os conjuntos compactos de uma variedade Rieman-

niana como sendo aqueles que são limitados e fechados. De fato, temos

1.5 Teorema (Hopf e Rinow[dC2], p.147). Seja M uma variedade Riemanniana e seja

p ∈ M . As seguintes afirmações são equivalentes

(1) expp está definida em todo o TpM .

(2) Os limitados e fechados de M são compactos.

(3) M é completa como espaço métrico.

(4) M é geodesicamente completa.

(5) Existe uma sucessão de compactos Kn ⊂ M , Kn ⊂ Kn+1 e
�

n Kn = M , tais que se

qn �∈ Kn então d(p, qn) −→∞.

Além disso, cada uma das afirmações acima implica que

(6) Para todo q ∈ M existe uma geodésica γ ligando p a q com l(γ) = d(p, q).

Usando o Teorema acima, podemos dizer que uma aplicação p : M −→ N, entre

variedades, chama-se própria quando é cont́ınua e a imagem inversa p
−1(K) ⊂ M de cada

compacto K ⊂ N é um conjunto compacto.

Consideremos uma aplicação f : M −→ N de classe C
k e S ⊂ N uma subvariedade

C
k de N. Diz-se que f é transversal a S no ponto p ∈ f

−1(S) se dfp ·TpM +Tf(p)S = Tf(p)N,

ou seja, quando a imagem de dfp com o espaço tangente a S em f(p) geram Tf(p)N. Diz-se que

f é transversal a S se, para todo ponto p ∈ f
−1(S), f é transversal a S em p. Apresentaremos

a seguir alguns resultados sobre transversalidade.
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1.6 Proposição ([L1], p.218). Seja f : M −→ N uma aplicação de classe C
k
, transversal

a uma subvariedade S ⊂ N, de classe C
k
. Então f

−1(S) = ∅ ou f
−1(S) é uma subvarie-

dade de classe C
k

de M, cuja codimensão em M é a codimensão de S em N. Neste caso,

Tp(f−1(S)) = f
�(p)−1[Tf(p)S] para todo p ∈ f

−1(S).

1.7 Corolário ([L1], p.218). Sejam N
n

e S
s ⊂ M

m
subvariedades de classe C

k
. Se

N ∩ S �= ∅ e se, para cada ponto p ∈ N ∩ S, tem-se TpN ⊕ TpS = TpM, então N ∩ S é

uma subvariedade de M cuja dimensão é n + s −m. Além disso, Tp(N ∩ S) = TpN ∩ TpS.

Em particular, se M
2 e N

2 ⊂ R3 são subvariedades de classe C
k tais que, para cada ponto

p ∈ M ∩ N , os espaços tangentes TpM e TpN são distintos, então M ∩ N é uma curva de

classe C
k em R3

.

Outro caso especial de interseção ocorre quando N
n e S

m−n ⊂ M
m são tais que

TpN ⊕ TpS = TpM para todo p ∈ N ∩ S. Então N ∩ S é uma variedade de dimensão 0, isto

é, um conjunto discreto de pontos em M. Se duas subvariedades N e S ⊂ M são tais que

TpN ⊕ TpS = TpM para todos os pontos p ∈ N ∩ S, dizemos que N e S estão em posição

geral ou que se cortam transversalmente.

Considere B̃ e B subconjuntos de R3
. Dizemos que π : B̃ −→ B é uma aplicação

de recobrimento se π é cont́ınua, π(B̃) = B e cada p ∈ B admite uma vizinhança U em B

tal que π
−1(U) = ∪αVα, onde os Vα são conjuntos abertos, dois a dois disjuntos, tais que a

restrição de π a Vα é um homeomorfismo de Vα sobre U. B̃ é então chamado um espaço de

recobrimento de B.

Um exemplo de aplicação de recobrimento é dado pela seguinte proposição, que

utilizaremos na prova do item (iv) do Teorema 2.1.

1.8 Proposição ([dC1], p.464). Seja M uma superf́ıcie completa com curvatura Gaus-

siana não positiva em cada ponto. Então a aplicação expp : TpM −→ M, p ∈ M, é uma

aplicação de recobrimento.

Apresentaremos também outros resultados e definições úteis para provar o item (iv)

citado acima.

Sejam M , N espaços métricos e E um conjunto de aplicações f : M −→ N . O

conjunto E diz-se eqüicont́ınuo no ponto a ∈ M quando, para todo � > 0, existe δ > 0 tal
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que | x − y |< δ em M implique | ψ(x) − ψ(y) |< �, seja qual for f ∈ E. O conjunto E é

eqüicont́ınuo quando é eqüicont́ınuo para em todos os pontos de M .

Um subconjunto X de um espaço métrico M chama-se relativamente compacto

quando seu fecho X é compacto. Isto significa que toda sequência de pontos xn ∈ X possui

uma subsequência convergente em M (podendo ocorrer que o limite dessa subsequência não

pertença a X).

1.9 Teorema (Arzelá-Ascoli [L3], p.244). Seja E um conjunto de aplicações cont́ınuas

f : K −→ N , onde K é compacto. A fim de que E ⊂ C(K; N) seja relativamente compacto,

é necessário e suficiente que

(1) E seja eqüicont́ınuo;

(2) Para cada x ∈ K, o conjunto E(x) seja relativamente compacto em N .

O seguinte resultado nos garante a limitação uniforme das derivadas, de todas as

ordens, de uma função cujo gráfico tem curvatura média constante, em particular um gráfico

mı́nimo. Será fundamental para a prova do Teorema 2.1, item (iv).

1.10 Proposição. [GT] Seja Ω um domı́nio em Rn
e u : Ω −→ R é uma função de

classe C
2, ou seja u ∈ C

2(Ω), cujo gráfico tem curvatura média H ∈ C
k(Ω), k ≥ 1. Então

u ∈ C
k+1(Ω) e para todo ponto y ∈ Ω e multi-́ındice β, |β| = k + 1, |Dβ

u(y)| ≤ c onde

c = C(n, k, |H|k;Ω, d, sup|u|) e d = dis(y, ∂Ω).

Dois resultados muito importantes na teoria clássica da superf́ıcies mı́nimas, que

utilizaremos na caracterização do plano, são dados a seguir.

1.11 Teorema (Radó[BC], p.47). Se uma curva de Jordan Γ ⊂ R3
admite uma projeção

ortogonal sobre uma curva convexa em um plano P ⊂ R3
, então existe uma única superf́ıcie

mı́nima compacta M tendo Γ como bordo, a qual é um gráfico de uma função real em P.

1.12 Teorema (Bernstein[BC], p.28). Se f : R2 −→ R é uma função de classe C
2

cujo

gráfico é uma superf́ıcie mı́nima, então f é linear.

Citaremos também alguns teoremas clássicos da teoria das superf́ıcies mı́nimas de

curvatura total finita. Por se tratarem de resultados conhecidos, omitiremos suas demons-

trações e indicaremos a fonte consultada.
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1.13 Teorema (Osserman[BC], p.38). Sejam M uma superf́ıcie compacta e f : M −
{p1, ...., pk} −→ R3 uma imersão mı́nima completa com curvatura total −4mπ. Então

2m ≥ 2k − χ(M),

onde χ(M) é a caracteŕıstica de Euler de M.

Considerando que χ(M) = χ(M)−k, decorre do teorema acima a seguinte estimativa

da curvatura total de M.

1.14 Teorema (Desigualdade de Chern-Osserman[O2], p.85). Considere M = M−
{p1, ....., pk} e seja f : M −→ R3

uma imersão mı́nima completa com curvatura total finita.

Então �

M

KdM ≤ 2π(χ(M)− k).

Um dos resultados que a Desigualdade de Chern-Osserman permite obter é o se-

guinte Teorema.

1.15 Teorema (Osserman[O2], p.87). Uma superf́ıcie mı́nima completa em R3
com

curvatura total finita −4π é o catenóide ou a superf́ıcie de Enneper.
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Caṕıtulo 2

Caracterização topológica das

superf́ıcies completas em R3
com

curvatura total finita

O Teorema a seguir descreve topologicamente os fins das superf́ıcies completas, de

curvatura total finita, imersas em R3
. Em particular, analisa também os fins das superf́ıcies

mı́nimas que possuem essas caracteŕısticas.

Durante a prova do teorema, faremos a interseção da superf́ıcie M com a esfera

S2(r), e denotaremos por Xr a projeção radial dessa interseção sobre S2.

2.1 Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superf́ıcie completa, imersa no R3
,

difeomorfa ao complemento de um número finito de pontos p1, ...., pk em uma superf́ıcie

compacta e orientada M . Suponha que a aplicação normal de Gauss de M tem uma extensão

cont́ınua a M . Então

(1) M é própria;

(2) Para r grande, Xr = {γ1, γ2, ..., γk} consiste de k curvas fechadas γ1, γ2, ..., γk

imersas em S2
;

(3) Quando r tende ao infinito, cada γi ∈ Xr converge C
1

para uma geodésica, com

multiplicidade, em S2 ;

(4) Se M é uma superf́ıcie mı́nima, então a convergência estabelecida em (3) é C
∞

.



Caracterização topológica das superf́ıcies completas em R3 com curvatura total finita

Logo, vista do infinito, M parece um número finito de planos passando pela origem.

Prova. Inicialmente observemos que um fim A da superf́ıcie M se comporta como

um disco furado D−{pi} em M. Além disso, como por hipótese a aplicação normal de Gauss

em M se estende continuamente a M, pode-se afirmar que nesse fim o vetor normal está

bem definido e vamos denotá-lo por υ. A idéia da prova é reduzir a questão a uma dimensão

através da interseção da superf́ıcie M por planos perpendiculares a A no infinito e analisar

o comportamento das curvas contidas nessa interseção.

Como queremos observar o comportamento dos pontos no infinito da superf́ıcie M ,

podemos considerar, sem perda de generalidade, uma parametrização W : A −→ R3 de uma

vizinhança anular fechada, fixada de um dos pontos no infinito de M. Podemos supor que

os vetores normais a M no fim A fixado formam um ângulo θ pequeno com υ, ou seja,

�υ, G(W (z))� = cos θ ≥
√

3

2
, (2.1)

para 0 ≤ θ ≤ π
6 , para todo z em A. O argumento apresentado agora será utilizado com

frequência na prova do teorema. Considere um plano Π contendo a reta gerada por υ e seja

Γ = W
−1(Π). Por (2.1), temos que Π e os planos tangentes a W (A) formam um ângulo

pequeno diferente de zero. Portanto, Π e W (A) são transversais. Segue-se então que as

componentes conexas de Γ são pontos em ∂A ou curvas. Seja γ uma tal curva. Consideremos

coordenadas (t, y) em Π, tais que o eixo y seja a reta gerada por υ. Novamente por (2.1),

temos que o vetor normal a W (γ) faz um pequeno ângulo com υ, logo os vetores tangentes a

W (γ) não são colineares a υ. Dessa forma, W (γ) é o gráfico de uma função y(t). O ângulo α

entre o vetor normal (y�, 1) de W (γ) e o vetor υ é menor ou igual a θ, ou seja, 0 ≤ α ≤ θ ≤ π
6 .

Assim,

cos α ≥ cos θ.

Mas

cos α =
�(0, 1), (−y

�(t), 1)�
|(0, 1)| |(−y�(t), 1)| =

1�
1 + (y�(t))2

,

logo

cos θ ≤ 1�
1 + (y�(t))2

. (2.2)

e então

sen 2
θ = 1− cos 2

θ ≥ 1− 1

1 + (y�(t))2
=

(y�(t))2

1 + (y�(t))2
.
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Dáı, usando (2.2), temos

sen θ ≥ |y�(t)|�
1 + (y�(t))2

≥ |y�(t)| cos θ

e, portanto,

|y�(t)| ≤ sen θ

cos θ
,

ou seja,

|y�(t)| ≤ tg θ. (2.3)

Como W (γ) é gráfico, então γ não é uma curva de Jordan. Logo, se γ for compacta,

terá bordo e pela transversalidade de W (γ) e Π, esse bordo deve estar contido em W (∂A).

O comprimento de W (γ) = {(t, y(t)); t ∈ (a, b)} é dado por

�(W (γ)) =

� b

a

|(γ�(t))| dt =

� b

a

�
1 + (y�(t))2dt ≤

� b

a

1

cos θ
dt = sec θ(b− a).

Denotando por diam (W (∂A)) o diâmetro da curva W (∂A) observamos que |b−a| ≤

diam (W (∂A)). Além disso, como

sec θ < 2, (2.4)

por (2.2) temos que

sup
x∈W (γ)

� x �≤ sup
x∈W (∂A)

� x � +2diam (W (∂A)). (2.5)

No caso em que W (γ) não é limitada em M, seu comprimento será infinito. Mas

W (γ) é o gráfico de y(t) e, pela desigualdade (2.3), tem derivada limitada. Portanto,

W (γ), em cada um de seus pontos, terá inclinação da reta tangente diferente de π
2 , ou seja,

W (γ) não terá retas asśıntotas paralelas a υ. Logo, y(t) está definida em um dos intervalos

(−∞, a), [a, +∞) ou (−∞, +∞).

Para provarmos o item (i), definiremos uma imersão isométrica W : M̃ −→ R
3
, onde

M̃ é o anel A com a métrica induzida por W e como consequência, teremos que a distância

ρ̃ em M̃ é igual à distância ρ em W (M̃). Com isso, provaremos que a imagem inversa, W
−1

,

de um conjunto compacto em W (M̃) é um conjunto compacto em M̃ . Em particular, temos

que W (A) é própria.

Página 14



Caracterização topológica das superf́ıcies completas em R3 com curvatura total finita

Observemos que W é cont́ınua e, portanto, para todo subconjunto fechado F ⊂

W (A), temos que W
−1(F ) é fechado em A. Logo resta-nos mostrar que se F é limitado em

W (A), então W
−1(F ) ⊂ A também o é. O fato de F ser limitado em W (A) implica que

existe r > 0 tal que F ⊂ Cr, onde Cr é o cilindro sólido de raio r, com eixo na reta gerada

pelo vetor υ ortogonal ao fim A de M. Se provarmos que W
−1(Cr) é limitado, em particular

temos que W
−1(F ) ⊂ A também é limitado e que W é própria, o que prova o item (i) do

Teorema 2.1.

2.2 Lema. W
−1(Cr) é um conjunto compacto em �M . Em particular, a imersão M é própria.

Prova do Lema. Seja r > 0 tal que W (∂A) ⊂ Cr. Tome x̃ ∈ W
−1(Cr) de modo

que W (x̃) = x ∈ W (A) ∩ Cr.

Afirmação: ρ̃(x̃, ∂M̃) ≤ 8r.

Para provarmos a afirmação, seja Π� um plano contendo tanto x quanto a direção

υ. Considere a curva conexa γ ∈ W
−1(Π�) contendo x̃. Por argumentos anteriores, sabemos

que W (γ) é o gráfico de uma função y(t) em Π� com x = (t0, y(t0)). Observe que |t0| ≤ r,

pois x̃ ∈ W
−1(Cr). Temos agora dois casos a analisar.

Caso I. O domı́nio de y(t) é um intervalo do tipo (−∞, a], [a, +∞) ou [a, b]. Nesse

caso, (a, y(a)) ∈ W (∂A) e W (γ) intersecta W (∂A). Logo, usando as desigualdades (2.1) e

(2.4),

ρ̃(x̃, ∂M̃) = ρ(x,W (∂M̃))

=

����
� t0

a

�
1 + (y�(t))2ds

����

=

����
� t0

a

�
1 + tg 2θds

����

=

����
� t0

a

√
sec 2θds

����

=

����
� t0

a

sec θds

����
= |sec θ| |t0 − a| ≤ 4r. (2.6)

Na última desigualdade, utilizamos que |t0| ≤ r. E, nesse caso, a afirmação está provada.

Caso II. O domı́nio da função y(t) é o intervalo (−∞, +∞). Considere Πt o plano
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que passa pelo ponto (t, y(t)) de W (γ), ortogonal a Π�
, contendo a direção υ. Fazendo t = t0,

por argumentos anteriores, existe uma curva conexa γt0 em W
−1(Πt0) passando por x̃. Se γt0

intersecta ∂M̃, recáımos no caso anterior e conclúımos a prova da afirmação. Caso contrário,

afirmamos que existe t ∈ (−r, r) tal que uma curva γt ∈ W
−1(Πt) intersecta tanto γ quanto

∂M̃. De fato, suponhamos, por absurdo, que não existe tal t ∈ (−r, r). Sabemos que W (γt0) é

um gráfico sobre o eixo t do plano Πt0 . Fazendo t0 variar ao longo do eixo t de Π�
, o conjunto

das curvas W (γt0) descreve uma superf́ıcie M0, que é gráfico sobre o plano ortogonal à direção

υ. Assim, W
−1(M0) é uma componente conexa de M̃ que não possui bordo. Absurdo, pois M̃

é conexa e tem bordo. Assim, conclúımos que existe t ∈ (−r, r) tal que a curva γt ∈ W
−1(Πt)

intersecta γ e também ∂M̃. Consideremos então tal curva γt, um ponto x̃t ∈ γt e denotemos

por xt o ponto W (x̃t). Da mesma maneira que em (2.6), temos ρ̃(x̃t, ∂M̃) ≤ 4r.

Considere agora um ponto t1 no eixo t de Π� tal que W (γt) ∩ Π� = (t1, y(t1)).

Denotando por y(t) a função cujo gráfico, contido em Πt, é a curva W (γt) e por θt o ângulo

formado pelos vetores tangentes a W (γt) e o vetor υ, e usando a desigualdade triangular e

(2.6), temos que

ρ̃(x̃, ∂M̃) ≤ ρ̃(x̃t, ∂M̃) + ρ̃(x̃, x̃t)

≤ 4r +

����
� t1

t0

�
1 + (y�(t))2ds

����
≤ 4r + 4r = 8r.

Desta maneira, utilizando o Teorema 1.5 (Hopf e Rinow), conclúımos a prova da afirmação

e consequentemente as provas do Lema 2.2 e do item (i) do Teorema.

Provaremos agora o item (ii) do Teorema. Para isso, consideraremos uma esfera

com centro na origem do R3 e raio r que contenha W (∂A). Depois disso, aumentando o raio

r dessa esfera, mostraremos que S2(r) é transversal a W e que W (A)∩ S2(r) é uma imersão

de S1
.

Para tanto, seja r0 = d0 + 2d1, onde d0 = sup
x∈W (∂A)

� x � e d1 = diam W (∂A). Dessa

forma, podemos garantir que W (∂A) está contido no interior do cilindro sólido Cr0 . Pelo

Lema 2.2, temos que o conjunto W
−1(Cr0) é compacto em A. Portanto, podemos considerar
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r1 = sup{� W (z) �; z ∈ W
−1(Cr0)} e r2 > max{r0, r1} de maneira que

r0 + r1

r2
+ tg

π

6
<

√
3

2
.

Assim, W (∂A) está contido em S2(r2). Do fato de W ser própria e o ângulo entre G(W (z))

e υ ser pequeno, para todo z ∈ A, podemos garantir a existência de um anel A
� contido em

A com as seguintes propriedades:

(i) (2.1) vale para todo z em A
�;

(ii) W (z) está fora de Cr2 , para todo z ∈ A
�
.

Sejam z ∈ A
� e Π o plano contendo W (z) e o eixo de Cr0 . Seja γ uma componente

conexa de W
−1(Π) contendo z. Considere y(t) de tal forma que W (γ) seja o gráfico de y(t)

em Π. Da transversalidade de Π e W (A) e como W (∂A) ⊂ Cr0 , temos que W (γ) intercepta

Cr0 . Portanto, r0 ou −r0 pertence ao domı́nio de y(t). Sem perda de generalidade, vamos

assumir que r0 pertence ao domı́nio de y(t). Como (x0, y(r0)) ∈ Cr0 ∩W (A), temos

|y(r0)| ≤ � (x0, y(r0)) � ≤ r1.

Considere z ∈ A
� e W (z) = (r, y(r)), r > r0. Então, usando (2.3), temos

|y(t)| ≤ |y(r0)| +
����
� r

r0

y
�(s)ds

����
≤ r1 + (r − r0)tg θ

≤ r1 + rtg θ

≤ r0 + r1 + rtg θ.

Assim, se W (z) = (r, y(r)), então
����

�
W (z)

� W (z) � , υ

����� ≤
r0 + r1

r
+ tg θ, z ∈ A

�
.

Pela escolha de r0 e r1, temos
����

�
W (z)

� W (z) � , υ

����� <

√
3

2
. (2.7)

Portanto, o ângulo entre o vetor posição W (z)
�W (z)� e o vetor υ é grande. Afirmamos que W (A) e

S2(r) são transversais para r > r3, onde r3 > sup{� W (z) �; z ∈ (A− A
�)}. Para provarmos
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isso suponhamos, por absurdo, que W (A) e S2(r) não são transversais. Isto é, existe pelo

menos um ponto onde elas são tangentes. Portanto, podemos considerar um ponto z ∈

W
−1(S2(r)) tal que G(W (z)) = W (z)

�W (z)� . Como W (A− A
�) está contido no interior da esfera

S2(r), temos que z ∈ A
� e das desigualdades (2.1) e (2.7) temos uma contradição. Portanto

W e S2(r) são transversais para todo r > r3.

A fim de concluirmos a prova do item (ii), vamos restringir W a A
� e continuaremos

escrevendo W para essa restrição. Então, usando o Lema 2.2, a função h : A
� −→ R,

definida por h(z) =� W (z) �2
, z ∈ A,

� é própria. Por (2.1) e (2.7), segue que h não tem

pontos cŕıticos. Se r > r3, então h
−1(r) é uma curva compacta que não intersecta ∂A

�
. Pois se

x ∈ ∂A
� temos que � W (x) �≤ r3. Como W é uma imersão própria, teremos uma quantidade

finita de curvas de Jordan em h
−1(r). Se h

−1(r) tem mais de uma curva de Jordan, então

existe um domı́nio compacto Ω ⊂ A
� tal que ∂Ω é a união de curvas de Jordan de h

−1(r).

Então h tem um máximo ou um mı́nimo no interior de Ω, o que é imposśıvel já que h não

tem pontos cŕıticos. Isso mostra que h
−1(r) possui apenas uma curva de Jordan. Isto é,

Γr = W (A) ∩ S2(r) é uma imersão de S1 e com isso provamos o item (ii) do Teorema.

Provaremos agora que γ
r = 1

rΓ
r converge C

1 para uma geodésica (com multiplici-

dade) em S2(1), ou seja, vai para um grande ćırculo de S2(1). Para isso, aumentaremos o raio

de S2(r) fazendo com que tenda ao infinito. Após isto, observando (2.7), vê-se que θ tende a

zero. Além disso, como o ângulo entre υ e G(W (z)) é pequeno, quando r tende a infinito, o

ângulo entre o vetor tangente à Γr e υ vai para π
2 . Dáı, Γr percorre no mı́nimo uma volta ao

redor da direção υ e γ
r converge C

0 a uma geodésica S ⊂ S2(1) quando r vai para o infinito.

Consideremos α(u), u ∈ R, uma parametrização pelo comprimento de arco do grande

ćırculo S para onde γ
r converge continuamente. Considere também βr(u) uma parame-

trização de γ
r tal que βr(u) está situado no grande ćırculo de S2(1) que contém υ e α(u).

Como α(u) é parametrizado pelo comprimento de arco tem-se que {α(u),α�(u), υ} formam

uma base ortonormal do R3
, para todo u. Considere o vetor β�

r(u)
�β�

r(u)� cuja norma é 1. Então,

temos que

�
β
�
r(u)

� β�r(u) � ,α
�(u)

�2

+

�
β
�
r(u)

� β�r(u) � , α(u)

�2

+

�
β
�
r(u)

� β�r(u) � , υ

�2

= 1. (2.8)
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Como β
�
r é ortogonal a G(βr), então

�
β
�
r(u)

� β�r(u) � , υ

�
−→ 0

quando r tende a infinito.

O fato de γ
r convergir C

0 a α implica em

�
β
�
r

� β�r �
,α

�
�
−→ 1

quando r tende ao infinito. Assim,

�
β
�
r(u)

� β�r(u) � ,α(u)

�
−→ 0.

Ou seja, γ
r converge C

1 a α, com multiplicidade, e o item (iii) está provado.

Mostraremos agora que, se M é uma superf́ıcie mı́nima, então γ
r converge C

∞ para

S1
. Para isso serão usadas propriedades de convergência para superf́ıcies mı́nimas, o teorema

de Arselá-Ascoli e propriedades de uma aplicação de recobrimento.

Considere Π um plano ortogonal a υ e contendo a origem. Tome o anel compacto

Ω = {p ∈ Π,
1
2 ≤� p �≤ 2} contendo S1. Considere também Mr =

�
1
rM

�
∩ (Ω × R), onde

1
rM é uma contração de M , isto é, a imagem de M por uma aplicação conforme, o que

garante que o ângulo entre qualquer vetor tangente a M e o vetor υ seja preservado em Mr,

e, consequentemente, o fato de M ser própria implica que Mr também é própria. Agora,

como M é mı́nima, podemos aplicar o teorema de Hadamard, para garantir que a projeção

ortogonal de Mr sobre Ω é um espaço de recobrimento. Dáı, pode-se escrever localmente Mr

como um gráfico de uma função fr definida sobre um setor angular de Ω.

Afirmamos que as funções fr assim definidas formam uma famı́lia eqüicont́ınua em

C
0(Ω). De fato, sejam � > 0, fr ∈ C

0(Ω) e p1, p2 ∈ Ω tais que
��p1 − p2

�� < δ. Temos que

��fr(p1)− fr(p2)
��
C0 =

� p2

p1

��γ�(t)
��dt ≤ tg θ

��p1 − p2

�� ≤
√

3

3

��p1 − p2

��.

O que prova a afirmação. Aplicando o teorema de Arselá-Ascoli, temos que uma subseqüência

de {fr}, manteremos a mesma notação, converge C
0 para f = 0. Pois, como consequência

de Mr ser conforme a M conclúımos que o ângulo entre os vetores tangentes de M e o
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vetor υ tende a π
2 quando r tende a infinito. E, desta forma Mr também convergirá C

0
.

Além disso, uma propriedade dos gráficos mı́nimos dada pela Proposição 1.10, garante a

limitação uniforme de todas as derivadas de fr com ordem menor ou igual a j + 1, j ∈ Z,

ou seja, são todas uniformemente limitadas por uma constante Kj+1. Como a inclusão do

espaço das funções C
j+1 no espaço das funções C

j é absolutamente cont́ınua segue que fr

converge C
j para f = 0. Em particular, a interseção de Mr com S2 converge C

j para um

grande ćırculo S de S1
, com multiplicidade, para todo j. Isto completa a prova do Teorema.

�

Agora faremos uma generalização do Teorema 2.1. Mostraremos em que condições

ele pode ser generalizado para imersões com codimensão k em Rn
.

2.3 Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja E um fim fechado de uma imersão completa

f : M −→ Rn
de dimensão m. Suponha que existe um (n−m)− plano P tal que o ângulo

θ entre P e os planos tangentes a E seja menor que algum número positivo �. Então

(1) Existe um subfim fechado E
�
de E, difeomorfo a Sm−1 × [0,∞) que satisfaz

(i) Yr = f(E �) ∩ Sn−1
r é uma (m − 1) − esfera imersa para r grande (ou um ponto, se

m = 1);

(ii) f|E� é um mergulho se m �= 2;

(2) Se os planos normais convergem a P no infinito, então Xr = 1
r (f(E) ∩ Sn−1

r ) converge

C
1 a uma subesfera totalmente geodésica Sm−1 em Sn−1

. Além disso, se m �= 2 ou se

m = 2, n = 3 e f|E� é um mergulho, então Xr converge a Sm−1
com multiplicidade 1.

Prova. Se m = 1, a prova segue imediatamente da prova do Teorema 2.1. Suponha

então que m > 1. Denotemos por ∆ o (n − m + 1)-plano que passa por P e f(x), com

x ∈ E. Consideremos a interseção de ∆ com f(E). Analisaremos o comportamento das

curvas contidas nesta interseção. Como o ângulo entre P e os planos tangentes a E é

diferente de zero, tem-se que ∆ e f(E) são transversais e, portanto, ∆ ∩ f(E) consiste de

uma coleção de curvas que são gráficos sobre o eixo t ∈ ∆. De forma similar à prova do

Teorema 2.1, considere o cilindro Cr = B
m
r × P de raio r sobre B

m
r , onde B

m
r é a bola de

raio r em P
⊥ e P

⊥ é o subespaço ortogonal complementar à P em Rn
. Com os argumentos

utilizados na prova do Teorema 2.1, temos que f|E� é própria e transversal a ∂Cr = Sm−1
r ×R e
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que γ
r = ∂Cr∩f(E) é uma variedade imersa compacta tal que, para r grande, γ

r desconecta

E em duas componentes E
� e E

��
, onde E

� é um subfim, isto é, uma componente não limitada

cujo bordo é γ
r
. Além disso, conclúımos que se π : Rn −→ P

⊥ é uma projeção ortogonal,

então π|E� é um espaço de recobrimento de Z = P
⊥ − int(Bm

r ).

Quando m > 2, Z é simplesmente conexo. Isso implica que f|E� é um mergulho e

um gráfico sobre Z. Se m = 2, então segue-se da classificação de superf́ıcies bi-dimensionais

que E
� é difeomorfo a S1× [0,∞). Como f|E� é própria, π|E� é um recobrimento de uma folha.

Em qualquer caso, γ
r é uma esfera imersa, isto é, f(E �)∩ Sn−1

r é uma (m− 1)-esfera imersa,

o que prova a parte (1) do teorema.

O item (2) segue da prova do item (1) com os argumentos da prova do Teorema

2.1. O único argumento novo é quando m = 2, n = 3 e f|E� é um mergulho. Neste

caso, os ćırculos 1
rγ

r
, definidos anteriormente, são mergulhados e convergem C

1 para uma

geodésica fechada com multiplicidade. Entretanto, o mergulho de 1
rγ

r implica que a con-

vergência é injetiva, isto é, a multiplicidade é um. Concluindo assim a prova do Teorema 2.3.

�

O resultado seguinte é uma aplicação do Teorema 2.3 às subvariedades M
k ⊂ R2k−1 comple-

tas e de tipo topológico finito.

2.4 Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M
k ⊂ R2k−1

uma subvariedade completa mer-

gulhada de tipo topológico finito e com limite dos planos normais bem definidos em cada fim.

Então as componentes de Xr = 1
rMk ∩ S2k−2

convergem C
1

para uma subesfera Sk−1
de Sk−2

quando r tende a infinito.

Dessa forma, M
k vista do infinito se parece com um único k − plano P passando

pela origem.

Prova. Pelo item (2) do Teorema 2.3 cada componente C
i
r de Xr converge C

1 a

uma esfera totalmente geodésica Sk−1
i em S2k−1

. Se Sk−1
i e Sk−1

j são distintas, então elas se

intersectam transversalmente em S2k−1
. A propriedade de convergência C

1 estabelecida no

Teorema 2.3 implica que C
i
r e C

j
r se intersectam transversalmente para r grande, o que é

imposśıvel pois M
k é mergulhada. Assim, Sk−1

i e Sk−1
j são iguais e a prova do teorema está

conclúıda.

�
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Uma aplicação importante deste teorema é o seguinte corolário.

2.5 Corolário. Seja M uma superf́ıcie mı́nima completa mergulhada em R3 com curvatura

total finita. Então os vetores normais aos fins de M são paralelos. Assim, após uma rotação

de M, a aplicação de Gauss N : M −→ S2 = C ∪ {∞} tem zeros ou pólos nos fins de M.

A superf́ıcie de Costa e o catenóide são bons exemplos para este corolário, pois as

duas são mergulhadas e além disso, tanto os vetores normais aos fins do catenóide quanto os

os vetores normais aos fins da superf́ıcie de Costa são paralelos.
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Caṕıtulo 3

Desigualdade de Chern-Osserman e

uma interpretação da igualdade em R3

Neste caṕıtulo, mostraremos, para o caso de R3, a prova obtida por Jorge e Meeks

para a desigualdade determinada por Chern e Osserman em [O2], p.85 e que a igualdade,

no caso de R3
, vale apenas quando os fins são mergulhados. Para essa demonstração, seja

M uma superf́ıcie mı́nima completa de curvatura total finita, cuja caracteŕıstica de Euler é

dada por χ(M) = χ(M)− k, onde k é o número de fins de M .

3.1 Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superf́ıcie mı́nima completa imersa em

R3
com curvatura total finita −4πm e tendo k fins. Então

C(M) = 2π

�
χ(M)−

k�

j=1

Ij

�
≤ 2π(χ(M)− k),

onde Ij é a multiplicidade do fim Ej correspondente a pj. Assim, a igualdade

C(M) = 2π(χ(M)− k)

vale se, e somente se, os fins de M são mergulhados.

Prova. No Teorema 2.1 foi demonstrado que, para cada fim Ej de M, a imersão

Γj
r =

�
1
rEj ∩ S2

r

�
converge C

1 para uma geodésica γ
j de S2(1) com multiplicidade Ij quando r

tende ao infinito. Assim Ij = 1 se, e somente se, Γj
r é uma curva fechada mergulhada quando

r tende ao infinito. Como Γj
r converge C

1 a γ
j quando r tende ao infinito, a curvatura total



Desigualdade de Chern-Osserman e uma interpretação da a igualdade em R3

de Γj
r converge para a curvatura total de γ

j
, que é 2πIj, pois γ

j é uma geodésica de S2(1).

Considere agora a projeção radial Mr da interseção de M com a bola Br em R3 de raio r

e centro na origem, ou seja, Mr = 1
r (M ∩ Br). Do Teorema 2.1, o plano que contém γ

j e o

espaço tangente a Ej no infinito coincidem. Como a convergência citada anteriormente é C
1
,

quando r tende para o infinito a curvatura geodésica total de Γj
r, como uma curva limitada

de Mr, converge à curvatura geodésica total de γ
j, que é 2πIj. Isto é,

lim
r→∞

C(Γj
r) = 2πIj,

onde C(Γj
r) é a curvatura geodésica total de Γj

r. Denotando por C(Mr) a curvatura total de

Mr e aplicando a fórmula de Gauss-Bonnet a Mr temos

�

Mr

KdM +
k�

j=1

�

Γj
r

kgdt = 2πχ(Mr) = 2πχ(M),

isto é,

C(Mr) +
k�

j=1

C(Γj
r) = 2πχ(Mr) = 2πχ(M).

Fazendo r tender a infinito, aplicando o Teorema 2.1 e observando que C(Mr) tende a C(M)

quando r tende a infinito, obtemos que

2πχ(M) = C(M) + 2π
k�

j=1

Ij.

Dessa forma,

C(M) = 2π

�
χ(M)−

k�

j=1

Ij

�
.

Como M é uma superf́ıcie completa de curvatura total finita, pelo Teorema 1.4, temos

C(M) = −4mπ, onde m é um inteiro não negativo. Assim,

−4mπ = 2π

�
χ(M)−

k�

j=1

Ij

�
,

o que implica

2m =
k�

j=1

Ij − χ(M) ≤ k − χ(M),

onde Ij ≥ 1. Assim,
�k

j=1 Ij = k se, e somente se Ij = 1, para todo j = 1, ....., k. Isto é, a

igualdade vale se, e somente se, para cada j = 1, ....., k, o fim Ej é mergulhado. O que prova

o Teorema. �
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Mostraremos agora como Jorge e Meeks utilizaram a igualdade acima para caracte-

rizar o catenóide.

3.2 Teorema (Jorge-Meeks[JM]). O catenóide é o único anel mı́nimo mergulhado em

R3
com curvatura total finita.

Prova. Suponha que M é um anel mı́nimo completo e mergulhado em R3 com

curvatura total finita. Do Teorema anterior, temos que

C(M) = −4πm = 2π (χ(M)− k) .

Como M tem dois fins, temos que k = 2 e podemos afirmar que M é do tipo topológico

da esfera menos dois pontos. Portanto, χ(M) = 0. Dáı, m = 1 e C(M) = −4π. Mas, pelo

Teorema 1.15, as únicas superf́ıcies mı́nimas de curvatura C(M) = −4π são o catenóide e a

superf́ıcie de Enneper. Assim, temos que M é o catenóide pois a Enneper não é mergulhada.

�

Com as idéias do Teorema 3.1, Jorge e Meeks obtiveram a seguinte caracterização

do plano.

3.3 Teorema (Jorge-Meeks[JM]). Uma superf́ıcie mı́nima completa imersa em R3
com

curvatura total finita e apenas um fim mergulhado é o plano.

Prova. Suponha que M é uma superf́ıcie mı́nima imersa em R3 com curvatura total

finita e apenas um fim mergulhado. Do Teorema 2.1, a curva fechada Γr = 1
r (M ∩ S2(r)),

converge, com multiplicidade, a uma geodésica γ de S2(1) quando r tende ao infinito. Como

M tem apenas um fim mergulhado, para r suficientemente grande, Γr também é mergulhado

e a multiplicidade é um. Então podemos escrever M = Mr ∪Er, onde Er é o fim de M dado

pela parte exterior a S2(r) e Mr é o complemento de Er em M. Como o vetor normal ao fim

Er está bem definido, Er é próprio e se projeta injetivamente sobre o plano Π perpendicular

ao vetor normal no fim e que contém a curva γ. Dessa maneira, Er é o gráfico de uma função

diferenciável sobre Π.

Provaremos agora que Mr também é um gráfico sobre Π. Como Mr é limitada por Γr

e, quando r tende ao infinito, Γr converge C
1 para uma geodésica γ, podemos garantir que Γr
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se projeta ortogonalmente sobre uma curva convexa no plano π que contém γ. Aplicando o

Teorema 1.11, devido a Radó, temos que Mr também é um gráfico sobre o plano Π. Conclui-

se então que toda a superf́ıcie M é um gráfico em R3 sobre Π. Como M é mı́nima e completa,

aplicando agora o Teorema 1.12, devido a Bernestein, conclúımos que M é um plano.

�
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