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Resumo

Neste trabalho serd descrito o lugar topoldgico em R? de uma superficie completa de
tipo topolodgico finito que tem vetores normais bem definidos no infinito. Em particular, para
as superficies minimas que possuem essas caracteristicas. Esse resultado serd generalizado
naturalmente para subvariedades de codimensao arbitraria em R"™. Por fim, é apresentada
a demonstracao feita por Jorge e Meeks para a desigualdade de Schern- Osserman, obtendo
uma condicao para o caso da igualdade em R3. Dai, prova-se que o catendide é o tinico
anel minimo mergulhado em R? com curvatura total finita e que o plano é a tnica superficie

minima, completa, imersa em R3, com curvatura total finita e apenas um fim mergulhado.
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Abstract

In this work will be describe the topological place in R3 of a complete surface of
finite topological type which has well defined normal vectors at infinity. In particular, to the
minimal surfaces that possess these caracteristics. This result will be naturaly generalize to
submanifolds of arbitrary codimension in R™. Finally, is presented the demonstration done
by Jorge e Meeks to the inequality of Schern- Osserman, obtaining a condition to the case of
iquality in R3. Then, it is proved that the catenoid is the unique minimal annulus embedded
in R3 with finite total curvature and that the plain is the unique complete minimal surface,

imerse in R?, with finite total curvature and only one end embedded.
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Introducao

O objetivo deste trabalho ¢ estudar propriedades topoldgicas de superficies minimas

completas de curvatura total finita.

Um resultado classico de Huber-Cherne-Osserman estabelece que tais superficies sao
conformemente equivalentes a uma superficie de Riemann compacta furada em um ntmero
finito de pontos e que sua aplicacao normal de Gauss se estende continuamente nesses pon-
tos. Consequentemente, as superficies minimas completas de curvatura total finita tém tipo
topoldgico finito com um nimero finito de fins topoldgicos, e os vetores normais no infinito

destes fins sdo bem definidos.

Em 1983, L.P.Jorge e W.H.Meeks III, utilizando esses resultados, descreveram o
lugar topolégico em R3 de uma superficie completa de tipo topolégico finito que tem vetores
normais bem definidos no infinito. Eles provaram que os fins de tais superficies se comportam
como os fins do catendide no infinito. Este é o principal resultado apresentado no nosso

trabalho.

Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superficie completa, imersa no R3, difeo-
morfa ao complemento de um nimero finito de pontos py, ....,pr em uma superficie compacta
e orientada M. Suponha que a aplicacdo normal de Gauss de M tem uma extensio continua
a M. Entdo

(1) M ¢é prépria;

(2) Para r grande, X, = {v1,72, ..., Y} consiste de k curvas fechadas imersas em

SQ.

(3) Cada ~; € X, converge C' para uma geodésica com multiplicidade em S?* quando



r tende ao infinito;
(4) Se M ¢é uma superficie minima, entdo a convergéncia estabelecida em (3) é C™.
Assim, vista do infinito, M parece um numero finito de planos passando pela origem.

Esse resultado generaliza-se naturalmente para subvariedades de codimensao ar-
bitraria em R™. Os autores utilizaram esses resultados para caracterizar subvariedades
completas minimas de R™. Além disso, eles estabeleceram uma interpretagao topolégica-
geométrica para a féormula a respeito da curvatura total C'(M) de uma superficie minima
completa em R3, elaborada por Chern-Osserman [O2]. Tal interpretacao é apresentada

abaixo mediante o seguinte Teorema.

Teorema (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superficie minima completa imersa em

R3 com curvatura total finita —4mwm e tendo k fins. Entao

C(M) = 2r (X(M) - Z@) < 2m(x (M) — k),

j=1

onde I; é a multiplicidade do fim E; correspondente a p;. Assim, a igualdade
C(M) =27 (x(M) — k)
vale se, e somente se, os fins de M sao mergulhados.

Dividimos essa dissertacao em trés capitulos. No capitulo 1, apresentaremos al-
gumas defini¢oes e resultados sobre a teoria classica das superficies minimas de curvatura
total finita. Tais resultados sdo fundamentais para a compreensao dos demais capitulos.
No capitulo seguinte, apresentaremos o Teorema que estabelece a caracterizacao topoldgica
das superficies minimas de curvatura total finita e sua generalizacao. No terceiro capitulo,
apresentaremos a demonstracao obtida por Jorge e Meeks para a desigualdade de Chern e
Osserman, que permitiu caracterizar o caso da igualdade, além de algumas consequéncias

desse resultado.
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Capitulo 1

Preliminares

Nosso principal objetivo neste capitulo é apresentar definicoes e resultados que serao
luteis a compreensao dos capitulos subseqiientes. Definiremos superficie minima, completa e

de curvatura total finita.

Uma superficie M C R™ é dita minima se possui curvatura média nula em todos os
seus pontos. Dizemos que é completa se toda geodésica parametrizada v : [0,¢) — M de
M pode ser estendida a uma geodésica parametrizada 7 : R — M, definida sobre toda a

reta real R.

Dada uma superficie orientada M, a aplicagdo normal de Gauss N : M — S*(1) é
definida fazendo corresponder a cada p € M a extremidade do vetor unitério normal N (p)
na orientacao de M, quando a origem de N(p) é transladada para o centro 0 de S?(1). A
aplicagao linear dN,, é auto -adjunta, o que nos permite associar a d/N,, uma forma quadratica
Q em T,M, dada por Q(v) =< dN,(v),v >, v € T,M. A forma quadrética I],, definida em
T,M por I1,(v) = — < dN,(v),v >, é chamada a segunda forma fundamental de M em p.

Seja C' uma curva regular em M passando por p € M, k a curvatura de C' em p, e
cos # =< n, N >, onde n é o vetor normal unitario a C' e N é o vetor normal unitario a M
em p. O numero k,, = kcos 0 é a curvatura normal de C' C M em p. Se considerarmos C
parametrizada por «(s), onde s é o comprimento de arco de C', com a(0) = p e indicarmos

por N(s) a restrigdo do vetor normal N a curva «a(s), obteremos que 11,(a/(0)) = k,(p). Ou



Preliminares

seja, o valor da segunda forma fundamental /1, em um vetor unitario v € T,M é igual a

curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.

Dado um vetor unitario v € T,M, a intersecao de M com o plano F,, contendo v
e N(p), é chamada de segdo normal de M em p segundo v. Em uma vizinhanga de p, uma
secao normal de M em p é uma curva regular plana em M, cujo vetor normal n em p é
+N(p) ou zero; a sua curvatura é, portanto, igual ao valor absoluto da curvatura normal

segundo v em p.

Quando P, gira em torno de N, v descreve um circulo S de raio um em 7, M. Como
(dN), é auto-adjunta, para cada p € M existe uma base ortonormal {e;,es} de T,M tal
que (dN)y(e1) = —kier, (AN)y(e2) = —kgea. Além disso, ki e ky (k1 > ko) sdo o méaximo
e o minimo de 11, restrita ao circulo unitario S de T,,M; isto é, sao os valores extremos da

curvatura normal em p. Os valores k; e ky sao as curvaturas principais de M em p.

Sejam p € M e (dN), : T,M — T,M a diferencial da aplicacdo de Gauss. O
determinante de (dN), é chamado a curvatura Gaussiana K de M em p. O oposto da
metade do traco de (dN), é chamado a curvatura média de M em p. Em termos das

curvaturas principais k1 e ko, podemos escrever

1
K - k?lkfg, H - 5(1{?1 +k2)

Seja K a curvatura Gaussiana de M. Dizemos que M tem curvatura total finita, se
[y KdM é finita. Mas, [, KdM = [, det(dM)dM =éreaN(M). Entao podemos associar
a curvatura total de uma superficie a area da imagem esférica da sua aplicagao normal de
Gauss. Assim, dizer que a curvatura total é finita significa afirmar que a aplica¢ao normal

de Gauss cobre a esfera uma quantidade finita de vezes.

Dada uma curva « : [a,b] — R? de classe C?, a curvatura total CT(c) da curva

a é dada por

1

b
CT(0) = 5- [ k@) a(e) | e

onde k() é a curvatura de o em €.

Uma curva de Jordan é uma curva fechada simples em M, homeomorfa ao circulo
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S!, que separa M em duas componentes conexas.

Uma aplicacao diferencidvel I : M — R? é uma imersdao se, para cada p € M,

dI, : T,M — T,R? ¢ injetiva. Se M possuir uma métrica <, > e
< dlp(v), dl,(w) > =< v,w >,, v,w e T,M, Vpe M,

dizemos que I é uma imersao isométrica. Dizemos que a imersao I : M — R? é um

mergulho se I é um homeomorfismo de M sobre I(M) C R3.

Dada uma superficie minima M, existem um dominio aberto e simplesmente conexo
D C C e duas funcoes f e g definidas em D, com f holomorfa, nao nula e g meromorfa, tais
que um dominio de M pode ser representado por

1 4 1 z z
x = ERe/ (1—g)fdz, y= §Re/ i(1+ ¢g°)fdz, 2 = Re/ gfdz, (1.1)

z20 20 20
onde zy € D e as integrais sao calculadas ao longo de qualquer curva unindo zy a z. Re-
ciprocamente, dadas f e g como acima, (1.1) representa parametricamente uma superficie
minima. Essa representacao é chamada de representacao de Weierstrass. Por exemplo, as

fungoes f e g da representagao de Weierstrass do catendide e da superficie de Enneper sao,

respectivamente, f(z) = %, g(z) =z com D C C— {0} e f(z) =1, g(z) = 2, com D =C.

A fungao meromorfa g : M — CU{oo} que aparece na representacao de Weierstrass
de uma imersao minima I : M — R3 tem uma importante interpretacio geométrica. Para
vermos isso usaremos a seguinte expressao da aplicacao de Gauss em termos de f e g

_( 2Reg  2Imyg |g|2—1)
N1+ g 1+ g2 g2 +1) "

Agora, se m:S* — {(0,0,1)} — R? é a projegao estereogrifica dada por

w(x,y,z>:( t_ Y ) V(w,y,2) € S

1—2"1—2z
entao mo N = (Re g, Im g) em todo ponto de M, exceto nos pélos de g. Se identificarmos
R? com o plano complexo C e estendermos m a uma aplicagio 7 : S* — C U {oo} com
7((0,0,1)) = oo, entdo To N = g. Isto significa que a aplicacao g pode ser identificada com

a aplicacao de Gauss de [.
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Dizemos que duas superficies M; e M, sao conformemente equivalentes se existe
uma transformacao H : M; — M, bijetiva, de classe C'*°, conforme, isto é, preserva os
angulos das curvas que se cortam em M7, cuja inversa também é de classe C'*°. Tal aplicacao

H é chamada um difeomorfismo conforme.

O resultado a seguir estabelece condigoes para a existéncia de um difeomorfismo

conforme entre superficies.

1.1 TeEOREMA (HUBER [H]). Seja M uma superficie em R® cuja curvatura Gaussiana

satisfaz
K <0;
/ K|dM < oo.
M
Entio existe uma superficie compacta M, um nimero finito de pontos pu, .....,px de M e um

difeomorfismo conforme de M sobre M — {py, ..., px}.

Em 1964, Osserman [O1] provou que o difeomorfismo conforme estabelecido pelo

Teorema acima é, de fato, uma isometria entre M e M — {py, ...., px }.

Esses resultados deram origem ao estudo das superficies minimas de curvatura total
finita, pois estas satisfazem as hipdéteses do Teorema 1.1. Nesse caso, temos a seguinte

importante consequéncia sobre a aplicacao de Gauss.

1.2 PROPOSIGAO ([O2], P.82). Sejam M C R? uma superficie minima com curvatura total
finita e M uma superficie compacta tal que M e M — {p1, s D&} sGo conformemente equi-

valentes. Entao a aplicacio de Gauss N : M — S? se estende a uma aplicacio meromorfa
N: M — S%

Para a prova desse resultado, utilizaremos o Teorema seguinte.

1.3 TEOREMA (TEOREMA DE PICARD[L], P.222). Seja U C C um aberto e wy uma
singularidade essencial de g : U — C entdo para todo r > 0 tal que D,(wy) — {wo} C U,
com D,(wy) denotando o disco de centro wq e raio r, tem-se que g(D,(wy) — {wo}) omite no

mdzximo um ponto de C.

Prova da Proposicao. Apds identificar a aplicacao de Gauss N, que é conforme,
com a funcao g da representacao de Weierstrass, podemos considerar N como sendo uma

aplicacdo meromorfa sobre M — {py, ....., pi. }.
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Suponhamos, por absurdo, que algum dos pontos p;, com j € {1,.....,k}, é uma
singularidade essencial de N. Entao, pelo Teorema de Picard, g deve assumir todos os
valores da imagem infinitas vezes, com no maximo uma excecao. Mais isto implica que a
area da imagem esférica ¢ infinita e, portanto, também a curvatura total, o que contraria a
hipétese. Logo, N tem um pdélo em cada p;, e assim ¢ meromorfa em M.

O

Funcoes meromorfas definidas em uma superficie compacta com imagem em S? tém
a propriedade de assumir cada valor o mesmo numero finito de vezes, contando com a

multiplicidade. Como consequéncia, temos o seguinte resultado.

1.4 TEOREMA (OSSERMAN[OZ2], P.82). Seja M uma superficie minima em R® com curva-
tura total finita. Entao

/ KdM = —4mm,
M

onde m € um inteiro nao-negativo.

Um fim de uma superficie imersa é uma parte da superficie que é homeomorfa a um
disco topoldgico furado em seu centro tal que todo caminho sobre este disco que diverge para
0 seu centro tem comprimento infinito. Assim, se M é uma superficie compacta , {pi, ...., pr.}
é um conjunto finito de pontos em M, I : M — {pi, ....,pr} — R?® é uma imersdo minima
completa e D C M é uma vizinhanga contendo p;, entdo a imagem I(D — {p;}) é um fim de

I(M — {p1,...,p}). Dizemos que I(M — {p,...,px}) é uma imersdo com k fins.

O catenéide ¢ um exemplo de uma superficie minima em R? com dois fins. Fazendo
a intersecdo do catendide M com a esfera S?(r) centrada na origem com raio r, os fins do
catendide sao as componentes conexas F; e Fy de M — S?(r) contidas no exterior de S?(r).
Pelo Teorema 1.1, o catendide é o conjunto imagem de uma aplicacdo I : M —{p;, p} — R3,
onde M ¢é a esfera unitaria S? e sua aplicacdo de Gauss N : S — {p1,po} — S? estende-
se conformemente a S2. Nesse sentido, dizemos que o catendide, e de maneira geral uma

superficie, tem um vetor normal bem definido no infinito de cada fim.

Para generalizar o Teorema 2.1 as subvariedades de codimensao arbitraria em R",
consideraremos as imersoes f : M — R" que sao completas na métrica induzida, onde M

denota o interior de uma variedade compacta m-dimensional M com bordo. Nesse contexto,
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um fim de M é definido como a intersecao de uma vizinhanca regular fechada de uma

componente do bordo de M com M.

Vamos definir a generalizacao para dimensao n da aplicacao de Gauss clédssica. De-
finimos como Grassmanniana G, , a variedade diferencidvel cujos pontos estao em corres-
pondéncia injetiva com o conjunto de todos os subespagos lineares bidimensionais orientados
em R™; isto é, todos os planos orientados passando pela origem. Dada uma superficie dife-
renciavel M C R" orientada a aplicacao de Gauss generalizada associa cada ponto p € M
ao subespago linear bidimensional de R" contido em G5 ,, correspondente ao plano tangente
T,M. Com isso, um vetor normal ao fim é generalizado para um subespaco vetorial normal

ao fim.

O Teorema a seguir caracteriza os conjuntos compactos de uma variedade Rieman-
niana como sendo aqueles que sao limitados e fechados. De fato, temos
1.5 TEOREMA (Hoprr E RINOW[DC2], P.147). Seja M uma variedade Riemanniana e seja
p € M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes
(1) exp, estd definida em todo o T,M.

2) Os limitados e fechados de M sao compactos.

4

(2)
(3) M € completa como espago métrico.
(4) M é geodesicamente completa.

(5)

5) Eziste uma sucessao de compactos K, C M, K, C K, e Un K, = M, tais que se

qn ¢ Kn entao d(p> Qn) — 0.

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que
(6) Para todo q € M existe uma geodésica v ligando p a q com l(7y) = d(p, q).

Usando o Teorema acima, podemos dizer que uma aplicagao p : M — N, entre
variedades, chama-se prdépria quando é continua e a imagem inversa p~'(K) C M de cada

compacto K C N é um conjunto compacto.

Consideremos uma aplicacio f : M — N de classe C* ¢ S C N uma subvariedade
C* de N. Diz-se que f é transversal a S no ponto p € f~(S) se df,, - ToM + Ty, S = TN,
ou seja, quando a imagem de df,, com o espaco tangente a S em f(p) geram Ty, N. Diz-se que
[ é transversal a S se, para todo ponto p € f~1(S), f é transversal a S em p. Apresentaremos

a seguir alguns resultados sobre transversalidade.
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1.6 Proprosi¢Ao ([L1], P.218). Seja f : M — N uma aplicagdo de classe C*, transversal
a uma subvariedade S C N, de classe C*. Entao f~'(S) = @ ou f~*(S) € uma subvarie-

dade de classe C* de M, cuja codimensio em M ¢é a codimensdo de S em N. Neste caso,
T,(f71(S)) = f'(0)" [T S] para todo p € f71(S).

1.7 CoroLARIO ([L1], P.218). Sejam N™ e S* C M™ subvariedades de classe C*. Se
NNS # @ e se, para cada ponto p € N NS, tem-se T,N & 1,5 = T,M, entao N NS €
uma subvariedade de M cuja dimensdo é n+ s —m. Além disso, T,(N N S) = T,N NT,S.
Em particular, se M? e N* C R3 sdo subvariedades de classe C* tais que, para cada ponto
p € M NN, os espacos tangentes T,M e T,N sao distintos, entao M NN é uma curva de

classe C* em R3.

Outro caso especial de intersecao ocorre quando N™ e S™™ " C M™ sao tais que
T,N ®@T,5 = T,M para todo p € NNS. Entao N NS é uma variedade de dimensao 0, isto
¢, um conjunto discreto de pontos em M. Se duas subvariedades N e S C M sao tais que
T,N & T,S = T,M para todos os pontos p € N NS, dizemos que N e S estao em posicao

geral ou que se cortam transversalmente.

Considere B e B subconjuntos de R®. Dizemos que 7 : B — B é uma aplicacdo
de recobrimento se T é continua, W(B) = B e cada p € B admite uma vizinhanca U em B
tal que 7~ 1(U) = U,V,, onde os V,, sdo conjuntos abertos, dois a dois disjuntos, tais que a
restricao de m a V, é um homeomorfismo de V,, sobre U. B é entdo chamado um espaco de

recobrimento de B.

Um exemplo de aplicacao de recobrimento é dado pela seguinte proposicao, que

utilizaremos na prova do item (iv) do Teorema 2.1.

1.8 PrROPOSIGAO ([DC1], P.464). Seja M uma superficie completa com curvatura Gaus-
stana nao positiva em cada ponto. Entao a aplicacdo exp, : T,M — M, p € M, € uma

aplicacao de recobrimento.

Apresentaremos também outros resultados e defini¢oes teis para provar o item (iv)

citado acima.

Sejam M, N espacos métricos e £ um conjunto de aplicagoes f : M — N. O

conjunto E diz-se eqiiicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal
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que | x —y |< § em M implique | ¥(z) — ¥ (y) |< €, seja qual for f € E. O conjunto E é

equicontinuo quando é eqiiicontinuo para em todos os pontos de M.

Um subconjunto X de um espago métrico M chama-se relativamente compacto
quando seu fecho X é compacto. Isto significa que toda sequéncia de pontos z,, € X possui
uma subsequéncia convergente em M (podendo ocorrer que o limite dessa subsequéncia nao

pertenca a X).

1.9 TEOREMA (ARZELA-AscoLl [L3], P.244). Seja E um conjunto de aplicagoes continuas
f: K — N, onde K é compacto. A fim de que E C C(K; N) seja relativamente compacto,

€ necessdrio e suficiente que
(1) E seja eqiiicontinuo;

(2) Para cada x € K, o conjunto E(x) seja relativamente compacto em N.

O seguinte resultado nos garante a limitagao uniforme das derivadas, de todas as
ordens, de uma funcao cujo grafico tem curvatura média constante, em particular um grafico

minimo. Serd fundamental para a prova do Teorema 2.1, item (iv).

1.10 ProrosIGAO. [GT] Seja 2 um dominio em R™ e u : Q@ — R € uma funcao de
classe C?, ou seja u € C*(), cujo grdfico tem curvatura média H € C*(Q), k > 1. Entao
u € C*YQ) e para todo ponto y € Q e multi-indice 3, |B] = k + 1, |DPu(y)| < ¢ onde
c=C(n, k, |H|pq, d, sup|u|) e d=dis(y,00).

Dois resultados muito importantes na teoria classica da superficies minimas, que

utilizaremos na caracterizacao do plano, sao dados a seguir.

1.11 TEOREMA (RADO[BC], P.47). Se uma curva de Jordan T’ C R? admite uma projegdo
ortogonal sobre uma curva convewa em um plano P C R3, entdo existe uma tnica superficie

minima compacta M tendo I' como bordo, a qual € um grdafico de uma funcdao real em P.

1.12 TEOREMA (BERNSTEIN[BC], P.28). Se f : R? — R € uma funcdo de classe C* cujo

grdfico € uma superficie minima, entao f € linear.

Citaremos também alguns teoremas classicos da teoria das superficies minimas de
curvatura total finita. Por se tratarem de resultados conhecidos, omitiremos suas demons-

tragoes e indicaremos a fonte consultada.
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Preliminares

1.13 TEOREMA (OsSERMAN[BC], P.38). Sejam M wuma superficie compacta e f : M —

{p1, ..., pr} — R® wma imersio minima completa com curvatura total —4mm. Entdo

2m > 2k — x(M),

onde x(M) € a caracteristica de Euler de M.

Considerando que x(M) = x(M)—k, decorre do teorema acima a seguinte estimativa

da curvatura total de M.

1.14 TEOREMA (DESIGUALDADE DE CHERN-OSSERMAN[O2], P.85). Considere M = M —
{p1,.ypi} € seja f: M — R® uma imersio minima completa com curvatura total finita.
Entao

/ KdM < 2x(x(M) — k).

Um dos resultados que a Desigualdade de Chern-Osserman permite obter é o se-

guinte Teorema.

1.15 TEOREMA (OSSERMAN|[O2], P.87). Uma superficie minima completa em R® com

curvatura total finita —4m € o catendide ou a superficie de Enneper.
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Capitulo 2

Caracterizacao topoldgica das
superficies completas em R> com

curvatura total finita

O Teorema a seguir descreve topologicamente os fins das superficies completas, de
curvatura total finita, imersas em R*®. Em particular, analisa também os fins das superficies

minimas que possuem essas caracteristicas.

Durante a prova do teorema, faremos a intersecao da superficie M com a esfera

S?(r), e denotaremos por X, a projegao radial dessa intersegao sobre S%.

2.1 TEOREMA (Jorge-Meeks [JM]). Seja M uma superficie completa, imersa no R3?,
difeomorfa ao complemento de um numero finito de pontos pi,....,pr em uma superficie
compacta e orientada M. Suponha que a aplicagcdo normal de Gauss de M tem uma extensdo

continua a M. Entdo
(1) M € prépria;

(2) Para r grande, X, = {v1,72, ..., 7k} consiste de k curvas fechadas vi,va, ..., Vk

imersas em S?;

(3) Quando r tende ao infinito, cada v; € X, converge C* para uma geodésica, com

multiplicidade, em S? ;

(4) Se M € uma superficie minima, entdo a convergéncia estabelecida em (3) é C°.



Caracterizacao topoldgica das superficies completas em R? com curvatura total finita

Logo, vista do infinito, M parece um numero finito de planos passando pela origem.

Prova. Inicialmente observemos que um fim A da superficie M se comporta como
um disco furado D — {p;} em M. Além disso, como por hipétese a aplicacio normal de Gauss
em M se estende continuamente a M, pode-se afirmar que nesse fim o vetor normal estd
bem definido e vamos denota-lo por v. A idéia da prova é reduzir a questao a uma dimensao
através da intersegao da superficie M por planos perpendiculares a A no infinito e analisar

o comportamento das curvas contidas nessa intersegao.

Como queremos observar o comportamento dos pontos no infinito da superficie M,
podemos considerar, sem perda de generalidade, uma parametrizacio W : A — R?® de uma
vizinhanca anular fechada, fixada de um dos pontos no infinito de M. Podemos supor que

os vetores normais a M no fim A fixado formam um angulo 6 pequeno com v, ou seja,

(v,G(W(2))) = cos 0 > ?, (2.1)

para 0 < ¢ < &, para todo z em A. O argumento apresentado agora serd utilizado com
frequéncia na prova do teorema. Considere um plano II contendo a reta gerada por v e seja
[ = W~Y(II). Por (2.1), temos que II e os planos tangentes a W (A) formam um angulo
pequeno diferente de zero. Portanto, IT e W(A) s@o transversais. Segue-se entao que as
componentes conexas de I' sao pontos em A ou curvas. Seja v uma tal curva. Consideremos
coordenadas (t,y) em II, tais que o eixo y seja a reta gerada por v. Novamente por (2.1),
temos que o vetor normal a W (7y) faz um pequeno angulo com v, logo os vetores tangentes a

W () nao sao colineares a v. Dessa forma, W (~) é o grifico de uma funcao y(t). O angulo «

entre o vetor normal (y', 1) de W () e o vetor v ¢ menor ou igual a 6, ou seja, 0 < a <0 < Z.

Assim,
cos a > cos 0.
Mas
cos a = (0. 1), —y/(t),l)) _ 1 ’
(O, DH(=y'®): DI 1T+ (1)
logo
1
cos ) < ——————. (2.2)
L+ (y'(2))?
e entao
1 0%
sen?0=1—cos?%0>1— _ (y'(t))

T+ @®)>? 1+
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Dai, usando (2.2), temos

/
t
sen 6 > ()] > |y/(t)] cos 0

1+ (y'(t)

e, portanto,
sen 6
/ t <

Y@ < —.

ou seja,
Y/ ()] < tg 0. (2.3)

Como W () é gréfico, entao v nao é uma curva de Jordan. Logo, se v for compacta,
tera bordo e pela transversalidade de W () e II, esse bordo deve estar contido em W (0A).
O comprimento de W (v) = {(¢,y(t));t € (a,b)} é dado por

/| |dt/¢7dt</

a

1
o th =sec d(b—a).

Denotando por diam (W (0A)) o diametro da curva W (9A) observamos que [b—a| <
diam (W(0A)). Além disso, como

sec 0 < 2, (2.4)
por (2.2) temos que
sup ||z ||[< sup | x| +2diam (W(0A)). (2.5)
z€W (%) zeW (0A)

No caso em que W(7) ndo é limitada em M, seu comprimento serd infinito. Mas
W(y) é o gréfico de y(t) e, pela desigualdade (2.3), tem derivada limitada. Portanto,
W (7), em cada um de seus pontos, terd inclinagao da reta tangente diferente de 7, ou seja,
W (7) nao terd retas assintotas paralelas a v. Logo, y(t) esta definida em um dos intervalos

(—o0,a), [a,+00) ou (—oo, +00).

Para provarmos o item (i), definiremos uma imersio isométrica W : M — R?, onde
M ¢é o anel A com a métrica induzida por W e como consequéncia, teremos que a distancia
p em M é igual a distancia p em W (M ) Com isso, provaremos que a imagem inversa, W1,
de um conjunto compacto em W(M ) é um conjunto compacto em M . Em particular, temos

que W (A) é prépria.
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Observemos que W é continua e, portanto, para todo subconjunto fechado F' C
W (A), temos que W~1(F) é fechado em A. Logo resta-nos mostrar que se F é limitado em
W (A), entao W—L(F) C A também o é. O fato de F ser limitado em W (A) implica que
existe r > 0 tal que F' C C,, onde C, é o cilindro sélido de raio r, com eixo na reta gerada
pelo vetor v ortogonal ao fim A de M. Se provarmos que W~1(C,) ¢ limitado, em particular
temos que W™1(F) C A também ¢ limitado e que W ¢é prépria, o que prova o item (i) do

Teorema 2.1.

2.2 Lema. W~Y(C,) é um conjunto compacto em M. Em particular, a imersao M € propria.

Prova do Lema. Seja r > 0 tal que W(9A) C C,. Tome & € W~1(C,) de modo
que W(z) =2 € W(A)NC,.

Afirmagao: j(&,0M) < 8r.

Para provarmos a afirmacao, seja II'’ um plano contendo tanto x quanto a direcao
v. Considere a curva conexa v € W~(IT') contendo Z. Por argumentos anteriores, sabemos
que W(y) é o gréfico de uma fungao y(t) em II' com = = (to,y(to)). Observe que |to| < 7,

pois & € W~1(C,). Temos agora dois casos a analisar.

Caso I. O dominio de y(t) é um intervalo do tipo (—o0,al, [a,+00) ou [a,b]. Nesse
caso, (a,y(a)) € W(0A) e W(~) intersecta W(0A). Logo, usando as desigualdades (2.1) e
(2.4),

p(@,0M) = p(z, W(OM))

to

- | [ Vit words
ato

= / V' 1+ tg 20ds
to

= / Vsec 20ds

to
= / sec Ods

= |sec ||ty — a|] < 4r. (2.6)

Na tltima desigualdade, utilizamos que [to] < r. E, nesse caso, a afirmacao estd provada.

Caso II. O dominio da fungao y(t) é o intervalo (—oo, +00). Considere II; o plano
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que passa pelo ponto (¢, y(t)) de W (7), ortogonal a IT', contendo a dire¢ao v. Fazendo t = ¢,
por argumentos anteriores, existe uma curva conexa vy, em W~1(II;,) passando por Z. Se v,
intersecta M, recaimos no caso anterior e concluimos a prova da afirmacdo. Caso contrario,
afirmamos que existe t € (—r,7) tal que uma curva v, € W~(II;) intersecta tanto v quanto
dM. De fato, suponhamos, por absurdo, que nio existe tal t € (—r, 7). Sabemos que W (7, ) é
um grafico sobre o eixo t do plano II;,. Fazendo ¢, variar ao longo do eixo t de I, o conjunto
das curvas W (7, ) descreve uma superficie My, que é grafico sobre o plano ortogonal a dire¢ao
v. Assim, W~ (M,) é uma componente conexa de M que nao possui bordo. Absurdo, pois M
é conexa e tem bordo. Assim, concluimos que existe ¢ € (—r,r) tal que a curva , € W(TI;)
intersecta v e também OM . Consideremos entao tal curva ¢, um ponto Ty € y; e denotemos

por z; o ponto W (). Da mesma maneira que em (2.6), temos j(z, OM) < 4r-

Considere agora um ponto t; no eixo ¢t de II' tal que W(y) NI = (t1,y(t1)).
Denotando por y(t) a fungao cujo grafico, contido em II;, é a curva W(v;) e por 6, o angulo
formado pelos vetores tangentes a W (~;) e o vetor v, e usando a desigualdade triangular e

(2.6), temos que

p(E,0M) < p(F, OM) + (&, 71)
t1
< 4+ / V1T (7 ®)%ds
to
< 4r+4r = 8r.

Desta maneira, utilizando o Teorema 1.5 (Hopf e Rinow), concluimos a prova da afirmacao

e consequentemente as provas do Lema 2.2 e do item (i) do Teorema.

Provaremos agora o item (ii) do Teorema. Para isso, consideraremos uma esfera
com centro na origem do R? e raio r que contenha W (9A). Depois disso, aumentando o raio
r dessa esfera, mostraremos que S?(r) é transversal a W e que W(A) N S?*(r) é uma imersao

de S'.

Para tanto, seja ro = dy + 2d;, onde dy = sup || z || e dy = diam W(OA). Dessa
€W (0A)

forma, podemos garantir que W(0A) estd contido no interior do cilindro sélido C,,. Pelo

Lema 2.2, temos que o conjunto W~!(C,,) é compacto em A. Portanto, podemos considerar
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ry =sup{|| W(z) |l; z € W(C,,)} e ro > maz{ry,r1} de maneira que

V3

To + 11 ™
—_—F g = < —.
m o BE S

Assim, W(OA) esté contido em S*(r3). Do fato de W ser prépria e o angulo entre G(W (z))
e v ser pequeno, para todo z € A, podemos garantir a existéncia de um anel A’ contido em

A com as seguintes propriedades:

(7) (2.1) vale para todo z em A’;

(it) W(z) esté fora de C,,, para todo z € A'.

Sejam z € A’ e II o plano contendo W (z) e o eixo de C,,. Seja v uma componente
conexa de W~1(II) contendo z. Considere y(t) de tal forma que W (7) seja o grafico de y(t)
em II. Da transversalidade de IT e W(A) e como W (0A) C C,,, temos que W (~) intercepta
C,,. Portanto, ry ou —ry pertence ao dominio de y(t¢). Sem perda de generalidade, vamos

assumir que o pertence ao dominio de y(t). Como (xq,y(ro)) € C,, N W(A), temos

1y(ro)| < || (w0, y(ro)) || < 71

Considere z € A" e W(z) = (r,y(r)), r > 1. Entdo, usando (2.3), temos

/0 y'(s)ds

r1 4 (r—ro)tg 0

ly(t)]

IN

ly(ro)| +

IN

IN

ri+rtg 6

IN

ro+ 11+ rtg 0.

Assim, se W(z) = (r,y(r)), entdo

W(z) ro+ 71 ,
’<||W<z>||’“>‘— ;- Tieb zed

Pela escolha de ry e 1, temos
— v )| < —. (2.7)
’< | W(z) | 2

Portanto, o angulo entre o vetor posi¢ao % e o vetor v é grande. Afirmamos que W(A) e

S?(r) sao transversais para r > r3, onde r3 > sup{|| W(z) ||; 2 € (A — A’)}. Para provarmos
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isso suponhamos, por absurdo, que W(A) e S*(r) nao sao transversais. Isto é, existe pelo

menos um ponto onde elas sao tangentes. Portanto, podemos considerar um ponto z €

W=1(S?%(r)) tal que G(W(z)) = % Como W(A — A’) esta contido no interior da esfera
S?(r), temos que z € A’ e das desigualdades (2.1) e (2.7) temos uma contradi¢ao. Portanto

W e S*(r) sao transversais para todo 7 > 3.

A fim de concluirmos a prova do item (ii), vamos restringir W a A’ e continuaremos
escrevendo W para essa restricao. Entao, usando o Lema 2.2, a funcao h : A’ — R,
definida por h(z) =|| W(z) ||>, z € A/ é prépria. Por (2.1) e (2.7), segue que h nao tem
pontos criticos. Se r > r3, entao h~!(r) é uma curva compacta que nao intersecta dA’. Pois se
x € 0A’ temos que || W(z) ||< r3. Como W é uma imersao prépria, teremos uma quantidade
finita de curvas de Jordan em h~!(r). Se h=1(r) tem mais de uma curva de Jordan, entao
existe um dominio compacto 2 C A’ tal que 99 é a uniao de curvas de Jordan de h™'(r).
Entao h tem um maximo ou um minimo no interior de €2, o que é impossivel ja que h nao
tem pontos criticos. Isso mostra que h~'(r) possui apenas uma curva de Jordan. Isto &,

™ = W(A)NS*(r) é uma imersdao de S' e com isso provamos o item (i) do Teorema.

Provaremos agora que 7" = %FT converge C'! para uma geodésica (com multiplici-
dade) em S?(1), ou seja, vai para um grande circulo de S?(1). Para isso, aumentaremos o raio
de S%(r) fazendo com que tenda ao infinito. Apds isto, observando (2.7), vé-se que 6 tende a
zero. Além disso, como o angulo entre v e G(W(z)) é pequeno, quando r tende a infinito, o
angulo entre o vetor tangente a I'" e v vai para 5. Dai, I'" percorre no minimo uma volta ao

redor da dire¢do v e " converge C° a uma geodésica S C S%(1) quando r vai para o infinito.

Consideremos a(u), u € R, uma parametrizacao pelo comprimento de arco do grande
circulo S para onde 4" converge continuamente. Considere também [,(u) uma parame-
trizagao de 7" tal que (3.(u) estd situado no grande circulo de S?(1) que contém v e o (u).
Como a(u) é parametrizado pelo comprimento de arco tem-se que {a(u),o’(u), v} formam
uma base ortonormal do R3, para todo u. Considere o vetor Al cuja norma ¢ 1. Entao,
temos que

<%’O/(“)>2+<%,Q(U)>2+<ﬂ,v>2 =1. (2.8)
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Como (3. é ortogonal a G(f3,), entao

(Tr) "

quando 7 tende a infinito.

O fato de /" convergir C° a « implica em

/
e af> o
<H A
quando r tende ao infinito. Assim,

<%’O‘(“)> — 0.

Ou seja, ¥" converge C! a , com multiplicidade, e o item (ii7) estd provado.

Mostraremos agora que, se M é uma superficie minima, entao 4" converge C*> para
S!. Para isso serao usadas propriedades de convergéncia para superficies minimas, o teorema

de Arsela-Ascoli e propriedades de uma aplicacao de recobrimento.

Considere II um plano ortogonal a v e contendo a origem. Tome o anel compacto
Q={pell,i <[ p|<2} contendo S*. Considere também M, = (1M) N (2 x R), onde
%M é uma contracao de M, isto é, a imagem de M por uma aplicacao conforme, o que
garante que o angulo entre qualquer vetor tangente a M e o vetor v seja preservado em M,.,
e, consequentemente, o fato de M ser prépria implica que M, também é propria. Agora,
como M é minima, podemos aplicar o teorema de Hadamard, para garantir que a projecao
ortogonal de M, sobre {2 é um espaco de recobrimento. Dai, pode-se escrever localmente M,

como um grafico de uma funcao f, definida sobre um setor angular de €.

Afirmamos que as funcoes f, assim definidas formam uma familia eqiiicontinua em

C°(2). De fato, sejam € > 0, f,. € C%(Q) e p1, p2 € Q tais que ‘pl —p2’ < 4. Temos que

| fr(p1) = fr(P2)] o z/ 2 17/ (t)|dt < tg 0]p1 — p2| < g\pl — pal.

P
O que prova a afirmacao. Aplicando o teorema de Arsela-Ascoli, temos que uma subseqiiéncia
de {f,}, manteremos a mesma notacao, converge C° para f = 0. Pois, como consequéncia

de M, ser conforme a M concluimos que o angulo entre os vetores tangentes de M e o
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vetor v tende a § quando 7 tende a infinito. E, desta forma M, também convergird C°.
Além disso, uma propriedade dos graficos minimos dada pela Proposi¢ao 1.10, garante a
limitacao uniforme de todas as derivadas de f, com ordem menor ou igual a j + 1, j € Z,
ou seja, sao todas uniformemente limitadas por uma constante Kj;. Como a inclusao do
espaco das fungoes C’/T! no espaco das funcoes C7 é absolutamente continua segue que f,
converge CV para f = 0. Em particular, a intersecao de M, com S? converge C7 para um

grande circulo S de S', com multiplicidade, para todo j. Isto completa a prova do Teorema.

O

Agora faremos uma generalizacdo do Teorema 2.1. Mostraremos em que condicoes

ele pode ser generalizado para imersoes com codimensao k£ em R”.

2.3 TEOREMA (JORGE-MEEKS [JM]). Seja E um fim fechado de uma imersao completa
f: M — R" de dimensdo m. Suponha que existe um (n —m) — plano P tal que o angulo

0 entre P e os planos tangentes a E seja menor que algum nimero positivo €. Entao
(1) Emiste um subfim fechado E' de E, difeomorfo a S™! x [0,00) que satisfaz

(1) Y, = f(E')NSt € uma (m — 1) — esfera imersa para r grande (ou um ponto, se
m=1);

(1) f,, €um mergulho se m # 2;

(2) Se os planos normais convergem a P no infinito, entdo X, = +(f(E) NSI™) converge
C! a uma subesfera totalmente geodésica S™ ' em S*~L. Além disso, se m # 2 ou se

m=2,n=23ce f, €um mergulho, entao X, converge a Sm=L com multiplicidade 1.

Prova. Se m = 1, a prova segue imediatamente da prova do Teorema 2.1. Suponha
entdo que m > 1. Denotemos por A o (n — m + 1)-plano que passa por P e f(x), com
x € FE. Consideremos a intersegao de A com f(F). Analisaremos o comportamento das
curvas contidas nesta intersecao. Como o angulo entre P e os planos tangentes a E é
diferente de zero, tem-se que A e f(E) sao transversais e, portanto, A N f(E) consiste de
uma cole¢ao de curvas que sao graficos sobre o eixo t € A. De forma similar a prova do
Teorema 2.1, considere o cilindro C, = B)" x P de raio r sobre B, onde B" ¢ a bola de

raio r em Pt e Pt é o subespaco ortogonal complementar a P em R™. Com os argumentos

utilizados na prova do Teorema 2.1, temos que f|,, é prépria e transversal a C, = S IxRe
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que v" = dC,.N f(F) é uma variedade imersa compacta tal que, para r grande, 7" desconecta
E em duas componentes E' ¢ E”, onde £’ é um subfim, isto é, uma componente nao limitada
cujo bordo é 4". Além disso, concluimos que se 7 : R® — P+ é uma projecao ortogonal,

entao m,, ¢ um espago de recobrimento de Z = P+ — int(B!").

Quando m > 2, Z ¢ simplesmente conexo. Isso implica que f, ¢ um mergulho e
um grafico sobre Z. Se m = 2, entao segue-se da classificagao de superficies bi-dimensionais
que E' ¢ difeomorfo a S* x [0, 00). Como i, € propria, |, ¢ um recobrimento de uma folha.
Em qualquer caso, 7" é uma esfera imersa, isto é, f(E') NS"~! é uma (m — 1)-esfera imersa,

o que prova a parte (1) do teorema.

O item (2) segue da prova do item (1) com os argumentos da prova do Teorema
2.1. O ftnico argumento novo é quando m = 2, n = 3 e f, ¢ um mergulho. Neste
caso, os circulos %7’", definidos anteriormente, sao mergulhados e convergem C! para uma
geodésica fechada com multiplicidade. Entretanto, o mergulho de %7” implica que a con-

vergéncia é injetiva, isto é, a multiplicidade é um. Concluindo assim a prova do Teorema 2.3.

O

O resultado seguinte é uma aplicacao do Teorema 2.3 as subvariedades M* C R%*~! comple-

tas e de tipo topoldgico finito.

2.4 TEOREMA (JORGE-MEEKS [JM]). Seja M* C R*~1 uma subvariedade completa mer-
gulhada de tipo topoldgico finito e com limite dos planos normais bem definidos em cada fim.
Entao as componentes de X, = %Mk NS?=2 convergem C' para uma subesfera S¥=1 de SF—2
quando r tende a infinito.

Dessa forma, M* vista do infinito se parece com um tnico k — plano P passando

pela origem.

Prova. Pelo item (2) do Teorema 2.3 cada componente C* de X, converge C! a
f 1 4ot Skfl SZk—l S Skfl Skfl x fotd = 1
uma esfera totalmente geodésica S; ™ em . Pe D] T ed; T sao distintas, entao elas se
intersectam transversalmente em S**~!. A propriedade de convergéncia C' estabelecida no
Teorema 2.3 implica que C? e CYJ se intersectam transversalmente para r grande, o que é
impossivel pois M* é mergulhada. Assim, S¥~! e S;?_l sao iguais e a prova do teorema estd
concluida.

O
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Caracterizacao topoldgica das superficies completas em R? com curvatura total finita

Uma aplicacao importante deste teorema é o seguinte coroldrio.

2.5 COROLARIO. Seja M uma superficie minima completa mergulhada em R3 com curvatura
total finita. Entao os vetores normais aos fins de M sdao paralelos. Assim, apos uma rotagao

de M, a aplica¢io de Gauss N : M — S* = C U {oc} tem zeros ou pdlos nos fins de M.

A superficie de Costa e o catendide sao bons exemplos para este corolario, pois as
duas sao mergulhadas e além disso, tanto os vetores normais aos fins do catendide quanto os

os vetores normais aos fins da superficie de Costa sao paralelos.

Pégina 22



Capitulo 3

Desigualdade de Chern-Osserman e

uma interpretacao da igualdade em R3

Neste capitulo, mostraremos, para o caso de R?, a prova obtida por Jorge e Meeks
para a desigualdade determinada por Chern e Osserman em [O2], p.85 e que a igualdade,
no caso de R3, vale apenas quando os fins sdo mergulhados. Para essa demonstracao, seja

M uma superficie minima completa de curvatura total finita, cuja caracteristica de Euler é

dada por x(M) = x(M) — k, onde k é o ntimero de fins de M.

3.1 Teorema (JORGE-MEEKS [JM]). Seja M uma superficie minima completa imersa em

R3 com curvatura total finita —4wm e tendo k fins. Entdo

C(M) = 2r (»<<M> - ZL-) < 2m(x (M) — k),

Jj=1

onde I; é a multiplicidade do fim E; correspondente a p;. Assim, a igualdade
C(M) =2m(x(M) — k)

vale se, e somente se, os fins de M sao mergulhados.

Prova. No Teorema 2.1 foi demonstrado que, para cada fim E; de M, a imersao
IV = (1E;NS?) converge C' para uma geodésica 47 de S*(1) com multiplicidade I; quando r

tende ao infinito. Assim I; = 1 se, e somente se, I/ é uma curva fechada mergulhada quando

r tende ao infinito. Como T2 converge C! a 47 quando r tende ao infinito, a curvatura total



Desigualdade de Chern-Osserman e uma interpretacao da a igualdade em R3

de TY converge para a curvatura total de 77, que é 271, pois 77 é uma geodésica de S*(1).
Considere agora a projecao radial M, da intersecio de M com a bola B, em R? de raio r
e centro na origem, ou seja, M, = %(M N B,). Do Teorema 2.1, o plano que contém ~’ e o
espago tangente a E; no infinito coincidem. Como a convergéncia citada anteriormente é C*,
quando r tende para o infinito a curvatura geodésica total de 'Y, como uma curva limitada

de M,, converge a curvatura geodésica total de 77, que é 271;. Isto é,

lim C(IY) = 271,

T—00
onde C(I'Y) é a curvatura geodésica total de I'V. Denotando por C(M,) a curvatura total de

M, e aplicando a férmula de Gauss-Bonnet a M, temos

KdM+Z kydt = 2y (M,) = 2mx (M),
3 |,

isto é,
C(M,) + Y C(TY) = 2mx(M,) = 2mx(M).

j=1
Fazendo r tender a infinito, aplicando o Teorema 2.1 e observando que C'(M,) tende a C'(M)

quando r tende a infinito, obtemos que
2rx (M) = C(M) + 27 ) I
Dessa forma,

C(M) = 2x (X(M) - Z fj) .

Como M ¢é uma superficie completa de curvatura total finita, pelo Teorema 1.4, temos

C(M) = —4mm, onde m é um inteiro nao negativo. Assim,
k
—4mm =27 <X(M) — le> )
j=1

o que implica

2m:ZIj—X(M) <k —x(M),

onde [; > 1. Assim, Zle I; = k se, e somente se I; = 1, para todo j = 1,....., k. Isto ¢, a
igualdade vale se, e somente se, para cada j =1, ....., k, o fim E; é mergulhado. O que prova
o Teorema. 0
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Desigualdade de Chern-Osserman e uma interpretacao da a igualdade em R3

Mostraremos agora como Jorge e Meeks utilizaram a igualdade acima para caracte-

rizar o catenodide.

3.2 TEOREMA (JORGE-MEEKS[JM]). O catendide € o unico anel minimo mergulhado em

R3 com curvatura total finita.

Prova. Suponha que M ¢é um anel minimo completo e mergulhado em R? com

curvatura total finita. Do Teorema anterior, temos que
C(M)=—4mm =21 (x(M) — k).

Como M tem dois fins, temos que £ = 2 e podemos afirmar que M é do tipo topolédgico
da esfera menos dois pontos. Portanto, x(M) = 0. Dai, m = 1 e C(M) = —4x. Mas, pelo
Teorema 1.15, as unicas superficies minimas de curvatura C(M) = —47 s@o o catendide e a

superficie de Enneper. Assim, temos que M é o catendide pois a Enneper nao é mergulhada.

O

Com as idéias do Teorema 3.1, Jorge e Meeks obtiveram a seguinte caracterizacao

do plano.

3.3 TEOREMA (JORGE-MEEKS[JM]). Uma superficie minima completa imersa em R® com

curvatura total finita e apenas um fim mergulhado é o plano.

Prova. Suponha que M é uma superficie minima imersa em R? com curvatura total
finita e apenas um fim mergulhado. Do Teorema 2.1, a curva fechada I = (M N S?(r)),
converge, com multiplicidade, a uma geodésica v de S*(1) quando r tende ao infinito. Como
M tem apenas um fim mergulhado, para r suficientemente grande, I'” também é mergulhado
e a multiplicidade é um. Entao podemos escrever M = M, U E,., onde E, é o fim de M dado
pela parte exterior a S*(r) e M, é o complemento de E, em M. Como o vetor normal ao fim
E. esta bem definido, E,. é préprio e se projeta injetivamente sobre o plano II perpendicular
ao vetor normal no fim e que contém a curva . Dessa maneira, F, é o grafico de uma funcao

diferencidvel sobre II.

Provaremos agora que M, também é um grafico sobre II. Como M, é limitada por I'"

e, quando r tende ao infinito, I'" converge C'* para uma geodésica 7, podemos garantir que I'"
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se projeta ortogonalmente sobre uma curva convexa no plano 7 que contém ~. Aplicando o
Teorema 1.11, devido a Radd, temos que M, também ¢é um grafico sobre o plano II. Conclui-
se entao que toda a superficie M é um grafico em R? sobre II. Como M é minima e completa,

aplicando agora o Teorema 1.12, devido a Bernestein, concluimos que M ¢é um plano.
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