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Resumo

Neste trabalho, conduzimos um estudo introdutoério acerca da teoria de processos de
evolugao (auténomos ou nao), explorando as propriedades assintéticas e as caracteristicas
de processos que admitem uma estrutura atratora global, no sentido mais adequado.
Ainda, investigamos a existéncia de uma funcao de Lyapunov associada a um processo
dinamicamente gradiente, estabelecendo, no contexto adequado, a equivaléncia entre es-
tes e os processos gradientes. Para este propdsito, a Teoria de Morse se dispoe como
ferramenta fundamental. Como consequéncia deste resultado, obtemos a estabilidade dos

processos gradientes sob perturbacao.






Abstract

In this work, we conduct an introductory study on the theory of evolution processes
(autonomous or not), exploring the asymptotic properties of processes which admit a
strucuture of atraction, on the proper sense of each context. Furthermore, we investigate
the existence of a Lyapunov function associated to a dinamically gradient process, esta-
blishing, under certain conditions, the equivalence between these and gradient processes.
For these purpose, Morse Theory becomes a fundamental tool. As a consequence of this

result, we obtain the stability of gradient processes under perturbation.
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Introducao

Os diversos processos e transformacoes que evoluem com o decorrer do tempo encon-
trados nos mais diversso ramos das ciéncias (fisicas, biolégicas, econoémicas e etc.), sdo
modelados pelos chamados sistemas dinamicos, ou como chamaremos neste trabalho, pro-
cessos de evolugao. Um processo de evolugao é uma familia de operadores {S(¢,s) : t > s}
de X em si préprio, com X um espago métrico qualquer, de forma que S(¢, s)z denota o
valor da variavel x apds uma evolugao do sistema supondo tempo inicial s e tempo final

t. Pedimos que esta familia obedeca condi¢oes naturais de compatibilidade, isto é:
(i) S(t,t) =1, para todo t, onde I : X — X ¢é a identidade em X,
(ii) S(t,7)S(r,s) = S(t,s), sempre que t > 7 > s.

Usualmente pedimos também que um processo de evolugao satisfaga alguma proprie-

dade de continuidade, mais precisamente,
(iii) (t,s,x)+— S(t,s)z é continua.

A teoria dos processos de evolucao tem sido abordada por exemplo estudo das Equacoes
Diferencias. No caso de equagoes diferenciais autonomas, obtemos que o fluxo associado
a uma tal equagao origina um processo de evolucao que independe do tempo inicial, ou
seja para estes processos temos S(t,s) = S(t — s,0) para todo t > s, o qual chamaremos
de processo auténomo. Se escrevemos T'(t) := S(t¢,0) obtemos simplesmente uma familia
de operadores a um parametro {7T'(¢) : t > 0} que chamamos de semigrupo continuo e

satisfaz:

(i) T(0) = I, para todo t, onde I : X — X é a identidade em X,

13
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(i) T'(t)t(s) = T(t + s), para todo t,s € RT.

(iii) (¢t,z) — T(t)x é continua.

O elemento que possui papel central na dinamica assintética de um sistema dinamico,
especial no caso infinito dimensional, é o atrator global. O atrator de um sistema dinamico
é um objeto que contém toda (no caso autéonomo) ou parte significativa da dinamica

assintotica dos modelos associados.

Uma classe importante de processos de evolugao sao os chamados processos gradientes,
que sao aqueles que possuem uma funcao de Lyapunov, que por sua vez traduz também
importantes caracteristicas do sistema. Tal fungao é uma aplicacao continua que decresce
a medida que o sistema evolui e é constante apenas em conjuntos invariantes isolados (por
ora pensemos em pontos de equilibrio, ou seja, estados que nao se alteram a medida que
o tempo evolui) pertencentes ao atrator global. Nesta classes estao justamente os campos
gradientes da teoria das equagoes diferenciais, ou seja, dada V : R” — R continuamente
diferencigvel o fluxo associado ao campo de vetores em R™ dado por X = —VV(X)

determina um semigrupo gradiente com funcao de Lyapunov V.

Tratando-se de sistemas naturais, a estabilidade de certos modelos sob perturbacoes
torna-se uma preocupacao pertinente no que tange a confiabilidade de tais modelos, uma
vez que o estudo da natureza é feito muitas vezes por aproximacoes. Assim, dada a dificul-
dade de se determinar a estabilidade de processos gradientes mais gerais, dificuldade esta
de recuperar a funcao de Lyapunov, surge a nocao de processo dinamicamente gradiente,
cuja caracterizacao vem justamente da dinamica do seu atrator global relativo aos seus
invariantes isolados, ou equilibrios, e abrange os sistemas gradientes. Um sistema dinami-
camente gradiente € tal que seu atrator é composto destes invariantes e as solugoes ligando
cada um deles, isto sem formar uma estrutura ciclica, ou seja nao existe uma sucessao de
solucoes que faca retornar a mesma estrutura invariante. O exemplo da Figura [1| abaixo
da uma ideia da dinamica associada a este tipo de sistema Desta nova defini¢ao, usando
continuidade de atratores, mostra-se a estabilidade destes processos sob perturbagoes.
Restava mostrar que as duas classes coincidem e a estabilidade dos sistemas gradientes
seria obtida. O exemplo acima deixa claro que é possivel ordenar um ntimero finito de
equilibrios num sistema dinamicamente gradiente de acordo com sua estabilidade local,

ou ainda, em niveis de energia. Tal decomposi¢ao é chamada Decomposi¢ao de Morse e é
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Figura 1: Semigrupo dinamicamente gradiente

peca fundamental na construcao da funcao de Lyapunov para um sistema dinamicamente

gradiente.

O objetivo deste trabalho é estudar essas classes de processos e os resultados mencio-

nados acima, obtidos por Carvalho, Langa, Caraballo e Aragao-Costa.

Dividiremos o trabalho em tres capitulos, no primeiro deles faremos um estudo um
pouco mais geral do caso autonomo, primeiramente apresentando conceitos e resultados
gerais da teoria, introduzindo ferramentas utilizadas adiante. O objetivo do capitulo
¢ mostrar a equivaléncia entre os semigrupos gradientes, caracterizados pela chamada
Funcao de Lyapunov, e os semigrupos dinamicamente gradientes, definidos através da
dinamica de seu atrator. Para isso, utilizamos da decomposi¢ao de Morse obtida para um
semigrupo dinamicamente gradiente para construir a funcao de lyapunov. Ja no segundo
capitulo, motivados pelo primeiro, faremos o caso nao-autonomo, destacando as principais
diferencas: como a defini¢ao pouco imediata de atracao pullback e suas consequéncias e as
hipoteses adicionais de limitacao uniforme, necessarias para obter os resultados andlogos
a0 caso autonomo, isto é, a equivaléncia entre os processo dinamicamente gradientes e gra-
dientes. Finalmente no terceiro capitulo, faremos um breve estudo acerca da continuidade
de atratores e estabilidade dos sistemas gradientes sob perturbacao, mostrando alguns re-

sultados do caso autonomo e apenas apresentando equivalentes do caso nao-autonomo.
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Capitulo 1

Semigrupos continuos: O caso

autonomo

Neste primeiro capitulo, seguimos de perto as ideias apresentadas no primeiro capitulo
de [5]. Que por sua vez é uma versao atualizada e compilada de resultados classicos da
teoria de semigrupos encontrados em [I0] e outros, e o nosso foco principal, que sao os
resultados obtidos em [3] e [6]. Devotamos a primeira segdo a um apanhado de defini¢oes e
resultados gerais a teoria de semigrupos, introduzindo as nogoes fundamentais de atrator
global e w-limite e suas propriedades. Nesta secao, mostramos condicoes suficientes e

necessarias para a existéncia de atrator global.

Na segunda secao, introduzimos a classe dos semigrupos gradientes, que admitem uma
funcao de Lyapunov, explorando propriedades principalmente associados a semigrupos
desta classe que possuem um atrator global. Através desta secdao, obtemos uma boa
nocao da dinamica dentro e fora do atrator global de um semigrupo gradiente (com um
numero finito de pontos de equilibrio, ou similarmente, um conjunto finito de invariantes

isolados, como veremos adiante).

Na terceira secao, exploramos os semigrupos dinamicamente gradientes, que sao ca-
racterizados por um atrator global formado por um subconjunto finito de invariantes
isolados e solugoes limitadas unindo estes invariantes, e além disso estas solugoes nao po-
dem formar uma estrutura ciclica dentro do atrator. Da se¢ao 2, ja teremos obtido estas

propriedades para semigrupos gradientes, mostrando uma primeira inclusao entre estas

17



18

classes de semigrupos. Na quarta secao, utilizamos as propriedades de par atrator-repulsor
dos semigrupos dinamicamente gradientes para obter uma reordenagao conveniente dos
seus invariantes isolados, chamada Decomposi¢cao de Morse, que se mostrara fundamental

na construcao da funcao de Lyapunov e entao fechamento da equivaléncia dos semigrupos.

Na quinta e ultima secao, apresentamos o resultado de maior interesse, que constroéi
uma funcao de Lyapunov para um dado semigrupo dinamicamente gradiente, se uti-
lizando fundamentalmente da decomposicao de Morse obtida na secao anterior e suas
consequeéncias, com isto mostrando a equivaléncia, sob certas condigoes, dos semigrupos
gradientes e dinamicamente gradientes. Para isto, construimos previamente duas funcoes
auxiliares, que compartilham praticamente as mesmas propriedades da funcao de Lyapu-

nov, e evidenciam como esta fungao de Lyapunov decompoe o espaco de fase.

1.1 Atratores para semigrupos

Nesta secao introdutéria apresentaremos alguns conceitos béasicos da dinamica nao-

linear e o estudo de semigrupos continuos.

Seja X um espago métrico, nao necessariamente completo, e d : X x X — [0, 00) sua

métrica. Denotaremos por C'(X) o espaco das transformagoes continuas de X em X.
Definigao 1.1.1. Um sistema dindmico em X é uma familia {S(t,s) : t > s,t,s €
R} C C(X) tal que
i) S(t,t)xr = x para todo t € R e para todo z € X,
it) S(t,o) o S(o,s) = S(t,s) para todo t > o > s,
iii) {(t,s,2) ERxRx X :t>s} > (t,s,2) — S(t,s)r € X € continua.
Nosso estudo inicial serd voltado para uma classe de sistemas dinamicos continuos,

os sistemas auténomos, que sao aqueles que satisfazem S(t,s)z = S(t — s,0)z para todo

t > sex e X. Neste caso se definimos T'(t) = S(t,0) € C(X) temos que

i) T(0)x = x para todo = € X,
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it) T(t)T(s) =T(t+ s) para todo t > s,

iii) [0,00) x X 3 (t,x) — T(t)z € X é continua.

Uma familia {T'(t) : ¢ > 0} com as propriedades acima é chamada um semigrupo
continuo. Evidentemente, a partir de um semigrupo continuo {7°(¢) : t > 0} podemos
definir um sistema dinamico auténomo {S(t,s) : t > s} fazendo S(t,s) =T(t — s),t > s.
Note que, no sistema dinamico autonomo a evolugao do estado x ocupado no instante
inicial s para o estado S(t+ s, s) ocupado no instante ¢ + s é independente de s e depende
apenas do tempo decorrido t. Os demais sistemas dinamicos, que nao possuem essa

propriedade, serao chamados sistemas dinamicos nao autonomos.

Agora, iremos devotar nossa atencao aos semigrupos continuos. Escreveremos T para
denotar o conjunto dos ntimeros inteiros Z ou o conjunto dos nimeros reais R, que serao
nossos conjuntos de tempos. Ademais, denotaremos os seguintes subconjuntos TT = {t €
T:t>0}, T-={teT:t<0},TFfr={teT:t>s}eT;, ={teT:t<s} Com isto

podemos dar uma definicao um pouco mais geral de semigrupo continuo.

Definicao 1.1.2. Um semigrupo continuo ¢é uma familia {T'(t):t € T} C C(X) tal

que

i) T(0)x = x para todo x € X,
it) T(t)T(s) =T(t+ s) para todo t > s,

iti) Tt x X 3 (t,x) — T(t)x € X € continua.

Note que no caso em que T = Z a terceira condigao é automaticamente satisfeita,
pois toda fun¢do num conjunto discreto é continua. Assim escrevendo T'(n) = T'(1)" =
T(l)oT(1l)o---0oT(1) n-vezes e T := T(1), o semigrupo pode ser escrito na forma

{T™ : n € N} e serd simplesmente a familia dos iterados do operador 7.

Exemplo 1.1.3. Se X = R" e A uma matriz nxn entao sabemos que o fluxo associado ao

oo AT

campo linear & = Az € dado por et =707 AL

e este fluro determina um semigrupo
continuo. De um modo geral, seja X um espaco de Banach e A € L(X), definimos

et =3 (AL g série converge absolutamente, jd que ||A™|| < ||A|", e portanto
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A"t” = (JA]|It])
HeAtH < Z H S Z | H| H €‘t|”A”.
=0

n=0
Multiplicando as séries vemos que

eAtHs) — A para todo t, s.

Além disso,

= (Al
et =1 < 30 == 7 < JllAfe I — 0

quando t — 0, entdo

T(t) = et >0,
¢ um semigrupo continuo. De mesmo modo x(t) = T'(t)x¢ € solu¢ao do PVI

&= Az, x(0) = x.

Dado um semigrupo {7T'(¢t) : t € T*} C C(X) e um subconjunto B de X, definimos os

seguintes conjuntos:

1. Para cada t € T, a imagem de B sob T'(t),

2. A orbita positiva de B,

teT+

3. A 4rbita parcial entre dois tempos de T*, ¢ < t/

WﬁL,tq(B) = U T(s)B

t<s<t’/
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4. A érbita de T'(t)B,

v (B) :=y"Tt)B)= | J T(t+s)B= | T(s)B.

seT+ SET:r

A fungao T+ 5 ¢t — T'(t)z € X é a chamada solugao por = do semigrupo {T(t) : t €
T+}. No caso em que Tt = N temos que a solugdo por z satisfaz, para T := T(1), o

problema discreto de valor inicial

Tnt1 = Txn

o = .

Queremos entender o comportamento assintotico das solugoes de semigrupos e para
isso os atratores globais serao nossa principal ferramenta. Introduziremos alguns conceitos

que nos levam a caracterizagao dos semigrupos que possuem atrator global.

Definicao 1.1.4. Um semigrupo {T'(t) : t € T*} € dito eventualmente limitado
se para cada limitado B C X eziste tg € TT tal que ~;,(B) € limitado. Diremos que

{T'(t) : t € T} € limitado se vt (B) ¢é limitado sempre que B for limitado.
O conjunto onde a érbita de B se acumula serd chamado de conjunto w-limite e sera

objeto fundamental no estudo do comportamento assintotico de um semigrupo.

Definicao 1.1.5. O conjunto w-limite de um subconjunto B qualquer de X € definido

por

w(B)= ()~ (B)

teT+
Definiremos uma solugao global, um caminho em X que segue a evolugao do semigrupo.
Definicao 1.1.6. Uma solugdo global {T'(t) : t > 0} por x € X € uma fungdo continua
¢ T — X tal que
i) T(t)(o(s)) = ¢(t + s) para todo t,s € T, t >0, e
i) ¢(0) = z.

Uma solugao global constante serd chamada de solu¢do estaciondria e o seu valor

um ponto de equilibrio.
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Note que como T'(t) nao é necessariamente injetiva, se existe uma solucdo global por

x ela nao precisa ser unica.

Definicao 1.1.7. Quando existe uma solugcao global ¢ : T — X por x € X, definiremos
a orbita global de x relativa a solugao global ¢ por vs(x) := {¢(t) : t € T}. Neste caso,
para t € T escreveremos (v4); = {P(s) : s < t} e definiremos o conjunto a-limite de x

relativo a ¢ por

ag(z) = [ ()i ().
teT-
A seguinte caracterizacao do w-limite serd frequentemente usada na demonstracao dos

resultados seguintes.

Proposicao 1.1.8. Se B C X ¢é um subconjunto qualquer de X , entao w(B) € fechado e

w(B) ={y € X : existem sequéncias {t, }nen em TT e {z,}neny em B

tais que t, == 0o ey = lim T(t,)z,}

n—oo
Se ¢ : T — X é uma solugdo global do semigrupo {T'(t) :t > 0} por x € X, entdo ay(x)
¢ fechado e

ag(x) ={v e X : existe uma sequéncia {t,}nen em TT

tal que t, =% co e ¢(—t,) — v}

Demonstragdo. Primeiramente, seja y € w(B). Entdo y € (,eps % (B), € assim y €
v (B) para todo t € T*. Em particular, para cada t = n € N existe uma sequéncia
{7 ken C 7H(B) tal que y =5 y. Como y € v (B) para todo n,k € N, existem

estados {x} }nren C B e tempos {g} tnreny C TT tais que

ye = T(n+ q;)zy.

Da convergéncia de y temos que dados n € N e € > 0, existe k(n,€) € N tal que

d(yg,y) < e,se k> k(n,e),

n

do anterior isto é dizer, d(T'(n+q})x},y) < € se k > k(n,€). Defina entdo t,, := N+, 1

e T, = a:Z( assim

n?%)’
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n—oo

d(T(tp)zn,y) < — — 0.

SRS

n—oo

Portanto y = lim,, . T'(t,)x,, com t, — oo e z, € B para todo n € N, logo a

caracterizagao estd satisfeita.

Para a reciproca, seja y € X e sequéncias {t,}nen C TV e {z,}nen C B, tais que
tn =% 00 e y = limy o0 T(tn)x,. Assim, fixado 7 € TF temos {T'(t,)z,},>r C 77 (B).

Da arbitrariedade de 7 segue que y € w(B).
A caracterizagio de ay(x) tem prova analoga. ]
Com o intuito de introduzir o atrator global, definiremos as nogoes de atragao, absorcao
e invariancia sob ac¢ao do semigrupo {7T'(t) : ¢t € T*}. Para isto, relembremos a defini¢ao

de semi-distancia de Hausdorff, denotada por disty (A, B), entre dois subconjuntos A e

B de X
disty (A, B) := sup inf d(z, y).
zeAYEB
Denotaremos por dist(A, B) a distancia usual entre conjuntos, isto é,
dist(A, B) := inf inf d .
ist(A, B) := inf inf d(z,y)

Ainda, podemos definir a métrica ou distancia de Hausdorff, denotada por Disty (A, B)

e definida como

Disty (A, B) = max{disty (A, B),disty (B, A)}.

Um importante resultado para a semidistancia de Hausdorff é o seguinte.

Proposicao 1.1.9. disty(A, B) = 0 se, e somente se, A C B

Demonstracao. Como a distancia é fungao positiva, da definicao de supremo, temos que

disty (A, B) = 0 se, e somente se, infycp d(x,y) = 0 para todo z € A. Logo dada sequéncia
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_ 1

x, — x € A, da defini¢do de infimo obtemos sequéncia y,, € B tal que d(x,,y,) < —, isto
o o o n

implica que y, — x e x € B. Por outro lado, se A C B entao A C B e inf cpd(z,y) =0

para todo x € A, o que conclui a demonstracao. O

Definicao 1.1.10. Se A e B sdo subconjuntos de X. Diremos que A atrai B sob a acdo
do semigrupo {T(t) :t € TT} se

tlim distg (T(t)B, A) = 0.
— 00
Se existir um tg € TT tal que T(t)B C A para todo t > to, diremos que A absorve B.

Observe que, em particular, se A absorve B, entao A atrai B, a reciproca no en-
tanto, nao é verdadeira. A nocao de invariancia, dada a seguir, desempenha um papel

fundamental no estudo da dinamica assintotica de semigrupos.

Definigao 1.1.11. Diremos que um um subconjunto A de X € invariante (ou posi-
tivamente invariante) sob a acio de um semigrupo {T(t) : t € Tt} se T(H)A = A
para todo t € TT (ou T(t)A C A). Um conjunto invariante unitario corresponde a um
ponto de equilibrio, ou estaciondrio, de {T'(t) : t € TT}, isto €, um ponto x* € X tal que

T(t)z* = z* para todo t € TT.

Finalmente, estamos em condicoes de definir atratores globais para semigrupos.

Definicao 1.1.12. Um conjunto A é chamado um atrator global para {T'(t):t € T*}

se € compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X sob a¢ao de {T'(t) : t € TT}.

Note que o atrator global para um semigrupo {T'(¢) : ¢ € T*} é tinico. De fato, sejam
Ae A atratores globais para este semigrupo. Dai A atrai A que é compacto, em particular

limitado, mas A ¢é invariante, portanto

disty (T(t)A, A) = disty (A, A) =% 0.

Assim A C A, o que implica A C A, ja que sao compactos, em particular fechados.

Analogamente mostra-se que A C A e obtém-se a unicidade.

Exemplo 1.1.13. No caso do Exemplo[1.1.5 com X = R", temos da teoria das equagoes

diferenciais que o semigrupo associado ao campo T = Ax possui a origem como equilibrio
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e este equilibrio € atrator global se, e somente se, todos os autovalores de A tem parte
real estritamente negativa. De modo similar, no caso de X espaco de Banach, o conceito
de autovalor € generalizado pelo espectro do operador A e da mesma forma, temos que
a origem € atrator global se o espectro estd contido no semiplano negativo, ou seja, todo

elemento do espectro de A tem parte real estritamente negativa.

Mostraremos agora uma importante caracterizacao: o atrator global é o conjunto das

solugoes globais limitadas de {T'(¢t) : t € T*}.

Proposigao 1.1.14. Seja {T'(t) : t € Tt} um semigrupo em um espago métrico X, e
suponha que {T'(t) : t € T*} tenha um atrator global A . Assim, dado v € X temos que

x € A se e somente se existe solucao global limitada por x.

Demonstracao. Tome x € A, mostremos que existe solu¢ao global limitada ¢, : T — X
tal que ¢,(0) = x. Note que para um tempo positivo simplesmente consideramos a solugao
T+ >t~ ¢(t) := T(t)r € X que estd bem definida. Esta solucao ¢ de fato limitada,
pois T(t)x € A para todo t € TT, caso contrdrio A nao seria invariante, dai como A
é compacto, em particular limitado, temos que ¢(T+) C A é limitado. Agora como A
é invariante, temos que z € A = T(1).A, assim existe z_; € A tal que T'(1)x_y =z e
procedendo indutivamente, conseguimos uma sequéncia {z_, : n € N} tal que xy = =
e T()x_,_1 = x_, para todo n € N, (vale ressaltar que esta sequéncia pode nao ser

unicamente determinada). Definimos entao

T(t)x, set >0,
¢ (t) =
T(j+t)x—j7 set e [—],]+1)HT, J €N,

que é uma solucao global limitada em A passando por x. Reciprocamente, cada solucao
global limitada ¢ : T — X para {T'(t) : t € Tt} é tal que ¢(T) C A. De fato, ¢(T) é um

limitado, logo é atraido por A, mas também é invariante, entao segue que

dist ;7 (T(t)¢(T), A) = distz((T), A) == 0,

assim ¢(T) C A. Naturalmente ¢(T) C ¢(T) C A e segue o resultado. O

Agora vejamos alguns resultados para conjuntos compactos que serao tteis futura-

mente.
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Proposicao 1.1.15. Seja K um subconjunto compacto de X e {x,}nen uma sequéncia
em X tal que
dist(x,, K) =50,

entdo {x, }nen tem uma subsequéncia convergente, além disso este limite estd em K.

. _— oA , 1 .
Demonstracdo. Das definicoes de distancia e infimo, dado ¢ = —, existem n,, € N e
m

. 1 , .
Yn,, € K tais que d(z,,,,Yn,,) < —. Como K é compacto podemos assumir, passando a
A . s’ . m m—0o0 .
uma subsequéncia se necessario, que y,, —> Yo para algum y, € K. Assim, obtemos

que ,,, — Yo, Pois:

m—oo

assim {2, }nen possui uma subsequéncia convergente a yq e isto conclui a prova. ]

Para a prova do proximo resultado lembremos que dado um compacto K e r > 0,
define-se a r-vizinhanga de K como o conjunto dado por O,.(K) :={z € X : d(x, K) < r}.
Note que esta r-vizinhanca esta sempre contida numa uniao finita de bolas de raio 2r.
De fato, basta considerar a cobertura finita de K por bolas centradas em pontos de K
e raio r, |J;_, B,(z;) . Entao, dado y € O,(K) como K é compacto existe z € K tal
que d(y,z) = d(y, K) < r. Ainda, existe x; € K tal que d(z,z;) < r. Isso implica que
d(y,z;) < 2r para algum z; e O,(K) C |J;_, Ba(2;), como afirmamos. Assim, provemos

a seguinte proposicao

Proposigao 1.1.16. Dado um semigrupo {T'(t) : t € Tt} e K um subconjunto compacto
de X, se K atrai um conjunto compacto Ky, entio v (K1) € relativamente compacto e

0 #w(K;) CK.
Demonstracao. Como K atrai K7, segue da definicao de semidistancia de Hausdorff, que
dado € > 0 existe tg € TT tal que
T(t)K, C Og(K), para todo t > t,.
Assim, s, T(t) K1 estd contido O¢(K) que por sua vez estd contida numa unido

finita de bolas de raio e. Além disso, segue da continuidade do semigrupo e compacidade de

[0, t0] X K1 que Jye <y, T'(t) K1 € compacto, logo totalmente limitado, e portanto " (K;)U
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K é totalmente limitado. Da Proposicao|l.1.15|e do fato que K atrai K7, temos que toda
sequéncia em 1 (K;) tem subsequéncia convergente para um ponto K. Com isso, temos

que v (K;)UK é completo, logo compacto. Segue que v (K!) é relativamente compacto.

Para a ultima parte, temos entdo que 7, (K!) é compacto e nao-vazio, para todo

t € TT. Além disso, 7, (K') C vF(K?') parat > s, ou seja, a familia {y;" (K1) };er+ possui

a propriedade da intersecao finita e assim

w(Ky) = () 77 (K # 0.

teT+

Finalmente, dados y € w(K7) e € > 0, existe to € TT tal que

y € (KY) C O(K),

assim dist(y, K) < e. Da arbitrariedade de ¢ > 0 e y € K o resultado segue. O

Lema 1.1.17. Seja {T'(t) : t € T*} um semigrupo em X. Seja B C X um subconjunto
qualquer, entao T(t)w(B) C w(B) para todo t € TT. Se B € tal que w(B) € compacto e

atrai B, entao w(B) € invariante.

Demonstragao. Se w(B) = (), ndo hd o que provar. Se w(B) # 0, fixe t € T", da
Proposigao [1.1.8] para um dado y € w(B), existem sequéncias {t, }nen C T* e {2, }nen C
B tais que ILm T(t,)z,. Segue da continuidade de T'(t) que T'(t)y = ILm T(t+ty)x, e
portanto T(nt)gjoe w(B), pela Proposicao [I.1.8] Logo T'(¢)w(B) C w(B)? h

Supondo agora que w(B) é compacto e atrai B, mostremos que w(B) C T(t)w(B)
para todo t € TT. Seja r € w(B), existem sequéncias t, — oo e x, € B tais que
T(t,)x, "% x. Parat € T fixo, como t, — oo, existe ng € N tal que t, > t sempre
que n > ng. Portanto T(t)T(t, — t)x, = T(t,)x, — x quando n — oco. Como w(B) é
compacto e atrai B temos que dist(T'(t,, — t)z,,w(B)) =3 0. Segue da Proposicio
que {T(t, — )Ty }nen tem uma subsequéncia convergente (que reindexamos e denotamos
novamente por {T'(t, — )T, }nen). Seja y = nh_}rgo T(t, — t)x,, entdo y € w(B) e, pela
continuidade do semigrupo, T'(t)y = x. Portanto w(B) = T(t)w(B) e isto conclui a
prova. O
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Lema 1.1.18. Seja © € X tal que existe solugdo global ¢ : T — X por x com ¢(T™)

compacto. Entdo, ay(z) serd nao-vazio, compacto e invariante.

Demonstragao. Como para cada t € T~ o conjunto (7,); (z) é um fechado contido no
compacto ¢(T-), logo um compacto, assim segue da propriedade da intersegao finita e da

definicao de a(x) que este é nao-vazio e compacto. Mostremos que é invariante.

Fixe t € T*. Da Proposi¢ao , se y € vy(z), existe uma sequéncia ¢, — oo tal que
d(—tn) =3 y. Da continuidade de T(t) obtemos que T(t)p(—t,) = ¢(t —t,) == T(t)y e
portanto T'(t)y € ay(z)., isto prova que T'(t)ay(z) C ag(x). Por outro lado, se w € v4(x),
existe uma sequéncia t, — oo tal que ¢(—t,) == w. Como {¢(—t, —t) : n € N}
¢é relativamente compacto, passando para um subsequéncia e reindexando se necessario,
existe z € X tal que ¢(—t, —t) =3 z e portanto z € ag(z). Segue da continuidade
do semigrupo que T'(t)z = w. Isto prova que ay(z) C T(t)ay(x) e portanto ay(z) é

invariante. O

Observagao 1.1.19. Segue imediatamente do Lema que se v € X, w(x) atrai x e
w(z) = {z*}, entao x* € um equilibrio para {T(t) : t € Tt}. Um resultado similar vale
para os(x).

Lema 1.1.20. Seja {T'(t) : t € Tt} um semigrupo em X e B C X tal que w(B) €

compacto e atrai B.

1. Se T =R e B € conexo, entao w(B) € conexo;

2. Se T=7Z, B ¢ conezo e B D w(B), entao w(B) é conezo.

Demonstragao. Suponha que T = Z e que w(B) é desconexo, entdo w(B) é a uniao
disjunta de dois conjuntos compactos (portanto separados pro uma distancia positiva 2p).
Como w(B) atrai B, temos disty (T(t)(B),w(B)) =3 0, mas isto implica, do fato que
T'(t)B é conexo, que T'(t)B deve estar contido na p vizinhanga de uma das componentes
de w(B) para t suficientemente grande. Do Lema temos que T'(t)B contém w(B),

uma contradigao.

Caso T = R, temos 7, (B) conexo para cada t > 0. De fato, é o fecho do v, (B),

que é conexo, pois é a imagem do conexo [t,00) X B pelo semigrupo continuo. Portanto

w(B) = Nz (B) ¢é intersegao de conexos e é um conexo. O
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Em seguida provaremos um lema que serd de importancia fundamental nos seguintes

resultados sobre w-limite e atrator global.

Lema 1.1.21. Se B é um subconjunto nao-vazio de X tal que WQS(B) € compacto para

algum ty € TT, entao w(B) € nao-vazio, compacto, invariante e atrai B.

Demonstragdo. Para cada t € TT, t > to, 7, (B) é nao-vazio e compacto. Segue do fato

que {7 (B) : t > to} tem propriedade da intersecao finita que w(B) = (50 (B) ¢

nao-vazio e compacto.

Mostremos agora que w(B) atrai B. Suponha que nao, entao existem ¢y e sequéncias
{Zy }nen em B, {t,}ney em TT com ¢, 7% 50, tais que d(T(t,)z,,w(B)) > € para todo
n € N. Como m é compacto e {T'(t,)x,,n > n1} C W para algum n; € N (ja que
t, =% 00), existem subsequéncias t,,, 2% 00 e T, € B tais que T'(zy,; )z, é convergente
para algum y € X. Disto segue que y € w(B) e d(y,w(B)) > €, uma contradi¢ao. Logo
w(B) atrai B. Finalmente, segue do Lema que w(B) é invariante e a prova estd

completa. O

Agora introduziremos alguns conceitos importantes para a caracterizacao de semigru-

pos que possuem atratores globais.

Definicao 1.1.22. Um semigrupo {T'(t) : t € Tt} € dito assintoticamente suave se,
para qualquer subconjunto fechado, limitado e nao-vazio B C X, para o qual T(t)B C B,

para todo t € T, existe um conjunto compacto J C B que atrai B.

Lema 1.1.23. Se {T'(t) : t € T™} € um semigrupo assintoticamente suave e B € um
subconjunto nao-vazio de X tal que ;' (B) € limitado, para algum ty € T, entio w(B) é

nao-vazio, compacto, invariante e w(B) atrai B.

Demonstragao. Como T'(t) ¢ continua e T(t)v(B) C 7, (B), segue que T(t)y; (B) C
7 (B) para todo ¢ > 0. Como {T'(t) : t € TT} ¢ assintoticamente suave temos que existe
um compacto J C ;- (B) que atrai v, (B). Logo, existem sequéncias &, X0et, =3 oo

tais que T'(t)(;(B)) C O, (J) para todo t > ¢,. Isto implica que § # w(B) C J. Como

w(B) é um fechado no compacto J, temos que w(B) é compacto.

Resta mostrar que w(B) atrai B. Suponha por absurdo que nao, entao existem ¢y > 0

e sequéncias z, € B e t, —3 oo tais que d(T(t,)z,, w(B)) > €. Da compacidade de
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J e da Proposigao [1.1.15, existem sequéncias x,, € B, ty; 2% ez € J tais que
T(tn;)Tn, 2% ». Segue que z € w(B) e dist(z,w(B)) > €y, uma contradi¢ao. Portanto
w(B) atrai B. Portanto, w(B) é nao-vazio, compacto e atrai B, ademais, do Lema|l.1.15

¢é invariante. N

Definiremos outro conceito de comportamento assintotico, que veremos ser, no con-

texto em que trabalhamos, equivalente a suavidade assintoética.

Definicao 1.1.24. Um semigrupo {T(t) : t € T*} € dito assintoticamente com-
pacto se, para quaisquer sequéncia limitada {x, }nen € sequéncia t, =% 50, a sequéncia

{T(t,)xn} possui subsequéncia convergente.

Proposicao 1.1.25. Se {T'(t) : t € T} é um semigrupo assintoticamente compacto,
entao {T'(t) : t € TT} € assintoticamente suave. Reciprocamente, se {T'(t) : t € Tt} é

um semigrupo eventualmente limitado e assintoticamente suave, entdo {T(t) :t € Tt} é

assintoticamente compacto.

Demonstragao. Seja B C X um conjunto fechado, limitado e ndo-vazio tal que T'(t)(B) C
B, para todo t > 0, entdo para quaisquer sequéncias {x, }neny em B e t, — 00, temos
que T'(t,)z, € Bese {T(t):t e T} é assintoticamente compacto, T'(t,)x, possui uma
subsequéncia cujo limite estd em B = B. Da Proposicio m temos que () # w(B) C B.
Agora , se w(B) nao atrai B, existe ¢ > 0 tal que podemos escolher sequéncias {x,, },eny em
Bet, =% oo tais que d(T(t,)xn, w(B)) > ¢ para todo n € N, o que é uma contradicao
pois por hipétese T'(t,, )z, admite subsequéncia convergente que consequentemente se apro-
xima de w(B). Mostremos que w(B) é compacto. Dada sequéncia {y, }nen em w(B), para
cada y, podemos tomar ¢, > n e x, em B com d(T(t,)zn,y,) < 1/n. Porém da compaci-
dade assintética, T'(t,)x, admite subsequéncia convergente, que acumula num y € w(B).
Da desigualdade acima obtemos que y, —> y e portanto w(B) é compacto. Do Lema
[1.1.17 segue que w(B) é invariante. Tomando J = w(B) mostramos que {T'(¢) : t € T}

¢ assintoticamente suave.

Por outro lado, se {T'(t) : t € Tt} é um semigrupo eventualmente limitado e {x, },en
¢ uma sequéncia limitada em X, existe to > 0 tal que B = 7, ({n}nen) ¢ um conjunto

limitado. Como B é positivamente invariante e {T'(t) : t € T*} é assintoticamente suave,
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existe um compacto J em X que atrai B. Em particular {T(¢,)z, : n € N} converge para

J quando n tende a infinito e portanto é relativamente compacto.
m

Definicao 1.1.26. Um semigrupo ¢ dito eventualmente compacto se dado B limitado
existe tg € TT tal que T(tg)B € compacto. Um semigrupo {T(t) : t € Tt} € dito
condicionalmente eventualmente compacto se dado B limitado e positivamente

invariante, existe tg € TT tal que T(tg)B € compacto.
Teorema 1.1.27. Um semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assintoti-

camente suave.

Demonstragao. Seja B C X um conjunto nao-vazio, fechado e limitado tal que T'(t)B C

B para todo t > 0. Entao, como {T'(t) : ¢ € T*} é condicionalmente eventualmente

compacto temos que v, (B) é compacto para um t suficientemente grande. Assim, do
Lema [1.1.21} w(B) = (,er+ 7 (B) é ndo-vazio, compacto e atrai B. Isto nos mostra que

{T(t): t € T} é assintoticamente suave. O

Definigao 1.1.28. Diremos que um semigrupo {T'(t) : t € TT} ¢ ponto dissipativo
(limitado dissipativo/compacto dissipativo) se existir um subconjunto limitado

B C X que atrai pontos (subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X .

Observacao 1.1.29. Na definicao acima podemos trocar “atrai” por “absorve” sem mu-
dar o conceito. Seque das defini¢oes que se um subconjunto limitado A absorve outro B,

em particular ele atrai B. Por outro lado, se A limitado atrai B, qualquer e-vizinhanga

de A (limitada) absorve B.

Lema 1.1.30. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente
suave. Se vyt (K) € limitada sempre que K é compacto, entao {T'(t) : t € Tt} é compacto

dissipativo.

Demonstragao. Como {T'(t) : t € T*} é ponto dissipativo, existe um conjunto nao-vazio e
limitado B que absorve pontos de X. Defina U = {z € B : y*(z) C B}. Como B absorve
pontos, temos que U é nao-vazio. Além disso, v (U) = U, ja que v (T'(t)x) C v (z) C B

para todot > 0 e z € U, U é limitado, ja que B é limitado, e absorve pontos, ja que

B absorve pontos entao 7'(t)x € U para algum. Ainda, temos que T'(t)y+(U) C v+ (U).
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Portanto, como {T'(t) : t € Tt} é assintoticamente suave, existe conjunto compacto K,
com K C W = U, tal que K atrai U e portanto K atrai pontos de X. Mostremos
agora que existe uma vizinhanca V' de K tal que 4, (V) é limitado para algum ¢ € T*. Se
este nao é o caso, tomando 1/n-vizinhangas, obtemos sequéncias x,, € X, x, — y € K e
t, — oo tais que {T'(t,)z, : n € N} ndo é limitada. Considere A = {z,, : n € N}, logo 4
é compacto e 77 (A) é nao-limitada, contradizendo a hipdtese. Seja V' uma vizinhanga de
K ety € T* tal que 7 (V) ¢ limitado. Como K atrai pontos de X e T'(t) é continua, para
todo z € X existe uma vizinhanca O, de z e t, > 0 tal que T'(t)(O,) C ;- (V) parat > t,,
logo ’y;; (V) absorve uma vizinhanca de z para cada x € X. Utilizando um argumento
de subcoberturas finitas, mostramos que %Jg (V) absorve subconjuntos compactos de X e

portanto {T'(t) : t € T*} é compacto dissipativo. O

Proposicao 1.1.31. Seja X um espagco métrico e {T'(t) : t € Tt} um semigrupo em
X. Se K € compacto e atrai a si mesmo sob a agao de {T(t) : t € TT}, entao w(K) =

ﬂte’ﬂ”r T(t) K.

Demonstragdo. Claramente (),cp4 7'(t)K C w(K). Agora, para a inclusao contréria, ve-
jamos que da Proposigao [1.1.16| com K; = K obtemos que w(K) C K e y7(K) é relati-
vamente compacto. Do Lema|1.1.21] temos que w(K) é nao-vazio, compacto, invariante e

atrai K. Assim

w(K)=T{#t)w(K) C T(t), para todo t € T,

Isto prova o resultado. O

O seguinte teorema caracteriza semigrupos que possuem atratores globais.

Teorema 1.1.32. Um semigrupo {T'(t) : t € TT} é eventualmente limitado, ponto dis-

sipativo e assintoticamente compacto se, e somente se, {T(t) : t € TT} tem um atrator

global A.

Demonstragao. Como {T'(t) : t € T*} é assintoticamente compacto, é assintoticamente
suave, ademais é ponto dissipativo e eventualmente limitado, entao segue do Lema [1.1.30
que {T'(t) : t € TT} é compacto dissipativo. Seja C' um conjunto limitado que absorve

subconjuntos compactos de X. Considere B = {z € C' : y"(x) C C}. Claramente B
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absorve subconjuntos compactos de X, T(t)B C B e, como {T(t) : t € T*} é assinto-
ticamente suave, existe um conjunto compacto K C B que atrai B. Segue que K atrai

subconjuntos compactos de X.

O conjunto A = w(K) é nao-vazio, compacto e invariante. Se J C X é compacto
entdo w(J) C K e consequentemente w(J) = T'(s)w(J) C T(s)K para cada s > 0. Segue
da Proposicao [1.1.31| que w(J) C (\,ep+ T(5) K = w(K) e portanto w(K) atrai J.

Seja B um subconjunto limitado de X, como {7T'(t) : t € T} é eventualmente limi-
tado e assintoticamente compacto, segue do Lema|1.1.23| que w(B) é nao-vazio, compacto,
invariante e atrai B. Como w(B) é compacto e invariante temos que w(B) C A e conse-

quentemente A atrai B.

Reciprocamente, é claro que se {T'(t) : t € T*} tem atrator global, ele é eventualmente

limitado, ponto dissipativo e, pela Proposicao [1.1.25] ¢ assintoticamente compacto. O

Em seguida, vejamos um outro resultado que assegura a existéncia de atrator global

para um semigrupo.

Teorema 1.1.33. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo ponto dissipativo e eventualmente

compacto. Entao {T(t) :t € TT} tem um atrator global A.

Demonstragao. Considerando o Lema[l.1.27 e o Teoremal[l.1.32] resta mostrar que {T'(¢) :
t € Tt} é eventualmente limitado. Dado um conjunto limitado B, segue do fato de que
{T'(t) : t € T*} é eventualmente compacto que existe tg € TT tal que T(tp)B é rela-
tivamente compacto. Logo, é necessario somente mostrar que a 6rbita de subconjuntos
compactos de X sio limitadas, pois T'(t)T(tz)B C T(t)T(tp)B. Seja K um subconjunto
compacto de X e By um subconjunto aberto e limitado de X que absorve pontos. Dado
x € K, da continuidade de T'(t), existem uma vizinhanga O, de = e t, € T tal que
T(ty)O, C T(tp,)By. Como K é compacto, existem vizinhangas {O,,, -+, O, } que co-
brem K. Sejam agora 7 = 7(K) = maxt,, : 1 <i <p, Ky = We Ky = V0o, (Ko) Ko-
Claramente K, e K, sdo subconjuntos compactos de X. Segue que T(t)By C I?o para
todo t > tp, e para cada subconjunto compacto K de X temos que T(t)K C K, para
t > 7(K). Isto prova que a érbita de um subconjunto compacto de X é limitada e

completa a demonstracao do resultado. O]
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1.2 Semigrupos gradientes

Nesta secao estudaremos os semigrupos gradientes, uma classe de semigrupos que
aparece naturalmente em diversas aplicacoes. Suas caracteristicas permitem descrever

com bastante precisao a estrutura dos seus atratores a partir de seus equilibrios.

Lembremos que y* € X é um ponto de equilibrio para o semigrupo {T'(¢) : t € Tt} se o
conjunto {y*} é invariante sob a agao do semigrupo, ou seja, T'(t)y* = y* para todo t > 0.

Denotaremos por € o conjunto dos pontos de equilibrio para o semigrupo {T'(t) : t € T*}.

Definicao 1.2.1. Um semigrupo {T'(t) : t € T} é dito gradiente se admite uma fungao
de Lyapunov, isto €, se existe uma fun¢ao continua V : X — R com as sequintes propri-

edades:

(i) Tt 2t V(T(t)x) € decrescente para cada x € X;

(i1) Se x € tal que V(T'(t)x) = V(x) para todo t € T, entdao x € E.

Com efeito consideraremos semigrupos gradientes com um numero finito de equilibrios,

de onde obtemos w e a-limites dos pontos de X.

Lema 1.2.2. Se {T'(t) : t € Tt} é um semigrupo gradiente, w(x) é um subconjunto de
€ para cada x € X. Se existe uma solugdo global ¢ : T — X por x entdo ay(x) € um

subconjunto de E.

Se {T(t) :t € T*} € gradiente, tem atrator global A e € sd tem pontos isolados, entdo
E ¢é finito e para cada x € X, w(x) € um conjunto unitdario. Neste caso, se x € A e

¢: T — A é uma solugao global limitada por x, entdo ag(x) € um conjunto unitdrio.

Demonstragdao. Se w(x) = 0 o resultado é trivial. Se w(z) # 0 e tome y € w(x) entdo
temos que T'(t,)x 2%y para alguma sequéncia t, — oo . Da continuidade de V temos
que V(T (t,)z) =3 V(y) e portanto V(t) == ¢ para algum ¢ € R, j& que é decrescente e
possui uma subsequéncia convergente. Como T'(t)w(x) C w(z), t € TT, temos que cada
ponto y € w(x) é tal que V(T (t)y) = V(y) = ¢, t € T, e da propriedade (ii) na Defini¢ao
temos que y € £. O resultado para ay(x) é mostrado de maneira inteiramente

analoga.
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Agora suponhamos que {T'(¢) : t € T*} tem um atrator global .A. Como .4 é compacto
e £ C A, segue que se todos os pontos de £ sao isolados, entao £ é finito. Falta ainda
mostrar que se o conjunto das solugoes estaciondrias é finito entao w(z) e ag(x) sdo
conjuntos unitarios. Se T = R isto segue imediatamente do fato que w(x) e ay(z) sao
conexos. Se T =7Z e w(x) = {yf,---,y/} C € com | > 2, entdo existe uma cobertura
disjunta {N; : 1 < i < [} de N com a propriedade de que cada N; é infinito e para
n € N; vale o limite ILm T(n)x = y!,1 < i < [. Escolha uma sequéncia {k, : n € N}
tal que kop_1 € Ny Z ko;n = kop1 +1 € Nj, para algum 2 < j < [. Entdo, yj =
T(1)y; = nh_}rgo T(kop—1)T(1)x = nh_)rilo T'(kan)x =y, 0 que é uma contradicdo. Isto mostra
o resultado para w(x), a prova para as(x) e T = Z é andloga. Concluimos a demonstracao.

]

Teorema 1.2.3. Suponha que {T(t) : t € Tt} seja um semigrupo gradiente, eventual-
mente limitado e assintoticamente compacto cujo conjunto de pontos de equilibrio £ seja
limitado. Entao {T(t) :t € Tt} tem um atrator global A e, além disso, o atrator é dado
por A =W"(E), onde

WH(E) :={y € X : euiste solugcio global ¢ : T — X  pory tal que ¢(t) it E}

é denominado congunto instdvel de E. Se & = {ef,--- ek} for finito, entao A = J;_, W"(e}).
Finalmente, se existir um conjunto conexo e limitado B que contenha A entdo A serd

COnexro.

Demonstragao. Como {T'(t) : t € T*} ¢é eventualmente limitado e assintoticamente com-
pacto, para cada ¢ € X, w(x) é ndo-vazio, compacto, invariante e atrai z. Como
{T(t) : t € T} é gradiente, segue que w(z) C & e, como & é limitado, temos que
{T'(t): t € T*} é ponto dissipativo. Do Teorema [1.1.32) {T(¢) : t € T*} tem um atrator
global.

Se z € A, existe uma solugao global ¢ : T — X por z. Como ¢(T) C Ae A
é compacto, ¢(—t,) possui ponto de acumulacao para toda ¢, — oo, isto implica que
ag(x) # 0. Do Lema[1.2.2] ay(z) C €. Isto mostra que A C W¥(E). Por outro lado, se
x € WH*(E), existe uma solugao global ¢ : T — X por x e ¢(t) 25 £ ¢ A Logo o(T)
é limitado e ¢(T) C A, portanto = € A. Isto mostra que A C W*(E) e completa a prova

de que A = W"*(€).
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Se & = {e}, -+ e}, aigualdade A = |J, W"(e}) segue imediatamente do Lema

1.2.20 E, se A esté contido em um subconjunto B conexo e limitado de X, o Lema ({1.1.20))

implica que w(B) é conexo, mas w(B) = A e A é conexo. Isto conclui a demonstracao. [

O lema seguinte decorre da continuidade dos semigrupos e é fundamental para a
demonstracao dos resultados seguintes. Ele garante que, dado um ponto de equilibrio y*
as orbitas de pontos proximos deste permanecem suficientemente proximas para grandes

valores de tempo.

Lema 1.2.4. Sejam {T(t) : t € Tt} um semigrupo e y* um ponto de equilibrio para
{T(t):t€T*}. Dadot € Tt ee >0, existe 6 > 0 tal que fy[Jg’t]Bg(y*) C B.(y*), ou seja,

{T(s)y:0<s<tyeBs(y")} CBey").

Demonstragao. Suponha por absurdo que existam ¢y € (0,00) e g9 > 0 tais que, para todo
k € N* existe x, € Byi(y*) e si € [0,%0] com d(T'(s)zr, y*) > €. Podemos assumir que
Sk oo Sp para algum sq € [0, ¢o], por compacidade. Como T x X > (t,z) — T'(t)x € X é

continua, T'(sy)xy i T'(so)y* e obtemos 0 = d(T'(so)y*, y*) > €, uma contradigao. [

Lema 1.2.5. Suponha que {T'(t) : t € Tt} é um semigrupo gradiente que tem um atrator
global A e que € = {yf : 1 < i < n} para algum n € N*. Seja V : X — R a fun¢ao de
Lyapunov associada a {T'(t) : t € Tt} e V(E) = {ny,--- ,n,} comn; <mnjyq, 1 <i<p—1.

Sel<j<p—1len; <r <nj, entio X, = {z € X : V(2) < r} € positivamente
invariante sob a a¢ao de {T'(t) :t € TT} e {T,(t) : t € T}, a restrigio de {T'(t) : t € T}

a X,, tem atrator global

A = [ V() : V(i) < ).

Em particular, V(z) < nj para z € AV ny = min{V(x) : 2 € X} e AY = {y* €
E :V(y*) =n} consiste de todos os pontos de equilibrio assintoticamente estdveis; isto é

para y* € AWV existe uma vizinhanca Oy a qual € atraida por y*.

Demonstracao. Decorre da definicao da funcao de Lyapunov que X, é positivamente in-

variante sob a acdo de {7'(t) : t € T*}. Para provar a existéncia de um atrator para
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{T,(t) : t € T*} notemos que as propriedades requeridas para obtermos um atrator global
sdo herdadas de {T'(t) : t € T*}: érbitas de subconjuntos limitados de X, sao limitadas,
{T,(t) : t € T*} é ponto dissipativo e assintoticamente compacto. Logo {T,(t) : t € T}
tem um atrator global AY). A restricao V, de V a X, é uma funcdo de Lyapunov para

{T,(t) : t € T*} e a caracterizagio de AY) segue.

Agora provemos a ultima afirmagdo. Seja &g = %min{d(m*,y*),x‘*,y* e AW z* £
y*}. Se existem um Jy > § > 0 e sequéncias {ytreny em X e {tx}treny em T tais que
a2 2t e d(T(tg)xg, x*) > 6 (com d(T(t)zg,x*) < § para 0 < t < t;) concluimos que
{T'(tx)xr : k € N} tem uma subsequéncia convergente. De fato, segue do Lema que
tk "2% 50 e o resultado segue da compacidade assintotica do semigrupo. Denote esta
subsequéncia convergente por {7T'(t;)xy : k € N} e seja y seu limite. E imediato do fato de
que V(z) — ny que V(y) = V(T (t)y) = ny. Portanto y € AWV e d(y,z*) > §. Por outro
lado {T'(t, — 1)z : k € N} também tem uma subsequéncia convergente ¢ o limite z desta
sequéncia pertence a A N Bs(z*). Segue que z = z* e que z* = T(1)z* = T(1)z = y,
o que é uma contradicdo. Isto prova que, para cada z* € A e 0 < § < §y existe um
§ > & > 0 tal que, para todo x € By(z*),7*(z) C Bs(z*) e prova que A1 consiste
somente dos equilibrios estaveis. Para concluir precisamos somente notar que, para cada

ze X, T(t)r =3 z* para algum z* € £. O

1.3 Semigrupos dinamicamente gradientes

A definigdo de semigrupos gradientes via funcao de Lyapunov nao nos induzem a es-
perar que uma perturbacao de um semigrupo gradiente ainda seja gradiente. Contudo,
uma outra familia de semigrupos, os chamados dinamicamente gradientes, classificados
pela dinamica de seu atrator, nos dao esta estabilidade, o que mostraremos no terceiro
capitulo. Desta maneira, nosso principal objetivo agora é estudar esta classe de semigru-
pos e encontrar justamente uma equivaléncia entre estas duas classes. Assim, no terceiro
capitulo, obteremos diretamente da estabilidade dos semigrupos dinamicamente gradien-

tes a nao tao 6bvia estabilidade dos semigrupos gradientes.

Antes de prosseguirmos, vamos destacar a distingao entre semigrupos gradientes e

semigrupos que tem atratores do tipo gradiente,
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Definicao 1.3.1. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo com um atrator global A com
E={yi,--,up} para algum p € N. Se A= J,_, W*"(y;), diremos que A ¢ um atrator

do tipo gradiente e que {T'(t) :t € TT} é um semigrupo com atrator do tipo gradiente.

Segue do Teorema que um semigrupo gradiente com um atrator global e um

nimero finito de equilibrios é um semigrupo com um atrator do tipo gradiente.

Vejamos agora um exemplo do Hale [I2] que mostra que um semigrupo com atrator

de tipo gradiente nao é estavel sob perturbagao.

Figura 1.1: Semigrupo com atrator de tipo gradiente

A Figura[l.1] acima apresenta um atrator do tipo gradiente que nao é proveniente de
um semigrupo gradiente. Note que uma pequena perturbacao deste semigrupo resulta de

fato em um semigrupo com o atrator descrito na Figura abaixo. Este atrator contém

7z

>

Figura 1.2: Semigrupo perturbado que nao possui atrator de tipo gradiente

uma orbita peridédica e portanto nao é a uniao dos conjuntos instaveis de seus pontos de
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equilibrio.

Em [9], Carvalho et al provam que uma perturbagdo de um semigrupo gradiente tem
atrator do tipo gradiente. Por outro lado, semigrupos que tem atratores do tipo gradiente
nao precisam ser gradientes. Assim, buscamos propriedades dinamicas dos semigrupos
que garantam que eles tenham atratores do tipo gradiente e que sejam estaveis por per-
turbagoes. Ainda, gostariamos que estas propriedades sejam satisfeitas por semigrupos
gradientes e suas perturbacoes. Com este objetivo, Carvalho e Langa introduzem o con-
ceito de semigrupos dinamicamente gradientes em [6], originalmente gradient-like, utili-
zando as propriedades dinamicas essenciais dos semigrupo gradientes. Agora iniciemos

nosso estudo dessa classe de semigrupos.

Definicao 1.3.2. Considere um semigrupo {T'(t) : t € T} com um nimero finito de
solugoes estaciondrias € = {yy,--- ,y;}. Seja
0o = §1§T?<1]11§pd(ymyj) >0
Seja €9 < 0p, Yy € € e e € (0,69). Uma e-cadeia de y* a y* € um subconjunto
i, -yl b de €, juntamente com conjuntos {y,--- ,yx} em X e {t1,01, - ,tr, 0%}
em T tais que, 0 < o < t;, 1 < i < k, k < p, dlyi,y" ), < € ¥ =y, = Vi,
disl(T (0:)yi, €) > €0 e d(T(ti)yi,y;,,) < €. Diremos que y* € & € recorrente por

cadeias se existe um €y > 0 fixo e uma e-cadeia de y* a y*, para cada € € (0, €).

(o)

Figura 1.3: Exemplos de cadeias

Definicao 1.3.3. Seja {T'(t) : t € T™} um semigrupo com um nimero finito de solugoes

estaciondrias £ = {yy, -+ ,y,} e suponha que ele tem um atrator global A. Dizemos que
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{T'(t) : t € Tt} € um semigrupo dinamicamente gradiente se as sequintes condigoes

sao satisfeitas:

(G1) Dada uma solugao global & : T — X em A, existem i,j € {1,--- ,p} tais que

lim d(£(t),y;) =0 e limyo0d(£(2), y5) = 0.

t——o0

(G2) € ={yi,--- ,y;} nao contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

As hipéteses (G1) e (G2) implicam importantes propriedades dinamicas de um se-
migrupo gradiente, como veremos adiante. De (G1) temos que A = UP_ W*(y;), pois
se © € A entdo existe uma solugdo global £ : T — X em A e assim x € W"(y;) para
algum 1 < i < p. Por outro lado, se x € W"(y}) para algum 1 < i < p entdo, como A
atrai pontos, existe uma solucao global limitada por x, assim x € A. Disto temos que o
semigrupo tem atrator do tipo gradiente, como gostariamos. J& a hip6tese (G2) garante

que nenhum numero finito de orbitas pode produzir um contorno fechado.

Os resultados a seguir sao fundamentais no desenvolvimento da teoria de atratores
para semigrupos dinamicamente gradientes. O primeiro deles garante uma aproximacgao

de solucoes sob certas condicoes e sera de extrema utilidade adiante.

Proposigao 1.3.4. Suponha que {T(t) : t € TT} é um semigrupo assintoticamente com-

. A . + k—o00 A
pacto. Sejam {oy}ren uma sequéncia em TT com o), — 00, {ug}ren uma sequéncia
limitada em X e, para J, = {s € T : —o, < s < oo}, defina & : J, — X por
E¥(s) = T(s + op)ur, s € Jn. Se {T(s)uy, : k € N,s € Tt} € limitada, existe uma
solucdo global y : T — X de {T(t) : t € Tt} e uma subsequéncia de {E*}ren (que

novamente denotamos por {&*}ren) tal que

lim &¥(s) — y(s), Vs € T.

k—oo

A demonstracao da Proposicao ¢ imediata do Lema [3.2.3] que serd demons-
trado mais adiante, no Capitulo 3, no caso particular em que a familia de semigrupos é

independente do parametro, ou ainda, é uma familia constante.

O préximo resultado garante que, para um semigrupo dinamicamente gradiente, dada
qualquer vizinhanca V' dos equilibrios e qualquer subconjunto B limitado de X, num

tempo suficientemente grande, as solugoes iniciando em B passam pela vizinhanca V.
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Lema 1.3.5. Seja {T'(t) : t € T} wm semigrupo com um nimero finito de solugoes
estaciondrias € = {yj, - ,y;} e suponha que o semigrupo tem um atrator global A. Se
{T'(t) : t € T} satisfaz (G1), dado 6 < &y e B C X limitado, eziste ty = to(0, B) > 0 tal
que {T(t)uo : 0 <t <to} (Ui Bs(y)) # 0 para todo uy € B.

Demonstragao. Suponha por absurdo que existe uma sequéncia {uy}reny em B e uma
sequéncia {t; } em T+ (com ¢, "= 00) tais que {T(s)uy : 0 < s < 2t} Ub_, Bs(yr) = 0.
Usando a Proposicao temos que existe uma solugao £ : T — X tal que T'(s +
tr)ug, oy £(S) para s € T. Claramente {(s) € A, para todo s € T e como para
—ty < s < tg, T(s + tp)up U, Bs(y}), &(s) & UL, Bs(y;) para todo s € T, o que
contradiz (G1). O

Finalmente, no proximo resultado estabeleceremos que dada uma vizinhanca V; de
um ponto de equilibrio, existe outra vizinhanca V5 maior tal que se uma solucao comeca

em Vj e deixa V5, entao ela nunca retorna a V.

Lema 1.3.6. Seja {T'(t) : t € T} wm semigrupo dinamicamente gradiente. Se £ =
{yi, -+ 45} denota o conjunto de suas solugoes estaciondrias e A o seu atrator global,
dado 0 < § < by, existe um 0" > 0 tal que , se para algum 1 <i <p, d(ug,y;) < e, para
algum t, > 0, d(T'(t1)ug, y;) > 6, entao d(T(t)ug,y}) > & para todo t > t;.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que, para algum 1 < 7 < p e d > 0, existe uma

*
)

sequéncia {ug}brey em X com d(uy,zf) < T e sequéncias o < t; em TT tais que

1
d(T(og)ug, 2F) > 0 e d(T(tg)ug, 2f) < T Isto contradiz (G2) e prova o resultado. O

Agora provaremos que, para um semigrupo dinamicamente gradiente, o w-limite de um
ponto consiste exatamente de um dos pontos de equilibrio. Vale ressaltar que a condigao

(G1) é imposta apenas para solugbes no atrator.

Lema 1.3.7. Suponha que {T'(t) : t € Tt} é um semigrupo dinamicamente gradiente com
um conjunto de equilibrios £ = {yi,--- ,yy} e um atrator global A. Dado x € X existe
um y; € & tal que

t—o00

T(t)x — yj.
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Demonstragdo. Segue do Lema [1.3.6) que, dado § € (0,4y) existe &’ € (0,4) tal que, para
todo v € X satisfazendo d(v,y) < ¢’ e d(T(t1)v,y;) > 0, para algum t; = t,5 > 0 (que
depende de v), vale d(T'(t)v,y;) > ¢ para todo t > t;. Por outro lado seja = € X dado,
como {T'(t) : t € T*} possui atrator global, v (z) é limitada, segue do Lema que,
dado ¢’ existe um ty = t5 (7" (x)) € T tal que, para cada v € y¥(z),

P
{T(tw:0<t<tg}n|JBs(y)) #0.
i=1
Como & ¢é finito, e {T'(t) : t € T*} é dinamicamente gradiente, existe um y; € & e,
para cada ¢ € (0,dp), um s; € T* tal que T'(s)xr € Bs(y;) para todo s > s;. Isso completa

a prova do resultado. O]

Definimos agora uma condicao mais simples e similar a recorréncia por cadeia que sera

util futuramente.

Definicao 1.3.8. Seja {T'(t) : t € T} um semigrupo com um nimero finito de solugoes
estaciondrias £ = {y7, -+ ,ys} e um atrator global A. Uma estrutura homoclinica de
A € um conjunto {y; -,y } CE& e um conjunto de solugoes globais {6 T = X,1<
i <k} em A tal que, fazendo y; = yj,

lim ¢9(t) =y, lim €9(t) =y, 1 <i <k

t——o0 t t—+oo

Figura 1.4: Exemplo de estrutura homoclinica
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Agora provemos o seguinte resultado relacionando as condigées (G1) e (G2) a nao-

existéncia de estruturas homoclinicas.

Lema 1.3.9. Seja {T'(t) : t € Tt} um semigrupo que possui um nimero finito de solugées
estaciondrias & = {yy,--- ,ys} e um atrator global A. Se {T'(t) : t € T*} satisfaz (G1)

entao (G2) € satisfeita se, e somente se, A ndao possui estruturas homoclinicas.

Demonstracao. Se A tem uma estrutura homoclinica e y* é um equilibrio nesta estrutura

¢é tacil ver que y* é recorrente por cadeias, portanto nao satisfaz G2.

Por outro lado, se y* € &, é recorrente por cadeias, existem d < dy, pontos de equilibrio

1

N T C € e para cada N 3 k > 1 existem pontos ¢*,---,y* ,, e tempos
yll yl,«+1 F) yl y'f‘+1

th> 7k ootk > 7F tais que
1 1
Ay ) < 7. d(T()YE€) > 0 e d(T(E)yyi,,) < 7, com L<i<r.

Assim, escolha of > 0 tal que d(T'(oF)yr, y; ) > 6 e d(T(t)yF,y;) <9, para todo 0 <t <

o!. Do Lema [1.2.4 segue que o¥ ¥ oo,

Para t € [—oF, 00) seja £F(t) = T(oF + t)yF. Segue da Proposigao que existe
solucdo global & : T — X. Como cada £ deve convergir para um equilibrio quando
t — 400 e quando t — —o0o e também £0)(t) € B; (yl*) para todo t < 0 temos que
€D(t) — y/. quando ¢ — —o0. Podemos assumir que, entre —ot e ti — ol a solucio &HF

permanece longe de & = {y; ,yl*m} pois caso contrario poderiamos inserir novos pontos

nas e-cadeias até que este fosse o caso. Segue do Lema [1.3.6( que £@)(¢) e Y- O
conjunto {y;, -,y } C & e o conjunto de solugdes globais {&; : T — X,1 <i < k} sdo
tais que,

com y;, = yj;. O que define uma estrutura homoclinica para A n

Com isto provamos a existéncia de dois pontos de equilibrio distintos com carac-
teristicas atratoras e relpusoras respectivamente. Mais adiante exploraremos essa ideia de

atracao local que sera fundamental na construcao da chamada Decomposi¢cao de Morse.

Corolario 1.3.10. Se {T'(t) : t € T} é um semigrupo dinamicamente gradiente e A seu

atrator, existem pontos de equilibrio v ey tais que y. tem conjunto estdvel trivial em



44
A; isto €, Wi(yh) = {y’} onde

Wilys) == {y € A: tal que T(t)y == y:}
ey, tem conjunto instdvel trivial, isto é, Wi(yl) = {y}}
Demonstracao. Vamos mostrar a existéncia de um equilibrio g com um conjunto instavel
trivial. A existéncia de y;, é similar. Se & = {yj,--- ,y;} é o conjunto dos equilibrios para
{T(t) : t € T*} e para cada 3 existe uma solucdo ¢® : T — X tal que £ jpuante yF, entao

como o semigrupo é dinamicamente gradiente obtemos j # i tal que £ i y;. Assim

partindo do y; obtemos uma sequéncia de equilibrios em que termos consecutivos sao

distintos, como ha um numero finito de equilibrios obtemos 1 <[ < p tal que {y},- - ,y/}
e {€M ... ¢} constituem uma estrutura homoclinica, o que contradiz (G2) e prova a
existéncia de y;. ]

Finalmente, de posse do Lema [1.3.9, obtemos que um semigrupo gradiente é de fato

dinamicamente gradiente.

Proposicao 1.3.11. Seja {T'(t) : t € T} semigrupo gradiente com atrator global A
e conjunto finito de pontos de equilibrio & = {yi,--- ,yy}. Entio {T'(t) : t € TT} €

dinamicamente gradiente relativo a € = {y;, -+ ,y;}.

Demonstragao. De fato, do Lema temos que (G1) é satisfeita. J& do Lema se
(G2) nao ¢ satisfeita entdo obtemos uma estrutura homoclinica, digamos {y;, -+ ,y/} e
{eW ... ¢OY entdo da continuidade da funcdo de Lyapunov V e do fato que é decrescente
ao longo de érbitas obtemos

V(y;) = lim V(W) < lim V(W) = V()

5—00

Entao V(y7) < V(v3) < ... V(y/) < V(yi), uma contradicdo. O
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1.4 Decomposicao de Morse

Nesta secao, obteremos uma decomposicao de Morse para um atrator A de um semi-
grupo dinamicamente gradiente {T'(t) : ¢ > 0}, que essencialmente ordena os equilibrios,
ou, como veremos adiante, os invariantes isolados deste semigrupo de acordo com sua
dinamica atratora local. Essa decomposicao serda peca chave na construgao da funcao de
Lyapunov para um semigrupo dinamicamente gradiente. Comecamos pelo conceito de

par atrator-repulsor.

Definigao 1.4.1. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo com atrator global A. Diremos
que um subconjunto nao vazio = de A € um atrator local se existe um ¢ > 0 tal que

*

w(O(2)) = E. O repulsor =* associado ao atrator local = é o conjunto definido por

E={redA:wl@)NZ =0}

O para (£,Z*) € chamado um par atrator-repulsor para {T'(t) : t > 0}.

Vejamos que o repulsor possui boas propriedades.

*

Proposicao 1.4.2. Se = € atrator local, entdo =* € fechado, invariante e 2N Z* = (.

Demonstragao. Como w(T(t)z) = w(x) para t > 0 qualquer, é claro que T'(t)x € =* se
x € Z*, logo T(t)=* C Z*. Por outro lado, dado x € =* C A seja ¢ : T — A solugao
global com ¢(0) = z. Assim temos T'(t)¢(—t) = = para todo t > 0 com ¢(—t) € =Z*, ja

que w(x) = w(p(—t)). Dal z € T(t)=* e obtemos que Z* é invariante.

Mostremos que é fechado. Tome x, — vy, {z,}neny C 2. Se y ¢ =¥, entdo existe
t, =% oo tal que T(t,)y "% =. Desta convergéncia e da continuidade do semigrupo,

tomando (o méximo entre dois naturais se for preciso) n suficientemente grande obtemos
AT (tn) 0, Z) < AT (b)), T(ta)y) + d(T(1)y, Z) < 25 = =

Dal T'(t,)z, € O-(Z) e w(x,) NZE # 0. Uma contradi¢ao. Logo Z* é fechado. Finalmente,

como w(Z) = =, entdo =Z* e = sdo disjuntos. Isto conclui a prova. O

Observe que segue diretamente da definicao que = é um atrator local se, e somente

se, é compacto invariante e atrai O.(Z) para algum e. Observe ainda que a definigao
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apresentada difere um pouco da usual, como em [11I], onde pede-se que o atrator local

atraia uma vizinhanga prépria, contudo vejamos que coincidem.

[1]

Lema 1.4.3. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo em X com atrator global A. Se

[1]

¢ um congunto invariante compacto para {T(t) : t > 0} e existe um ¢ > 0 tal que

atrai O, (:) N A entdao, dado 6 > 0 existe um &' > 0 tal que v (Ox(Z)) C Os(Z), onde

“0sE)= | UTW)=

2€0 (2) t>0

Demonstra¢ao. Dado 0 < 6 < € se nao existe ¢’ > 0 tal que 77 (Os(Z)) C O5(2), existem

—_— n—oo n—0o0 .
rez X5z, — xet, — o0 tais que

A(T(t)2n, Z) = 6 e T(t)z, € O5(Z),t € [0,1,). (1.1)

Como {T'(t) : t > 0} tem atrator global, cada solucao &, : [—t,,00) — X,t —
T(t + t,)x, é limitada, também {x,},en é convergente logo limitada, assim do Lema
obtemos solugao global ¢ : R — X tal que &,(t) — £(t) para cada t. Portanto
segue de que £(t) € Os(Z) N A C O.(Z) N A para todo t < 0. Além disso, como
£,(0) — £(0) segue de que d(£(0),Z) = 0, portanto = ndo pode atrair O.(Z) N A,

uma contradicao. O

Em seguida, vemos que um atrator local do semigrupo restrito ao atrator é também

atrator do semigrupo original.

Lema 1.4.4. Se {T'(t) : t > 0} ¢é um semigrupo em X com um atrator global A e
S(t) := T(t) |a, claramente {S(t) : t > 0} € um semigrupo no espago métrico A. Se
= ¢ um atrator local para {S(t) : t > 0} no espaco métrico A e K é um subconjunto
compacto de A tal que K N Z* = 0, entao = atrai K. Além disso = é um atrator local

para {T(t):t >0} em X.

Demonstracao. Seja K um subconjunto compacto de A tal que K NZ* = (). Suponha por
absurdo K nao é atraido por =, como este é atrator local segue que = = w(O.(Z) N A)
para algum ¢ > 0. Tome 0 < ¢’ < ¢, entdo da definigdo de atragao existem ¢’ € (0,9),

n—o0

th = 00,z € K e K>z, =% z tais que d(T(t)x,,Z) > &, para todo 0 < t < t,.
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Isso implica que d(T'(t)x,=) > ¢’ para todo t > 0 e, consequentemente w(zx) N= = () e

portanto x € =Z*, o que é uma contradicao.

Para a segunda parte do resultado note que, do Lema existe &' € (0,¢) tal que
w(Os(Z)) € O(Z) N A e portanto w(Ox(Z)) NZ* = . Como w(Os(Z)) é invariante
e = atrai O.(2) N A), devemos ter que w(Oy(Z)) C Z. Como w(Oy(Z)) atrai Og(Z) o

resultado segue. O]

No seguinte lema obtemos propriedades assintéticas do repulsor =*.

Lema 1.4.5. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo em X com um atrator global A e um
para atrator-repulsor (=, =*).
1) Uma solugao global § : R — X de {T'(t) : t > 0} com a propriedade que E(R)NE* # ()
deve satisfazer d(£(t),Z) "==° 0.

2) Uma solugao global & : R — X de {T'(t) : t > 0} com a propriedade que £(t) €
Os(Z*) para todo t < 0 e algum 6 > 0 tal que Os(E*) N Z = O deve satisfazer
d(&(t),2%) == 0.

Demonstracao. Se a conclusao de (1) é falsa, existe 0’ > 0 e sequéncia t, % 50 tal que
d(&(—t,),=*) > 0" e, para algum t € [—t, — 1, —t,),d(£(t),Z*) < ¢'. Isto contradiz o fato

que = deve atrair o subconjunto compacto K = {z € A:d(z,Z*) > '}

Para provar 2) primeiro notamos que, como Os(Z*) contém {(R™) e o semigrupo tem

atrator, £(R) é limitada e consequentemente estd contida no atrator. Portanto £(R) é

compacto. Assim, se {(R) NZ* = (), do Lema m temos que = atrai {(R), mas este é

invariante, portanto {(R) C Z, uma contradi¢ao. Logo {(R) N=* # 0 e segue de 1) que

d(£(t),2%) "Z=5° 0. Isto completa a demonstracdo. O

O préximo resultado garante que um par atrator-repulsor determina uma dinamica
gradiente.

Lema 1.4.6. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo em X com atrator global A e um par
atrator-repulsor (Z,Z*). Se £ : R — X € uma solugao global limitada para {T(t) : t > 0}
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por v ¢ ZUE*, entdo £(t) — Z e £(t) — Z*. Além disso, se x € X \ A entdo,

Demonstragao. Como por hipdtese x € =* temos que w(z) N = # (), logo £(t) =X = 4
que Z é atrator local. Para mostrar que &(t) "27%° 50 consideremos o seguintes casos: Se

E(R) NZE* =0, segue que (R) C = uma contradigao. Logo, £(R) NE* é nao vazio e do
Lema (|1.4.5)) segue o resultado.

Para z € X\ A provemos que T(t)z =% ZUZ*. Se v+ (2)NZ # ) temos que T(t)z =
E. Por outro lado, se existe 6 > 0 com y*(z) N Os(Z) = 0, e neste caso afirmamos que
T(t)xr =% Z*. Se a afirmativa é falsa, existe ¥ > 0 ¢ uma sequéncia t, "—3 oo tal
que d(T'(t,)z,=* > v. Considerando a sequéncia de fungoes &, : [—t,,00) — X definida
por &,(t) = T(t + t,)x, t > —t,, construimos uma soluc¢do global £ : R — A tal que
d(£(0),=*) > ved(&(t),Z) > 0 para todo t € R. Assim w(£(0))NZE =0 e &(0) € Z* o que

¢ uma contradicao. Isto conclui a prova. O]

Motivados por estas propriedades de par atrator-repulsor, vamos agora substituir os
equilibrios por conjuntos invariantes isolados e definiremos os semigrupos dinamicamente
gradientes relativos a uma familia disjunta de invariantes isolados. Os resultados provados
para semigrupos dinamicamente gradientes possuem analogos para este caso mais geral e

suas provas sao semelhantes.

Definigao 1.4.7. Dizemos que B := (21,22, -+ ,Z,) € uma familia disjunta de con-
juntos invariantes isolados se existe 6 > 0 tal que O5(Z;)N0s(Z;) =0, 1 <i < j <p,

e Z; € o subconjunto invariante mazimal de O5(Z;) := {z € X : dist(2,Z;) < 6}.

Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo com um atrator global A que contém uma familia

disjunta de conjuntos invariantes isolados B = (Z;,Zs, -+ ,=Z,). Definimos de modo

andalogo ao feito para equilibrios a recorréncia por cadeia.

Definicao 1.4.8. Seja § como na Definicao e fize g € (0,0). Para = € 2 e
e € (0,e9), uma e-cadeia de = a = € uma sequéncia {=,,--- , =, } C &, uma sequéncia
ty,00, g, 06, comt; > 05,1 < i < k <p, euna sequéncia de vetores u;, 1 <1 < k,
tais que u; € O(Zy,),T(0))u; & O (U (Er)) e T(ti)u; € O(Z,,,), 1 < i < com a
identificagio = = 5;,, = Z,. Diremos que = € E ¢ recorrente por cadeias se exviste

um gq € (0,9) e e-cadeias de = a = para cada ¢ € (0, ¢p).
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Definigao 1.4.9. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo que possui um atrator global A.
Diremos que {T'(t) : t > 0} € um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a

uma familia disjunta de invariantes isolados E := (21,2, -+ ,Z,) se,

(GG1) Para cada solugdo global =: T — X em A existem 1 < i,j < n tais que

lim dist(£(¢),Z;) =0 e tlim dist(&(t),=Z5) = 0.
— 00

t——o0

(GG2) Nenhum elemento de B := (Z1,Zs, -+ ,Z,) € recorrente por cadeias.

Assim, segue do Lema [1.4.6] o seguinte corolario .

Corolario 1.4.10. Se {T'(t) : t > 0} € um semigrupo em X com um atrator global A e
(2,Z%) € um par atrator-repulsor para {T'(t) : t > 0}, entao {T(t) : t > 0} € um semigrupo

dinamicamente gradiente relativo a familia disjunta de invariantes isolados {Z,=Z*}.

Com estes resultados podemos comecar a estudar a decomposicao de Morse do atrator
de um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a uma familia de conjuntos invariantes

isolados. Primeiro introduziremos a definicao de decomposicao de Morse.

Definigao 1.4.11. Dada uma familia crescente ) = Ay C Ay C...C A, = A, den+1
atratores locais de A e A = Ay D A} D ... D A% = 0 seus repulsores associados, defina
Eji=A;NAL, para j=1,--- ,n. An-upla ordenada B := (Z1,Zy,- -+ ,=,) € chamada

uma decomposicao de Morse de A.

Lema 1.4.12. Seja {T'(t) : t > 0} wm semigrupo com atrator global A e = C A um

conjunto invariante isolado. Entdo = é um atrator local se, e somente se, W*(Z) = =.

Demonstracao. Se = é atrator local, sabemos que se uma solucao global ¢ : R — X por
x € X \ Z tem a-limite nao-vazio, como o semigrupo tem atrator global, esta solugao é
limitada e portanto estd no atrator global. Segue do Lema que dist(&(t), =%) 22500,
logo z &€ W*(Z). Concluimos que W*(Z) = =, ja que = é invariante. Por outro lado, se
= é um invariante isolado e nao é atrator local, entao existem 6 > 0, z € =, sequéncia
{Zn}nen em A com {x,}nen % 2, e uma sequéncia t, —3 0o tais que T(ty)x, =0
e dist(T'(t)x,, =) < 0 para todo t € [0,t,]. Disto podemos obter uma solu¢ao global
¢ : R — A tal que dist(£(t),Z) < § para todo t < 0. Segue do fato que = é um invariante

isolado que a¢(£(0)) C 2 e dist(£(t), 2) 2= 0. O
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Deste ponto em diante consideraremos semigrupos dinamicamente gradientes relativos
a familias de invariantes isolados, generalizando a definicao para pontos de equilibrio,
substituindo-os nas defini¢bes sem perda. Assim obteremos futuramente a equivaléncia
entre semigrupos gradientes como definidos na Secao 1 e dinamicamente gradientes na

Secao 2 como um caso particular.

Lema 1.4.13. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a
familia disjunta de conjuntos invariantes isolados B := (21,23, ,=,). Entdo, existe

um 1 < k <n tal que Ex é um atrator local para {T(t) :t >0} em X.

Demonstracao. Do Lemall.4.12] se nao existe um atrator local em Z temos que, para cada
1 <1 < n, existe uma solucao global §; : R — A tal que & () T e &(t) i Zj() com
j(i) # i. Como hé um ndmero finito de invariantes isolados, isto produz uma estrutura

homoclinica e nos da uma contradi¢ao, o que conclui a prova. O

Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo dinamicamente gradiente relativo a familia disjunta

de invariantes isolados B := (51,25, -+ ,=,). Se (ap6s uma possivel reordenagao) =; é

um atrator local para {T'(t) : t > 0} ¢
E={aceA:wl@)NZ =0}

cada =;, ¢ > 1 estd contido em =} e para qualquer a € A\{Z; U Z}} e solucao global

¢:R— A com ¢(0) = a temos que

=52 (1) B )

Considerando a restricao T1(t) de T'(t) a Z = =7 ; temos que T1(t) é um semigrupo di-
namicamente gradiente em =7 relativo a familia disjunta de conjuntos invariantes isolados
{Z3, -+ ,E,} e podemos assumir, sem perda de generalidade, que =5 é um atrator local
para {T1(t) : t > 0} em Z}. Se =5, ¢é o repulsor associado ao conjunto invariante isolado
=y de {T1(t) : t > 0} em Z* podemos prosseguir e considerar a restrigdo {T»(t) : ¢t > 0}
do semigrupo {7T3(t) : t > 0} a =5, e {T5(f) : t > 0} é um semigrupo dinamicamente

*

gradiente em =} ; relativo a familia disjunta de invariantes isolados {=Z3, - , =, }.

Prosseguindo com este processo, apés um numero finito de passos, obtemos uma
reordenagao de {=,---,=,} de modo que Z; é um atrator local para a restrigdo de

(T(t): >0} a =t (S5, = A).

jv]fl
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Com esta construcao, se uma solucao global = : R — A satisfaz

= () S E

—

entdo [ > k. Para ver isto, primeiro observamos que se (=, =*) é um par atrator repulsor,
qualquer solugao global ¢ : R — X com o(0) € =* satisfaz o(t) € Z* para todo t € R.
Da convergéncia de {(-) para =y, necessariamente {(0) € Z;_, , , é invariante e contém

somente os invariantes isolados {Zx, Zg41, -+ , =, }. Disto segue imediatamente que | > k.

Mostraremos adiante que esta reordenagao dos {Z1, - - - , =, } (que denotamos da mesma
forma) é uma decomposigao de Morse para A com uma sequéncia oportunamente esco-

lhida Ay C A; C Ay C --- C A, de atratores locais. De fato basta definir
Ay=0,A  =Zeparaj=2,3,---.,n
Aj = A UWHE)) = U WA (E)). (1.2)
E claro que 4, = A.

Observe que cada A; é compacto. Com efeito, dada um sequéncia convergente {z, }nen €
Aj, como A; ¢ uma uniao finita, existem infinitos termos da sequéncia z,, em algum con-
junto instdvel W*(Z;) com 1 < i < j, isto é, existe uma subsequéncia z,,, € W*(E;) com
T rexe (WH(Z;)). Mostremos que = € Aj;.

Ty,

Seja ¢y solugao de {T'(t) : t € T} tal que ¢x(ty) = zn, € tem seu a-limite em Z;.
Temos duas possibilidades: se tj é limitada entao tem uma subsequéncia convergente a, t.
Neste caso existiria solu¢ao ¢ com ¢(t) = z e a(¢p) C Z;, portanto z € A;. Caso ty 2% oo,
entao pela Proposicao existe solucao ¢ tal que a(¢p) C Z; e z € w(¢). Como o
semigrupo é dinamicamente gradiente e dada a ordenacao dos invariantes, temos que x €
=; para algum [ < ¢, portanto € A;. Isto mostra que A; ¢ fechado e consequentemente

compacto, pois esta contido em A compacto.

Com isto provamos a decomposicao.

Teorema 1.4.14. Seja {T'(t) : t > 0} wm semigrupo dinamicamente gradiente relati-
vamente a familia disjunta de invariantes isolados B := (21,2, -+ ,Z,) reordenada de
maneira que =; € um atrator para a restrigao de {T'(t) :t > 0} a = Entao definido

j—1j-2"
em (1.2) € um atrator local para {T'(t) : t > 0} em X,

Ej - Aj ﬂ A;‘Ll
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e B ¢ uma decomposicao de Morse de A.

Demonstragao. Do Lema|1.4.4] é suficiente provar que A; = A;_1 UW"(Z;) é um atrator
local para {T'(t) : t > 0} restrito ao atrator global A.

Escolha d > 0 tal que Oq4( W (2:)) N (U?:].Jrl E) =0. Se existem d <d e & < §
tais que vt (Oy(A;) NA) C Os N A, entao w(Og(A;) N A) atrai Oy (A4;) N A e (como
w(Oy(A;) N A) é invariante) esta contido em A; provando que A; é um atrator local em
A. Se este nao é o caso, existe uma sequéncia {z;} em A\ A; com d(z, A;) 2,
para cada z, uma solucao global &, : R — A por z; e uma sequéncia t, oo oo, tal que
d(&x(t), Aj) < d para todo t € [0,t] e d(&x(tr), A;) < 0 para todo t <0 e d(£(0),A;) = 4.

Isto nos da uma contradigao.

Para provar que Z; = A;NAj_, note que UL, (Z) C 4 e A ={zeA:w(x)N4; 1 =
0} o Ule(EZ) Portanto, dado z € A; N A}_; temos que um solugao global { : R — A
por z deve satisfazer

5 L) S 5y

—l

comk <1 <j(jdqueze Aj)ej <k <1(jdqueze A7 ). Disto e do fato que
{T(t) : t > 0} é um semigrupo dinamicamente gradiente em relagdo a =, obtemos que

z € Z;. Logo A;NAj_; C E;. A outra inclusao ¢ imediata das definigoes de A; e A7 ;. [

Destacamos um resultado direto desta decomposicao que serd importante na proxima

Secao.

Proposicao 1.4.15. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo dinamicamente gradiente re-
lativamente a familia disjunta de conjuntos invariantes isolados B = (21,2, -+ ,Z,)
reordenados de maneira que constituam uma decomposicao de Morse de A. Entao,

n n

ﬂ(Aj UAS) = U =

=0 j=1

Demonstragio. E imediato que Ujor € Mj=o(Aj U A3). Agora, sejam z € [;_o(A; U A7),
ke{l,--- ,n}talque z € Aj, k <j<n,eze A, 1<j<k—1 (isto porque sdo
sequéncias encaixantes de conjuntos). Segue do Teorema [1.4.14{ que z € A, N A;_ ;. Isto

completa a prova. O



53

1.5 Funcoes de Lyapunov para semigrupos dinamica-

mente gradientes

Finalmente provaremos a equivaléncia entre os semigrupos gradientes e dinamicamente
gradientes, usando a decomposicao de Morse para obter a fungao de Lyapunov. Para isto

redefinimos os semigrupos gradientes considerando agora invariantes isolados.

Definigao 1.5.1. Diremos que um semigrupo {T'(t) : t > 0} que possui um atrator global
A e uma familia disjunta de invariantes isolados B := (21,29, -+ ,Z,) € um semigrupo
gradiente relativamente a = se existir uma func¢ao continua V : X — R tal que
[0,00) 3t — V(T (t)x) € R € decrescente para cada x € X, V € constante em Z; para
cada 1 <i<mn, e V(T(t)x) =V(x) para todo t > 0 se, e somente se, x € |J;_, Z;. Uma

fungao V com tais propriedades é chamada uma fun¢ao de Lyapunov para {T(t) :t > 0}.

Lema 1.5.2. Se {T'(t) : t > 0} € um semigrupo com atrator global A, a fun¢ao h : X — R
definida por
h(z) :=supd(T(t)z, A),z € X,

£>0
estd bem definida, € continua, RT > t — h(T(t)x) € R € decrescente para cada x € X e
h71(0) = A.

Demonstragao. De fato, pelo Lemal[l.4.4] dado e > 0 seja0 < ¢’ < e tal que v (O (A)) C
O:(A). Isto mostra a continuidade de h em A, mostremos em X \ A. Se zy € X \ A, entao
h(zp) > 0. Considere O,(A) para algum 0 < p1 < h(2p). Seja V uma vizinhanca limitada
de z tal que d(z, A) < p e se z € V. Finalmente, seja 7 > 0 tal que vT(T(¢t)V) C O,(A)
para todo ¢t > 7. Para z € V vale que h(z) = supy<,, d(T(s), A) e, da continuidade do
semigrupo segue que h|y : V. — R é continua. Para ver que dado z € X, Rt 5 ¢t —
h(T'(t)z) € R é decrescente note que, se t; > ty, entao
hT(t)z = sup d(T(t)T(t1)z,A) = Sup d(T(t+1t1)z, A)

=supd(T(t)z, A) < supd(T(t)z, A)

t>t t>to

= sup d(T ()T (t2)z, A) = (T (t2)2).

>0
Finalmente, segue diretamente da definigao de h e definigdo de supremo que h(x) = 0, se

e somente se x € A. Isto conclui a prova do lema. O
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Proposicao 1.5.3. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo com atrator global A e (Z,Z*) um

par atrator-repulsor em A. Entao, existe uma funcao continua f: X — R satisfazendo:

(1) Rt 5t f(T(t)z) € R € decrescente para cada z € X.

(7i1) Dado z € X, se f(T(t)z) = f(z) para todo t > 0, entdo z € (ZUZ*).

Demonstracdo. Primeiramente note que = e =Z* sao subconjuntos fechados e disjuntos do

conjunto compacto A. Com a convencao d(z,0)) = 1 para cada z € X, definimos a fungao
(a fungao candnica de Urysohn se Z e Z* sdo nao vazios) [ : X — [0, 1] associada a (=, Z*)

Claramente [ estda bem definida, ¢ uniformemente continua em X, pois, para dy =
1
d(=,Z%) > 0, vale que |l(2) — [(w)| < d—d(z,w), para todo z e w em X. Além disso,
0
71(0) = Z e I71(1) = =,

Se k: X — R é dada por
k(z) :=supl(T(t)z),

>0
mostremos que k : X — R é continua, R™ > ¢ — Ek(T(t)z) é decrescente para cada
ze X, k1(0)=Zeque k(1) N A =Z* A prova que [0,00) >t — k(T(t)z) € [0,1]
¢é decrescente para cada z € X é rigorosamente a mesma feita para h no Lema 15.20 E
imediato da definigdo de k e da invariancia de = e =* que k(Z) = {0} e k(E*) = {1}.
Agora, se z € X é tal que k(z) = 0, entao {(T'(t)z) = 0 para todo ¢ > 0. Em particular,
0 = UI(T(0)z2) = I(z), e assim, z € Z, logo k~1(0) C =, mostrando que £71(0) = =. Por
outro lado, se z € A é tal que k(z) =1 e z ¢ Z%, entdo w(z) C =. Da continuidade de
[ e do fato que w(z) atrai z, obtemos que lim; ., I(T(t)z) = 0. Logo, existe um ¢y > 0
tal que 1 = k(z) = supgc;<y, [(T'(t)2). Isto implica a existéncia de um ¢ € [0,%o] tal
que [(T'(t")z) = 1, isto é, T(t')z € Z*. Consequentemente w(z) = w(T(t')z) C =, o
que contradiz o fato que w(z) C = e assim, se k(z) = 1 para algum z € A devemos

ter que z € Z*. Disto concluimos que k~'(1) N A C =* e portanto k~'(1) N A = =*.
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Agora provamos que, se z € A e k(T'(t)z) = k(z) para todo t > 0 entdo z € ZUE*. Se
z € ZUZ" w(z) C 2, jd que z € A e, da definigdo de k e do fato que w(z) atrai z,
temos k(z) = limy_, k(T'(t)z) = 0. Como k~1(0) = =, z deve pertencer a Z o que é uma
contradicao. A seguir provamos a continuidade de k£ : X — R, para isso, distinguimos os

seguintes trés casos:

1) Continuidade em =*. Como [(z) < k(z) < 1, para todo z € X, dado zp € E* e

z € X temos que

|k(z) — k(z0)| =1 = k(2) <1—=1(2).

Isto e a continuidade de [ : X — R em z; implicam a continuidade de k : X — R em z,.

2) Continuidade em Z. Dado € > 0, da continuidade de [ em = compacto e do fato
que [(Z) = 0, obtemos § > 0 tal que I(Oy)) C [0,¢). Do Lema existe ¢’ € (0,0) tal
que 7T(05(Z)) € O5(Z), do que concluimos que k(O (Z)) C [0, €.

3) Continuidade em X \ (ZUZ*). Dado zp € X \ (EUZ"), do Lema temos que,
ou limy_, d(T(t)29,Z) = 0, ou limy_, d(T'(t)20,Z*) = 0.

Se limy oo d(T'(t)20, =) = 0, provemos a continuidade de k em z,. Primeiramente note
que k(z9) = 1. Dado € > 0, da continuidade de [ : X — R em E* existe uma vizinhanca
aberta V' de Z* em X tal que (V) C (1 —&,1]. Se to > 0 é tal que T'(tg)zp € V, da
continuidade de T'(ty) : X — X, existe uma vizinhanga U de 2 tal que T'(to)U C V.
Disto segue que k(z) > 1 — ¢ para todo z € U, jd que T(ty)z € V e portanto 1 — e <
I(T(ty)z) < k(z). Isto prova a continuidade de k em pontos z; de X \ (EU =*) para os
quais lim_, d(T'(t)z0,Z*) = 0.

Se zp € X\ (EUE*) e limy_,00o d(T'(t)29,=) = 0, temos que I(z9) > 0. Escolha § > 0

[
tal que [(O5(Z)) C [0, ;0 ) e, do Lema [1.4.3] existe um ¢’ € (0,6) tal que v*(Os(E) C

O5(Z). Seja tyg > 0 tal que T'(tg)z0 € Oy (Z). Da continuidade de T'(¢p) : X — X, existe

uma vizinhanga U; de zp em X tal que T'(t9)U; C Og(Z). Entdo, para todo z € U; e

t >ty temos T'(t)z € Oy (Z). Finalmente, da continuidade de [, seja Us uma vizinhanga

de zp em X tal que I(z) > %0)

para todo z € U, e escreva U := U; N Us. Dessa
forma, para todo z € U vale que k(z) = supy<;<;, [(T'(t)z). Pelo mesmo argumento feito
anteriormente, obtemos a continuidade de k em pontos zy de X \ (£ U Z*) para os quais

Lo d(T(t)20, Z) = 0.
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Seja h : X — R a funcao definida no Lema |1.5.2} isto ¢, h(z) = sup,s,d(T'(t)z, A),
z € X, edefina f: X — R por

f(2) = k(2) + h(2),z € X.

A continuidade de f : X — R segue da continuidade de k, provada acima, e de h, provada
no Lema [1.5.2 Como Rt > Ek(T(t)z) RTt 5— h(T'(t)z) sao decrescentes para cada
z € X, f também possui essa propriedade. Claramente f(Z) = {0}. Por outro lado, se
f(2) = 0 para algum z € X, entdo h(z) = k(z) = 0 e devemos ter z € =. Isto mostra
que f71(0) = Z. Além disso, como f|4 = k|4 temos que f'NA=k"1NA=Z" Resta
provarmos a propriedade 7ii). Se z € X ¢ tal que f(T'(t)z) = f(z) para todo ¢t > 0, entéo
como f(7T'(-)z) é soma de duas fungdes decrescentes, segue que h(T'(t)z) = h(z) para todo
t >0, logo h(z) = limy_,o h(T'(t)z) = 0, pois A é atrator global e d(T'(t)z,.A) =% 0 para
todo z € X. Logo z € A e como também vale k(T'(t)z) = k(z), segue que z € XiU =",

completando a prova. O

Construimos enfim a funcao de Lyapunov para um semigrupo dinamicamente gradi-

ente.

Teorema 1.5.4. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo com atrator global A e uma familia
disjunta de invariantes isolados B = (21,2, ,E,). Entao, {T'(t) : t > 0} ¢é um
semigrupo gradiente relativamente a 2 se, e somente se é um semigrupo dinamicamente
gradiente relativamente a 2. Além disso, a funcao de LyapunovV : X — R de um
semigrupo dinamicamente gradiente relativo a E pode ser escolhido de modo que V(Z,,) =

m — 1, para cada m=1,--- n.

Demonstracao. E claro que um semigrupo gradiente relativamente a familia disjunta de
invariantes isolados 2 é um semigrupo dinamicamente gradiente relativamente a . Supo-
nha que {7T'(t) : t > 0} é um semigrupo dinamicamente gradiente relativamente a familia
disjunta de invariantes isolados E reordenada de modo que seja uma decomposicao de
Morse para A. Seja() = Ay C A; C --- C A, = A a sequéncia de atratores locais definida
em el =Ar C A;_, C--- C A = A os repulsores associados de forma que, para
cada j = 1,2,--- ,n, temos Z; = A; N Aj_;. Seja h : X — R a fungdo definida no Lema
e kj : X — R a funcao construida na Proposicao m para o par atrator-repulsor
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Aj, A —j* paracada j =1, --- ,n. Defina a funcao continua ¥V : X — R por
V(z) :=h(z) + ij(z), ze X.
j=1

Entao, V : X — R é uma fungao de Lyapunov e {T'(¢) : t > 0} é um semigrupo gradiente

relativamente a =.

De fato, dado z € X, como R 5t — h(T(t)z) € R e cada R* 3 ¢t — k;(T(t)z) € R,

i < j < n, sdo decrescentes, segue que RT 5t — V(T(t)z) € R é também decrescente.

Agora, suponha que z € X é tal que V(T'(t)z) = V(z) para todo z > 0. Novamente
como V(T'(-)z) é soma de fungoes decrescentes, concluimos que h(T'(t)z) = h(z) e cada
k;j(T(t)z) = k;(z) para todo t > 0, logo f;(T(t)z) = k;j(T(t)z) + h(T(t)z) = kj(z) +
h(z) = f;(z) paratodot > 0e j = 1n---,n. Da parte (iii) da Proposicao [1.5.3] temos
que z € (A; U A%), para cada j = 0,1,---,n. Logo z € ﬂ?ZO(Aj U4y = U?:l =,
da Proposicao . Agora se m € {l,--- ,n} ez € Z, = A, N A5 |, segue que
z€A, CAp1 C---Ay=Aezec A, | CA _,C---CAj=A Logokj(z) =0 se
m<j<nekjz)=1sel<j<m—1. Assim,

—_

V(z):ij(z): kj(z):ij(z):Z_:1+ZOZm—1.

J

3

Il
=)

Isto conclui a prova do teorema. O

Finalmente podemos concluir a equivaléncia entre as classes de semigrupos gradientes

e dinamicamente gradientes.

Teorema 1.5.5. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo em X espaco métrico e B =

(21,22, ,E,) uma familia de invariantes isolados. Sao equivalentes:
1. {T(t) : t > 0} é semigrupo gradiente relativamente a E.
2. {T(t) : t > 0} € semigrupo dinamicamente gradiente relativamente a =.

3. {T(t) : t > 0} admite uma decomposi¢io de Morse dada por uma reordenagdo de

—
=
(=
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Capitulo 2

Processos de Evolucao: O caso

nao-autonomo

Neste capitulo estudamos o caso de processos nao-autonomos. Seguimos novamente
como referéncia os trabalhos de Aragao-Costa ([2] e [I]) e Carvalho ([6] e [9]). O capitulo
segue um esquema similar ao primeiro: Na primeira secao, introduzimos o conceito de
atracao pullback, visando a melhor forma de encontrar uma estrutura atratora global
que estenda bem a nocao do caso autonomo. Ainda nesse espirito, definimos o atrator
pullback e estudamos suas propriedades, buscando sempre fazer o paralelo com o caso
autonomo. Ao longo da segunda secao, reestabelecemos os conceitos de w-limite, com-
pacidade assintotica, dentre outros, no contexto de atracao pullback e dependéncia do
tempo. No fim desta secao, mostramos resultados que assegurem a existéncia de atrator
pullback. Na terceira secao, apresentamos as defini¢oes generalizadas de processos dina-
micamente gradientes e decomposicao de Morse. Para isso, adaptamos as nogoes de par
atrator-repulsor e buscamos resultados analogos. No fim da secao, construimos a decom-
posicao de Morse para um processo dinamicamente gradiente relativo a um conjunto de
familias de invariantes isolados. Na quarta e tltima segao, utilizamos os resultados da
secao anterior relativos a pares atrator-repulsor para construir duas funcoes auxiliares,
que em seguida serao utilizadas para compor a fungao de Lyapunov relativa a um dado
par atrator-repulsor. Por fim, obtemos a funcao de Lyapunov, a partir da sequéncia de
atratores dada na decomposicao de Morse, para um processo de evolucao dinamicamente

gradiente, de modo andlogo ao feito no Capitulo 1.

29
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2.1 Atratores Pullback

Relembremos a definicao de sistema dinamico, ou como chamaremos de agora em

diante, processo de evolucao.
Um processo de evolugao em um espago métrico X é uma familia de transformacoes
{S(t,s): (t,s) € R? t > s} em C(X) com as seguintes propriedades
1) S(t,t) =1, para todo t € R
2) S(t,s) = S(t,7)S(r,s), para todo t > 7 C,
3) (t,s,x)— S(t,s)xr € X e continua.
A transformagao S(t, s) toma cada estado x do sistema no instante inicial s e evolui

para o estado S(t,s)r do sistema no tempo final ¢t. Por simplicidade denotaremos o

processo {S(t,s) : (t,s) € R* t > s} por S(-,-).

Definigao 2.1.1. Uma familia de conjuntos que depende do tempo A(t) € dita invariante
sob S(-,-) se
S(t,7)A(T) = A(t) para todo t,7 € R, t > T.

Faremos um abuso de notagao e diremos que esta familia é um conjunto invariante.
Novamente uma solugao sera um caminho em X que evolui segundo o processo de evolucao.
Definicao 2.1.2. Uma solug¢ao global de um processo S(-,-) € uma fungio & : R — X
que satisfaz S(t, s)&(s) = &(t) para todo t > s.

A seguir temos uma caracterizacao de conjuntos invariantes.

Lema 2.1.3. Um familia de conjuntos dependente do tempo A(-) € invariante sob S(-,-)

se, e somente se consiste de uma colecao de solucoes globais.

Demonstragao. Se U = {u; : R — X,i € I} é uma colegao de solugoes globais de S(-, ),

entao é claro que o conjunto dependente do tempo U(t) definido por

U(t) ={uwi(t) : i € I} paracadat € R
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¢é invariante, por definicao de solugao global e invariancia. Por outro lado, suponha que
A(+) é invariante. Se u(s) € A(s) entao S(t, s)u(s) € A(t) para todo t > s, da invariancia
de A(+), e podemos usar o processo indutivo da Proposicao [l.1.14| para construir a solugao

para tras. O

Poderiamos tentar definir um atrator global seguindo uma generalizacao direta do caso
autonomo. Assim, buscamos uma familia A(-) invariante, com A(¢) compacto para cada
t € R e que atrai limitados quando ¢t — oo , isto e, para cada limitado B C X e cada
seR

lim dist(S(¢t, s)B,.A(t)) = 0.

t—o0
Contudo, um conjunto satisfazendo estas propriedades s6 existira em contextos muito
especificos e restritos. Vejamos um exemplo que explicita os problemas envolvendo esta

tentativa de definicao. Considere
& = h(t)r — 2* (2.1)

onde h : R — [0, 1] é uma fungao decrescente continuamente diferenciavel que é igual a 0
para t < 0 e igual a 1 para t > 1. Se h(t) fosse um parametro independente do tempo,

terfamos uma bifurcagdao como a descrita abaixo.

Figura 2.1: Bifurcacao

Este nao é o caso, pois x = z(t) e h(t) dependem de ¢, mas da uma ideia do processo de
evolugao associado a equagao ([2.1]). Este simples exemplo ndo possui atrator no sentido na
definicao acima. Basta ver que qualquer conjunto fechado que atrai limitados para todo

t > 1 deve conter o intervalo [—1, 1], no entanto, sob a dinamica de (2.1)) este intervalo
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contem condigoes iniciais em t = 1 para solugoes que explodem em tempo finito fazendo
t para tras - mais especificamente todos os pontos em [—1,1] \ {0} - de modo que este
conjunto nao pode ser invariante. Assim, devemos abandonar esta tentativa dada a sua

aplicabilidade limitada.

Poderiamos tentar contornar este problema enfraquecendo as hipdteses, requerendo as
propriedades apenas a partir de um tempo fixado. Assim buscamos uma familia {A(t) :
t > 7} tal que A(t) é compacto para cada t > 7, A(-) é invariante para t > 7 e atrai
limitados quando ¢ — o0, ou seja, para cada B C X e cada s € R

lim dist(S(t, s)B, A(t)) = 0.

t—o00

Assim para a equacao (2.1)), o conjunto A(t) = [—1, 1] para todo ¢t > 1, satisfaz justamente
as condicoes acima e deveria ser a escolha natural de atrator. Contudo, este nao é o tinico
conjunto que se encaixa na definicao dada. De fato, se fixamos qualquer compacto K cujo

interior contem {0} e um tempo t5 € R entao a familia

satisfaz todas as propriedades desejadas. Deste modo, devemos novamente abandonar

esta definicao, ja que nao conseguimos obter unicidade do atrator.

Ainda com este exemplo em mente, observemos que a dependéncia do tempo inicial
e final gera dois comportamentos distintos na dinamica da equacao. Em particular, note
que em ambos casos a estrutura atratora quando ¢t — oo pode ser obtida via um limite
‘pullback’
lim S(t,s)x,

§——00
para todo x € R. Este limite pullback determina um conjunto atrator para todo t € R e

da origem a um objeto com propriedades dinamicas.

Definigao 2.1.4. Seja S(-,) um processo de evolug¢ao. Dadot € R, um conjunto K C X

pulback atrai um conjunto D no tempo t sob a¢do de S(-,-) se

lim dist(S(t,s)D, K) = 0. (2.2)

§——00

Dizemos que K pullback atrai conjuntos limitados no tempo t se (2.2) vale para cada
subconjunto limitado D de X.
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Ainda, uma familia dependente do tempo K (-), pullback atrai limitados de X sob S(-,-)
se K(t) pullback atrai limitados no tempo t sob ac¢ao de S(-,-), para cada t € R

Definicao 2.1.5. Uma familia {A(t) : t € R} € dita um atrator pullback para um

processo S(-,-) se

(i) A(t) € compacto para cada t € R,
(i1) A(-) € invariante com respeito a S(-,-),
(i11) A(-) pullback atrai limitados de X, e

(iv) A(-) € a familia minimal de conjuntos fechados que satisfaz (iii).

Explicitemos a minimalidade da propriedade (iv): se existe outra familia C(-) de
conjuntos fechados que atrai pullback limitados de X, entdo A(t) C C(t) para todo
t € R. Em geral isto é requerido para garantir a unicidade do atrator global. Note que
no caso autonomo dos semigrupos, isto ¢ uma consequéncia imediata da compacidade
e invariancia nesse contexto. Esta distingao esta fortemente associada a mudanca na
defini¢ao de invariancia. Até mesmo um processo Sr(-,) associado a um semigrupo 7°(+),
isto é Sr(t,s) = T(t — s), pode admitir familias de compactos, invariantes e pullback

atratores que nao sao minimais. De fato, se
Ttiz=e" v eR,t>0,

entdo para Sr(-,-) a familia {[—e™*, 7] : ¢ € R} é invariante e para cada t € R o intervalo

[—e~*, e '] é compacto e atrai conjuntos limitados de R no tempo t.

Apesar da atragao pullback nao necessariamente implicar a atragao para frente em
geral, o lema seguinte relaciona atracao pullback e para frente caso haja uniformidade na

taxa de atracao.

Lema 2.1.6. Seja A(-) um conjunto invariante para S(-,-), e B um conjunto limitado
em X. Entao
lim sup disty(S(t,t — s)B, A(t)) =0

S§—00 teR

se e somente se

lim sup disty (S(t + s,t)B, A(t + s)) = 0.

§—00 teR
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Demonstracao. Para um s fixado temos,
sup dist(S(t,t — s)B, A(t)) = supdist(S(t + s,t) B, A(t + s))
teR teR

e o resultado segue imediatamente. O]

Em seguida definimos limitacao para tras e para frente.

Definicao 2.1.7. Dizemos que uma solugdo global & : R — X de um processo S(-,-) €
limitada para trds ou limitada no passado, se existe T € R tal que {£{(t) : t < 7}
¢ limitado. Similarmente, £(-) € limitada para frente ou limitada no futuro, se
eziste T € R tal que {&(t) : t > T} € limitado. Adotamos uma terminologia andloga para

qualquer familia dependente do tempo, ou familia nao-autonoma.

Se um processo S(-,-) tem um atrator pullback A(-) e £(-) é uma solugao global
limitada para trds, entdao {(t) € .A(t) para todo t € R, ja que A(-) pullback atrai o
limitado {£(t) : ¢t < 7}. De fato, o atrator pullback deve conter todo o ”conjunto instével”
dessa dada solucao, ou de qualquer conjunto invariante limitado para tras, como veremos

adiante.

Definigao 2.1.8. Seja E(-) um conjunto invariante. O conjunto instdvel de E(-),

denotado por W*(E(-))(+), € definido por

WHE())(t) ={z € X : existe solugao global ¢ : R — X
S(t) = v e lm dist(9(s), E(s)) = 0}

Lema 2.1.9. Se E(-) é um conjunto invariante que € limitado para trds entdo para cada
teR
WH(E())(t) € A(t).

Demonstragao. Tome x € WY*(E(-))(t), entdo por defini¢ao existe uma solucao global

¢:R— X tal que ¢(t) =z e

lim dist(¢(s), E(s)) = 0.

§—>—00
Em particular, como E(-) é limitado para trés, {¢(s) : s < t} é limitado. Ainda, como
x = ¢(t) = S(t,s)p(s), segue x € S(t,s)(B) para todo s < t. Portanto, do fato que A(t)
atrai pullback limitados de X temos = € A(t). O
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Quando o atrator pullback é também limitado para tras, entao ele é uniao de solugoes

limitadas para tras:

Teorema 2.1.10. Se um atrator pullback A(t) € limitado para trds entdo

A(t) = {£(t) - &€(+) € uma solugao limitada para trds }.

Demonstracao. Ja sabemos que £(t) € A(t) para toda solugao £(t) limitada para tras.
Agora, dado x € A(t) obtemos uma solugao limitada para tras () com () = x da
invariancia de A(-) e usando o mesmo argumento da Proposigao|1.1.14] O

Corolario 2.1.11. Se um atrator pullback é limitado, ou seja uniformemente limitado

em t, entao € dado como uniao de solugoes globais limitadas.

Demonstracao. Por um lado, qualquer solucao limitada é, em particular, limitada para
tras, portanto esta contida no atrator pullback. Por outro lado, dado s € R e 2 € A(s)
qualquer a solucao para frente através de x estd em A(t) para todo t > s ja que o atrator
¢ invariante. Como o atrator é limitado a solucao é limitada para frente, e do teorema

anterior, é limitada para tras, portanto limitada. n

Vejamos que o atrator pullback generaliza o atrator global do caso auténomo.

Lema 2.1.12. Sejam T(-) um semigrupo e St(-,-) o processo associado (definido por
St(t,s) = T(t —s) para t > s). Entao T(-) tem um atrator global A se e somente se
St(+,+) tem um atrator pullback A(-), e entao A(t) = A para todo t € R.

Demonstracao. Se T(-) tem um atrator global A entao é claro que a familia constante
{A(t) = A : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X sob Sr(-,-). A mi-
nimalidade segue do fato que A é limitado e Sr(t,s)A = T(t — s)A = A para todo
t > s. Por outro lado, supondo que Sr(-,-) tem um atrator pullback .A(-), entao
lim,—, o dist(Sr(t, s)D, A(T)) = 0 para todo subconjunto limitado D de X e 7 € R.
Portanto, como este limite pode ser reescrito como abaixo e nao se altera tomando ¢

fixado em vez de T obtemos,

lim dist(T'(t —s)D, A(r)) = 0Vt,7 € R e D C X limitado.

S——00
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Portanto, dado 7 € R, a familia A(-), dada por A(t) = A(7) para todo t € R, atrai
pullback limitados de X. Segue da minimalidade de A(t) que A(t) C A(t) = A(r), para
todo t € R. Da arbitrariedade de 7, obtemos A(t) = A para todo t € R. Finalmente, é
facil ver que A é também atrator global para T(-). O
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2.2 Existéncia de Atratores Pullback

Iniciamos esta secao generalizando a no¢ao do conjunto w-limite para o caso de pro-
cessos nao-autonomos, veremos que a linguagem do pullback é a mais adequada para tal.

Futuramente, construiremos o atrator pullback como uniao destes conjuntos.

Definicao 2.2.1. O w-limate pullback no tempo t de um subconjunto B de X € definido

por

ou, equivalentemente,
w(B,t) = {y € X : existem sequéncias {si} <t,sp — —00 quando k — oo
(2.3)
e {zx} em B, tal que y = klim S(t, sk)xk},
—00
andlogo ao caso autéonomo.
E claro que se T(-) é um semigrupo e Sy(-,-) é o processo associado, entao w(B,t) é

independente de t e coincide com a definicao de w-limite para semigrupos.

Obteremos em diante resultados semelhantes ao caso de semigrupos, acerca da nao-

vacuidade e compacidade, invariancia e atracao do w-limite.
Lema 2.2.2. Seja S(-,-) um processo num espa¢o métrico X.
(i) Para qualquer B C X, w(B,s) € positivamente invariante: S(t,s)w(B,s) C w(B,t),t >
S.

(i1) Se w(B,s) é compacto e atrai pullback B no tempo s, entao S(t, s)w(B,s) = w(B,t),
para todo t > s.

(iii) Se w(B,t) € compacto e atrai pullback C' no tempo t, com C' conexo que contém B,

entao w(B,t) é conezo.

Demonstragao. (i) Se w(B,t) = 0, entao nao hé o que provar. Se w(B,s) # (), entdo da

continuidade de S(t,s) e de (2.3)), ¢ imediato que S(¢, s)w(B,s) C w(B,1).
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(ii) Se w(B, s) é compacto e atrai pullback B, resta mostrar que w(B,t) C S(t, s)w(B, s).
De fato, para = € w(B,t) existem sequéncias{o} < t com o — —o0 e {x} € B tais
que S(t,or)x — x, quando k — o0o. Como o — 00, existe um ky € N tal que o para
todo k > ko. Portanto S(t,s)S(s,or)xr = S(t,0r)xx — « para k > ky. Como w(B,s)
é compacto e atrai pullback B no tempo s, temos dist(S(s, o)k, w(B,s) — 0 quando
k — oo. Segue do Lema que S{(s,0)x;} tem uma subsequéncia que converge
para um y € w(B,s). Segue da continuidade do processo que S(t,s)y = x. Portanto

w(B,t) = S(t,s)w(B,s).

(iii) Suponha por absurdo que w(B,t) é desconexo; entdao decomposto numa uniao
disjunta de dois conjuntos nao-vazios wy,wy que sao portanto separados de uma distancia
2. Como w(B,t) atrai C' e B C (), segue que w(B,t) = w(C,t) e existe s < 0 tal que
S(t,s)C C Os(w(C,t)), para todo s < sg. Da conexidade de C, existe i € {1,2} tal que
S(t,s)C' N Os(w;) = 0 para todo s < sg. Isto contradiz o fato de que ambos w; e wy sd0

nao-vazios. O

Note que a prova do item (iii) acima implica que o atrator pullback deve ser conexo,

se existe.

Corolario 2.2.3. Se A(t) € compacto e atrai pullback C' no tempo t, com C conexo que
contém A(t), entao A(t) é conexo. Em particular, se X é um espaco de Banach, ou um

métrico em que bolas sao conexas, entao o atrator pullback € conexo, se existe.

Lema 2.2.4. Seja S(-,-) um processo num espa¢o métrico X. Suponha que B é um
subconjunto limitado nao-vazio de X que € atraido pullback por algum compacto K no
tempo t. Entao w(B,t) é nao-vazio, compacto, atrai B no tempo t e S(1,t)w(B,T) =

w(B,t) para todo T > t.

Demonstragao. Primeiro note que para quaisquer sequéncias {x,} € B e {s,} — —oo,
segue do fato de que K atrai B que dist(S(¢, s,)n, K) — 0. Do Lema|l.1.15, {S(¢, s,)z, }
tem uma subsequéncia convergente cujo limite, por definicao em ({2.3]), deve estar em

w(B,t), e portanto w(B,t) é ndo-vazio.

Agora provaremos que w(B,t) atrai pullback B no tempo ¢ por contradi¢ao. Suponha

que existam e > 0, sequéncias {s,} — —o0 e {z,,} € B tais que

dist (S, (¢, $n)Tn, w(B,t)) > ¢ para todo n € N.
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Porém ja mostramos que deve existir subsequéncia de {S(t,s,)z,} que converge a um

elemento de w(B,t), contradizendo a condigao acima.

Finalmente, w(B,t) é compacto, ja que estd contido em K e é fechado por definigao.

[]

Este resultado serd de extrema importancia para a construcao do atrator pullback.

Agora generalizamos a definicao de compacidade assintotica.

Definicao 2.2.5. Um processo S(-,-) num espago métrico X ¢é dito pullback assinto-
ticamente compacto se, para cada t € R, cada sequéncia {sy} < t com s — —o0
quando k — oo e cada subsequéncia limitada {x} € X a sequéncia {S(t, sk)xy} tem uma

subsequéncia convergente.

Claro que se um processo possui atratores pullback, entao é pullback assintoticamente

compacto.

Lema 2.2.6. Se S(-,-) tem uma familia de compactos pullback atratores K(-), entdao é

pullback assintoticamente compacto.

Demonstragao. Tome sequéncias {s;} <t com s — 0o e {x;} € X contida no limitado
B. Entao, como dist(S(t,s)B, K(t)) — 0 quando s — oo e K(t) é compacto, o Lema
1.1.15| garante que {S(t, s)xx} tem uma subsequéncia convergente. [l

Agora obtemos uma condigao para que w(B,t) atraia B no tempo ¢, como no caso

autonomo.

Lema 2.2.7. Seja S(-,-) um processo pullback assintoticamente compacto e suponha que
B € um limitado nao-vazio em X . Entao, para cadat € R, w(B,t) € nao-vazio, compacto,

atrai pullback B no tempo t e S(1,t)w(B,t) = w(B,T) para todo T > t.

Demonstracdo. Primeiro mostremos que existe sg tal que
|J S(t. 5)B ¢ limitado.
s<so
Se nao, entao existiria {sy} — —oo e uma sequéncia {zx} € B tal que {S(¢, sg)rx} é

ilimitado, o que contradiria a compacidade assintética, pois poderiamos construir uma



70

subsequéncia z,, satisfazendo d(z1,x,,) > k e esta ndo admite subsequéncia convergente.
Agora, para quaisquer sequéncias {x} € B e {sx} < s, com s — —o0 quando k — o0,
segue do fato que S(+,-) é pullback assintoticamente compacto que existe subsequéncia de
{S(t, sk)zr} que converge para um y € X. Entao y € w(B,t) por defini¢do e w(B,t) é
nao-vazio. Que w(B,t) atrai pullback B segue exatamente como na prova do Lema
Para concluir, mostremos que w(B,t) é compacto. Dada uma sequéncia {y;} € w(B,t),
existem z; € B e {sx} < min(so, —k), tais que d(S(t, sg)xr, yr) < T Como {S(t, si)xr}
tem uma subsequéncia que converge a um elemento y de w(B,t), consequentemente {y }

tem uma subsequéncia que converge para y € w(B,t), e portanto w(B,t) é compacto. [

Novamente associamos o atrator com os w-limites de limitados.

Teorema 2.2.8. Se S(-,-) € um processo num espago métrico X, entdo sao equivalentes:

(i) S(-,-) tem um atrator pullback A(-).

(i1) Eziste uma familia de compactos K(-) que atrai pullback limitados de X sob S(-,-).

Em ambos casos,

A(t) = | J{w(B,t): B C X, B limitado } (2.4)

e A(-) € minimo no sentido que, se existe outra familia de limitados e fechados fl() que

atrai pullback limitados de X sob S(-,-), entio A(t) C A(t) para todo t € R.

Demonstracao. Se S(-,-) tem um atrator pullback A(-), entao cada A(t) é compacto e

atrai pullback limitados de X no tempo ¢.

Provemos a reciproca. Primeiro note que, como uma consequéncia imediata da carac-
terizagao em (2.3), w(B,t) C K(t), para todo B C X limitado e ¢ € R. Segue do Lema
que w(B,t) atrai B e entdo, do Lema [2.2.4] (ii), que w(B, t) é invariante. Entdo, se
definimos A(t) como em ({2.4)), entdao construimos um compacto que atrai pullback todos

os limitados de X.

A invariancia de A(-) segue da invariancia de cada w-limite. De fato, dado = € A(s),

existe z,, € w(B,, s) com x, — o quando n — oo. Entao S(t, s)x, = y, € w(B,,1), e, por
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continuidade do processo, S(t, s)x, = y, — S(t, s)xo, 0 que implica que S(t, s)zg € A(t), e
portanto S(t, s).A(s) C A(t). Agora, escolha algum yo € A(t). Logo existem y,, € w(B,,t)
com y, — Yo quando n — oo. Entdo, novamente pela invariancia da familia w(B,, ),
existem z,, € w(By,s) com S(t,s)zr, = y,. Mas como z,, € w(B,,s) C A(s), e A(s) é
compacto, existe uma subsequéncia z,,; que converge para algum zy € A(s), o que implica
S(t, 8)xo = imj_ee S(t, $p, Ty, = limj_,c Yn, = yo. Concluimos que S(t,s)A(s) 2 A(t), e

entao A(-) é invariante.

A minimalidade segue simplesmente da observacao de que se ~/Zl(t) ¢é fechado e limitado
e atrai pullback limitados no tempo ¢, entao w(B,t) C ./l(t) para todo limitado B de X,
e portanto A(t) C A(t). O

O seguinte corolario para semigrupos permite uma caracterizagao do atrator global.

Corolario 2.2.9. Seja T'(-) um semigrupo num espago métrico X. Entao T(-) tem um
atrator global A se e somente se existe um compacto K que atrai limitados de X sob T(+),

e neste caso A= w(K).

Demonstracao. E imediato do Teorema que

A= U{w(B) : B C X, B limitado }

é o atrator global para T(:). E imediato disto que w(K) C A, por outro lado, como
K atrai limitados de X, devemos ter w(B) C w(K) para todo limitado B em X, o que

completa a prova. O

Na prova do Teorema[2.2.8] nos utilizamos do Lema[2.2.4] para garantir as propriedades
do w-limite. Contudo ja conhecemos um resultado semelhante ao Lema [2.2.4] no caso o
Lema [2.2.7] que usa a nogao de compacidade assint6tica ao invés de assumir a existéncia
de uma familia de compactos atratores. Assim, faz sentido se substituirmos uma hipdtese
pela outra no nosso teorema de atrator (Teorema para obter um resultado mais
facilmente aplicavel. Antes disso, daremos uma condicao suficiente para que um processo

seja pullback assintoticamente compacto.

Definigao 2.2.10. Um processo S(-,-) € dito pullback limitado se para cada limitado
B et e R a orbita pullback de B no tempo t, isto €,
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Ww(B,t) = JS(t,s)B,

s<t

¢ limitado.

Note que se T'(+) é um semigrupo entéo o processo associado St (-, -) é pullback limitado
se e somente se 77 (B) = (J;5,T(t)B ¢é limitado para cada B limitado, ou seja T'(-) é

limitado.

Definigao 2.2.11. Um processo S(-,-) € dito pullback eventualmente compacto se
¢ pullback limitado e existe T > 0 tal que, se B é um limitado de X et € R, entao

S(t,t — T)B é compacto.

Assim obtemos a seguinte implicacao.

Lema 2.2.12. Seja S(-,-) um processo num espa¢o métrico X. Se S(-,-) é pullback

eventualmente compacto, entdo S(-,-) € pullback assintoticamente compacto.

Demonstragao. Seja {x,} € X uma sequéncia limitada, e {s,} <t tal que s, — co. Se
B =~p({x,},t—7), entdo B é limitado e portanto S(t,t —7)B é relativamente compacto

e contém {S(t, s,)x,}. Segue que {S(¢, sp)x,} é relativamente compacto. O

Corolario 2.2.13. Seja T'(-) um semigrupo eventualmente compacto, entao T(-) € assin-

toticamente compacto.

Agora adicionamos uma hipotese de ?dissipatividade’ a compacidade assintética com

intuito de reaver propriedades atratoras dos w-limites e obter a atracao pullback.

Definigao 2.2.14. Dizemos que um processo S(-,-) € pullback limitado dissipativo
se existe uma familia B(-) de limitados tais que B(t) atrai pullback limitados no tempo t,

para cada t € R.
Novamente se T'(-) é um semigrupo e Sr(+,-) é o processo associado, entao Sr(-,-) é
pullback limitado dissipativo se e somente se T'(+) é limitado dissipativo.

Teorema 2.2.15. Se S(-,-) € pullback assintoticamente compacto, entio para cadat € R

o congunto A(t) dado por (2.4) € fechado, invariante e atrai pullback limitados de X no
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tempo t. Ademais, a familia A(-) € minimal nas familias C(-) de fechados que atraem
pullback limitados de X em cada tempo t € R. Se adicionalmente S(-,-) € pullback
limitado dissipativo, entdao A(t) € limitado para cada t € R.

Demonstracao. Note que as hipdteses do Lema estao satisfeitas, e portanto w(B, )
¢é nao-vazio, compacto, invariante e atrai pullback B no tempo t para qualquer limitado

B em X. Portanto, se A(t) é definido como em ([2.4]), ou seja,

A(t) = | J{w(B,t): B C X, B limitado },

entdo A(-) é fechado, invariante e atrai pullback limitados de X. Se C(t) é fechado e
pullback atrai limitados no tempo ¢, é claro que w(B,t) C(t) para cada limitado B de
X e, consequentemente, A(t) C C(t). Agora, se S(-,-) for pullback limitado dissipativo,
para cada t € R existe um limitado B(t) que atrai pullback limitados de X. Portanto

w(D,t) C B(t) para cada limitado D em X, logo A(t) C B(t), o que mostra que A(t) é
limitado. O

Note que este resultado nao nos da compacidade de A(t). Contudo, no caso de semi-

grupos ¢ possivel obter compacidade.

Corolario 2.2.16. Se T'(-) ¢é limitado dissipativo e assintoticamente compacto, entdo

possui um atrator global A.

Demonstrag¢ao. Para mostrar que A é compacto, tome {z,} € A. Como A é invariante,
x, = T(n)y, para algum y, € A. Como {y,} é limitado,segue da compacidade assintética

de T(-) que {T'(n)yn} = {z,} tem uma subsequéncia convergente. O

Para obter um resultado equivalente para processos, é necessario uma hipotese mais

forte que traga uniformidade a dissipatividade de S(-,-).

Definigao 2.2.17. Dizemos que um processo S(-,-) € fortemente pullback limitado
dissipativo se para cada t € R existe um limitado B(t) de X que atrai pullback li-
mitados de X no tempo T para qualquer T < t, ou seja, dado limitado D e 7 < t,

lim, ,_ dist(S(r, s)D, B(t)) = 0.
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Note que a familia B(-) dada nesta defini¢ao nao precisa ser limitada como conjunto,
contudo podemos construi-la de modo que seja limitada para trds. Assim, o teorema
seguinte da condigao suficiente para existéncia de um atrator pullback compacto A(+) que

seja limitado para trés.

Teorema 2.2.18. Se um processo S(-,-) € fortemente pullback limitado dissipativo, com
B(*) a familia de atratores limitados, e pullback assintoticamente compacto, entiao S(-,-)
tem um atrator pullback compacto A(-) tal que A(t) = w(B(t),t) e U.<; A(s) € limitado
para cada t € R.

Demonstragao. Sé precisamos checar que A(t) definida como em ([2.4]) é compacto. Fixe
t, assim para cada 7 < ¢, como B(t) atrai pullback limitados no tempo 7, temos que

w(D,T) C B(t) para cada limitado D C X. Da invariancia de w(D, - segue

w(D,t) = S(t,7)w(D,7) C S(t,7)B(t)

para todo 7 < t. Portanto

Agora, como isto vale para todo limitado D, segue que A(t) C w(B(t),t), e consequen-
temente A(t) é compacto, j& que é fechado dentro de w(B(t),t), que é compacto do Lema
. Como w(B(t),t) C A(t), da definicao de A(+), concluimos que A(t) = w(B(t),1).
Finalmente, da primeira observacao da prova ja segue que A(7) C B(t) para todo 7 < t,

portanto A(-) é limitado para trés. O

Note que se um processo tem um atrator pullback que é limitado para tras, entao deve
ser fortemente pullback limitado dissipativo (pondo B(t) = Us<#A(s)); e ja vimos também
(Lemaf2.2.6|) que um processo que com atrator pullback deve ser pullback assintoticamente
compacto. Isto significa que as condi¢oes do teorema acima sao de fato necessarias e

suficientes para a existéncia de um atrator pullback que é limitado no passado.
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2.3 Decomposicao de Morse para Processos Dinami-

camente Gradientes

Nesta segao estudamos as propriedades de processos dinamicamente gradientes com
objetivo de construir uma decomposicao de Morse para este e consequentemente uma

funcao de Lyapunov. Primeiro definamos

Definigao 2.3.1. Seja = := {=Z(¢t) : t € R} uma familia invariante para o processo S(-,-).
= € dita uma familia invariante isolada se existe 6 > 0 tal que qualquer solugdo
global £ : R — X com &(t) € Os5(=(t)) deve satisfazer £(t) € Z(t) para todo t € R. Um
conjunto B := (21,2, -+ ,Z,) € dito um conjunto disjunto de familias invariantes
isoladas se cada =;, 1 < i < n, € uma familia invariante isolada e existe 6 > 0 tal que

Os(Z:i(t)) N Os(Z;(t)) =0, para todot eR el <i<j<n.

Definiremos os conceitos de atrator local e par atrator-repulsor.

Definigao 2.3.2. Seja S(-,-) um processo de evolugao no espago métrico X com atrator
pullback A(-). Dizemos que um familia invariante isolada A = {A(t) : t € R}, com
A(t) C A(t) para cada t € R, é um atrator local se W*(A)(t) = A(t) para todo t € R.

Se A é um atrator local, definimos o seu repulsor associado A* := {Ax (1) : t € R}

como

A*(t) :={z € A(t) : d(S(r+t,t)z, A(r +1t)) /4 0 quando r — oo}, (2.5)

para cada t € R. O par (A, A*) é chamado um par atrator-repulsor.

O préximo resultado garante que a definicao acima estende sua contraparte autonoma.

Teorema 2.3.3. Seja T'(-) um semigrupo no espag¢o métrico X com atrator global A. Um

s

invariante isolado A C A € atrator local se e somente se a familia constante A(t) = A é

um atrator local para Sp(-,-).

Demonstracao. Note que

Wu(A) = WU({A(t) : t € R}(t)), V¢ € R,
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onde W*(A) := {z € X : existe solugdo global £ : R — X com £(0) = z e £(t) == A}.
Além disso se A é invariante isolado para T'(+) tal que W*(A) = A, entao para todo § > 0
existe 6’ > 0 € (0,5) com

77 (0s(4)) € Os(A).
A prova segue do fato que w(Os(A)) atrai Og(A) e é invariante (portanto deve estar

contido em A). O

Para processos auténomos (semigrupos) um repulsor é automaticamente fechado, mas

este nao é o caso para um processo nao-autonomo. Contudo, se existe € > 0 tal que

O (A(t)) N O(A*(t)) =0, Vt € R, entao A*(t) é fechado para cada t € R.

Primeiro introduzimos a nocao de processo dinamicamente gradiente. Para isso preci-

samos definir recorréncia por cadeia.

Definicao 2.3.4. Seja 6 como na definicio (2.3.1) e fize g € (0,9). Para = € E e
e € (0,e9) uma e-cadeia de = para = é uma sequéncia l; € {1,--- ,n}, 1 < i < k,

sequéncias de reais t; < 0; < T; € uma sequéncia de pontos z; € X, 1 < i < k, tais que

zi € O(Z) (1), T(os,73)2 ¢ O UE-

T(ti, 1)z € Oc(Z,,100), 1 <0 < K, com

n

[y

[l _
(1]

lg+1=8,

Dizemos que = € E € recorrente por cadeia se eziste um gy € (0,0) tal que para

todo € € (0,¢e¢) existe e-cadeia de = para E.

Note que o gg discriminado acima s6 se faz necessario no caso k = 1. Ja que k > 1

implica que a solugao deve sair de O, (J;—, Zi(t)), para algum ¢ € R, enquanto se desloca

de um invariante para outro.

Definigao 2.3.5. Sejam S(-,-) um processo em X um espago métrico com atrator pullback
A(+) e um conjunto disjunto de familias invariantes isoladas B = (21,29, -+ ,Z,) em
A(-). Dizemos que S(-,-) € um processo de evolugio dinamicamente gradiente com

respeito a E se as duas sequintes condicoes sao satisfeitas:

(H1) Qualquer solugao global = : R — X em A(-) satisfaz

lim_dist(£(t), Z:(1) = 0 e lim dist(¢(1), Z;) =0,

t——o0
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para algum 1 < 1,7 < n.

(H2) B := (Z1,Z9,- -+ ,Z,) nao contém familia invariante isolada que seja recorrente por

cadeia.

Definamos agora a nocao de estrutura homoclinica.

Definicao 2.3.6. Seja S(-,-) um processo de evolug¢ao que possui um conjunto disjunto

de familias invariantes isoladas B := (21,29, -+ ,=Z,). Uma estrutura homoclinica

associada a E ¢ um subconjunto {Z;,--- ,Z;, } de Z junto com um conjunto de solugoes

globais {&1,- -+ ,&,} tal que

tEI_nOO dist(&k(t), =i, (t)) =0 e tlgglo dist(&,(t), Zip,, (1) = 0,1 <k < p,
onde Z;, = Z;,.
E fécil ver que se um processo tem estrutura homoclinica, entdo nio satisfaz (H2), isto

serd util adiante. Agora provamos a invariancia do repulsor A* de um atrator local A.

Proposicao 2.3.7. Seja S(-,) um processo de evolu¢ao com um atrator pullback A(-) e

seja A = {A(t) : t € R} um atrator local. Entao, o repulsor A* de A é invariante.

Demonstragao. Se A*(ty) é vazio para algum t; € R, entdo é vazio para todot € R e a
prova é ébvia. Assuma que A*(t) é nao-vazio para todo t € R, assim seja s € Rt < s e

w € A*(s). Se S(t,s)w ¢ A*(t) temos que

lim dist(S(7,t)S(t, s)w, A(T)) =0,

T—00
ou seja,

lim dist(T'(7, s)w, A(T)) =0,

T—00

o que contradiz o fato que w € A*(s) e prova S(t,s)A*(s) C A*(t).

Reciprocamente, se z € A*(t) C A(t) = S(t, s)A(s), tome w € A(s) tal que z =
S(t, s)w. Segue que w € A*(s), pois caso contréario

0 = lim dist(S(r,s)w, A(T))

T—00

= lim dist(S(7,t)S(t, s)w, A(T)) = lim dist(S(7,t) A(7)),

Ttooo T—00
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contradizendo o fato que z € A*(t) e provando A*(t) C S(t,s)A*(s). O

Note que se Ag, Ay,---, A, sdo n + 1 atratores locais com () = Ag(t) C A} C --- C
A,(t) = A(t) para cada t € R, entao ) = A%(t) C A%, C --- C Ai(t) = A(t), para cada
teR.

Agora, definimos decomposicao de Morse para processos nao-autonomos.

Definicao 2.3.8. Seja S(-, -) um processo com atrator pullback A(-) e sejam Ao(-),- -+, An(+)
n+ 1 atratores locais com ) C Ag(t) C Ai(t) C -+ C An(t) = A(t) para cada t € R.

Defina Z4(t) == A;(t)NA5_,(t) para cadat € R e j=1,2,--- ,n. O conjunto ordenado
de familias invariantes 2 = (21,2, -+ ,=,) € dito uma decomposi¢cao de Morse para

$
o atrator pullback A(-).

Mais adiante descrevemos a construcao de uma decomposi¢cao de Morse para o atrator
pullback de um processo dinamicamente gradiente relativo ao conjunto disjunto de familia
de familias invariantes isoladas & := (21,29, + ,=,), e da colegao crescente de atratores

locais associados obtida desta familia. O seguinte resultado tera papel fundamental nisto.

Lema 2.3.9. Seja S(-,-) um processo de evolugao dinamicamente gradiente associado ao
conjunto disjunto de familias invariantes isoladas B = (21,25, -+ ,Z,). Entao existe

ie{l,---,n} tal que Z; € atrator local.

Demonstracao. Primeiro note que cada =; ¢ um familia de invariantes isolados que nao é
recorrente por cadeia, e precisamos mostrar que existe i € {1,--- ,n} tal que W*(Z;)(t) =

Zi(t) para cada t € R.

Se este nao é o caso, para cada 1 < i < n existe solugao global & (t) € A(t) (com
&(s) ¢ Zi(s) para algum s € R), tal que limy, . dist(&(t),2(t)) = 0. Como Z;(t)
necessariamente converge para algum elemento de E quando ¢ — oo e podemos repetir
esse processo indefinidamente. Contudo como ha um nimero finito de elementos em =,

num numero finito de repeticoes obteremos uma estrutura homoclinica, contradizendo

(H2). O

Com isto iniciamos a construgao de nossa decomposicao: Seja S(-,-) processo dinami-

—_

camente gradiente associado a 2 := (Z1,Zs,- -+ ,=Z,). Se, apds uma possivel reordenagao,
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=1 é um atrator local e Z* seu repulsor associado, entao temos que cada Z;(s), para i < 2
e s € R, estd contido em Z*(s), além disso se £ : R — X é uma solugao global limitada e
dist(£(),Z5(t)) =3 0 com i > 1, devemos ter £(s) € Z*(s) para todo s € R. Assim para
cada z € A(t) \ (E1(t) UZj(t)) e solugao global £ : R — X com £(s) € A(s), para todo
s € R, e {(t) = z temos

lim dist(£(s),Z7(s)) =0 e lim dist(£(S),Z1(s)) = 0.

S§——00 S§—00

Podemos entao repetir o argumento do Lema para concluir que existe i > 2 tal que

W(Z)() NE*(t) = Zi(t), VE € R.

E51 = {2z € Z°(t) 1 dist(S(r +t,1)2,Z2(r +t) / 0,7 — oo} (2.6)

Temos assim que, paracadat € Rei=3,--- ,nEi(t) C Z3,(t) (além dissose { : R — X ¢
uma solucao global limitada e dist(£(t), Z;(¢)) =% 0comi > 2, nés temos que &(s) € =Z*(s)
para todo s € R, e portanto £(s) € E31 para todo s € R). Como antes, podemos
assumir que W*(Z3)(t) NE5(t) = Z3(t) para cada t e definimos =%, de modo andlogo a
(2.6)). Prosseguindo desta forma até que tenhamos reordenado todas as familias invariante

isoladas de forma que Z; é um atrator local para S(-,-) e
WH(E:)(t) N E:—l,i—2<t) =Zi(t)Vtei=2,---,n,
Onde ET,O = ET, e pa,:[‘a Z = 27 . e ’n’

E;ifl(t) ={z € E;[M;Z(t) cdist(S(t+ 7, t)z, Zi(r+1)) A 0,1 — oo}

Considerando esta reordenagao, obtemos o seguinte lema.

Lema 2.3.10. Seja S(-,-) um processo de evolugdo dinamicamente gradiente associado
ao conjunto de familia invariantes isoladas (reordenado) B = (21,29, -+ ,Z,). Entdo
qualquer solucao global limitada & : R — X satisfaz
lim dist(£(¢),Z:(t)) =0 e tlim dist(&(t), Z5(t)), (2.7)
—00

t——o0

com i > j.
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Demonstracao. De fato, se j = 1 em nao ha nada a provar. Se j = 2 e vale
(2.7), temos que £(t) € Z*(t) para todo t € R, assim se 1 = ¢ < j = 2, temos que
£(t) € W*(Z1)(t) = E1(t) para cada t, o que contradiz o fato de Zi(t) N Z1(t) = 0
para cada t € R. Segue que ¢ > j. Para o caso geral, suponha que j > 3 e vale
(2.7). Entao £(t) € Zj_,, 5(t) para todo t. Se por absurdo i < j, entdo terfamos
= _1j-o(t) C =71, »(t) para todo t e {(t) € W"(Z;)(t) N =7y, (t) = Zi(t) para todo t.
Gragas ao fato das familias invariantes em = serem isoladas, devemos ter i = j, o que é

uma contradi¢ao. Isto prova o lema. O

p—

Provaremos que esta reordenacao de E := (Z1,Z,, -+ ,=,) é uma decomposi¢ao de
Morse para {A(t) : t € R} com uma escolha adequada da sequéncia Ag(t) C Ay(t) C
-+ C A,(t) de atratores local:

Para cada t € R, defina Ag(t) := 0, A;1(t) := =(t), e para cada j = 2,3,--- ,n,
Aj(t) = A () UIW(E)(1) = (W (E) @) (2.8)

E claro que A,(t) = A(t). Assim mostramos o resultado principal desta secao

Teorema 2.3.11. Seja S(-,-) um semigrupo dinamicamente gradiente com atrator pull-
back A(-) e um conjunto de familias invariantes isoladas B := (1, Ea, - - - ,Z,) reordenada

como acima. Assuma que existe d > 0 tal que, para j =1,2,--- ,n—1 et €R, vale

Os(A5(1)) 1 ( U zxt)) =0 (2.9
i=j+1
Entao, para cada j =0,1,--- ,n, a familia invariante A; definida em (2.8)) € um atrator
local para S(-,-) e

Ej=A)NA (1), VteR el <j<n.

Consequentemente, 2 define uma decomposi¢ao de Morse para A(-).

Demonstragdo. Claramente {A;(t) : t € R} ¢é invariante e A;(t) € W"(A,)(t) para cada
t € R. Por outro lado, se z € W*(A;)(t), existe solucao global £ : R — X com £(t) =z e
EIP dist(&(s), Aj(s)) = 0. Como S(-,-) é dinamicamente gradiente e de temos que
inszoe ke{1,2,---,j} tal que Sli}r_noo dist(£(s), Zk(s)) = 0. Portanto, z € W*(Z)(t) com
k < j. Isto implica que z € A; e W"(A,)(t) C A;(t). Agora provamos que {A;(t) : t € R}
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é uma familia invariante isolada. De fato, seja 6 > 0 como em (2.9) e £ : R — X uma
solucao global com £(t) € Os(A;(t)), para todo t € R. Como S(-,-) é dinamicamente
t——o0

gradiente, existe um k € {1,---,j} tal que dist({(t),Zx(t)) — 0. Isto prova que
{A;(t) : t € R} é um atrator local.

Das definigoes, ¢é facil ver que Z;(t) C A;(t) N A (). Para a outra inclusao, fixe
z € Aj(t) N A;_(t), entdo existe solugao global § : R — X com {(t) = 2. Como 2z €
A;(t), devemos ter sgznoo dist(£(s)Zk(s)) para algum k < j. Como S(+,-) é dinamicamente
gradiente, existe um ¢ € {1,2,--- ,n} tal que lim dist({(s),Z;(s)) = 0 e, dado que z €

S$—00

A;Ll(t), segue que ¢ < j. Como do Lema|[2.3.10|nds temos que i < k, segue que k =i = 7,
e novamente levando em consideracao a dinamica gradiente, devemos ter £(s) € Z;(s)
para cada s € R, caso contrario obteriamos uma recorréncia por cadeia. Em particular

z ={(t) € E;(t), isto prova que A;(t) N A5_;(t) C Z5(t) e completa a demonstragio. [

Lembremos que a hipdtese (2.9) nao é necesséria no caso autonomo, ja que nao ha

dependeéncia do tempo.

O resultado seguinte desempenha um papel importante na prova dos principais resul-
tados desta secao no que diz respeita a continuidade da funcao de Lyapunov construida

para um processo dinamicamente gradiente.

Lema 2.3.12. Sejam S(-,-) um processo de evolugao com atrator pullback A(-) e A(-) um

atrator local que nao € recorrente por cadeia. Suponha que existe € > 0 com
A NO(A() N O(A*(t)) =0, Vit € R. (2.10)
Entao, para cada § € (0,¢) existe um &' € (0,9) tal que

S(t, s)(A(s) N Oy (A(s))) T A(t) N O5(A(t)), Vt > s.

Demonstracdo. Provemos por contradigao. Supondo que existam § > 0, sequéncias

(5j)jens (tj)jen € Re (x))jeny € X com z; € A(s;) para cada j, tal que
Sj < tj,

dist(z;, A(s;)) < &, mas dist(T(t;, ;)25 A(L;)) > 6,
J
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1
para todo j € N. Escolha j, € N satisfazendo dist(x;, A(s;)) < = < € para todo j > jy
J
existe um 7; > ¢; tal que
1
dist(T'(7;, sj)z;, A(T)) < —.
J

Segue que A é recorrente por cadeia, uma contradigao. Assim o lema estd provado. [

Observagao 2.3.13. Note que a hipdtese de separacao uniforme assumida em (2.10)) €

automaticamente satisfeita no caso auténomo.

Podemos olhar para uma espécie de reciproca.

Proposicao 2.3.14. Seja A(+) uma familia invariante isolada para o processo de evolugao
S(-,-) com atrator pullback A(-), tal que A(t) C A(t) para todo t, e para cada § > 0 existe
d' > 0€(0,9) satisfazendo

S(t, s)(A(s) N Og(A(s))) € A(t) N Os(A(t)), ¥t > s. (2.11)

Entio A = {A(t) : t € R} € um atrator local para S(-,-) que nao € recorrente por cadeia.

Demonstragao. Fixando ss € R tal que dist({(s), A(s)) < ¢ para todo s < s5, devemos

ter por que &£(t) € Os(A(t)) para todo t € R (pudemos usar ja que £(t) €
WH(A(t)) C W*(A(t)) = A(t)). Consequentemente, £(t) € A(t) para todo t € R, j& que
A(-) é invariante isolado e W"(A)(t) C A(t) para todo t € R.

Finalmente, se \A(-) for recorrente por cadeia, entao existem § > 0, sequéncias (s;);en,
(tj)jen € (75)jen de nimeros reais, e uma sequéncia (z;);eny em X, com z; € A(s;) para
cada j, tal que

Sj S tj S Tj,
1
diSt(mjaA(Sj)) < diSt(S(tjasj)xjaA(tj)) >0, e
J

1
dist(T(75, 55)7;, A(7;)) < ;

Isto é claramente uma contradicao a existéncia de &’ € (0, 0) que satisfaga ([2.11]) e portanto

a prova esta completa. O

Nosso proximo resultado é uma consequéncia do Lema [2.3.12]
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Lema 2.3.15. Seja S(-,-) um processo de evolu¢ao e A(-) um atrator local que ndio é

recorrente por cadeia. Suponha que exista € > 0 satisfazendo (2.10). Se K C A(t) €
compacto e K N A*(t) = 0, entao

lim dist(7'(7,¢) K, A(7)) = 0.

T—00

Demonstragao. Provemos por contradi¢do. Assuma que existam 6 > 0, sequéncias (7;)jen

j—o0 Jj—=o0 :
em R com 7; — o0 e () ey em K com x; — zp € K tais que

dist(S(j,t)x;, A(1;)) > 6, Vj. (2.12)

Gragas ao Lema [2.3.12] podemos escolher §' > 0 € (0,4) tal que

S(t,s)Os(A(r)) C Os(A(S)), Vs > .

Entao, segue de (2.12) que

dist(S(t, s)xj, A(s)) > 0", Vs € [t,75] e j € N.

Como 7 — o0, segue da condigdo acima que dist(S(s,t)xo, A(s)) > ¢’ para s > t. Da
defini¢ao de repulsor temos que xy € A*(t), uma contradi¢ao pois K N A*(t) = 0, e a

prova esta completa. O
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2.4 Funcao de Lyapunov para processos dinamica-

mente gradientes

Nesta secao iremos provar que processos dinamicamente gradientes sao de fato gradi-

entes. Um processo gradiente ¢ definido como se segue.

Definigao 2.4.1. Dizemos que um processo S(-,-) com atrator pullback A(-) e um con-
gunto disjunto de familias invariantes isoladas B = (21,23, ,Z,) € um processo
de evolucao dinamicamente gradiente com respeito a Z se existe funcio V :

R x X — R tal que:

i) Para cada z € X et € R, a fungio [0,00) > r — V(r+1t,S(r+1t,t)z) € R é

nao-crescente.

ii) Dadost € R e z € A(t), entdo V(r +1t,S(r +1t,t)z) = V(t,2) para todo r > 0 se e
somente se z € |J_ Z;(t) e V(t,Z;(t)) € um conjunto unitdrio para cadat € R e

ie{l,---,n}.

ii1) Para cada t € R, a funcao Vy : A(t) — R, dada por Vi(z) := V(t, 2) para z € A(t),

é contlinua.
Uma funcao V satisfazendo essas propriedades é chamada funcao de Lyapunov para
o0 processo S(-,-) com respeito a =.

Antes de partir para o resultado principal desta sessdo mostremos a continuidade do

par atrator-repulsor. No resultado seguinte considere
Disty (A, B) = max{disty (A, B),disty (B, A)}
a distancia de Hausdorff.

Lema 2.4.2. Sejam S(-,-) um processo dinamicamente gradiente com atrator pullback

A(+) e (A, A*) um par atrator-repulsor para S(-,-). Entdo, para cada ty € R nds temos

t—to

lim Distr (A(t), A(to)) = 0 e Tim Distsr(A*(£), A (t5)) = 0. (2.13)
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Demonstracao. Provemos apenas que limy_y, Disty (A(t), A*(Z9)), o correspondente para
o repulsor A*(-) é andlogo. Comecemos mostrando a semicontinuidade superior, isto é,

lim disty (A(t), A(ty)) = 0. (2.14)

t—to

Se por absurdo isto nao ocorre, existem € > 0 e uma sequéncia de nimeros reais (¢;);en

com t; ey to tais que
disty (A(ty), A(ty)) > € para todo natural j.

Da definigdo de semidistancia de Hausdorff obtemos uma sequéncia (x;);en de pontos de
X com z; € A(t)) e
dist(x;, A(tg)) > ¢ para todo natural j.

Por outro lado, pela invariancia de A(-), para cada natural j podemos escolher uma
solucdo global §; : R — X do processo S(-,-) tal que &;(t;) = x; e &(t) € A(t) para todo
T real. Assim, temos que a sequéncia (§;);jen possui uma subsequéncia (ver Observacao
, que reindexamos da mesma maneira, para a qual existe uma solugao global £ : R —
X tal que lim &;(t) = £(t) uniformemente para ¢t em compactos da reta. Dai concluimos
que o
d(;,€5(to)) < d(&(1;), €(85)) + d(E(L;), E(to)) + (& ko, & (ta)) =3 0.

Mas isto contradiz o fato que d(x;,§;(to)) > infreaw,) d(zj, ) = d(z;, A(ty)) > € para
todo natural j. Portanto obtemos a semicontinuidade superior . De modo anélogo
mostramos a semicontinuidade inferior, ou seja,

lim dist 7 (A(to), A(t)).

t—to

Isto conclui a prova do Lema. O

Observe que nao definimos formalmente semicontinuidade, faremos isso com detalhe

no proximo capitulo e estudaremos condicoes de continuidade do caso autonomo.

Observacao 2.4.3. Para obtermos uma subsequéncia convergente a uma solugcao global
na demonstracao do teorema anterior, precisamos de um resultado que generalize a ideia
da Proposicao ou ainda o Lema do Capitulo 3, para o caso nao-auténomo.
Assim o que precisamos € apenas o caso particular de um resultado bastante geral que

pode ser encontrado em [1l], a saber o Lema 7.5.3.
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Para construir a funcao de Lyapunov para um processo dinamicamente gradiente,
faremos o processo similar ao caso autonomo, definindo as fungoes auxiliares que irao

compor esta funcao.

Teorema 2.4.4. Sejam S(-, ) um processo de evolugdo com atrator pullback A(-) e (A, A*)
um par atrator-repulsor para S(-,-) que nao € recorrente por cadeia. Suponha que existe

e > 0 satisfazendo

O(A(t)) NO(A*(t)) =0, para todo t € R (2.15)
Entao, existe funcao k : R x X — R satisfazendo as sequintes propriedades

i) Para cada z € X et € R, a funcio [0,00) > r — k(r +¢,S(r +1t,t)z) € R é

nao-crescente.

it) Para cada funcao ky : X — R definida por Ki(z) :== k(t,z), t € R e z € X, vale
k7N 0) = A(t) e k7N (1) NA(L) = A*(t).

iii) Dado t € R e z € A(t), se k(ry, S(r + t,t)z) = k(t,z) para todo r > 0, entdo
z € A(t) U A*(t).

i) ky: A(t) — R € continuo, em A(t), para cada t € R
Demonstragao. Primeiro, com a convencao dist(z,0) = 1, definimos entao [ : R x X —

[0,1] como a fungao de Uryshon associada ao par atrator-repulsor (A, A*). Isto é, para

cadat e Rez e X,

_ dist(z, A(t))
l(t,Z) T diSt(Z,A<t)) —|—diSt(Z,A*(t))‘

Temos que [ é bem definida. Além disso, afirmamos que [(R x X) C [0, 1] é continua
em ambas varidveis e, para cada t € R, é uniformemente Lipschitz continua em X. De

fato, por ([2.15)),

do = igﬂg{inf{d(x,y) cx e Alt),ye A*(t)}} >e>0, (2.16)

2
segue que |I(t,z) — I(t,w)| < d—d(z, w), para quaisquer z,w € X et € R.
0
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Agora, do Lema nao ¢ dificil de ver que [ : R x X — [0, 1] é continuo em ambas
as varidveis. Ademais, é facil ver que [;1(0) = A(t) e I;'(1) = A*(t). Definimos agora
k:RxX — R por

k(t,z) :=supl(r+t,S(r+t,t)z).

r>0

Mostremos que k tem as propriedade i) — iv) acima.

Claramente, a fungao é nao-crescente ao longo de solugoes, isto é, vale 7). De fato, se
0 < r; <17y, temos que
k(ra +t,S(r+2+t,t)z =supl(r+ro+t,S(r+ry+1t,t)2)
r>0

=supl(r+t,S(r+tt)z)

r>T2

<supl(r+t,S(r+t,t)z)

r>r
= Sli%)l(?“ +ri 4+t S(r+r+tt)z=k(r+¢, S0 +t,t)z.

Da defini¢ao de k e da invariancia de A e A*, segue que k;(A(t)) = {0} e ki(A*(t)) =
{1}. Agora, se z € X ¢é tal que k(t,z) = 0, entao (r +t,S(r 4+ t,t)z) = 0 para todo
r > 0. Em particular, 0 = (¢, 2), e entdo, z € A(t), assim k; *(0) C A(t), o que mostra
que k;1(0) = A(t). Por outro lado, suponha que z € A(t) é tal que k;(z) = 1 e por
absurdo z ¢ A*(t), entdao lim, o d(S(r +t,t)z, A(r +t) = 0. Da definicao de | obtemos
que lim, o I(r + t,S(r + t,t)z) = 0. Portanto, existe ro > 0 tal que 1 = k(t,z) =
SUPg<p<yo L1 +1,S(r 4 t,t)z). A continuidade de [ em ¢ garante que existe r’ € [0, 7] tal
que [(r' +1t,S(r' +t,t)z) = 1; isto é, S(r' +t,t)z € A*(r" +t) o que contradiz o fato que
lim, 00 {(S(r+1t,t)z, A(r +1t)) = 0. Portanto, se k(t,z) = 1 para algum t € Re z € A(t),
entdao z € A*(t). Disto, concluimos que k71(1) N A(t) = A*(t).

Agora provamos que z € A(t) e k(r +t,S(r +t,t)z = k(t, z) para todo r > 0, entao
z € A(t) U A*(t). Se z ¢ A(t) U A*(t), entdo lim, oo d(S(r + t,t)z, A(r +t) = 0, e da
definicdo de k, devemos ter k(t, 2) = lim, o k(r+t, S(r+t,t)z) = 0. Como k; ' (0) = A(t),

entdo z € A(t), uma contradicao.

Em seguida provaremos a continuidade de k; : A(f) — R. Dividimos a prova em 3

Casos:

Caso 1: Continuidade em A*(t). Como I(t,2) < k(t,z) <1, paratodot € Re z € X,
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dado zp € A*(t) e z € X temos
|k(t,2) — k(t,20)| =1 —k(t,2) < 1—=1(t,2)
Segue da continuidade de [ a continuidade de k; em z.

Caso 2: Continuidade em A(t). Da equicontinuidade da familia de fungoes {l; : X —
R :t € R}, dado e > 0, existe 6 > 0 tal que [;(Os(A(s)) C [0,¢) paratodo s € R. Assim, o
Lema[2.3.12| garante a existéncia de &' € (o, 9) tal que S(r—+t,t)(A(t)N Oy (A(t)) C A(r+
t)NOs(A(r+t)), para todo r > 0, de onde podemos concluir que k;(A(t)nO5(A(t))) C [0, €]

Caso 3: Continuidade em A(t) \ (A(t) U A*(t)). Dado z € A(t) \ (A(t) U A*(t)), como
z & A*(t), segue que lim, o, d(S(r+t,t)z, A(r+t)) = 0e, como z & A(t), vale [(t, z) > 0.
Escolha 6 > 0 tal que l5(O5s(A(s))) C [0, l(t;)) paratodo s € Re, do Lema, podemos

tomar ¢' € (0,9) tal que S(r+t,t)(A(t)NOx(A(t))) C A(r+t)NOs(A(r+1t)), para todo
r > 0.

Como lim, o d(S(r + t,t)z, A(r +t)) = 0, existe o > 0 satisfazendo S(r + t,t)z €
Oy (A(r + 1)), para todo r > 0. Da continuidade de S(-,-), existe uma vizinhanca U; de
z em X tal que T'(o + t,t)U; C Og(A(o + t)). Portanto, para todo w € U; temos que
S(oc+t,t)w € Oy (A(o +t)) de modo que S(r +t,t)w € Os(A(r +t)) para todor > o e
w e U NA().

Finalmente, da continuidade de [;, obtemos U; vizinhanga de z em X tal que [(¢, w) >

@ para todo w € U,. Assim defina U := U; N Uz N A(t), vizinhanca de z em A(t).
Logo para todo w € U vale k(t,w) = supgc,<, l(r +t,S(r 4+ t,t)w), de onde obtemos a

continuidade de k; em pontos de A(%) \ (A(t) N A*(1)). O

A prova do proximo resultado é similar a do Teorema|2.4.4]e explora um caso particular
em que a continuidade da até entao ‘fungao de Lyapunov’ vale em ambas as varidveis.
Observemos que o teorema anterior garante a continuidade apenas para t fixado e dentro

do atrator pullback.

Proposicao 2.4.5. Seja S(-,-) um processo de evolug¢ao com atrator pullback A(-) e um

par atrator-repulsor (A, A*) com
O, (A()) N O, (A*(t)) =0, para todo t € R (2.17)

para algum 9 > 0. Além disso, assumindo que:
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(a) Vale a conclusdo do Lema considerando vizinhangas de A em X. Isto €,
para cada § > 0 existe &' € (0,0") tal que

S(r+t,t)(0Os(A(t))) C Os(A(r +t)) para todor >0 et € R.

(b) Para cadat € R e z € X \ (A(t) U A*(t)) vale

lim d(S(r+t,t)z, A(r +1t)) =0 ou lim d(S(r+t,t)z, A*(r +1t)) = 0.

7—00 7—00

Entao, a funcio k : R x X — R, definida no Teorema ¢ continua (em ambas

varidveis e em todo seu dominio).

Demonstra¢ao. Provemos a continuidade de k num ponto (¢g,z9) € R x X qualquer.

Como no Teorema consideraremos trés casos:

Caso 1: zg € A*(tp). Como I(t,z) < k(t,z) <1, paratodot € Re z € X, temos que
|k(t, z) — k(to, 20)| = 1 — k(t,2) < 1—=1(¢, 2).

Isto e a continuidade (em ambas varidveis) de [ : R x X — R em (g, 29) implicam a
continuidade de k : R x X — R em (%, 2o).
Caso 2: zy € A(ty). Vimos que
Ut 2) — I(t, w)| < %d(z,w),‘v’z,w EXcteR,

entdo dado £ > 0, existe 0 > 0 tal que I(s, Os(A(s))) C [0,¢) para todo s € R. Por outro
lado, de (a) existe ¢’ € (0,9) tal que S(r +t,t)(Os(A(t))) C Os(A(r + t)), para todo
r > 0et € R, de onde concluimos que k(t, Oy (A(t))) C [0,¢] para cada t € R. Agora,
do Lema [2.4.2] seja 6" > 0 tal que O /2(A(to)) C Os(A(t)) sempre que [t — to| < 0",
Assim, para |t — to| < 0" e d(z, z0) < %/ temos que k(t,z) < e. Isto prova a continuidade

de k: R x X — R em (g, 29) com zy € A(ty).
Caso 3: zp € X \ (A(to) U A*(to)). Da hipétese (b) temos que

lim d(S(r + to, to)z0, A(r + o)) = 0 ou lim d(S(r + tg,t9)z0, A(r +t9)) = 0.

r—00 r—00
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Primeiro consideremos o subcaso lim,_, o, d(S(r+to, to)zo, A(r+ty)) = 0. Como zo & A*(to)
segue que I(to, z0) > 0. Tome 6 > 0 tal que I(s,Os(A(s))) C [0, @) para todo s € R
e, da hipétese (a), escolhemos &' € (0,9) tal que S(r +¢,t)(Os(A(t))) C Os(A(r + 1)),
para todo r > 0. Como lim,_,, d(S(r + to, o) 20, A(r +t9)) = 0, existe ¢ > 0 satisfazendo

S(o +to, to)20 € O 5 (A(o +tp)). Da continuidade de S(-,-) e do Lema [2.4.2} existe uma

vizinhanga U; de 2026m X e d" > 0tais que S(r+t,t)U; C Oy j2(A(o+to)) C Oy (A(o+1))
sempre que |t — ty| < ¢§”. Entdo, para todo z € Uy et € (to — 8", tg + 9"), temos
que S(o +t,t)z € Oy(A(o +t)) logo T(r + t,t)z € Os(A(r +t)) para todo r > o,
zeU et € (tg— 0", tg+0"). Agora da continuidade de [ : R x X — R, seja Us uma

It
vizinhanga de zp em X e 0 < n < ¢” tais que I(t,z) > (OéZO)

para todo z € U; e
|t —to| < n. Assim definindo U := U; N U, temos que, para todo z € U e [t —ty| < 7, vale
k(t,z) = supgc,<, l(r +t,5(r +t,t)z), de onde obtemos a continuidade de k em pontos

(to, z0) com zg € X \ (A(to) U A* (L)) e lim, oo d(S(r + to, to)z0, A(r + to)) = 0.

Agora consideramos o subcaso lim,_, ., d(S(r+to, t9) 20, A*(r+tp)) = 0. Assim k(to, 29) =
1 e, dadoe > 0, podemos escolher 6 > 0 tal que I(s, Os5(A*(s))) C (1—¢, 1] paratodo s € R.
Ainda, escolhemos o > 0 satisfazendo S(o + to,to)zo C O%(A*(O' +t9)) C Os(A*(0 + 1))

quando |t — tg| < 0’ e a prova da proposicao estd completa O

Agora, a fim de construir futuramente a funcao de Lyapunov, obteremos uma funcao
continua h : R x X — R que seja nao-crescente ao longo de solugoes e que, dado t € R e

z€ X, se h(r+t,S(r+t,t)z) = h(t, z) para todo r > 0, entao z € A(t).

Lema 2.4.6. Seja S(-,-) um processo de evolugao com atrator pullback A(-) satisfazendo
para cada z € X
lim d(S(r +t,t)z, A(r +t) =0,

r—00

e para cada § > 0 eziste ' € (0,0) tal que
S(r+t,t)(Os(A(t))) C Os(A(r +1t)), para todor >0 et € R.
Entao, a fungcao h : R x X — R dado por

h(t,z) :=supd(S(r+t,t)z, A(r +1)),(t,2) € R x X,

r>0

¢ continua (em ambas varidveis), e satisfaz
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i) Para cada z € X et € R, a fungdo [0,00) > r — h(r +t,S(r+tt)z) € R €

nao-crescente.

ii) Para cada fun¢ao hy : X — R definida por hy(z) := h(t,z), t € R e z € X, vale
hi'(0) = A(t).

iii) Dadot € R ez € A(t), se h(t,S(r+t,t)z) = h(t,z) para todo r > 0, entao z € A(t).

Demonstragao. De fato, a propriedade 1) decorre de sua defini¢ao e a prova é andloga a
feita para k no Teorema[2.4.4 A prova da continuidade também segue de modo anélogo ao
feito nos casos 2) e 3) da Proposigao m Da mesma maneira, a propriedade i) decorre
diretamente da defini¢ao de h e das propriedades de supremo. Agora sejam z € X et € R,
satisfazendo h(t,S(r + t,t)z) = h(t, z) para todo r > 0. Como .A(t) é atrator pullback
segue que lim, . d(S(r+t,t)z, A(t+1)) = 0, logo h(t, z) = lim,_,o h(t, S(r+t,t)z) = 0.
Do item iii) do Teorema segue que z € A(t) U A*(t). O que conclui a prova do
Lema. O

Finalmente, estamos em condicao de construir a fungao de Lyapunov para um processo
com par atrator-repulsor.

Teorema 2.4.7. Seja S(-,-) um processo de evolugdo com atrator pullback A(-) satisfa-

zendo para cada z € X

lim d(S(r+t,t)z, A(r +t) =0,

r—00

e para cada § > 0 eziste &' € (0,0) tal que
S(r+1t,t)(Os(A(t))) C Os(A(r +1t)), para todor >0 et € R.
Além disso, seja (A, A*) um par atrator-repulsor para S(-,-) com
O (A(t)) N O(A*(t)) =0, para todot € R

para algum € > 0 e, ademais, satisfazendo as sequintes condi¢oes:

(a) Vale a conclusio do Lema considerando vizinhangas de A em X. Isto €,
para cada 6 > 0 existe gd' € (0,9") tal que

S(r+1t,1t)(Os(A(t))) C Os(A(r +t)) para todor >0 et € R.
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(b) Para cadat € R ez € X\ (A(t) U A*(t)) vale

lim d(S(r+t,t)z, A(r +1t)) =0 ou lim d(S(r+t,t)z, A*(r +1t)) =0.

r—00 T—00

Entao, existe uma funcao f: R x X — R satisfazendo as sequintes quatro propriedades:

i) Para cada (t,z) € R x X, a fungao [0,00) 3 7 — f(r+1t,5(r +1t,t)z) € R € nao

crescente.

it) Set € Re f; : X — R ¢é definida por fi(z) := f(t,z), para cada z € X, entao
frH0) = A(t) e fTH (1) NA(t) = A*(2).

iii) Dadot € R ez € X, se f(r+t,T(r +t,t)z) = f(t,z) para todo r > 0, entdo
z € A(t)U A*(t).

i) f:Rx X — R é continua (em ambas varidveis).

Demonstragao. De fato, seja k : R x X +— R a fungdo dada no Teorema e h :
R x X — R a funcao obtida no Lema [2.4.6| Definimos f : R x X — R por

f(t,z) == k(t,z) + h(t, 2),(t,z) € R x X.

Segue imediatamente das propriedades de h e k que f é continua (em ambas varidveis e

nao-crescente ao longo de drbitas, isto é vale i) e iv).

Provemos agora ii). Primeiro seja z € A(t) C A(t). Entao h(t,z) = 0 e, do Teorema
m, temos que k(t,z) = 0. Portanto f(t,2) = 0 e A(t) C f,'(0). Por outro lado se
z € X é tal que fi(z) =0, temos que h(t,z) =0 e k(t,z) = 0, portanto z € A(t), e pelo
item 47) do Teorema[2.4.4] z € A(t). Tsto prova que f;*(0) C A(t). Suponhamos agora que
z € A*(t) C A(t), temos que h(t,z) = 0, e assim, f(t,2) = k(t,z) + h(t,z) = k(t,2) = 1.
Segue que A*(t) C f~1(1) N A(t). Por outro lado, se z € A(t) e f(t,z) = 1, entdo temos
que h(t,z) =0 e k(t,z) = 1. Portanto z € A*(t) e a prova de i) estd completa.

Provemos o item #ii). Seja (t,z) — R x X com f(r +t,S(r+tt)z) = f(t,z) para
todo r > 0. Como f(-+t,S(-+t,t)z) é soma de fungoes decrescentes, temos que cada
uma deve ser constante. Isto é, h(r+t,S(r +t,t)z) = h(t, z) para todo r > 0, e do Lema
2.4.6] temos que z € A(t). Ainda, também vale k(r +t,S(r +t,t)z) = k(t, z) para todo
r >0, e como z € A(t), segue do item iii) do Teorema que z € A(t) U A*(t). Isto

conclui a prova do Teorema. O
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Finalmente, juntando todos os resultados obtidos, obtemos que um processo dinami-

camente gradiente é de fato gradiente, de modo analogo ao Teorema |1.5.4]

Teorema 2.4.8. Seja S(-,-) um processo dinamicamente gradiente relativo a um conjunto

de familias de invariantes isolados B = (21,2, -+ ,=,) reordenada como no Teorema

2.3.11, com um atrator pullback A(-). Seja A;(t) = J_, W“(E)(t), para 1 < j < n e
t € R. Assuma as sequintes condigoes
(S1) Eziste 6 > 0 tal que O-(A;(t)) N O(A5(t)) = 0 para todo 1 < j<n et €R.
(S2) Dado § > 0, existe &' € (0,9) tal que
T(r+tt)(At)NOs(A;(t)) C Alr+1t) N Os(Aj(r +1)),

para todor >0,1<j<netelR.
Entao S(-,-) € processo de evolugao gradiente e podemos tomarV : Rx X — R satisfazendo
V(t,Zx(t)) = {k — 1} para todot € R e k = 1,--- ,n. Ademais, se vale (S2) para
vizinhangas dos A; em X e dado (t,2) € RxX el < j <n, lim,_, dist(T'(r+t¢, )z, A;(r+

t)UAi(r+1t)) =0, entdo a fung¢do de LyapunovV pode ser escolhida continua em ambas

varidveis.
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Capitulo 3

Aspectos de Continuidade e

consideracoes finais

Neste terceiro e ltimo capitulo estudamos os aspectos de continuidade dos atratores de
processos de evolugao, buscando entender a questao da estabilidade de classes de proces-
sos via perturbagao. Assim, na primeira se¢ao, estudamos semicontinuidade de atratores
de semigrupos e obtemos condigoes razoaveis para a semicontinuidade superior e poste-
riormente inferior. Na segunda secao, fazemos o estudo de perturbagoes de semigrupos,
mais especificamente obtemos a estabilidade de semigrupos dinamicamente gradientes via
perturbacoes, e consequentemente, dos semigrupos gradientes gracas a equivaléncia vista
no Capitulo 1, isto é, o Teorema [1.5.5] Na terceira e ultima segao, apresentamos resulta-
dos obtidos por Aragao-Costa et al que generalizam os apresentados nas se¢oes anteriores

para o contexto nao-autonomo.

3.1 Continuidade dos atratores de semigrupos

No contexto da matematica aplicada, é fundamental garantir a estabilidade sob per-
turbacoes de uma modelagem, ja que estas se apoiam firmemente numa certa confiabili-
dade das aproximacoes. Sob este ponto de vista, estudaremos nesta secao a continuidade

dos atratores relativamente a perturbagoes num dado semigrupo.
Definigao 3.1.1. Seja X um espago métrico, d(-,-) : X x X — R sua métrica, A outro

95
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espaco métrico e { Ax}rea uma familia de subconjuntos de X.

1. Diremos que {Ax}xea € semicontinua superiormente em Ay se

diStH(A)\,AAO) = Ssup d(:E)\,A)\O) )ﬂf 0

TAEAN

2. Diremos que {Ay)}ren € semicontinua inferiormente em Ay se

disty (Ayy, Ax) = sup d(z, Ay) pma

;UE.AAO

Lema 3.1.2. Seja {A)}ren um familia de subconjuntos em X. Se para A, it Ao temos
que toda sequéncia {x),} com cada x,, € A,,, tem uma subsequéncia convergente com
limite em Ay, entao {A\}ren € semicontinua superiormente em X\g. Reciprocamente, se
{Ax}ren € semicontinua superiormente em Ny e A, =% N, qualquer sequéncia {z),}
com xy, € Ay, tem uma subsequéncia convergente com limite pertencendo a A,,.

n—o0

Demonstragao. Se qualquer sequéncia {z,,} com z,, € A, , A\, — Ao, tem um sub-

-
sequéncia convergente com limite pertencendo a Ay,, e {A)}rea ndo é semicontinua
superiormente em \g entao, existem ¢ > 0 e sequéncia {\,} com A\, 2 )\ tal que
SUp,ca,, dist(z, Ay,) > 2e,n € N. Logo, para algum z,, € A,,, temos que dist(zy,, Ay,) >
e,n € N. Isto contradiz, o fato de que {z4, } tem uma subsequéncia que converge para

um elemento de A)y,. A reciproca decorre diretamente da definigao. O

Lema 3.1.3. Seja {Ax}aea um familia de subconjuntos em X. Se Ay, € compacto e
n—00 . N . k—o0

para qualquer v € Ay, e N\, — Ao existe uma subsequéncia \,, — Ao com cada

Ty, € Aknk; que converge para x, entdo {A\}ren € semicontinua inferiormente em \g.

. , . , . . n—oo
Reciprocamente, se {Ay}aea € semicontinua inferiormente em Ao, © € Ay, € Ay, — Ao,

st bsequéncia A, =3 A d cA
exriste uma Su sequencm nk 0 com caaa ZE)\nk >‘"k’ que COTL’UG?"g@ pCL’I"CL xZ.

Demonstracao. Se Ay, é compacto e para qualquer x € Ay, e A\, % )\ existe uma
subsequencia A, oo Ao, € sequencia {x;mk} com x, € .A)\nk que converge para T
e {A)}rea ndo é semicontinua inferiormente em Ay entdo, existem £ > 0 e sequéncia
A =3\ tais que SUDgea, dist(x, Ay,) > 2¢,n € N. Logo, para algum z,, € A,,,
temos que dist(zy,,4y,) > 2e,n € N. Como A,, é compacto podemos assumir que

{z),} converge para algum z € A,, e que dist(z, A,,) > &,n € N. Das hipdteses,
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. N k—oo ~ . k—oo
existe uma subsequéncia A,, — A¢ e sequéncia Yn,, € .A;mh tal que Yr,, — T e

e < dist(x, Ay, ) < dist(z,yn, ) "2% 0, 0 que nos leva a um absurdo. A reciproca

decorre diretamente da definicao. O]

Definigao 3.1.4. Diremos que uma familia de semigrupos {T,(t) : t € T}, co1) €
continua em n = 0 se T,(t,z) =3 To(t,x) uniformemente para (t,x) em subconjuntos

compactos de TT x X quando n — 0.

Teorema 3.1.5. Seja {T,(t) : t € T"},c01) uma familia de semigrupos continua em
n=0. Se{T,(t):t € T*},c0,1) tem um atrator global A, para cada n € [0,1] e Uyecjo1)A,

¢ compacto, entao a familia {A, :n € [0,1]} € semicontinua superiormente em n = 0.

Demonstragio. Considere as subsequéncias n, — 0, {uy, }52, uy, € A,,. Como Uyeo 114,
¢ compacto em X, existe ug € X tal que u,, sy ug. Para mostrarmos a semicontinui-
dade superior, resta provar que ug € Ag. Para isto, é suficiente mostrar que existe uma
solucao global limitada de {7 : t € T} por up. Da invariancia dos atratores A,,, para
cada k € N, existe uma solucao global limitada %) : T — X por Uy, . Parat > 0, segue
da continuidade de [0,1] 3 n +— T,(t)z € X uniformemente em subconjuntos compactos
de T* x X que
O (E) = T (), — To(t),

uniformemente para ¢t em limitados de Tt. Agora, construimos uma solucao global por
ug da seguinte maneira. Se 9 := n;,, k € N, dado j € N* existe uma subsequéncia {ni} de
{n7"} e u_j tal que @Z)”i(—j) oy u_; (lembremos que {¢" (—j)} ey estd em Uyep1A4,-)
Da convergéncia de x — T,(1)z para x — Ty(1)x uniformemente em subconjuntos com-

pactos de X segue que, para 0 <17 < j,
YO (=) = T, (1)) (= — i) —> uj = To(i)i—j.

Definindo

>
5O = To(t)uo, para t > 0
To(t +j)u_;, para —j<t<—j+i,jeN*

temos que ¢ : T — X é uma solucio global de {T}, : t € T*} por ug e

B (£) *2X O (1)t € T.
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Como ¢ : T — X ¢é limitada, sua imagem deve estar contida em A, e em particular
ug € Ag. Agora o resultado segue do Lema [3.1.2 O]

Observacao 3.1.6. A hipdtese que W seja compacto no Teorema pode
ser enfraquecida assumindo em seu lugar uma compacidade coletiva, isto €, dada uma
sequéncia {n} em [0,1] com %0 e uma sequéncia {zr} com zy, € A,,, entao {z;}
tem uma subsequéncia convergente. Note que isto implica que existe ng € (0,1] tal que
Upepo, Ay, € limitado. A demonstragdo do Teorema com esta hipotese mais fraca é

inteiramente andloga a demonstracao acima.

Antes de mostrarmos as condigoes para semicontinuidade inferior definamos conjunto

instavel local.

Defini¢ao 3.1.7. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo e y* € X equilibrio. Dado 6 > 0

definimos o conjunto instdvel local W (y*) por
Wy (y*) :={y € Bs(y*) : emiste solugao global ¢, : T — X tal que ,

0,(0) =y, ¢y(1) Tyt e ¢y(t) € Bs(y*) para todo t € T~ }.

Agora damos condigoes para a semicontinuidade inferior.
Teorema 3.1.8. Seja {T,,(t) : t € T" },c0,1) uma familia continua emn = 0 de semigrupos
que satisfaz

a) {T,(t) : t € T" },c0,1) tem um atrator global A,, para cada n € [0, 1].

b) Se &, denota o conjunto das solugoes estaciondrios de {T,(t) : t € T*},c0,1), existe

p € N tal que & = {y;", -+ ,yy"}, para todo n € [0,1].
c¢) Suponha que, para algum § > 0 pequeno,
{Wi'(y;") :m € [0,1]}
é semicontinua inferiormente em n = 0.

d) Ao = _ W(y;").

Entao, {A, :n € [0,1]} € semicontinua inferiormente em n = 0.
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Demonstracao. De d) temos que Ay = U?leu(y;’o). Segue que, se ug € Ay, existe uma
solugao global ¢ : T — X por ug, 1 <1< per & Tt tal que ¢O(—7) € Wi (y,™°).
De ¢), existe u, ™ € Wi (y;") tal que u,” tal que ¢ (0) iimdt #O(—7). Segue de a) e da
continuidade de {7,,(¢) : t € T*},c0,1) em 7 = 0 que

Tn(7)¢(”) (0) — up.

O resultado segue do Lema [3.1.3] [

Assim notamos que a semicontinuidade superior requer condi¢oes muito mais razoaveis

que a semicontinuidade inferior. Fato que devera se repetir no contexto nao-autonomo.

3.2 Estabilidade dos Semigrupos Dinamicamente Gra-

dientes

Nesta segao obteremos uma importante consequéncia da equivaléncia entre os semi-
grupos gradiente e dinamicamente gradientes. Mostrando a estabilidade sob perturbacoes

dos dinamicamente gradientes, obtemos estabilidade dos gradientes.

Consideremos uma familia de semigrupos {7},(¢) : t € T*},c,1]. Comecamos com um
resultado que estende o Lema para a familia {7,,(t) : t € T"},c0,1). Denotaremos
por &, o conjunto dos pontos de equilibrio de {T},(¢) : t € T*}, 01 para cada parametro

n € [0,1].

Lema 3.2.1. Se {T,(t) : t € T*},c01) € continua em n = 0 e os equilibrios y*" € &,,
n € [0,1] sdo tais que y*™" et y*0, entdo dadot € TT e e > 0, existe d > 0 e ny > 0 tais
que {T,(s)y : 0 < s <t,y € Bs(y"")} C Bc(y™") para todo n < n.

Demonstracao. Se, por absurdo, o resultado nao ocorre, podemos dizer que existe uma
sequéncia de parametros {ng ren com ng "2% 0 e uma distancia ¢ > 0, yp € B% (y=™) e
to € T e sequéncia de temos {sy}ren em [0, %] tal que d(T, (sk)yk, y™") > €. Podemos
assumir que s oo sp para algum sy € [0,t0], da compacidade do intervalo. Portanto

d(Ty(s0)y*°, y*°) > €y, 0 que é uma contradigao. O
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Definigao 3.2.2. Diremos que a familia de semigrupos {T,(t) : t € T*},c01 € cole-
tivamente assintoticamente compacta em 1 = 0 se, dadas uma sequéncia 1 com
Nk iy 0, uma sequéncia limitada de pontos {ug}ren em X e uma sequéncia de tempos
{tx tren em TT com ty, PN {T,,. (te)uy : k € N} limitada, entao {T,, (tx)uy : k € N}

¢ relativamente compacta.

Lema 3.2.3. Seja {T,(t) : t € T },ci01) wma familia de semigrupos que é continua e

0. Seja np uma sequéncia em [0, 1]

k—o0

tal que my oo 0, {sktren em T com {sp}ren — 00, Jp :={s € T : s > —s;} e

coletivamente assintoticamente compacta em n

J, = {s € Jy : s <0}. Se, para cada k € N, existe uma solucio &, : J, — X de
{T,,(t) -t € T} e By := Upen &ne (k) € limitado, entdo existe uma subsequéncia (que
novamente denotaremos por &, (s)) e uma solugao global & : T — X de {Ty(t) : t € T}

tal que

Tim €,,(s) = &(s)
para todo s € TT. Além disso, se By := Uy &n(J5) € limitado, &(s) € By para todo
s <0.

Demonstrag¢io. Como {T,,(t) : t € T"},c01) € coletivamente assintoticamente compacto
e By ¢é limitado, existe uma subsequéncia que novamente denotamos por 7 e zg € X tal
que &, (0) = T, (sk)&,.(—sk) — zo. Seja &)-) : TT — X a solucao de {To(t) : t € Tt}
definida por &(t) := Ty(t)xg, t € TT. Com isto, segue

&, (8) = T3, ()&, (0) oy To(s)zo = &o(s),Vs € TT.

Procedendo de maneira andloga, {{;,(—1)} tem uma subsequéncia convergente {1 (—1)
com limite x_;. Definindo &y(s) := To(s + 1)x_q, s € {s € T : s > —1}, temos que
To(D)x_y = limg_,o Tn}c(l)gmi(_l) = limy_, fn}g(O) =x0e:{seT:s>—-1} - X ¢
uma solugao de {Ty(t) : t € TT} com &o(—1) = x_1, &(0) = z0 €

k—o0

Ei(s) =T (s +1)6n (0) == To(s + a1 = &(s), Vs € T, s > —1.

Indutivamente, suponha que tenhamos obtido subsequéncias {gn};}kem 1<i<m-—1,
tais que {7} }ren é uma sequéncia de {7, '}ien e My (—1) Yy 1<i<m-—1le
To(Mz_y =241, 1 <i<m-—1. E claro que & = Tn};(s + 1)x_; converge para uma

solugao de {Tp(t) : t € T*} definidaem {s € T:s> —i}, 0<i<m—1.



101

Agora construimos {n"}°2, uma subsequéncia e {n""'}22, tal que Eym (—m) & con-
vergente, assim denotemos seu limite por z_,,. Temos que Ty(1)z_,, = T_,y1, assim, se
definirmos &y(s) = T'(s + m)x_,,, para s > —m, entdo § : {s € T : s > m} — X é uma
solugao de {Tp(t) : t € T*} com &(—i) = x4, 0 < i < m e {;m(s) converge para &o(s)
para todo s € T, s > —m.

Portanto construimos uma sequéncia {£ }72; e uma solucao & : t € T* com §o(—i) =
x_; paratodoi € N e tal que 577;’5 (s) = &o(s) paratodo s € T. A prova da uiltima afirmacao

do lema decorre da definicao de fecho. n

Corolario 3.2.4. Seja {T,(t) : t € T*},c01) wma familia de semigrupos que € continua
e coletivamente assintoticamente compacta em n = 0. Seja {ng}ren uma sequéncia em
(0,1] tal que my X0 e para cada k € N seja &, : T — X uma solucao global de
{T,,(t) : t € TT}. Se Upen &ne(T) € limitado, entdo para qualquer sequéncia s = {sy}ren
em TT, ewiste subsequéncia de {&,, }ren que denotaremos por {&;, tren € uma solugdo

global &+ T — X de {To(t) : t € T*} tal que

kh_}r& E (4 k) = & (1)
para todo t € T

Lema 3.2.5. Seja {T,(t) : t € T"},ci01) wma familia de semigrupos que € continua e
coletivamente assintoticamente compacta em n = 0. Se {Ty(t) : t € TT} € dinamicamente
gradiente, € = {yf,- - ,y;} € o conjunto de seus pontos de equilibrio, § < dg e B C X €
limitado, existem ng = no(B) € (0,1] e ty = to(d, B) > 0, independente de n € [0,n], tal
que {T,(t)ug : 0 <t <to} N, Bs(y;) # 0 para todo ug € B.

Se, além dessas hipdteses, supomos que o conjunto de equilibro de {T,(t) : t € T*}
€& = {y1" - up"} e maxi<ic, d(y;", yf) =80 podemos substituir y na conclusao

- %,1)
actma por ;.

Demonstracao. Fagamos esta prova por contradi¢ao. Suponha por absurdo que existe 0 <
d < 0, uma sequéncia {zy }reny em B, uma sequéncia {ny } ey em [0, 1] com 7 oo 0, uma
sequéncia {t }ren em TT com t 2% 0 tais que {T,.(s)xr : 0 <s <2, } Ui, Bs(y;) =

0.

Como {T,(t) : t € Tt} € coletivamente assintoticamente compacta em 1 = 0,

N , - . k—oo
passando a uma subsequéncia se necessario, existe y € X tal que T), (tx)zry — y. Como
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{T,(t) : t € T*}, 0,1 € continua em 1 = 0, T,, (t + tp)zy i To(t)y para todo ¢t € TT.
Do Lema existe um t5 € TT e yj € £ tal que d(Ty(t)y,y;) < 0 para todo t > t; e

assim chegamos a uma contradicao. O]

Lema 3.2.6. Seja {T,(t) : t € T*},cp01) uma familia de semigrupos continua e coleti-
vamente assintoticamente compacta em n = 0 . Denote por &, o conjunto das solugoes
estaciondrias de {T,(t) : t € T*},cjo1) € suponha que maxi<i<,d(y;”,y’) =3 0. Se
{To(t) : t € TT} é dinamicamente gradiente, dado 0 < § < &y, existe ng > 0 e &' > 0
(independente de n) de maneira que, se n € [0,m], d(ug,y;") < &, 1 < i < p, e para
algum t; € TT temos d(T,(t1)uo,y;"") > p, entao d(T,(t)uo,y;"") > &' para todo t > t.

Demonstracao. Suponha que, para algum 0 < § < dp, 1 <17 < p, existe uma sequéncia uy
em X, e =50, d(ug, ™) < 1/k e sequéncias oy < 7, em T tais que d(T, (on)ug, y; ™) >

§ e d(T,, (or)ug,y;™) < 1/k. Mostremos que isto contradiz a propriedade (G2) de

{To(t) : t € Tt}. Note primeiramente que o podem ser escolhidos de forma que

k—o0

T, (s)ur € Bs(y;"™) para todo s < oy e, do Lema [3.2.1) 0, — oo. Tomando sub-

)

sequéncias construimos uma solugao global & : T — A tal que &y(t) juant y*. Do fato
de que {Ty(t) : t € T*} é dinamicamente gradiente temos que existe j # i tal que

t—o00

So(t) — ;.

Do fato de que & (t) =5 y; e da construgao de &, existe subsequéncia {n,, } de {n}

e sequéncias {oy,, }, {tx,, } em T, oy, < by, < Th,,, tais que d(T,, (0%, )k, y; ") < p”

e d(T,,, (O, )uk,,,y; ™) > 6. Procedendo exatamente como no passo anterior obtemos
uma solucio & : T — A tal que &(s) =3 y;. Do fato de que {Ty(t) : t € T*} ¢é
dinamicamente gradiente temos que existe y;° € &, y;° & {y;,y;}, tal que & (s) =%y
Continuando com este procedimento chegamos em uma contradicao em um nimero finito

de passos. O

Teorema 3.2.7. Seja {T,(t) : t € T"},ci01) uma familia de semigrupos continua e cole-

tivamente assintoticamente compacta em 1 = 0 tal que
a) {T,(t) : t € Tt} 0,1 tem um atrator global A, para cada n € [0,1] € Uy An €
limitado.

b) {T,(t) : t € T*},c01) tem wm nidmero finito de solugoes estaciondrias E,, para todo

n € [0,1], diy",y°) =30, 1 < i < p. Além disso, existem § > 0 e ng > 0
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tais que a unica solug¢do global de {T,(t) : t € T },c0.1) contida em Bs(y;™") € y;"",
L<i<p, 0<n<n.

c) {To(t) : t € T} € um semigrupo dinamicamente gradiente.

Entao, existe no > 0 tal que, para todo n € [0,n0], o semigrupo {T,(t) : t € T* },cp0]

¢ dinamicamente gradiente.

Demonstra¢ao. Vamos provar por reducao ao absurdo que, para 7 suficientemente pe-

queno, toda solucao global €™ : T — X em A, satisfaz

lim d(&ln(t),y;") = 0, para algum 1 <i < p.

t—o00

*

Note que 3" — 3" =: y* e que existe um § > 0 tal que, para 7 suficientemente

pequeno, se uma solucdo £ : T — X satisfaz d(€M(t),y?) < 0 para todo t > t, e para

t—o0 *,7

algum ¢, € T, entdao M (t) == v Suponha que existe uma sequéncia 7 ¥ 0e

solucdes globais correspondentes £¢*) em A, tais que

sup dist(€#(s), &) > 6,Vt € T+ (3.1)

s>t

para cada k € N. Pelo Coroldrio|3.2.4{tomando subsequéncias £*)(t) iy a0 (t) para cada

t—

t € T onde £© ¢ uma solugdo global em Ay. Como ¢ () == y¥, para algum 1 <i < p,
temos que, dado r € N\ {0} existem ¢, € T e k, € N tais que d(¢¥(¢,),y}) < %, para
cada k > k.. De (B.1), existe ¢, > ¢, tal que d({¥)(t),y;) < & para todo t € [t,, 1) e
d(E™(t,),y7) = 0.

Tomando subsequéncias se necessario, seja £ (t) = lim,_,o, £*7) (¢ +¢.). Entdo, como

n—oo

t —t, % oo, d(€W(t),yr) < § para todo t < 0 e consequentemente £ (t)

t——00
— Y-

Além disso £ () para todo ¢ € T temos que, para cada m € N, existe um instante t,, > 0
e indices k,,, € N tais que d(ﬁ(k”(tm),y;) < % para todo k, > ky,. Novamente, de (3.1),
existem ¢/, > t,, tais que d(§¥m)(t),y7) < & para todo t € [tm,t,,) e d(E*(1,),y7) >
5. Procedendo exatamente como antes obtemos uma solucao €2 : T — X tal que
€@ jpuinte y; e €@ =g yf com | ¢ {i,7}. Em um nimero finito de passos chegamos a
uma contradicdo. Isto prova que existe um 79 > 0 tal que, para toda solucao global £

em A, com 1 < 1, temos que

lim d(£™(t), ") = 0.

t—o00 v
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Para provar que existe um 7; > 0 tal que, para toda solucdo global £ em A, com
n < m, temos que
lim d(€™ (1), y;") =0,

t——o00 ¢
procedemos exatamente da mesma maneira. Isto completa a prova de que, para 7 sufici-

entemente pequeno, {T,,(t) : t € T*} satisfaz (G1).

Vamos provar que, para 7 suficientemente pequeno, {7,,(t) : t € T}, ¢c(0,1) também sa-
tisfaz (G2). Novamente argumentaremos por contradigdo. Usando o Lema suponha
que existe uma sequéncia 7, — 0 e, para cada k € N, pontos de equilibrio y;", - - - Yy

~ . k,i
em &,, e solugoes globais "' em A,, com

: kyi(g) _ %0 : ki (p) _ %0
Jim E8(E) =y e lim E(1) = w4

*n *,M 4 . Eg 3 A 3 3
onde 3" = y.\"; (0 nimero ou ordem dos pontos de equilibrios nas sequéncias acima po-
deriam variar com k mas é sempre possivel uma uniformizacao por passagem a uma sub-
sequéncia). Procedendo como na prova de (G1) construimos uma estrutura homoclinica

para {1} : n € N} e chegamos a uma contradigao. O

Como consequéncia imediata deste teorema obtemos o seguinte resultado de caracte-

rizacao.

Corolario 3.2.8. Sob as hipoteses do Teorema |3.2.7, existe um 1y > 0 tal que

A, = U W (y;"),¥n € [0, m0].

A equivaléncia entre os semigrupos gradientes e os semigrupos dinamicamente gradi-
entes relativos a uma familia disjunta de invariantes isolados, mostrada no Capitulo 2,
juntamente com o Teorema [3.2.7] provam que os semigrupos gradientes relativos a uma

familia disjunta de invariantes isolados sao estaveis por perturbacao. Isto é,

Teorema 3.2.9. Seja {T,(t) : t € T"},cj01) uma familia de semigrupos continua e cole-

tivamente assintoticamente compacto em n = 0. Suponha que

a) {T,(t) : t € T*}yepa tem atrator global A, para cada n € [0,1] e U, Ay €

ne
limitado.
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b) Existen € N tal que A, tem n conjuntos invariantes isolados B, := (21, Zay, * , Zny)

para todo 1 € [0,1] e sup, <, [disty (i, Zip) + disty(Zio, Ziy)] =90.

c) {To(t) : t € T} € wm semigrupo gradiente relativamente o Eg.

Entao existe ng > 0 tal que, para todo n < no, {T,(t) : t € T*} € um semigrupo gradiente

relativamente a Z,,.

3.3 Caso Nao-Autonomo

Nesta segao faremos apenas comentdrios gerais, sem provas, acerca dos resultados
obtidos por Carvalho, Aragao-Costa et al (em [6],[2], [9]) que generalizam os resultados
acerca de continuidade deste capitulo. A saber, a continuidade de atratores para o caso

nao-autonomo e a estabilidade de processos dinamicamente gradientes sob-perturbacao.

Primeiramente para se obter a semicontinuidade superior de uma familia de atratores
{Sn(-,-) :m € N}, com N = NU {oo}, pedem-se hipdteses razodveis: os processos Sy(-, ")
convergem de maneira uniforme em compactos para Se(+, ), a unido dos atratores é pré-

compacta e os atratores sao uniformemente limitados para tras.
Teorema 3.3.1. Seja {S,(-,-) : n € N} uma sequéncia de processos com atratores pullback

{A,(-,-) : n € N}. Suponha que valem

(i) Sup,epo 1) SUPzex A(Sn(t,t — T)x, Seo(t,t — 7)) — 0 quando n — oo para cada
t, T € R ex € K compacto.

(ii) U,en An(t) € compacto para cada t € R

(i11) Upex Us<y An(s) € limitado para cada t € R.

Entio {A,(-,-) : n € N} € semicontinua superiormente.

O seguinte resultado adiciona hipoteses sobre a estrutura do atrator pullback para

garantir semicontinuidade inferior, e consequentemente a continuidade.
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Teorema 3.3.2. Seja {S,(-,-) : n € N} uma familia de processos com atratores pullback

associados A, (+). Assuma que vale as Hipdteses (i) — (iii) do Teorema|3.3.1. Se valem

e Eriste uma sequéncia de familias de invariantes isolados limitados para trds { E7(-) } jen

de Soo(+,+) tal que

Anc(t) = U WHE 0.

e Para cada j € N existe uma sequéncia {E7 ,(+) tnen onde E5, € uma familia invari-

ante de subconjuntos limitados para trds de S, (-,-), e um t; € R tal que

sup DistH(E;n(t), B (1)) =20, e
tgtj
e O conjunto instdvel local de E7,(-) se comporta continuamente quando n — oo,
isto €, para cada j € N, existe 0; > 0 e t; € R tal que
sup Disty (W5, (E7,)(t), W5, (E7)(t)) — 0 quando n — oc.

t<t;
Entao a familia {A,(-) : n € N} € continua quando n — oo, isto €,

Disty(Ax(t), An(t)) — 0 quando n — oo.

Em [7], Carvalho apresenta a demonstragao dos Teoremas e

Agora, no que tange a estabilidade dos processos de evolucao dinamicamente gradien-
tes, Carvalho apresenta em [9] a estabilidade de pertubargdes nao-autonomas de processos
de evolugao dinamicamente gradientes relativos a um conjunto de equilibrios. Ainda, em
[2], Aragao-Costa mostra a continuidade da decomposigao de Morse e fun¢ao de Lyapunov

em si para perturbagoes nao-autonomas de processos.
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