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Resumo

Neste trabalho, discutiremos o Problema do Isomorfismo (Iso) e a Propriedade do
Normalizador (Nor), duas questdes de destaque na teoria de anéis de grupo integrais.
Investigaremos estas questoes em duas classes de grupos finitos determinadas por cen-
tralizadores, a saber, os CN-grupos e os CIT-grupos.

Estes grupos além de serem estruturalmente conectados sao historicamente impor-
tantes, pelo papel fundamental que desempenharam no esforco que desenvolveu-se em
boa parte do século passado na classificacao dos grupos simples.

A propriedade do normalizador obteve resposta positiva em varias classes de grupos.
Nesse trabalho, vamos mostrar que esta questao tem resposta positiva para a classe dos
CIT-grupos e como consequéncia, concluiremos que a classe dos CN-grupos também
é uma solucao a questao. Ademais, apresentaremos nossas consideragoes quanto ao

isomorfismo nessas classes de grupos.

Palavras-chave: Anéis de Grupo Integrais; Problema do Isomorfismo; Propriedade do
Normalizador; CIT-Grupos; CN-Grupos.



Abstract

In this work, we will discuss the isomorphism problem (Iso) and the normalizer pro-
perty (Nor), two central questions in theory of integral group rings. We will investigate
these questions in two classes of finite groups determined by centralizers, namely the
CN-groups and the CIT-groups.

These groups in addition to being structurally connected, are historically important
because of the fundamental role they played in the effort that was developed in much
of the last century in the classification of simple groups.

The normalizer property obtained positive response in several classes of groups.
In this work, we will show that this question has positive response to the class of
CIT-groups and as a consequence, we will conclude that the CN-groups class is also
a solution to the question. Besides, we will present our considerations regarding iso-

morphism in these classes of groups.

Keywords: Integral Group Rings; Isomorphism Problem; Normalizer Property; CIT-
Groups; CN-Groups.
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Capitulo 1

Introducao

A dissertacao ora apresentada investiga dois temas de grande importancia na teoria
dos anéis de grupo, o Problema do Isomorfismo (Iso) e a Propriedade do Normalizador
(Nor).

Dados um grupo G (ndo necessariamente finito) e R um anel comutativo com
identidade, determinamos um novo anel chamado anel de grupo e denotado por RG,
o qual consiste de um médulo livre tendo os elementos do grupo G como base e os
elementos do anel R como coeficientes, além de ter a operacao multiplicacao entre seus
elementos, que ¢é definida a partir da propriedade de distributividade. Neste trabalho,
G denotard um grupo finito e R um anel com identidade (a menos de casos explicitos) e
Z.G denotara os chamados anéis de grupo integrais, isto é, em que o anel de coeficientes
considerado é o dos inteiros.

O Conceito de Anel de Grupo apareceu implicitamente no artigo de A. Cayley
[Cay54]. Em torno a pesquisa acerca da estrutura das dlgebras e da representacao de
grupos, ganhou destaque notadamente em meados do século X X, tornando-se uma
importante area de pesquisa em &lgebra. Situando-se na fronteira entre a Teoria dos
Grupos e a Teoria dos Anéis, o estudo dos anéis de grupo tem, a cada dia, ganhado
mais atencao, em muito, por suas aplicagoes praticas, como é o caso do uso em Teoria
de Cédigos de Erro.

Dentre as muitas questoes importantes em teoria de anéis de grupo, uma questao
central é o Problema do Isomorfismo, conhecido como (ISO), que consiste em verificar
quando um grupo é determinado pelo seu anel de grupo, ou seja, dados dois grupos G e
H e um anel com identidade R, serd que a existéncia de um isomorfismo RG ~ RH im-
plica em G ~ H? Desde 1940, esta questao vem sendo discutida, a partir dos trabalhos

de G. Higman com diversos anéis de coeficientes, entretanto, varios resultados relevan-



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

tes foram obtidos utilizando-se o anel dos inteiros, e assim, a questao do isomorfismo
tornou-se uma conjectura para anéis de grupo integrais:
Conjectura (Iso): Os grupos finitos sao determinados via isomorfismo pelos seus

anéis de grupo integrais, isto €, se G € um grupo finito entdao
272G ~7ZH — G ~ H.

Na teoria de anéis de grupo, uma questao de destaque é a chamada Propriedade
do Normalizador, conhecida como (Nor). Denotamos por U = U(ZG) o grupo das
unidades do anel de grupo integral ZG, por Z(U(ZG)) o centro de tal grupo e por
Ny(G) o normalizador de G no grupo das unidades de ZG. Claro que G e Z(U(ZQ))
estao contidos em Ny (G), e portanto o produto G - Z(U(ZG)) esta contido em Ny (G).
Dizemos que um grupo G satisfaz a propriedade do normalizador quando o normaliza-
dor de G no grupo das unidades de seu anel de grupo integral ZG é o menor possivel,

isto é, o produto de G pelo centro do grupo das unidades de seu anel de grupo integral,
Ny(G) =G - Z(U(ZG)).

Inicialmente, (Nor) foi apresentada como conjectura:

Conjectura (Nor): Seja G um grupo finito. Entao
Ny(G) =G - Z(U(ZG)).

Nesse sentido, D. Coleman [Co64], em 1964, mostrou que os p-grupos satisfazem
(Nor) e, consequentemente, estendeu esse resultado para os grupos nilpotentes. Pos-
teriormente, S. Jackowski e Z. Marciniak [JaM87], em 1987, mostraram que os grupos
que possuem um 2-subgrupo de Sylow normal satisfazem (Nor), e assim concluiram
que (Nor) é valida para grupos de ordem {mpar, direcionando, a partir dai, os rumos
de investigacao de (Nor) para grupos de ordem par.

M. Manzur [Ma95], em 1995, revelou uma relagdo entre o problema do isomorfismo
e a propriedade do normalizador no que diz respeito a algumas extensoes infinitas de

grupos finitos, como segue no teorema abaixo:

Teorema 1.0.1 (Manzur, [Ma95]) Se G € um grupo finito e C* representa um grupo
ciclico infinito, entdao o problema do isomorfismo para Z(G x C*) tem resposta afir-
mativa se, e somente se, tem resposta afirmativa para G e vale a conjectura do norma-

lizador em G.
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O resultado de Manzur deu ainda mais relevancia a (Nor) e percebeu-se que, no
contexto dos grupos infinitos, encontrando-se um contraexemplo para (Nor) era possivel
obter um contraexemplo para (Iso). Nesse sentido, em 2001, M. Hertweck [Her01],
conseguiu uma generalizacao do resultado de Manzur, para extensoes finitas de G e,
entao, fazendo uso de tal generalizacao, apresentou um contraexemplo para as duas
questoes. Sendo assim, ambas as questoes perdem o status de conjectura, porém, nao
a relevancia, porque, a partir de entao, o objetivo desta linha de pesquisa tornou-se
a busca das classes de grupos que satisfazem (Nor) e/ou sao determinados pelos seus
anéis de grupo integral, satisfazendo (Iso).

Um grupo finito G é chamado CN-grupo se o centralizador em G de todo elemento
nao identidade é um subgrupo nilpotente. Os CN-grupos sao completamente classifica-
dos e formam uma classe de grupos importante historicamente, em especial, por terem
desempenhado papel decisivo no processo de construcao da prova do Teorema da Or-
dem fmpar: todo grupo de ordem impar € soluvel; e de classificagao dos grupos simples.
Um dos maiores trabalhos nesse sentido foi feito, em 1960, por W. Feit, M. Hall e J.
Thompson [FHT60], quando eles estabeleceram a solubilidade de todos os CN-grupos
de ordem fmpar. Outro trabalho de destaque foi feito por M. Suzuki [Su61], em 1961,
ao determinar completamente todos os CN-grupos nao soltveis e, ao faze-16, descobriu
uma familia de grupos simples que leva seu nome, os chamados Grupos de Suzuki.

Um grupo finito de ordem par G é dito CIT-grupo se o centralizador em G de
toda involugao é um 2-grupo. Os CIT-grupos também se destacaram na classificacao
dos grupos simples, onde foram estudados e classificados por M. Suzuki em [Su61] e
[Suz61]. M. Suzuki mostrou que um grupo nao solivel G é um CN-grupo se, e somente
se, ¢ um CIT-grupo. Dai, a existéncia de uma intersecao entre estas duas classes de
grupos.

Um grupo finito G’ que contém um subgrupo nao trivial H tal que H Nz *Hx = 1,
para todo x € G'\ H é chamado grupo de Frobenius. Petit Lobao [Pe01], em 2001, teve
sucesso em mostrar que a classe dos grupos de Frobenius é uma solugao para (Iso).
Em 2002, Petit Lobao e Polcino Milies [PeP02], mostraram que os grupos de Frobenius
também satisfazem a (Nor). Esta classe de grupos tem um papel relevante na teoria
geral de grupos e representam uma subclasse da imensa variedade de grupos de per-
mutacao transitivos. Nao existe uma conexao aparente de CN-grupos e CIT-grupos
com os grupos de Frobenius, mas os grupos de Frobenius aparecem internamente na
estrutura destes grupos. Assim, é natural buscar estender as investiga¢oes do Isomor-
fismo e do Normalizador aos CN-grupos e aos CIT-grupos.

Nesse trabalho, vamos utilizar as técnicas empregadas por Petit Lobao e Polcino



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

Milies para mostrar que os CIT-grupos constituem uma solugao a (Nor). Como con-
sequéncia, obteremos que os CN-grupos também sdo uma solucao a questao. Além
disso, vamos expor nossas considerac¢oes quanto a investigacao de (Iso) nestas classes
de grupos.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma: No segundo capitulo, faremos
uma exposicao preliminar de definigoes e resultados de teoria dos grupos, destacaremos
alguns grupos de permutacao necessarios ao corpo desse trabalho e faremos uma revisao
de literatura dos conceitos, das propriedades e dos resultados que dizem respeito aos
CN-grupos e aos CIT-grupos que sao de nosso interesse. Nesse capitulo preliminar, os
resultados sao apresentados sem demonstracao.

No terceiro capitulo, introduziremos definicoes e resultados iniciais da teoria de anéis
de grupo, apresentaremos o grupo das unidades triviais do anel de grupo integral, a
propriedade do normalizador, bem como os resultados fundamentais desta questao que
sao importantes a teoria e ao nosso trabalho. Por fim, abordaremos o problema do
isomorfismo apresentando conceitos, propriedades, uma lista de grupos que satisfazem
a questao e abordaremos as conjecturas de Zassenhaus.

Finalmente, o quarto capitulo, parte principal de nosso trabalho, é direcionado a
investigar a propriedade do normalizador e o problema do isomorfismo para as classes
dos CIT-grupos e dos CN-grupos. Mostraremos que estas duas classes de grupos sao
solucoes a questao do normalizador e faremos nossas consideragoes quanto ao isomor-

fismo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Grupos

Apresentaremos nesta sessao definicoes e resultados importantes da teoria dos gru-
pos que sao relevantes no corpo deste trabalho. Para nossos fins G denotara sempre

um grupo finito. Para uma leitura aprofundada veja [Rot95], [Sc64] e [Go80].

Definicao 2.1.1 Dados dois elementos g e h de um grupo G, o comutador de g e h

€ o elemento

lg.h] =g 'h~'gh e G.
Chamamos subgrupo derivado de G ao subgrupo gerado
G'= [Gv G] = <[97h] t g.he G>
O lema seguinte, diz que G’ é o menor subgrupo normal de G tal que o quociente

é abeliano.
Lema 2.1.1 Sejam G um grupo e H I G. Entao:

(i) G' 4G,

(i) & € abeliano;

(iti) £ ¢ abeliano se, e somente se, G' < H.

Se X e Y sao subconjuntos de um grupo G escrevemos XY para o subconjunto

constituido de todos os produtos zy com x € X e y € Y. Assim,
XY ={zy : ze X,ycY}.

5
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Se X;,1 <1 < n sao subconjuntos de GG, definimos o subconjunto X --- X, de modo
analogo ao caso n = 2. Uma propriedade importante é que XY = Y X se, e somente
se, XY é um subgrupo de G. Se G é gerado por X e Y, entao escrevemos G = (X,Y)

ou simplesmente G = XY

Definicao 2.1.2 Sejam G,...,G, grupos. Considere o conjunto
Gl Xoeee XGn:{(gla"'7gn) : ngqu 1 Slén}a
Com a multiplicacao coordenada

(917~--,9n)'(h1,---,hn):(91'h17~--,9n'hn)-

Este conjunto, munido desta operagao assim definida, € um grupo, chamado produto

direto externo dos grupos Gy, ...,G,.

Definicao 2.1.3 Sejam H e K dois subgrupos de um grupo finito G. Dizemos que G
¢ o produto direto interno de H e¢ K, e escrevemos G = H x K, se as sequintes

condicoes valem:

(i) G =HK;

(ii)) HN K = {1},
(i) H<G e K<G.

De modo intuitivo, se {H;};cr é uma familia de subgrupos normais de um grupo
G, entao G é chamado produto direto interno dos subgrupos {H;}ic; e escrevemos

G = [L,c; Hi, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) G = (H; : i€ I);isto é, todo elemento g € G pode ser escrito como o produto

de um nimero finito de elementos dos subgrupos {H; }ier;
(i) H;N(H; : jel, j#1i)= {1} para todo indice i € I.
Teorema 2.1.1 Sejam K e H subgrupos de um grupo finito GG. Entdo
(i) K x H € abeliano se, e somente se, K e H sao abelianos;
(i) K x H € isomorfo a H x K;

(ii) Se K e H sao grupos ciclicos com ordens relativamente primas entio K x H €

ciclico.
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Definicao 2.1.4 Sejam G um grupo, N < G e H < G. Dizemos que G ¢ o produto

semzidireto de N por H e escrevemos G = N x H se valem:
(i) G=NH;
(i) ¥ g € G, g =nh para inicosn € N, h € H;
(i) NN H = {1}.
Se G = N x H entdo H ~ &, Além disso, H é chamado complemento de N e se G

¢ finito entdo |G| = [N|[G : N] = |N||H]|.

Definicao 2.1.5 Sejam G um grupo, N < G e H um grupo. Dizemos que G é o
produto semidireto externo de N por H e escrevemos G >~ N x H se existe Hy
subgrupo de G tal que Hy ~ H e G = N x H;.

Definicao 2.1.6 Um subgrupo H de um grupo G diz-se um subgrupo caracteristico
se (H) = H, para todo automorfismo ¢ : G — G. Para indicar que H é um subgrupo

caracteristico de G escrevemos HcarQG.

Sejam G um grupo e HcarG. Restringindo os automorfismos internos de G a H,
vemos que H é um subgrupo normal. Segue-se que todo subgrupo caracteristico é

normal.

Definicao 2.1.7 Um subgrupo N de um grupo G € dito subgrupo de Hall se sua

ordem e indice em G sao relativamente primos, isto €, mdc(!N| , G N]) =1.

O proximo resultado garante que se um grupo G contém um subgrupo de Hall

normal N, entao G' decompoe-se em um produto semidireto G = N x H, para algum
H<G.

Proposicao 2.1.1 (Schur-Zassenhaus) Sejam G um grupo e N um subgrupo de
Hall normal de G. Entao existe um subgrupo H de G tal que G = N x H.

Definicao 2.1.8 Um subgrupo G ¢é chamado metaciclico se contém um subgrupo

normal A tal que A e % sao ciclicos.

Definicao 2.1.9 Um grupo G dado pela relagao:
G={(hk | =k =m m?>=1, k'hk=h")

¢ chamado grupo de quatérnios generalizado. No caso em que a =2 (|G| = 8)

ele é chamado grupo de quatérnios.
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Definicao 2.1.10 Seja G um grupo. Um elemento G > x # 1 € dito uma tnvolugao

sex®=1.

Definicao 2.1.11 Dado um subgrupo H de um grupo G, chama-se normalizador de

H em G ao conjunto
No(H)={geG : H =g 'Hg= H}.
O normalizador de H em G é o maior subgrupo de G em que H é normal.

Definicao 2.1.12 Dado um subgrupo H de um grupo GG, chama-se centralizador de

H em G ao conjunto
Co(H)={9€G : gh=hgVhe H}.

Em particular,
Co(x)={g9g€G : gx=uxg}, Vxeq.

Definicao 2.1.13 Seja G um grupo. O conjunto
Z(G)={9€G : gr=xg, Vo € G}

chama-se centro de G.

O centro de G é um subgrupo caracteristico de G que goza da seguinte propriedade:

Z(G) = () Ca(x).
zeG
Definicao 2.1.14 Dado g € G, chama-se classe de conjugacao de g em G ao
conjunto
C, = {a7lgz=9¢" : x€G}.

Dados ¢1,92 € G dizemos que g; é conjugado de g, em G ou que g; e go estao
na mesma classe de conjugacao em G e escrevemos g; ~ gs se, existir x € G tal que
g1 = g5. Por outro lado, dois elementos distintos a,b € GG definem o mesmo conjugado

de g € G se, e somente se,

alga=b"lgb & g=ablgba' = (ba ') tg(bat)
& ba € Cqlg).
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Assim, temos que

G|
|Cy| = =[G : Ca(g)]-
"1 [Calo)
Sejam xq,xs,...,2T; 0s representantes de todas as classes de conjugacao de G e

seja n; = |C,,|. Como estas classes formam um recobrimento disjunto de G, temos a

seguinte equacao das classes:
|G| =n1+n2+ ...+ n. (2.1)

Note que um elemento x; € G é central se, e somente se, sua classe de conjugagao
C,,, consiste de um unico elemento, ele préoprio, de modo que o nimero de inteiros
n; que sdo iguais a 1 na equacao 2.1 é precisamente igual a |Z(G)|. Assim, também

podemos escrever a equacao 2.1 da seguinte forma:

G| =12(G)| + ) i (2.2)

n;>1

Definicao 2.1.15 Seja G um grupo e a € G. Dizemos que a é um elemento de

torcao de G se existirn € N tal que a™ = 1. O conjunto
TG)={aeG : o(a) < +oo}

¢ um subgrupo chamado subgrupo de torg¢ao de G. Se T'(G) = {1} entao G € dito

grupo livre de torcao.

Seja p um inteiro primo. Um grupo finito G diz-se um p-grupo se sua ordem ¢ uma
poténcia de p e um elemento g € G diz-se um p-elemento se sua ordem o(g) é uma
poténcia de p. Em um p-grupo todo elemento é um p-elemento. Seja G um grupo finito
de ordem |G| = p™m, onde p denota um inteiro primo e m,n € N com m nao divisivel
por p. Como a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo, um p-subgrupo de G
nao pode ter ordem maior que p". Assim, um subgrupo de ordem p” deve ser maximal

no conjunto dos p-subgrupos de G.

Definigao 2.1.16 Seja G um grupo de ordem |G| = p"m, em que p { m € um inteiro

primo. Um subgrupo de G de ordem p" chama-se um p-subgrupo de Sylow de G.

O proximo teorema apresenta uma caracterizagao dos p-subgrupos de Sylow de um

grupo G.

Teorema 2.1.2 Seja G um grupo de ordem |G| = p"m, em que p € um inteiro primo
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que nao divide m. Entao:
(i) G tem ao menos um p-subgrupo de Sylow;

(11) Se n, denota o nimero de p-subgrupos de Sylow de G entao

n, =1 (mod p) en, | m;

(iii) Todo p-subgrupo de G estd contido em um p-subgrupo de Sylow de G;

(iv) Todos os p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados.

Definicao 2.1.17 Um grupo G € dito solivel se contém uma série de subgrupos dis-

tintos
1=H <H, <...<H,=G

tal que, cada subgrupo H;_1 é normal em H; e os grupos quocientes Hlj_il, 1<i<n,

sao abelianos. Tal série de subgrupos de G é chamada série subnormal abeliana
de G.

G

5 Sao soluveis, entao G

Teorema 2.1.3 Seja H um subgrupo normal de G. Se H e

€ soluvel.

Definicao 2.1.18 Um grupo G diz-se nilpotente se contém uma série de subgrupos

distintos

tal que cada subgrupo H; é normal em G e cada quociente Hil esta contido no centro
Z,

G .
dEm,nggn.

Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série central de G. O menor nimero
natural n € N tal que H, = G chama-se classe de nilpoténcia de G. Um fato
importante é que subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes sao nilpotentes.
Além disso, todo p-grupo finito e todos os produtos diretos finitos de grupos nilpotentes

sao nilpotentes.

Definicao 2.1.19 O subgrupo gerado por todos os subgrupos mnormais nilpotentes de

um grupo G € chamado subgrupo Fitting de G e denotado por Fitt(G).

Uma caracteristica importante e particular dos grupos nilpotentes é que, todo sub-

grupo de Sylow de um grupo nilpotente é normal, além disso, todo grupo nilpotente
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decompoe-se em produto direto de seus subgrupos de Sylow. Apresentamos esta ca-

racterizacao dos grupos nilpotentes no préoximo teorema.

Teorema 2.1.4 Seja G um grupo finito. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalen-

tes:
(i) G € nilpotente;
(ii) Todo subgrupo de Sylow de G € normal;

(iii) G € produto direto dos seus subgrupos de Sylow.

Definicao 2.1.20 Sejam G um grupo e X um conjunto ndo vazio. Dizemos que G
age sobre X se existir uma aplicagio 7 : G x X — X, com 7(g,x) = gx, atendendo

as condicoes:

1. lx =2, Vo € X.

2. 91(g27) = (q192)x, Vg1,92 € G, v € X.

A aplicagao 7 € chamada agao de G sobre X e X é chamado G-conjunto. Se

é
n = |X|, entdo n é chamado o grau do G-conjunto X. Se X for infinito entdo ele é
um G-conjunto de grau infinito. O grau de um G-conjunto também € o chamado grau

do grupo G.

Sejam G um grupo, X um G-conjunto e um elemento x € X. Chamamos de
estabilizador de xz em G e denotamos por stbg(z), ao conjunto de todos os elementos

de G que fixam z, isto é,
stabg(x) = {g € G : gr = z}.

O stabg(x) é um subgrupo de G. Para cada z € X, chamamos de érbita de x ao

conjunto

orb(z) = {gz : g€ G}.
Exemplo 2.1.1 A aplicacio f : G x G — G definida por
(9,2) = g" = 1" ga,
¢ uma ac¢ao, chamada Ag¢ao Conjgugacao. Veja que, para todo x € G temos

stabg(x) = Cg(x) e orb(z) = {g¢° : g € G}.
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Dados um grupo G e um G-conjunto X, existe uma relagao entre o estabilizador e
a orbita de um elemento x € X. O Teorema da 6rbita e do estabilizador garante que

o tamanho da orbita de = é o indice de seu estabilizador no grupo G.

Teorema 2.1.5 (Teorema da érbita e do estabilizador) Sejam G um grupo e X

um G-congunto. Entao para cada x € X,

lorb(z)| = [G : stabg(z)].

2.2 Grupos de Permutacao

Nesta secao faremos uma breve abordagem sobre os grupos de permutagao, apresen-

tando alguns grupos e resultados, sem demonstragao, necessarios ao desenvolvimento

do trabalho.

Definicao 2.2.1 Uma permutacao de um conjunto nao vazio X € uma bijecao 7 :
X — X. O conjunto S(X) = {r : X — X, todas as permutacoes de X} munido da

composicao de fungoes € um grupo, chamado grupo de permutacoes de X.

Se 7, p € S(X), escrevemos a composi¢ao 7 o p simplesmente pela justaposi¢ao mp.

Se X ¢ finito, com n elementos, entao escrevemos S(X) = S,.

Definicao 2.2.2 Uma permutacao m© € S, € dita um r-ciclo se existem elementos

distintos ay,...,a, € {1,...,n} tais que
w(ay) = az, w(az) =as,..., 7(a,_1) = a,, 7(a,) = ay,
e tais que

() =7, Vje{l,....,n} \ Aa,...,a},

tal r-ciclo € denotado por (ay ...a,) e o nimero r é chamado o comprimento do ciclo.

Os 2-ciclos sao também chamados transposigoes.

Uma propriedade importante é que, todo elemento de S, pode ser expresso por
um produto de transposigoes (esta escrita nao é necessariamente tnica), isto é, S,, =

({transposigoes}).

Definicao 2.2.3 Um elemento m € S,, é uma permuta¢cao par quando T Se escreve

como um produto de um numero par de transposi¢coes. Analogamente, um elemento
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s

T € S, € uma permutagao impar quando ™ se escreve como um produto de um

numero impar de transposicoes.

Definicao 2.2.4 Seja S,, um grupo de permutacdo. Seja
A, ={0 €S, | o épermutacao par}.

Temos que A, € um subgrupo de S, de indice 2 denominado grupo alternado ou

grupo das permutacoes pares.

Uma caracteristica importante dos grupos alternados A,,, é que eles sao simples
para n > 5. Como As e Az sao trivialmente simples, temos que A, é simples para
n # 4.

Seja G um grupo de permutacao e X um G-conjunto. Dizemos que G age transiti-
vamente sobre X ou, simplesmente, que G ¢ um grupo transitivo se, para quaisquer

x,y € X, existir ¢ € G com gr = y ou, equivalentemente, se
X =orb(x),V z € X.

Dizemos que GG é um grupo semitransitivo se todas as orbitas tém o mesmo com-
primento. Ainda, se stabg(x) = {1} para todo z € X entdo G é dito grupo semirre-
gular. Se GG ¢é semirregular e transitivo entao GG ¢ dito grupo regular.

Dizemos que um grupo de permutagao G agindo sobre um G-conjunto X é k-
transitivo se, dadas duas sequéncias (x1,...,2g), (y1,-..,yx) arbitrarias de elementos

de X, existir um elemento o € G tal que

oxr; = Y;, VZ:L,IC

2.2.1 Grupos de Zassenhaus

Os grupos de Zassenhaus, em homenagem a Hans Zassenhaus, constituem uma
classe de grupos de permutacao 2-transitivos, historicamente importantes por conter
familias infinitas de grupos simples. Os grupos de Zassenhaus contribuiram para a
classificagao dos grupos cujos 2-subgrupos de Sylow sao diedrais, os grupos com 2-
subgrupo de Sylow abelianos e os grupos cujo centralizador de todo elemento nao-
identidade é nilpotente. Gracas a Hans Zassenhaus, M. Suzuki e W. Feit, os grupos de
Zassenhaus sao completamente classificados, como podemos ver em [HuB82] Capitulo

X1I. e [Go80] Capitulo XIII.
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Definicao 2.2.5 Um grupo de permutacao G agindo sobre um conjunto finito X € dito

ser um grupo de Zassenhaus se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. G € 2-transitivo,
2. Todo 1 # g € G fiza no maximo 2 pontos de X ;

3. G nao tem subgrupo normal regular.

Exemplo 2.2.1 Em geral, obter exemplos de grupos de Zassenhaus ndao € uma tarefa
facil, mas encontramos uma infinidade de grupos de Zassenhaus quando analisamos os

grupos alternados simples, por exemplo, As e Ag sao grupos de Zassenhaus.

Observacao 2.2.1 Os grupos de Zassenhaus sao chamados Z-grupos. Seja G um
grupo de Zassenhaus agindo sobre um conjunto de m + 1 elementos X. Se n € par
entao G € dito um grupo de Zassenhaus de grau impar ou simplesmente um ZT-grupo.
Nesse caso, em 1961, M. Suzuki, a saber [[Su61] Parte I Teorema 1], mostrou que G

¢ um grupo simples cujo centralizador de toda involugcao € um 2-grupo.

2.2.2 Grupos de Frobenius

Um grupo de Frobenius é um grupo de permutacao transitivo G que nao é
regular, isto é, o estabilizador em G, de todo elemento de um G-conjunto é nao trivial.
Assim como os grupos de Zassenhaus, os grupos de Frobenius representarem uma classe
de grupos de permutacao transitivos relevante em teoria dos grupos. Uma leitura
aprofundada sobre os grupos de Frobenius pode ser feita em [Go80] e [Sc64].

Uma definicao alternativa para grupos de Frobenius é a seguinte:

Definigao 2.2.6 Um grupo finito G é chamado grupo de Frobenius se contém um

subgrupo nao trivial H tal que H N H* = 1, para todo x € G\ H, onde
H*={z'hz : € G\ H, h€ H}.

Uma observacao importante é que nenhum grupo abeliano G' é um grupo de Fro-
benius, pois nesse caso H N H* = H, qualquer que seja H subgrupo de G e x em G.
Ademais, o subgrupo H da Defini¢ao 2.2.6 nao é normal. Uma caracterizagao dos gru-
pos de Frobenius é apresentada no teorema seguinte e sua demonstragao encontra-se
em [Go80] Teorema 7.6.
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Teorema 2.2.1 Sejam G um grupo de Frobenius e H um subgrupo tal que HNHI =1,
para todo g € G\ H. Escreva H* = H \ {1}. Entao:

(i) K = G\ (U,eq (H)®) € um subgrupo caracteristico de G, mde(|K|, |[H|) =1 e
G=KxH.

(i) K € nilpotente.

(i1i) Se |H| € par, entao existe um tunico elemento z de ordem 2 em H, este elemento

é central em H e z~*kz = k™, para todo k € K. Ademais, K € abeliano.

(iv) Se h='kh =k, para h € H* ek € K, entao k = 1. Isto é, a agdo de H* em K é

livre de ponto fixo.

O subgrupo K do Teorema 2.2.1 é unicamente determinado e é chamado nicleo
de Frobenius de G. Um subgrupo H tal que G = K x H é chamado complemento
de Frobenius de G.

Exemplo 2.2.2 O grupo alternado Ay € um grupo de Frobenius. Com efeito, Ay € um

grupo de ordem 12 cujo unico subgrupo normal nao trivial é o subgrupo
K ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)},

que € isomorfo ao grupo de Klein Zo X Zo. O grupo Ay possui exatamente quatro sub-
grupos de ordem 3 todos eles conjugados entre si. Além disso, Ay possui trés subgrupos
de ordem 2 todos eles conjugados entre si, mas Ay nao possui subgrupos de ordem 6.

Temos que a permutagao (123) € Ay gera o subgrupo
((123)) = {1, (123), (132)}.

Ademais, KN{(123)) = {1} e Ay = K x{((123)) € um grupo de Frobenius com nicleo

de Frobenius K e complementar de Frobenius ((123)).

2.2.3 Grupos de Camina

Agora faremos uma exposicao, de forma sucinta, dos grupos de Camina. Estes
grupos, constituem uma generalizacao dos grupos de Frobenius e foram introduzidos
por A. R. Camina, em 1978, [Ca78|. Os grupos de Camina apresentam uma estrutura
peculiar: toda classe lateral nao trivial do subgrupo derivado consiste de elementos

conjugados.
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Definicao 2.2.7 Um nicleo de Camina em um grupo finito G € um subgrupo nor-
mal proprio K tal que se g € G\ K entao g € conjugado a gk em G, para todo k € K.
Em outras palavras, a classe lateral gK de todo elemento g € G\ K € uma classe de

conjugacao.

Sejam K e K, nucleos de Camina de um grupo G e fixemos g € G — {K; U K, }.
Dado k; € K; temos que g é conjugado a gk; em G. Logo, existe x € G tal que
gk1 = ¢*. Mas, desde que K5 é o nicleo de Camina de G, existe ky € Ky tal que
g° = gky. Dali, obtemos que,

gklzgx:gkg = ]fl :]{52.

Portanto, K; C K5. De modo analogo, Ky C K, e portanto K; = K5. Logo, o nicleo
de Camina de um grupo finito G é tnico.
Se K é o nticleo de Camina de um grupo finito G, entao paratodo k € K e g € G\ K,

tem-se que g é conjugado a gk em G. Logo, existe x € G tal que
gk=g"=a""'gr = k=g a7 gz =[g,2] € G

Portanto, K C G’. Se G’ é o nucleo de Camina de GG, entao dizemos que G é um grupo

de Camina

Exemplo 2.2.3 Considere o grupo dos quatérnios de ordem 8
Qs = (i,j, k : i* =35 =k*=—1=ijk)

de subgrupos:
Hl = QB; H2 = {1}7 H3 = {17_1}7 H4 = {17_17i7_i}7 H5 = {17_17j7 _J} e
H6 - {1,-1,]6’, —k}

As classes de conjugacao em Qg sao:
Cl = {1}, Cfl = {—1}, C,L = {Z, —Z}, Cj = {], —j} e Ck = {k, —k}

Agora veja que Q5 = {1,—1}. Logo, se g € Qs \ Qf, entao Cy = gQ%. Portanto, Qs €

um grupo de Camina.

Exemplo 2.2.4 Considere o grupo diedral de ordem 8

Dy={(a,b : a*=1="0% bab=a"")



CAPITULO 2. PRELIMINARES 17

de subgrupos:
H1 = D4, H2 = {1}, H3 = {1,(1,&2,CL3}, H4 = {1,b}, H5 = {1,ab}, H6 = {1,&2(7},
H; ={1,a°h} e Hg={1,a*}.

as classes de conjuga¢ao em Dy sao:
C, = {1}, C, = {a,a®}, C,2 = {a®}, C, = {b,ab}, Cyu2y, = {a®b,a’b}.

Temos que D)y = {1,a*}. Note que, para todo g € D,\ D}, tem-se C, = gD}. Portanto,

Dy € um grupo de Camina.

Observe que, na Definicao 2.2.7, o nicleo de Camina K de um grupo finito G é
sempre um subgrupo proprio normal de G. Assim, grupos abelianos e grupos simples
nunca podem ser grupos de Camina, uma vez que grupos abelianos tém subgrupos
derivados triviais {1} e grupos simples ndo tém subgrupos normais préprios. Uma

caracterizagao dos grupos de Camina segue no préximo teorema.

Teorema 2.2.2 (Teorema 2, [Ca78] ) Seja G um grupo finito com a propriedade de

ter um nicleo de Camina K. Entdo uma das sequintes afirmacgoes € verdadeira:

(i) G é um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius K.
(i) K é um p-grupo para algum primo p.
(iii) % € um p-grupo para algum primo p.

Em 1996, os autores Rex Dark e Carlo M. Scoppola, [DaS96], provaram que p-
grupos de Camina tém classe de nilpoténcia limitada por trés. E, fazendo uso deste

resultado, obtiveram o seguinte corolério:

Corolario 2.2.1 (Coroldrio, [DaS96]) Seja G um grupo finito com nicleo de Camina
K e seja % um p-grupo abeliano. Se G nao € um p-grupo nem um grupo de Frobenius
com niucleo de Frobenius K, entaop = 2, G é um grupo de Frobenius com complementar

de Frobenius isomorfo ao Qg e K € um subgrupo de indice 4.

Interpretando o Teorema 2.2.2 e o Corolario 2.2.1, vemos que grupos de Camina
sao essencialmente, grupos de Frobenius finitos ou grupos de Camina com ntcleo de
Camina G’ um p-grupo. Mas, David Chillag e Marcel Herzog, em 2008, [ChHOS8],
utilizando uma generalizagao de nicleo de Camina, mostraram que se, G é um grupo
de Camina, entao G é um p-grupo, um grupo de Frobenius com ntcleo G’ ou GQ é um
p-grupo. Aliando este resultado ao Corolario 2.2.1, obtemos que grupos de Camina

consistem de grupos de Frobenius e p-grupos.
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Observacao 2.2.2 Quando iniciamos as discussoes referentes a elaboracdo deste tra-
balho, tinhamos como meta investigar as questoes do isomorfismo e do normalizador
no anel de grupo integral sobre grupos de Camina. Apds nos familiarizarmos com es-
ses grupos, percebemos que eles sao solugoes triviais as duas questoes, uma vez que,
consistem de p-grupos e grupos de Frobenius, grupos estes que sao solucoes a ambas

questoes, como veremos no decorrer deste trabalho.

2.2.4 Grupo Linear Especial Projetivo

O grupo das matrizes nao singulares (determinante nao nulo) sdo um objeto de
estudo natural como grupos de permutacao. Uma investigacao na estrutura desses
grupos nos permite conhecer uma familia de grupos simples. Nesta subsecao, iremos
resumidamente, descrever as propriedades e os resultados dos grupos lineares especiais
projetivos, que sao relevantes no desenvolvimento deste trabalho. Para uma leitura
aprofundada veja [Go80], [GrS12], [HuB82], [Rot95] e [Sc64].

Defini¢ao 2.2.8 Seja K um corpo. O Grupo Linear Geral GL(m,K) é o grupo
multiplicativo de todas as matrizes m X m nao singulares sobre K. Se K =T, é um

corpo finito com q elementos, entdo denotamos este grupo por GL(m,q).

O conjunto de todas as matrizes m xm sobre um corpo K que possuem determinante
1 é um subgrupo de GL(m, K), denotado por SL(m, K) e chamado Grupo Linear
Especial. Se K = F, ¢ um corpo finito com ¢ elementos, entao denotamos este grupo
por SL(m,q).

Denote por Z(m, K) o centro do grupo GL(m, K). O Grupo Linear Geral Pro-

jetivo sobre K é o grupo quociente

GL(m, K)

PGL(m, K) = T KT

Ademais, se SZ(m, K) denota o centro do grupo SL(m, K), entdo o Grupo Linear

Especial Projetivo sobre K é o grupo quociente

SL(m, K)
PSL(m,K) = ————=~.
(. K) = 7m0
Como antes, se K = F;, é um corpo finito com ¢ elementos, entao escrevemos

PGL(m,q) e PSL(m,q) para denotar o grupo linear geral projetivo e o grupo linear

especial projetivo respectivamente.
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Seja V' um espago vetorial de dimensao finita m sobre um corpo K e seja GL(V)
o grupo de automorfismos de V. Entao cada elemento de GL(m, K) corresponde

naturalmente um automorfismo linear de V. Consequentemente,
GL(m,K) ~ GL(V).

Seja SL(V) o grupo dos automorfismos de V' cuja representagao matricial tem deter-
minante 1. Como o determinante de uma matriz nao depende da base escolhida, temos
que

SL(m,K)~ SL(V).

Assim, se Z (V') e SZ(V') denotam os centro de GL(V') e SL(V'), respectivamente, entao
temos os isomorfismos Z(m, K) ~ Z(V) e SZ(m, K) ~ SZ(V'). Segue que

PGL(m,K)~ PGL(V)e PSL(m,K)~ PSL(V).

Seja V,,11(K) um espago vetorial de dimensao n + 1 sobre um corpo K. Definimos

uma relacao de equivaléncia sobre V,,,1(K) da seguinte forma
a=p0 sed ke K—{0} tal que ka = §.

Denote a classe de equivaléncia de « por [a]. Definimos o Espago Projetivo n-
dimensional P,,(K') sobre o corpo K como o conjunto de todas as classes de equivaléncia
[a], onde o # 0. Se K =F, ¢ um corpo com ¢ elementos, entdao denotamos este espaco
projetivo por P, (q).

Uma demonstracao do préximo teorema pode ser encontrada nas Proposicoes 1.26
e 1.27 de [GrS12].

Teorema 2.2.3 Fizemos m = 2 e K = F, um corpo finito com q elementos. Seja
Vao(F,) um espago vetorial bidimensional sobre F, e seja IP1(q) o respectivo espago pro-

jetivo unidimensional. Entdo
(i) PGL(2,q) agindo sobre P1(q) € um grupo de Zassenhaus para q > 3;
(i) PSL(2,q) agindo sobre P1(q) € um grupo de Zassenhaus para q > 3 impar.

Uma demonstracao do préximo teorema pode ser encontrada no Teorema 9.46 de
[Rot95].
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Teorema 2.2.4 Os grupos PSL(m, K) sao simples para m > 3 e todo corpo K. Ade-
mais, os grupos PSL(2,q) sdo simples para q > 3.

O Teorema 2.2.3, mostra que os grupos projetivos PGL(2, q) e PSL(2,q) paraq > 3
e ¢ > 3 impar, respectivamente, constituem uma infinidade de exemplos de grupos de
Zassenhaus. Por outro lado, o Teorema 2.2.4 apresenta o critério para simplicidade
dos grupos projetivos PSL(m, K), assim obtemos uma familia infinita de grupos de

simples.

Observagao 2.2.3 Os grupos projetivos especiais e 0s grupos alternados A,,, represen-
tam uma infinidade de grupos simples e sao estruturalmente relacionados. Descrevemos

alguns casos, que podem sem verificados em [Rot95].
(i) O grupo PSL(2,9) € de ordem 360 e é isomorfo ao grupo Alternado Ag.

(i) O grupo PSL(2,3) é de ordem 12 e € isomorfo ao grupo Alternado Ay, que € um

grupo de Frobenius.

(iii) Os grupos PSL(3,4) e Ag sao grupos simples de mesma ordem, mas nao sao

1somorfos.

2.3 CN-Grupos
2.3.1 Grupos de Suzuki

Os grupos de Suzuki foram introduzidos em 1960 por Michio Suzuki, [Su60].
Estes grupos constituem uma familia infinita de grupos simples e foram descobertos
por Suzuki quando ele classificou todos os grupos finitos nao soliveis cujo centralizador
de todo elemento nao identidade é nilpotente. Suzuki construiu esses grupos como um
subgrupo do grupo linear especial SL(4,q) gerado por certas trés matizes explicitas
4 x 4 sobre um corpo finito. Faremos nessa subsecao a construgao feita por Suzuki e sua
caracterizagao. Para uma leitura aprofundada sobre os grupos de Suzuki recomendamos
[Su60], [HuB82| e [GrS12].

Construcgao do grupo de Suzuki:

Seja ¢ uma poténcia de 2 com expoente fmpar: ¢ = 2" n € Zs,. Escrevemos
q = 2r* com r = 2". Seja K = F, um corpo finito com ¢ elementos e seja 6 o

automorfismo de K que mapeia cada elemento a sua r-ésima poténcia, isto é, f(a) = o,
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para todo @ € K. Para um par de elementos o, € K, denotamos por S(a,f) a

seguinte matriz triangular inferior:

1 0 0 O

o’ 1 0 0

S(a.p) = ; I
a2r+1 + arﬁ + 527‘ OéT+1 + ﬁ a” 1

Agora, para cada A € K — {0}, seja M(\) a seguinte matriz diagonal:

Por fim, denote por T" a seguinte matriz nao singular:

0001

1
T 0 0 0
0100
1000

O grupo gerado por estas trés matrizes quadradas 4 x 4 é um subgrupo de SL(4, q),

chamado grupo de Suzuki e denotado por Suz(q), isto é,
Suz(q) = (S(e, ), M(A), T | o, f € K, A € K\ {0}).

O préximo teorema caracteriza os grupos de Suzuki e sua demonstracao pode ser
encontrada em [HuB82] Capitulo X Secao 3 e em [GrS12].

Teorema 2.3.1 Seja Suz(q) um grupo de Suzuki com q = 2*"*! e n € Z>y. Entdo
(i) |Suz(q)l = (¢ = 1)¢*(¢* + 1) se K =TF,;
(i) Suz(q) é um grupo de Zassenhaus se q > 2;

(iii) Suz(q) € simples se q > 2;

(iv) Suz(2) = (a,B | a®=1=p af =pBa*)="7Zsx7Z, éo grupo de Frobenius de
ordem 20, com nicleo de Frobenius isomorfo ao grupo ciclico Zs e complementar

de Frobenius isomorfo ao grupo ciclico Zy;
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(vi) Se q > 2, entdo para todo g € Suz(q), g # 1, tem-se que Cg(g) € nilpotente.

Pelo Teorema 2.3.1, se G denota um grupo de Suzuki, entao G' é um grupo de
Zassenhaus simples cujo centralizador de todo elemento nao identidade é nilpotente ou
G é um grupo de Frobenius de ordem 20 com ntcleo isomorfo ao grupo ciclico Zs e

complementar isomorfo ao grupo ciclico Zj.

2.3.2 CA-Grupos

Um grupo finito G diz-se CA-grupo se, o centralizador de todo elemento nao
identidade é um subgrupo abeliano, isto é, para todo 1 # = € G, o subgrupo Cg(z) é

abeliano.

Exemplo 2.3.1 Todo grupo abeliano é um CA-grupo. Um fato interessante € que se,
G nao tem centro trivial, entdo G € um CA-grupo se, e somente se, G € um grupo
abeliano. Com efeito, se Z(G) # {1}, entao existe 1 # g € Z(G). Como g é um
elemento central, seque que Cg(g) = G. Assumindo que G € um CA-grupo, temos que
Ca(g) = G € abeliano. Concluimos que um CA-grupo G € um grupo abeliano ou tem

centro trivial.

Os CA-grupos foram estudados primeiramente por Louis Weisner em 1925, [We25].
Ele provou que tais grupos finitos sao soltiveis ou simples. No entanto, existe um erro
em sua prova. Mas, Yu-Fen Wu em 1998, [YEWO8|, apresentou uma prova correta
para o resultado de Weisner.

Em 1957, Michio Suzuki, a saber [Su57|, mostrou que CA-grupos de ordem impar
consistem de grupos de Frobenius e grupos abelianos. No ano seguinte, R. Brauer,
Suzuki e G. Wall, [BrSW58]|, provaram que CA-grupos de ordem par sao grupos de
Frobenius, grupos abelianos ou isomorfos ao grupo simples PSL(2,2™) para m > 2.

Unindo esses resultados temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.2 Seja G um CA-grupo. Se a ordem de G € impar, entao
(i) G € um grupo de Frobenius; ou
(i) G € um grupo abeliano.

Se a ordem de G € par, entao

(i) G é um grupo de Frobenius;
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(i) G € um grupo abeniano; ou

(i) G € isomorfo ao PSL(2,2™) para m > 2.

2.3.3 CN-Grupos

Agora abordaremos os grupos finitos cujo centralizador de todo elemento nao iden-
tidade ¢ um subgrupo nilpotente. Estes grupos sao chamados CN-grupos. Os ma-
tematicos W. Feit, M. Hall e J. Thompson em [FHT60], empenhados em mostrar que
todo grupo de ordem impar é solivel e em classificar os grupos simples, estabeleceram
a solubilidade de todos os CN-grupos de ordem impar. Estes grupos englobam os gru-
pos nilpotentes, a familia dos CA-grupos e como podemos observar no Teorema 2.3.1,
a familia dos grupos de Suzuki simples. Uma analise completa sobre essa classe de
grupos pode ser feita consultando [Go80], [Su61] e [FHTG60].

Para analisar os CN-grupos soliveis, precisamos do conceito de grupo de 3-passos.
Seja G um grupo finito e p um nimero primo fixado divisor da ordem de GG. O subgrupo
gerado por todos os p-subgrupos normais de GG é um p-subgrupo normal de G e, em
particular, é o inico p-subgrupo normal maximal de G. Denotamos tal subgrupo por
0,(G). Seja G = %. Em G consideremos o tnico p’-subgrupo normal maximal
Oy (G). Denote por O, ,(G) sua imagem inversa em G. Temos que O, (G) é um
subgrupo normal de G que contém O,(G). Similarmente, definimos O,y ,(G) como a
imagem inversa em G de Op(%). Continuando a definigdo de maneira analoga,

obtemos uma série de subgrupos caracteristicos de G:
1<90,(G) €0, (G) <0y »(G) <. série superior de G.
1<90y(G) <10, ,(G) <90,y (G)<... série inferior de G.

Definigao 2.3.1 Dizemos que um grupo G € um grupo de 3-passos (com respeito ao

primo p) quando

(1) Opy(G) € um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius O,(G) e complementar
de Frobenius ciclico de ordem impar. Isso implica que p = 2 ou G € um grupo de

ordem impar;

(i) G = Op,p’,p(G) € Op,p’<G) qG;

el , . , . O, (G)
(iii) oG € wm grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius o
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Lema 2.3.1 Seja G um grupo de 3-passos com respeito a um primo p. Entao G € um

CN-grupo soluvel.

Observacao 2.3.1 A demonstra¢io do lema encontra-se em [ [Go80], Lema 1.4, p.

401] e consiste em mostrar que, se G é um grupo de 3-passos com respeito a um primo

p, entdo dado P, um p-subgrupo de Sylow de G, existe A ~ 05:(,((5) , um subgrupo ciclico

de G com ordem relativamente prima com p, tal que G € gerado por P e por A, isto
¢, cada elemento g € G pode ser expresso de modo unico como g = xy com v € P
ey € A, e assim escrevemos G = PA. Dai, para concluir que G é um CN-grupo,
basta mostrar que Cg(x) € nilpotente para todo © € P e que Cg(y) € nilpotente para
todo y € A. Para tanto, mostra-se que Cg(x) € um p-grupo para todo x € P e que
Ce(y) = A para todo x € A. Como p-grupos e grupos abelianos sao grupos nilpotentes,
o resultado seque.

Concluimos da demonstracao do lema que, se G € um grupo de 3-passos com respeito

a um primo p, entao dado P um p-subgrupo de Sylow de G, existe A ~ ng('éG)), um

subgrupo ciclico de G com ordem relativamente prima com p, tal que G € gerado por P
e por A, isto é, G = PA. Ademais, Cg(x) € um p-grupo para todo x € P e Cg(y) = A
para todo y € A

Exemplo 2.3.2 O grupo de permutacao Sy é um exemplo de um grupo de 3-passos.

Com efeito, para p = 2 temos que
02(54) ~ ZQ X ZQ (& 02,3(54) = A4.

Como i—i ~ Zo temos que Sy € um grupo de 3-passos com respeito a p =2 e com Série
SUpertor

1<1Z2XZQ<]A4<]S4.

Se P denota um 2-subgrupo de Sylow de Sy, entao P tem ordem 8 e é isomorfo ao

grupo diedral Dy. Seque que Sy = PA, onde A >~ Zs.

O préximo teorema caracteriza os CN-grupos soliveis e sua demonstracao encontra-
se em [[Go80], Teorema 1.5, p. 402].

Teorema 2.3.3 (Feit, Hall ¢ Thompson) Seja G um CN-grupo solivel. Entdo uma

das afirmacoes € verdadeira:

(i) G é nilpotente;
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(i) G € um grupo de Frobenius com complementar ciclico ou produto direto de um

ciclico de ordem impar por um grupo de quatérnios generalizado;
(iii) G € um grupo de 3-passos.

Como observa Daniel Gorenstein em [Go80] pagina 416, no caso em que um CN-
grupo G nao é soluvel, Suzuki [Su61], provou que G é um grupo de Zassenhaus de grau
impar, o qual é simples, pela Observacao 2.2.1, ou G ¢ isomorfo a um dos seguintes

grupos lineares especiais projetivos:

(i) PSL(2,q), onde ¢ ¢é um nimero de Fermat (¢ = 22" + 1, n € Z>y) ou um

nimero de Mersenne primo (¢ =2" — 1, n € Zs»);
(i) PSL(2,9);
(iii) PSL(3,4).

Temos pela Observagao 2.2.3 que se G é isomorfo a PSL(2,9) oua PSL(3,4), entao
é um grupo simples. Se G é isomorfo a PSL(2,q) onde g = 2%" + 1, é um ntimero de
Fermat, entdo para ¢ =3 (n =0) tem-se PSL(2,q) = PSL(2,3) ~ A4 é um grupo
de Frobenius. Para ¢ > 3 (n > 0) tem-se que PSL(2,q) é simples, pelo Teorema
2.2.4. No caso em que G ¢ isomorfo a PSL(2,q), com ¢ = 2" — 1 um ndmero de
Mersenner primo, temos, para ¢ = 3, (n = 2) que PSL(2,q) = PSL(2,3) é um grupo
de Frobenius e, para ¢ > 3, (n > 2) que PSL(2,q) é um grupo simples.

Pelo Teorema 2.2.3, temos que os grupos PSL(2,q) sdo grupos de Zassenhaus para

g > 3 impar. Assim, o resultado de Suzuki é resumido no seguinte teorema:

Teorema 2.3.4 Seja G um CN-grupo nao soluvel. FEntao vale uma das sequintes

afirmacgoes:
(i) G é um grupo de Zassenhaus simples;
(i) G € isomorfo ao grupo simples PSL(3,4);
(iii) G € isomorfo ao grupo alternado Ay, que é um grupo de Frobenius de ordem 12.

Observe que, tanto no caso soluvel quanto no caso nao solivel, os CN-grupos in-
tersectam estruturalmente os grupos de Frobenius. Na proxima secao, veremos que

CN-grupos e grupos de Frobenius também entao relacionados com os CIT-grupos.
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2.4 CIT-Grupos

Com a nocao de CN-grupos podemos considerar grupos de ordem par e focar nossa
atencao no centralizador de involugoes. Os grupos de ordem par cujo centralizador
de involugbes é um 2-grupo foram estudados e classificados por M. Suzuki em [Su61]
e [Suz61]. Reuniremos nesta sessdo os principais resultados e propriedades dos CIT-

grupos que serao importantes no decorrer do nosso trabalho.

Lema 2.4.1 Todo grupo de ordem par possui pelo menos uma involugao.

Demonstragao: Seja G um grupo finito tal que |G| = 2m. Logo o nimero de elemen-
tos nao triviais de G é 2m — 1 que é impar. Suponhamos por absurdo que G nao possui
uma involucao, isto é, todo elemento G > x # 1 é diferente de seu inverso. Assim, os

elementos de GG e seus inversos podem ser listados aos pares:

(xl,xl_l), (.TQ,(L’2_1)7 o (xn,xgl).

Admitindo que x; = 1, os elementos restantes sao de um total par, um absurdo, pois
o nimero de elementos nao triviais de G é fimpar. Portanto, para algum G > x # 1,

1

devemos ter z = 7, isto é, x é uma involucao.

Definicao 2.4.1 Um grupo G de ordem par é dito CIT-grupo se o centralizador em

G de toda involugao € um 2-grupo.

Note que pela Observacao 2.2.1, os grupos de Zassenhaus simples constituem um

importante exemplo de CIT-grupos.

Exemplo 2.4.1 O grupo diedral de ordem 8, Dy = {a,b :a* =1, b> =1, bab=a""')

possui 5 involugoes, a saber, a?, b, ab, a’b, e a®b, com centralizadores
Cg(a*) = Dy, Cq(b) = Cg(ab) = {1,a* b,ab} e Cq(a*b) = Cg(a’b) = {1,a? a’b, a’b}.

Logo, o centralizador em D4 de toda involugcao é um 2-grupo, e portanto Dy € um
CIT-grupo.

Exemplo 2.4.2 Em geral, todo 2-grupo finito G é um CIT-grupo. Com efeito, G

possui pelo menos uma involucao x e temos que Ci(x) < G. Pelo Teorema de Lagrange,
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a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo. Como G é um 2-grupo temos que

Cg(x) € um 2-grupo. Dai, todo 2-grupo finito é um CIT-grupo.

Exemplo 2.4.3 Seja S3 = {(a,b : a® = 1,b%> = 1, baba = 1) o grupo de permutagdo

de trés pontos. Temos que b, ab, e a®b sdo as involucoes em Ss, com centralizadores
CG(b) = {176}’ OG’(ab) = {17ab} € OG'(CLQb) = {17a2b}'

Assim, o centralizador em Sz de toda involugao € um 2-grupo, e portanto Sz € um

CIT-grupo.

Em 1961, Suzuki [Su61] mostrou, no Teorema 4, que os CN-grupos nao soltiveis sao
CIT-grupos, mas nao conseguiu naquele momento determinar se CI'T-grupos eram CN-
grupos. Contudo, em [Suz61] Teorema 14, ele concluiu que CIT-grupos nao soluveis

sao CN-grupos. Dai segue o Teorema:

Teorema 2.4.1 (Suzuki) Um grupo finito nao solivel G é um CN-grupo se, e somente

se, € um CIT-grupo.

Como, por definicao, CIT-grupos sao de ordem par, vemos que o resultado de Suzuki
garante que todo CN-grupo nao soluvel é de ordem par. Sabemos que todo CN-grupo
de ordem fmpar é soltuvel, pois todo grupo de ordem impar é solivel, mas veja que isso
nao impede a existéncia de CN-grupos soluveis de ordem par. Como os CN-grupos
nao soliveis sao conhecidos pela sessao anterior, focaremos agora nossa atengao na

estrutura dos CIT-grupos soluveis.

Teorema 2.4.2 (Suzuki, [Su61] Parte Il Teorema 1) Seja G um CIT-grupo. Assuma
que G contém um subgrupo normal proprio de ordem impar. FEntao G é um grupo
soluvel. Neste caso, G contém um subgrupo normal abeliano A de ordem impar tal que
G = A xS, para um 2-subgrupo de Sylow S de G e nenhum elemento nao identidade
de A comuta com um elemento ndo identidade de S. Em particular, G € um grupo de

Frobenius.

Este tltimo teorema diz que se G é um CIT-grupo solivel e contém um subgrupo
normal proprio normal de ordem impar, entao G é um grupo de Frobenius com com-
plementar um 2-subgrupo de Sylow e nicleo abeliano. Vejamos agora o caso em que
G é um CIT-grupo soluvel, mas nao contém um subgrupo normal proprio de ordem

impar.
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Teorema 2.4.3 (Suzuki, [Su61] Parte II Teorema 2) Seja G um CIT-grupo solivel.
Se G nao contém um subgrupo normal proprio de ordem impar, entao G possui uma

série de subgrupos normais de ordem par

G>L>Np>1

G L

tal que 7 e + sao ciclicos de ordens relativamente primas, N € um 2-grupo e a extensao

de G sobre N ¢ disjunta, isto é, G = N x K com NNK = {1}. Se além disso, %
¢ de ordem par, entdo o grupo % ¢ isomorfo a um 2-subgrupo de %, que nduz um
automorfismo de % livre de pontos fizos, isto ¢€, % ~ % X % ¢ um grupo de Frobenius.

Observacao 2.4.1 Na demonstracdo do teorema Suzuki, mostra que, se < € um grupo

N
de ordem par, entdo % ¢ um grupo de Frobenius. Veja que se % € de ordem impar,
entao N € um subgrupo de Hall de G, e portanto pelo Teorema de Schur-Zassenhaus,
existe um subgrupo K de G de ordem impar igual a ]%| tal que G = N x K. Uma
, &6 de
ordem impar e P é um p-subgrupo de Sylow de G com p primo impar, entao P € ciclico

propriedade interessante revelada por Suzuki messa demonstracdao € que se

e N x P éum grupo de Frobenius.

G L
N N

¢ um subgrupo de Hall de L, donde, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, existe um

No caso de %= ter ordem par, Suzuki mostra que % € de ordem impar, e assim N

subgrupo H de L de ordem impar igual a \%| tal que L = N x H. No final da prova,

Suzuki mostra que, se K = Ng(H), entao G = N x K. Além disso, K ~ % € um

grupo de Frobenius com nicleo % e complementar isomorfo a %

el L g
¥, como 5z € um subgrupo normal

de %, temos o sequinte isomorfismo no produto semidireto externo

Em todo caso, independentemente da ordem de

i G L G
~—~— X —,
N N L
L G ~ , . . . ,
Como % e 7 sao ciclicos de ordens relativamente primas, seque que K é um grupo
metaciclico.

Decorre que, se G é um CIT-grupo soluvel e nao contém um subgrupo normal
proprio de ordem impar, entao G pode ser decomposto em um produto semidireto

G =N x K, de um 2-grupo normal N por um grupo metaciclico K.



Capitulo 3

Anéis de Grupo

Neste capitulo, faremos uma exposicao de conceitos e resultados importantes que
sao necessarios para estudos na teoria de anéis de grupo e que estao presentes na
literatura. Apresentaremos o grupo das unidades triviais de um anel de grupo integral
e abordaremos a propriedade do normalizador e o problema do isomorfismo. Para uma

leitura aprofundada da teoria de anéis de grupo veja [PoS02] e [Se93].

Defini¢ao 3.0.1 Sejam G um grupo (nao necessariamente finito) e R um anel com

identidade. Denotamos por RG o conjunto de todas as combinagoes lineares formais

o= Zagg,

gelG

da forma

em que a;, € R e (ay)5ec € uma sequéncia quase nula, isto €, apenas um nimero
finito de termos € diferente de zero. A tripla (RG,+,-), ou simplesmente RG, com as

operagoes de adi¢cao e multiplicacao definidas da sequinte forma:

(i) soma de dois elementos:

(D_aeg) + (D _bsg) = D (ag+by)g:

geG geG geG

(ii) produto de dois elementos:

(D ag9) - (D _buh) = > (agbu)(gh),

geG heG g,heG

¢ um anel chamado anel de grupo de G sobre R.

29
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Note que RG possui elemento identidade 1rg = 1glg, ou seja, RG é um anel
com identidade. Também, Opg = > gec Org. Definindo o produto de um elemento

deG agg de RG por escalar A de R da seguinte forma:

A (Zagg) = Z (Aag)g,

geG geqG

verifica-se que RG é um R-modulo, e, se R é comutativo segue-se que RG é uma algebra
sobre R. Anéis de grupo em que o anel considerado é o dos inteiros, Z, sao chamados

anéis de grupo integrais.

Exemplo 3.0.1 Sejam Cy = (g : ¢* = 1¢,) o grupo ciclico de ordem 2 e Z3 o corpo

dos numeros inteiros modulo 3. O anel de grupo de Cy sobre Zs é o conjunto
Z302 = {CL' ]-CQ +bg : (I,be Z3} = {071727972.9’1+g71+2972+ga2+29}

Lema 3.0.1 Sejam R um anel finito de ordem m e G um grupo finito de ordem n.

Entio o anel de grupo RG ¢é um anel finito de ordem |R|I® = m".

De agora em diate, denotaremos tanto a identidade de RG quanto a identidade de

G por 1, a menos de casos explicitos.

Definicao 3.0.2 A funcao ¢ : RG — R definida por
(Sa) =S
geG geG
que € um epimorfismo de anéis, chama-se funcao de aumento de RG.

Para ver que ¢ é um epimorfismo de anéis, considere elementos quaisquer a =

> gec @9s B =2 _,cabgg € RG. Entdo, para a soma temos que:

ela+p) = 6(gEZGagg+gEZGbgg):5<g;;(ag+bg)g)
- ;(ag+bg):z€;a9+;bg

(5 (3

geG geG
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Para o produto, temos que:

e(a-f) = S(Zagg~thh) :g< > (agbh)(gh)>

geCG heG g,heG
= Zagbh:Zag-th
g,heG geG heG
= 5(Zagg) -e(thh).
geG heG

Veja que € é sobrejetor, pois dado um elemento r € R tem-se que r = &(rl).
Portanto, € é um epimorfismo de anéis.
O nicleo da fungao de aumento ¢ é denotado por Ag(G) e o chamaremos de ideal

de aumento de RG. Note que se a =) _,a,9 € Ag(G) entao

geG

e(a) ze(Zagg) => a,=0.

geG geG

Assim, temos que

&:Zagg—Zag:Zag(g—l).

geG geG geqG

Desde que os elementos da forma g — 1 € Ag(G), onde ¢ € G, segue-se que
{g—1 : g€ G, g+#1} éum conjunto gerador de Ag(G) sobre R. Como também é
claramente linearmente independente sobre R, temos que esse conjunto constitui uma

base de Ag(G) sobre o anel R.

Segue que podemos escrever

AR(G):{Zag(g—l) g1, ageR}.

geG

Seja N um subgrupo normal de GG. Entao a fungao ¢ : RG — R(%) definida por

pla) =¢ ( Z @gg) = Z aggN
geG geG
¢ um epimorfismo de anéis com

Agr(G,N) = kerp = {Zagg € RG ZaggN—O}.

geG geG
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Como G = JI_, ¢;N, onde k=[G : N]é o indice de N em G, temos que

a—Zagg—ZZagl gm—zgz(nezjvagz )

geG i=1 neN

Note que

a € Ar(G,N) & ¢(a)=

Portanto,

neN neN neN
= Zglzaw (n—1)€e(x—1: x€N)
i=1 neN

Dai, segue que
Ar(G,N) = { D an(n—1) : a, € RG}.
neN

Em particular, Ag(G) = Ag(G, G).

Definicao 3.0.3 Dado o = deG agg € RG, definimos o suporte de o como o con-
junto dos elementos g € G que aparecem na composi¢ao de o de forma nao trivial. Em

simbolos,
supp(or) ={g € G : a, # 0}.

Dados um grupo G e um anel R, podemos considerar {C;};c; 0 conjunto das classe
de conjugacao de G que possuem um numero finito de elementos. Assim, para cada

1 € I, temos os elementos chamados de somas de classes de G sobre R, denotadas
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por ég, descritos da seguinte forma:

Dados dois elementos e y de um anel R, o comutador de Lie de z e y é o

elemento

(z,y) =2y — yz.

O conjunto gerado
(R, R)=((z,y) : z,y € R)

é um subgrupo aditivo de R gerado por todos os comutadores de Lie (z,y), com z,y €
R. Em particular,
(RG,RG) = (o, 8) : o, € RG)

¢ um R-médulo com multiplicacao por escalar definida por:
r(z,y) = (rz,y), Yo,y € Ger € R.

Paraa =) _,a,9 € RG, definimos

Qg = E Qp,

h~g

geG

onde ~ denota a conjugacao em G, isto é, &, ¢ a soma dos coeficientes de a na classe

de conjugacao de g.
Lema 3.0.2 Dado o anel de grupo RG temos:
(i) (RG,RG) = {2?1 ri(gi,hi) : n€N; g, h; €G er; € R}
(i1) se « € (RG, RG), entao &, =0, para todo g € G.
Demonstragao:

(i) Sejam a = deG agg, B =72 pecbnh € RG. Temos

(@.8) = (Zagggbhh) = 3 () (gh) — 3 (buay)(ho)

geG heG g,heG g,heG

= Z rg7h(gh — hg) - Z T%h(.gv h)

9,heG g,h€G
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Portanto (RG, RG) C {2?1 ri(gi,hi) : n€N; gi,h; € Ger; € Ry. Como a
inclusao contraria é 6bvia pela multiplicagao por escalar, r(z,y) = (rx,y), Va,y €

G er € R, temos a igualdade.
(ii) Sejam > cqagg, D e brnh elementos arbitrdrios de RG, tais que
o= (SCaeX0) = X naten,
9eG hea g,heG

Como (g,h) = gh — hg = gh — h(gh)h™!, uma vez que gh e hg sao conjugados

em (G, temos

a = Y reulg.h) = reulgh—hg)= > renlgh—h(gh)h™")
g,heG g,heG g,heG
= > renlgh) = Y renh(gh)h "
heG g,heG

Assim, para cada somando do coeficiente de gh em «a; temos um somando do
coeficiente de h(gh)h™ em as, 0 qual serd o seu simétrico aditivo, com g e h

percorrendo GG. Portanto, a, =0 Vz € G.

3.1 Unidades Triviais

Defini¢ao 3.1.1 Seja R um anel. Denotamos por U(R) o grupo multiplicativo das

unidades de R, isto €,
UR)={z€eR : (yeR) zy=yx =1}

Dado o anel de grupo RG, chamamos de unidades triviais os elementos da forma
ug € RG em que u € U(R) e g € G. Assim, em particular, as unicas unidades triviais
do anel de grupo integral ZG sao +g.

Note que a fungao de aumento ¢ é tal que e(a) € U(R) para todo o € U(RG), pois
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se @ =) ag9 € U(RG), entdo existe 8 = 3, ., byh € RG tal que

a-f= <Zagg> : (thh> = > (aghy)(gh) = 1ple =1.

geG heG g,heG

Portanto,
(5) (52) -
geG heG

donde e(a) =), s a, € U(R). Denotamos por

geG
Ui(RG) ={a € U(RG) : e(a) =1},

o subgrupo das unidades normalizadas de RG, ou subgrupo das unidades de
aumento 1 em U(RG).

Seja u € U(ZG), como U(Z) = +1 temos que €(u) = £1. Portanto, podemos
escrever U(ZG) = £UL(ZG).

Definicao 3.1.2 A aplicagao x : ZG — ZG definida por

*(Zagg) = (Zagg)* = a7,

geG geG geG

que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) *(a+ ) = a* + %
(ii) *(af) = B a;
(ii) *(x(a)) = ™ = a.
Recebe 0o nome de involucao canodnica, ou cldssica, de ZG.

Esta aplicacao representa uma ferramenta importante nos estudos de anéis de grupo

integral, como podemos observar no préximo resultado.

Proposicao 3.1.1 Para v € ZG, ~vv* =1 se, e somente se, v = £g, para algum
geq.

Demonstragao: Por um lado, suponha que v = > _,a,9, 7" = > ¢ agg "t e

vy* = 1. Entao,

v (Zagg> . (Z%gl> “Y a1+ Y agg

geG geG geG g#1
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Logo, > e af] = 1, implicando existir tnico gy € G tal que a4 = £1. Assim,

Y= a9 = aggo+ Y a9,

geq 9#90
e portanto
1=797" = (agg + Z ag9) - (ag 90" + Z agg™")
9790 9790
= ag T+ (agag) (909 ") + ) (agag,) (995 ) + D agg- Y agg ™"
9790 9790 9790 9790
= l+ay- Z ag(gog™") + ag, - Z ag(99y ') + Z g9 - Z agg "
9790 9790 9790 9790
Assim,

gy - Z ag(QOQ_l) +ag, Z ag(ggo_l) + Z agg - Z agg_l =0,

9#go 97#9o0 97#9o0 97#go

isto €, >, ag =0, onde conclufmos que 3, a,g =0, e assim 7 = ag,g0 = £go-

1

9790
Reciprocamente, se v = +g para algum g € G, entao v* = +g~

7y =1

e claramente

Proposicao 3.1.2 (Berman - Higman) Sejam G um grupo finito e um elemento
Y =2 geq 499 € ZG tal que y™ = 1. Se ay # 0, entdo v = *1.

Demonstracao: Ver [Proposigao 1.4, [Se93]].
m

Coroldrio 3.1.1 Sejam G um grupo finito ey =3 ag9 € Z(U(ZG)), uma unidade

central de ordem finita. Entdo vy € da forma +g, com g € Z(G). Em particular,
T(Z(U(ZG))) = Z(G).

Demonstracao: Se v = Y _,a,9 ¢ um elemento central de ordem finita no grupo

ea
das unidades de ZG, entao, p;ra algum gy € Z(G) temos ay, # 0. Logo, v-gy " também
é¢ uma unidade de ordem finita em ZG. Além disso, o coeficiente de 1 na expressao
v 9%
Em particular, go € Z(G) entao v = +go € (£)Z(G). Como G é um grupo finito logo
¢ um grupo de torcao, e portanto T'(Z(U(ZG))) = Z(G). u

¢ ag, # 0. Pela Proposicao 3.1.2 temos que 7 - gyt = %1, e portanto v = +£gp.
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Corolario 3.1.2 Suponha que v € ZG seja tal que yvy* = v*v. Se v € uma unidade
de ordem finita n, entdo v = %go, para algum go € G.

Demonstracao: Digamos que v =Y _,a,9. Como vy* = 7*y e vy tem ordem finita

geG
n, temos que (yy*)" = 1. Além disso,

vy :Zag-l—i-Zagg,

g€G g#1

e portanto deG ag # 0. Pela Proposicao 3.1.2, temos que yy* = +1. Consequen-
temente, dec CL; = 1. Assim, v9* = 1. Segue que existe um unico a, = *1 e

concluimos que v = +gp, para algum gy € G.

3.2 A Propriedade do Normalizador

A Propriedade do Normalizador (Nor) é uma questao de destaque na teoria dos
anéis de grupo integrais sobre grupos finitos. Dizemos que um grupo finito G satisfaz

a propriedade do normalizador quando
Ny(G) =G - Z(U(ZG)).

Isto é, quando o normalizador de G no grupo das unidades de ZG é o menor
possivel, ou seja, é o produto do grupo G pelo centro do grupo de unidades. Como
U(ZG) = U, (ZG), a propriedade do normalizador, também, pode ser interpretada
por

Ny, (G) =G - Z(U1(ZG)).

Dado u € Ny(G), denotamos por ¢, : G — G o automorfismo ¢,(g9) = u'gu, e
por Auty(G) o grupo formado por tais automorfismos. Temos que Inn(G) C Auty(G),
em que Inn(G) consiste nos automorfismos internos de G. Assim, (Nor) é valida se, e

somente se,
Vu € Ny(G), u=go-z, com gy € Geze Z(U(ZQ)).

Logo,
ugu=.(9) = 27" 95" 9902 = 95 ' 990,
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que equivale a afirmar que ¢, é um automorfismo interno de G, ou seja, vale a inclusao
Auty(G) C Inn(G). Portanto, a propriedade do normalizador pode ser reformulada

como a seguinte questao, para um grupo finito G:
Auty(G) = Inn(G)?

A propriedade do normalizador é uma questao para grupos finitos, mas também
pode ser investigada no campo dos grupos infinitos. Neste trabalho, nos restringiremos
a analisar a questao no campo dos grupos finitos. Inicialmente (Nor) foi apresentada
como uma conjectura, porém, em 2001, M. Hertweck [Her0O1], apresentou um contrae-
xemplo para (Nor), e assim esse problema perdeu o status de conjectura, mas nao sua
importancia, buscando-se entao conhecer as classes de grupos que sao solugoes para
(Nor). Na subsecao seguinte apresentaremos uma série de resultados fundamentais a

propriedade do normalizador que estao presentes na literatura.

3.2.1 Resultados Fundamentais

O primeiro resultado a seguir, é uma versao pontual de (Nor), pois garante que

todo grupo satisfaz a propriedade do normalizador pontualmente.

Proposigao 3.2.1 (Lema 1, [PeS03]) Seja v € Ny(G). Entao ¢,(g) € conjugado a g
em G para todo g € G.

Demonstragao: Primeiramente, veja que
pulg) —g=u"gu—g = (u" gu) € (ZG,ZG).

Agora, coloquemos ¢,(g) = h € G e consideremos o« = h — g. Entao, pelo Lema 3.0.2
tem-se a(z) = 0, para todo x € G. Em particular, &(g) = 0. Como g ¢ trivialmente
conjugado a si préprio, seu coeficiente —1 aparece como uma das parcelas de a(g).
Como este se anula, a soma das demais parcelas em a(g) é igual a 1 e corresponderd ao
coeficiente de h, pois supp(a) = {h,g}. Portanto, h e g sdo conjugados, isto é, ¢,(g)
e g sao conjugados.
[ ]
A Proposigao 3.2.1 além de garantir a validade de (Nor) pontualmente, assegura
que os automorfismos de um grupo G induzidos por unidades u € Ny (G) preservam

classes de conjugacgao. Ademais, veja que, se G é abeliano, entao ¢, é o automorfismo
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identidade em G, e portanto é interno, isto é, (Nor) vale trivialmente para grupos
abelianos finitos. O préximo teorema é uma versao local de (Nor), mostrando que a

propriedade é satisfeita pelos p-subgrupos de um grupo finito.

Teorema 3.2.1 (Coleman) Sejam P um p-subgrupo de um grupo finito G e u €
Ny(G). Entdo existe y € G tal que u*gu = y~'gy para todo g € P.

Demonstragao: Dado g € G, temos que @, (g) = v tgu € G, e assim u = g up,(g).
Escrevendo u =73 _.a,x temos

Z Ay = Z azg  wou(g).

zeG zeG

Assim, g age sobre G com a acao

g-x=04(x) =g 'wpu(g)

e a funcao a : G — Z, dada por = — a,, é constante nas dérbitas dessa acgao, isto é,

a(og(z)) = a(g” zpu(9)) = az, Yo € G.

Restringindo a a P, as orbitas dessa acao tém como comprimento uma poténcia de p,

pois P é um p-subgrupo e pelo Teorema da Orbita e do Estabilizador, Teorema 2.1.5,
|Orb(z)| = [P : stabp(x)],

donde |Orb(x)| divide |P|. Agora veja que a func¢do de aumento ¢, aplicada em u ¢ tal

que

tl=c(u) =) a, =Y a(oy(x)).

z€G z€G
Segue que existe uma érbita de comprimento 1, pois caso contrario, nao poderiamos
ter £1 = ¢(u), ou seja, existe © € G tal que o,(x) = x para todo g € P, uma vez que

x pertence a sua orbita. Dali,

g_lxgpu(g) =z = @,9) = z gz, Vg € P.

Portanto ¢, € Inn(G).

Coroldrio 3.2.1 Seja G um grupo nilpotente finito. Entdo vale (Nor) para G.
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Demonstracao: Como G é nilpotente, podemos escreve-lo como produto direto de
seus p-subgrupos de Sylow, G = P, X -+ X P,. Sejam g € G e u € Ny(G). Podemos
escrever g = ¢ . .. gn, com cada g; € P;. Pelo Teorema 3.2.1, para cada P;, existe y; € G
tal que v ta;u = y[lxiyi para todo z; € P;. Considere y; = ;1 . .. Yin, €m que y;; € F;.
Na agao de y; em P;, é relevante a coordenadas y;;, isto é, vy, Yy = Yy Y2y, pois as
outras coordenadas comutam ja que encontram-se em subgrupos de Sylow distintos.

Sendo assim,

= (yflglyl) ce (yrzlgnyn>

= (yi'a1y11) - - - Yy GnYn)

= (Y Y1) (G- Gn) a1 - - - Yn)

= (- Yon) (91 gn) (W11 - - Yun)

= y gy,

para ¥y = yi1 - .- Ynn € G, sendo que y;; comuta com y;; e g;, sempre que ¢ # j. Assim,
para todo g € G temos que u lgu = y~lgy. N
O proximo resultado é um lema auxiliar, necessario a demonstragao dos proximos

resultados.

Lema 3.2.1 Sejam G um grupo e u € U(ZG). Entao
ue Ny(G) & wu € Z(ZG).

Demonstragao: Sejam u € Ny(G) e p, € Auly(G) tal que ¢,(g) = u~tgu para todo

g € G. Aplicando a involucao *, em ambos os lados da tultima igualdade, temos

(Pulg)” = (u™lgu)" =ug™ (u )",

Assim, substituindo g por ¢g~!, obtemos

(ulg™)) = (g u) = ug(u™')" = (0, (9))".

Como u € Ny(G) temos que p,(g) € G donde ¢, '(g) € G, e portanto

(2" (9))* = eulg).
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Dai,

—~
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—
—~
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~—
~—
*
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IS
*
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—~
IS
—
~—
*
I
<
—~
o)
~—

*

u_lgu)u* =g

L

Além disso,

w(uu®) = (uu)u = u(u'u) = wu* =u'u € Z(ZG).

Reciprocamente, suponhamos que uu* € Z(ZG). Entdo, para g € G arbitrario,

temos

(u™gu)(u™gu)* = (v tgu)(ug ™ (u™h)")
= ulg(uu)g T (uh)
= u(wu)gg M (uh)
— u*<u71>*

= 1.
Pela Proposicao 3.1.1, existe gy € G tal que v 'gu = £go. Como ¢ percorre todo G
temos que u € Ny(G).
Proposicao 3.2.2 (Krempa) Seja u € U(ZG). Se u € Ny(G), entdo
u? € G- Z(ZG).

Em particular, u*> = go(u*u) para algum gy € G.

Demonstragao: Suponhamos que u € Ny (G) e consideremos a unidade
v=u"u"" € U(ZG).

Pelo Lema 3.2.1, temos
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Pela proposigao 3.1.1, existe ¢ € G tal que v = +g. Como £(v) = e(u*)e(u™?t) = 1,

vemos que v = ¢g. Consequentemente,

1 2

v=g=uu" & gu=u" & gu=u'u & u' =g '(uu),

e portanto u* € G - Z(ZG), como querfamos.

Como consequéncia imediata do resultado de Krempa, segue o corolario:

Corolario 3.2.2 Sejam u € Ny(G) e ¢, € Auty(G). Entdo @,z € Inn(G).

Agora enunciaremos um lema técnico, fundamental a prova que a propriedade do

normalizador é véalida para grupos de ordem impar.

Lema 3.2.2 Seja p, € Auty(G). Entao a ordem de p, € divisivel apenas pelos primos

que dividem a ordem de (.

Demonstragao: Ver [Lema 9.3, [Se93]].
]
Agora apresentaremos trés resultados sob a propriedade do normalizador, apresen-
tados por Jackowski e Marciniak em 1987, que representaram um marco na teoria de
anéis de grupo, por estabelecerem uma direcao de pesquisa contundente na busca por
uma solucao geral da questao do normalizador para grupos finitos. Esses resultados
contribuiram para a afirmagdo de (Nor) como uma conjectura. Bem verdade, que
o contraexemplo apresentado por Hertweck em 2001, tira de (Nor) o status de con-
jectura mas, ainda hoje, os resultados de Jackowski e Marciniak sao de fundamental
importéancia na busca de classe de grupos que sao solugoes para (Nor).
O primeiro resultado garante a validade da propriedade do normalizador para todo

grupo de ordem impar.

Teorema 3.2.2 (Teorema 3.4, [JaM87]) A propriedade do normalizador vale para gru-

pos de ordem impar.

Demonstragao: Sejam G um grupo de ordem impar, u € Ny(G) e ¢, € Auty(G).
Pela Proposi¢ao 3.2.2 concluimos que 92 = ¢,2 € Inn(G). Seja t a ordem de ¢,, pelo
Lema 3.2.2 temos que t é impar. Logo, t e 2 sao nimeros inteiros relativamente primos.

Assim, existem r e s numeros inteiros tais que 2r +ts = 1. Dal,

Pu =y =T =2 Ol = o2 € Inn(G).
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[ ]

Gracas ao Teorema 3.2.2, para verificar que uma classe de grupos goza da proprie-
dade do normalizador, devemos nos deter aos grupos dessa classe que tém ordem par.
Sendo assim, verificar a propriedade do normalizador, reduz-se a andlise de um con-
junto particular de automorfismos ¢, € Auty(G). Com efeito, dado um 2-subgrupo de

Sylow S de um grupo G, nés denotamos por Is o conjunto

IS:{SDEAutU(G) : ()02217 @lS:[}a

isto é, o subconjunto de automorfismos de G, determinados por unidades normalizadas,
tal que estes automorfismos sejam involugoes e a restrigao dos mesmos a um 2-subgrupo

de Sylow fixado, a identidade. Vale para este conjunto o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 (Teorema 3.5, [JaM87]) Se Is C Inn(G) para um 2-subgrupo de Sylow
S de G, entao Auty(G) = Inn(G).

Demonstragao: Suponhamos que Is C I,,,(G) e seja ¢, € Auty(G) com u € Ny(G).
Como S é um 2-subgrupo de G segue do Teorema 3.2.1, que existe g; € G tal que
wu(h) = g7 'hg1, para todo h € S. Definindo um automorfismo interno de G, v, por
v(g) = g199; ", para todo g € G. Para todo h € S temos que

(v o pu)(h) =v(pu(h)) = v(91 ' hgr) = g1(g1 "hgr)g; " = h,

portanto y o, = I quando restrito a S. Denotando ug; ' por v, temos que v € Ny (G)

e para todo g € G obtemos

(vowu)lg) = (pulg)) =(utgu) = gru'gug;’
= (ugi ") 'g(ugi ) = v gv = pu(g).

Logo, v o ¢, = ¢, € Auty(G). Como v € Ny(G), segue pelo Lema 3.2.1, que vv* €
Z(Z@G) e na demonstragao da Proposigao 3.2.2, vemos que existe f € G tal que v* = fv
e v? = f~H(v*v). Dali,
wil9) = fof " (3.1)
Ademais,
v= (") = (fo) =vf =0 = fuf T

isto é, f comuta com v. Tomemos (f) o grupo ciclico gerado por f. Denotando por
Sa(f) o 2-subgrupo de Sylow de (f) e por Sy (f) um 2’-subgrupo de Hall de (f), temos
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(f)y = Sa(f) x So(f). Como ambos sao ciclicos, existem f; e fo em (f) tais que
Sa(f) = (f1) e Sx(f) = (f2) = (/). Dai, concluimos que

em que f; é um 2-elemento e 21 | f5|. Definimos § € Inn(G) como 6(g) = f5 'gf2, para
todo g € G. Como f comuta com v e fo € (f) temos que fo comuta com v, e assim,

para todo g € G obtemos

(Bop)(g) = (v gv) = fy (v gv)fy
= (vfa)g(vfa) = (fav)"lg(f2v)
= v fy g = 0u(f5 ' gf)
= (pv09)(9)

Portanto, d o ¢, = ¢, 0 d. Agora observe que f pertence ao Cg(.5), o centralizador de
S em G, pois @, = Y0 @y, (Y0 ¢u)|s = I e pela equagdo 3.1, tem-se que, para todo
s €S,

s =pu(s) = py(s) = fsf .

Consequentemente, o automorfismo 6 = 9§ o ¢, = ¢, 0 J satisfaz
(i) O(h) = h, Vh € S:

Com efeito, como f € Cg(S) temos que f; e fo também pertencem a C(S). Dai,

0(h) = (d0p,)(h) = (p,00)(h)
@u(fs ' hfs) = @u(h)
— h

(i) 6%(g) = figfi", Vg € G:
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Utilizando-se das equacoes 3.1 e 3.2 obtemos

0*(h) = 6(6(g))
= 0((d 0 .)(9))
= 0(d(v""gv))
= 0(f; v gufe)
= (dow)(fy v gufa)
= (T fy T gu )
= fyvT v gufoufs
= v f g f50°
= ©i(f3%9f3)
= [t
= fifsfsafifs it
= flgffl.

Agora, fazendo w = v fy temos, para todo g € G

0(g) = (60wu)(g) =0(v "gv) = fy v gufo = w ™ gw = @u(g)

donde 0 = ¢,. Como f; € Cx(S) e Sa(f) = (f1) denota um 2-subgrupo de Sylow de
(f), temos que (S, f1) é um 2-subgrupo de G que contém S, como S é um 2-subgrupo
de Sylow de G segue-se que f; € S. Em particular, f; € Z(S).

Agora consideremos a agao por conjugacao de S sobre GG, p: S x G — G, definida

da seguinte forma:
(h,g) — h™'gh, YVh € S, Vg € G.

Como para todo h € S temos que ¢, (h) = h, escrevendo

w :UfQ = Zagga

geG

obtemos que

w = Zagg = Zagh_lgh, Vh € S.

geG geG

Observe que a funcao a : G — Z, g — ag, ¢ constante nas dérbitas da agao p. Além

disso, existe necessariamente um ponto gg € G, fixado pela agao no suporte de w, isto
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é, h=tgoh = go e, evidentemente gy € C(S). Seja wy a projegao linear de w no subanel
ZCq(S). Como gy estd em supp(w), segue que wy # 0. Denotamos por wy a redugao
moédulo 2 de w a ZyCq(S).

Como wy € ZyCq(S), concluimos que o cardinal do suporte de w é igual a e(w). Por
outro lado, e(wy) = e(wy) (mod 2). Seja g no suporte de w. Se g € Cg(S), entdo g é
um ponto fixo para a agdo p. Se g ¢ C(S), entao a érbita de g tem comprimento uma
poténcia de 2, isso pois S é um 2-grupo e pelo Teorema da Orbita e do Estabilizador.
Como os coeficientes dos elementos em uma mesma Orbita sao iguais, obtemos que

g(wo) = e(w) (mod 2). Por fim, como e(w) = £1, segue que
card(supp(wp)) = (@) = e(wp) = e(w) = 1 (mod 2),

ou seja, o suporte de wy é constituido por um nimero impar de elementos no centrali-
zador de S em G.

Das igualdades w = vfy, v* = fv, e f = f1f2 e como fv = vf segue que

fiw= fivfa=vfifa=vffy ' = fofyt =0 fyt = fy vt = wh

Vale para a projecao wy de w: w§ = fiwp e, portanto,
Wy = fi1wo. (3.3)

Tomemos um elemento h; no suporte de &y. Pela equacao 3.3, temos fihy = hy ",
para algum hy no suporte de @o. Sendo assim, fihy = fi(h{'fi') = hy'. Concluimos
que o suporte de @y é a unido disjunta de conjuntos da forma {h;, hy}, com fih; = hy "
Ora, sabemos que o cardinal do suporte de wy é impar, e portanto para ao menos um
destes conjuntos deve valer fih, = hi', ou seja, fi = h?2, porém f; é um 2-elemento,
o que implica que hy também o é, e ja que h; estd em Cg(S), segue que hy € Z(5).

Definimos um automorfismo interno de G, 9, por 1(g) = high;"' para todo g € G.

A composigao 1 o p,, é tal que

(i) para todo h € S:
(¥ 0 @,)(h) = ¥(h) = hyhh' = h.
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(ii) para todo g € G-

(Yow,)(9) = hw 'hw gwhi'whi' = hiw ?gwh;?
= *(¥*(9)) = (figfi!) = hifigfir by
= g

pois 2 (g9) = 6%(9) = figf;', f = hi% hi € Z(S) e w comuta com os elementos de
S. Logo, a composicao ¥ o ¢, € um elemento de Is. Uma vez que Ig estd contido
em Inn(G), por hipétese, existe ¢, € Inn(G) tal que ¥ o ¢, = ¢,. Portanto, ¢, =
Vv tog, € Inn(G). Como ¢, =0 =200p, e p, =70 p,, onde §,y € Inn(G). Vale

Yo =00p,=00y0p, = P, =7 tod oy, € Inn(G).

Portanto, ¢, € Inn(G). Como ¢, € Auty(G) foi tomado de modo arbitrério temos
que Auty(G) C Inn(G), e assim Auty(G) = Inn(G).
u

Teorema 3.2.4 (Teorema 3.6, [JaM87]) A propriedade do normalizador vale para

qualquer grupo finito com um 2-subgrupo de Sylow normal.

Em 2002, Petit Lobao e Polcino Milies, apresentaram o seguinte teorema:

Teorema 3.2.5 (Teorema 3.1, [PeP02]) Seja G um grupo de Frobenius finito. Entdo

a propriedade do normalizador € vdlida no anel de grupo integral ZG.

Eles demostraram que se, G denota um grupo de Frobenius finito, entao para todo
u € Ny(G) tal que ¢, € Ig para um 2-subgrupo de Sylow S de G, um dos casos

acontecem:
(i) u(g) = g, para todo g € G; ou

(i) ©u(9) = ¥y 'gy0 = @y (g), para todo g € G, onde yy € G é a tnica involugio no

complementar de Frobenius de G.

Isto é, eles mostraram que Ig C I,,,(G) para um 2-subgrupo de Sylow S de G, e assim
que a propriedade do normalizador é véalida na classe dos grupos de Frobenius finitos.
Este ¢ um dos resultados motivadores de nosso trabalho e buscaremos empregar as
técnicas usadas pelos autores para obtencao de nossos objetivos no préximo capitulo.

Como vimos na Subsec¢ao 2.2.3, os grupos de Camina constituem uma generalizacao

dos grupos de Frobenius e sao essencialmente grupos de Frobenius ou p-grupos. Assim,
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Pelos Teoremas 3.2.5 e 3.2.1, a propriedade do normalizador é valida trivialmente para
a classe dos grupos de Camina finitos.

Seja G um grupo finito e H um subgrupo de GG. Se x é um elemento que normaliza
H, entao a conjugacao por x induz um automorfismo de H. Se H = (G, entao este auto-
morfismo preserva classes de conjugacao. Em 1988, Walter Feit e Gary Seitz, [FeS88|,
mostraram que automorfismos de grupos simples finitos que preservam classes de con-
jugacao sao automorfismos internos. Assim, em particular, como os automorfismos
de um grupo G induzidos por unidades u € Ny (G) preservam classes de conjugagao,
temos que, se G é um grupo simples finito, entao esses automorfismos sao internos, e
portanto a propriedade do normalizador é valida para grupos simples finitos. Vejamos

o enunciado do teorema de Walter Feit e Gary Seitz.

Teorema 3.2.6 (Teorema C, [FeS88]) Seja o um automorfismo externo de um grupo

simples finito G. Entdo existe uma classe de conjugacao C' de G com «o(C') # C.

Corolario 3.2.3 Grupos simples finitos satisfazem a propriedade do normalizador.

A propriedade do normalizador foi investigada em muitos casos particulares e obteve
resposta afirmativa em muitas classes de grupos. Para finalizar esta subsecao vamos

listar algumas classes de grupos que satisfazem a propriedade do normalizador.

Teorema 3.2.7 Seja G um grupo finito. A propriedade do normalizador tem resposta

positiva nos sequintes casos:
1. G é um grupo nilpotente (Coleman, [Co64)).
2. G é um grupo de ordem impar (Jackowski e Marciniak, [JaM87]).
3. G tem um 2-subgrupo de Sylow normal (Jackowski e Marciniak, [JaM87]).

4. G € um grupo de Frobenius (Petit Lobao e Polcino Milies, [PeP02]).

(&

. G € um grupo simples (Feit e Seitz, [FeS88]).
6. G € localmente nilpotente (Jespers, Juriaans, de Miranda e Rogerio, [JeJ02]).

7. G possui subgrupo derivado G' um p-subgrupo (Jespers, Juriaans, de Miranda e

Rogerio, [JeJ02]).
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3.3 Problema do Isomorfismo

A questao central na teoria de anéis de grupo é o chamado Problema do Isomor-
fismo (Iso). Esta questdo busca saber até que ponto o conhecimento da estrutura e
propriedades de um dado anel de grupo pode determinar a estrutura do grupo inicial.
Assim, o problema do isomorfismo, consiste em verificar quando um grupo é deter-
minado pelo seu anel de grupo, ou seja, dados dois grupos G e H e um anel com
unidade R, serd que a existéncia de um isomorfismo RG ~ RH implica em G ~ H?
Desde 1940, esta questao vem sendo discutida a partir dos trabalhos de G. Higman com
diversos anéis de coeficientes, entretanto, percebeu-se que podemos obter muitos con-
traexemplos a questao utilizando-se como anel de coeficientes um corpo. Por exemplo,
utilizando-se da teoria de anéis de grupo com anéis de coeficientes corpos, podemos
mostrar que se G e H sao grupos abelianos de mesma ordem, entao as algebras de grupo
CG e CH sao isomorfas mas, sabemos que existem grupos abelianos de mesma ordem
que nao sao isomorfos, por exemplo, os grupos abelianos de ordem quatro Z, X Zs e
Zy.

Isto levou a centralizar as atencoes sobre os anéis de grupo sobre os inteiros,
formulando-se a seguinte conjectura para grupos finitos quaisquer:

Conjectura: Seja G um grupo finito. Entao:

7G ~7ZH — G ~ H.

Isto é, os grupos finitos sao determinados via isomorfismo pelos seus anéis de grupo
integrais.

Um fato importante que também contribuiu para que as atencoes fossem voltadas
para os anéis de grupo sobre os inteiros, é que, se G e H sao grupos tais que ZG ~ ZH
entdo RG ~ RH para todo anel comutativo R, ver [PoS02] Lema 9.1.1.

Como, em 2001, Hertweck [Her01] construiu um contraexemplo para o Problema do
Isomorfismo, a partir de entao, esse problema perde o status de conjectura, mas nao a
relevancia, buscando-se conhecer as classes de grupos que sao determinados pelos seus

anéis de grupo integral.

Definicao 3.3.1 Um isomorfismo ¢ : RG — RH diz-se um isomorfismo normalizado

se

€EH O Y = &g,
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onde eq e ey denotam as funcoes de aumento de RG e RH, respectivamente.

Proposicao 3.3.1 Se existe algum isomorfismo ¢ : RG — RH, entao também existe

um isomorfismo normalizado entre estes anéis.

Demonstragao: De fato, basta definir uma nova aplicagao ¢ : RG — RH da seguinte

ZaggHZ HOQO o(g).

geG geG

forma

Veja que ¢ estd bem definida, pois todo g € G é uma unidade de ZG, e portanto
como ¢ é um isomorfismo temos ¢(g) € ZH é uma unidade, e assim eg(p(g)) é

invertivel em Z. Para todo deG ag9, Y pec Gkk € RG, temos:

(s Y k) = 6( 3 (agm)(oh) = 3 L selgh)

geG keG g9,keG g9,keG

= Z —7——(g) - Z T(k;)(p(k)

ge SH° »(9) req SH

= 0(D_a9) - o( > ark)

geG keG

O(> agg+ ) byg) = ¢(Z(ag+bb)g)zz%—+b“’<ﬁ(g)

geG geG geG geG €H © (p(g)

g by
= Z ———p(g) + Z m@(g)

2 Eove ! 2

(b(Zagg) + ¢(Zbgg)-

geG geG

Portanto, ¢ é um homomorfismo de anéis. Agora veja que

Zagg )=0 & ZgHo(p v(g) =0

geG geG

D Do

Exg O
gGGH 90

& Zagg:().

geG

Assim, ¢ é injetora. Como ey é um epimorfismo e ¢ é um isomorfismo segue que eg o

é um epimorfismo, e portanto ¢ é um epimorfismo. Logo, ¢ é um isomorfismo de anéis.
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Por fim observe que

(erod)( D agg) = en(d — % __(9))

e gec e 0 #(9)

= Y ey ou(g)

L)

= Zag ZEG(Zagg).

geG geqG

Portanto, e 0 ¢ = ¢, e assim ¢ é um isomorfismo normalizado.
]
Nosso primeiro exemplo de uma classe de grupo que satisfaz o problema do isomor-

fismo ¢é a classe dos grupos abelianos.

Teorema 3.3.1 ([Hi40]) Seja G um grupo abeliano finito e seja H um outro grupo tal
que ZG ~ ZH. Entao G ~ H.

Demonstragao: Desde que ZG ~ ZH podemos assumir que existe um isomorfismo
normalizado ¢ : ZG — ZH. Se G é abeliano, entao ZG é comutativo, e portanto ZH
é comutativo, donde seque que H é abeliano. Como o posto de um médulo livre sobre
Z é invariante, temos que H ¢ finito e que |G| = |H|. Para cada g € G temos que ¢(g)
¢ uma unidade normalizada em ZH. Como ZH é comutativo, segue do Corolario 3.1.1
que ¢(g) € £H. Desde que ¢ é um isomorfismo normalizado, temos que ¢(g) € H.
Assim, provamos que ¢(G) € H e como |G| = |H]|, temos que ¢(G) = H. Em outras
palavras, a restricao de ¢ a G é um isomorfismo de grupo de G em H.

Corolario 3.3.1 Seja G um grupo finito e H um outro grupo tal que ZG ~ ZH . Entao
Z(G)~ Z(H), onde Z(G) e Z(H) denotam os centros de G e H respectivamente.

Demonstracao: Desde que ZG ~ ZH podemos assumir que existe um isomorfismo
normalizado ¢ : ZG — ZH. Pelo Corolario 3.1.1 as unidades centrais de ordem finita
de ZG sao todas triviais, e portanto, p(Z(G)) = Z(H). Isto é, Z(G) ~ Z(H).
]
Omitimos a demonstracao dos préximos trés resultados, pois suas demonstragoes
exigem ferramentas que nao abordamos neste trabalho. Recordamos que, para cada
g € G, n6s denotamos por C, a classe de conjugacao de g em G e escrevemos é'g =
Execg x a soma de classe. Dados G e H grupos finitos, a préxima proposi¢cao mostra

que, desde que exista um isomorfismo normalizado entre os anéis de grupo integrais
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Z.G e ZH, também existe uma correspondéncia biunivoca entre as somas de classe de
GeH.

Proposicao 3.3.2 Seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo normalizado e seja C'g uma

soma de classe em G, entao ¢(C,) € uma soma de classe em H, isto €, eviste h € H

tal que p(C,) = Cy. Temos ainda que:
(i) ©(Cyn) = Chn, para todo inteiro n;
(i) o(g) = o(h) e |Cy| = |Chl;

(iii) Se gp(é’g) =Che (p(é’gl) = Cy,, entdo ezistem a,b € H tais que go(éggl) = C’hhg =
Chon,, onde % = a"‘hya e h® = b~"hb.

Demonstracao: Ver [[Se93], Capitulo 5.].
u

Teorema 3.3.2 Suponha que ¢ : ZG — ZH é um isomorfismo normalizador. Sejam
N<aGeN = Y sen - Entao existe M < H tal que

(1) ¢(N) =M
(1) |N| = |M]|
(iii) Z(%) = Z(5;)
Demonstracao: Ver [[Se93], Teorema 36.10].
]
O teorema anterior mostra que, havendo um isomorfismo normalizado entre dois
anéis de grupo integrais, entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os sub-

grupos normais dos grupos em questao. Em particular, essa correspondéncia preserva

inclusoes, intersecoes e produtos.

Proposicao 3.3.3 (Petit Lobao) Seja o isomorfismo ¢ : ZG — ZH se, § denota a
correspondéncia entre os subgrupos normais de G e H, e Cy € uma classe de conjugagdo
em G a qual corresponde a classe de conjugacao Cy, em H, entao 6 associa ao subgrupo

normal (Cy) em G o subgrupo normal (C) em H.

Demonstracao: Ver [Pe08].
]
A fim de apresentarmos mais um exemplo de grupo que satisfaz (ISO), destacamos

os proximos dois lemas.
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Lema 3.3.1 Sejam G e H grupos finitos e seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo
normalizado. Seja J um ideal de ZG tal que (1 + J) NG = {1}. Entao também
(1+o(J)) N H ={1}.

Demonstracao: Assuma que M = (1 + ¢(J)) N H nao é trivial. Desde que J ¢ um
ideal de ZG temos que ¢(J) é um ideal de ZH, e portanto para todo h € H tem-se

n~to(J)h = p(J), e assim M é um subgrupo normal. Agora, veja que
M={heH : h—1€¢(J))}.

Logo, Az(M) C ¢(J). Pelo Teorema 3.3.2, existe N < G correspondente a M. Entao
|IN| = |M|, donde N nao é trivial e ¢ ' (Az(M)) = Az(N) C J. Consequentemente,
como

Az(N)={> an(n—1) : n#1, a, € Z}

nenN
temos que N C (14 J)NG = {1}, uma contradigao, pois |N| = |M| e M nao é trivial.
m

Lema 3.3.2 Seja J um ideal de um anel de grupo integral ZG tal que (1+J)NG = {1}.

. , : - 7G
Entio G € isomorfo a um subgrupo do grupo de unidades do anel quociente =.

(Az(G)+J) .
===, definida por

Demonstracgao: Considere a fungao ¢ : G — 1 +
r—=1+(x—1)+J

¢ é homomorfismo de grupo. Com efeito, para cada x, y € G temos

p(x)p(y) = A+(@-1)+J)1+y—1)+J)
= (14 (zy —1) +J) = d(wy).

Assim, ¢ é um homomorfismo. ¢ é injetiva, pois se g € G é tal que ¢(g) = 1, entdo

1+(g—-1)+J
g—1¢eJ

1=¢(g)

gel+J
ge(l+J)NnG=1.

L

Logo, ¢ é injetiva e G é isomorfo a ¢(G) que é um subgrupo do grupo de unidades do
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) 7
anel quociente -
]
Agora estamos em condigoes de apresentar um importante exemplo de grupo que

satisfaz (Iso), este exemplo é o grupo de unidades de um anel finito.

Teorema 3.3.3 O grupo de unidades de um anel finito € determinado por seu anel de

grupo integral.

Demonstracao: Seja G = U(R) o grupo de unidades de um anel finito R. Identifi-
cando R com o subanel gerado por G podemos assumir, sem perda de generalidade,

que R = (G) como anel. Definimos ¢ : ZG — R da seguinte forma

Z agg — Z agg.

geG geG

Como a multiplicagao em G é a mesma de R, segue que ¢ é um homomorfismo de anéis

e que ¢(ZG) = R. Colocando J = ker(¢), temos pelo teorema do isomorfismo que

G

R=(2G) = =

Seja H um outro grupo tal que ZG ~ ZH e seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo
normalizado. Entao, £& ~ %. Como (1 + J)NG = {1}, pois G = U(R), segue do
Lema 3.3.1 que (1 + ¢(J)) N H = {1}. Segue do Lema 3.3.2 que H ¢ isomorfo a um

subgrupo do grupo de unidades de

Como G = U(R), segue que H é isomorfo a um subgrupo de G, como ZG ~ ZH temos
que G e H tém mesma ordem, e assim H ~ G.

]

Veja que, em particular, para um grupo finito G qualquer, o grupo de unidades do

anel de grupo integral correspondente U(ZG), satisfaz (Iso).

Corolario 3.3.2 Seja K um corpo finito. O grupo linear geral GL(n, K) €é determi-

nado pelo seu anel de grupo integral.

Demonstragao: Desde que GL(n, K) é o grupo de unidades do anel de matrizes finito

M, (K), o resultado é uma consequéncia imediatamente do Teorema 3.3.3.
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Apesar do contraexemplo apresentado por Hertweck em 2001, o Problema do Iso-
morfismo é estudado em muitos casos particulares e obtém resposta positiva em muitas

classes de grupos finitos, das quais, listaremos algumas das mais conhecidas:

Teorema 3.3.4 Seja G um grupo finito. O problema do isomorfismo tem resposta

positiva nos sequintes casos:

1. G € abeliano (Higman, [Hif0]).

IS

. G € nilpotente (Roggenkamp e Scott, [RoS87]).

o

. G € simples (Kimmerle, Lyons, Sandling e Teague, [KiL90]).

4. G é metabeliano (Whitecomb, [Wh68]).

v

. G éum grupo de Frobenius (Petit, [Pe01]).

6. G = Ax B, onde A € abeliano e B ¢é nilpotente com (|A],|B|) = 1 (Weiss,
[[Se93], Capitulo 5]).

7. G é um grupo circulo ([[PoS02], p. 303])
8. G = AB, onde A ¢é abeliano e B € nilpotente (Kimmerle, [Ki92])
9. G é um 2-grupo Hamiltoniano ([[PoS02], p. 290]).

Sejam G e H grupos finitos de mesma ordem e suponhamos que existe ¢ : ZG — ZH
um isomorfismo normalizado. Se ¢(g) € H, para todo g € G, entdo a restri¢cao de ¢
a G garante um isomorfismo entre G e H. Mas, a questao é que, em geral, nao
temos maiores informagoes sobre os elementos ¢(g) e h com h € H. A informagao
que temos é que, assim como h € H, o elemento ¢(g) também é uma unidade no
anel de grupo integral ZH, pois se |G| = n, entdao [p(g)]" = ¢(¢") = (1) = 1,
uma vez que @ é um isomorfismo. Dali, soa natural que o conhecimento adequado do
grupo das unidades de ZH poderia nos levar a solucoes do problema do isomorfismo.
Nesta direcao, em 1974, H. J. Zassenhaus formulou conjecturas sobre as unidades e os
isomorfismos normalizados de um anel de grupo, como seguem:

Conjecturas de Zassenhaus:
(ZC1) Se u € U(ZG) tem ordem finita, entao existe o € QG tal que o tua € G.

(ZC2) Se H é um subgrupo finito de U;(ZG) tal que ZG = ZH e eq(H) = 1, entdo
a 'Ha = G, para algum o € QG.
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(ZC3) Se H é um subgrupo finito de U;(ZG), entao a 'Ha C G, para algum o € QG.

(Aut) Se 0 € Aut(Z@G), entdo existe 3 € Aut(G) e a € U(QQG) tal que 0(g) = a'B(g)a,
para todo g € G.

As conjecturas de Zassenhaus despertam muito interesse, sendo estabelecidas em
muitas classes de grupos. Além disso, contraexemplos foram apresentados a (ZC2).

Em destaque, foram obtidas as seguintes implicagoes:
1. (ZC3) = (ZC1) e (ZC2).
2. (ZC2) = (Iso).
3. (ZC2) = (Aut).
4. (Aut) + (Iso) = (ZC2).

Como era esperado, o conhecimento detalhado do grupo das unidades de ZG leva
a solucoes ao problema do isomorfismo. Para informacoes mais detalhadas sobre as

conjecturas de Zassenhaus, recomendamos [Se93] Capitulo 5 .



Capitulo 4

Resultados Propostos

Este é o capitulo principal de nosso trabalho e tem como objetivo mostrar que os
CIT-grupos e os CN-grupos satisfazem a propriedade do normalizador. Além disso,
vamos expor nossas consideragoes quanto a investigacao de (Iso) nestas classes de
grupos.

Essas duas classes de grupos foram estudadas por M. Suzuki, W. Feit, M. Hall
e J. Thompson, onde ganharam destaque em meados do século passado, no esforgo
que desenvolveu-se com objetivo de classificar os grupos simples. Por exemplo, M.
Suzuki apresentou a conexao entre a classe dos CN-grupos e a classe dos CIT-grupos
determinando todos os CN-grupos nao soliveis e, ao fazer isso, descobriu uma familia
infinita de grupos simples que leva seu nome, os chamados Grupos de Suzuki; W. Feit,
M. Hall e J. Thompson estabeleceram a solubilidade de todos os CN-grupos de ordem
impar, isso contribui para a prova do Teorema da Ordem fmpar: Todo grupo de ordem
impar € solivel. Como observamos nas Secgoes 2.3 e 2.4, esses grupos sao diretamente
relacionados com grupos de permutacao transitivos, como por exemplo, os grupos de
Zassenhaus e os grupos de Frobenius,

Em 2001, Petit Lobao mostrou que os grupos de Frobenius constituem uma solugao
ao problema do isomorfismo, ver [Pe01]. No ano seguinte, Petit Lobao e Polcino Milies
mostraram que esta classe de grupos também é uma solucao a propriedade do norma-
lizador, ver [PeP02]. Assim, as duas questdes estao fechadas para a classe grupos de
Frobenius.

Nas Secoes 2.3 e 2.4, vimos que tanto a estrutura dos CN-grupos quanto a es-
trutura dos CIT-grupos estao diretamente relacionadas com os grupos de Frobenius.
Assim, é natural perguntar se essas duas classes de grupos também sao uma solugao

ao isomorfismo e ao normalizador.

57
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4.1 O Normalizador para CIT-grupos e CN-grupos

Nesta sessao, vamos utilizar as técnicas empregadas por Petit Lobao e Polcino
Milies em [PeP02], para mostrar que os CIT-grupos sdo uma solu¢do ao problema
do normalizador. Como consequéncia, teremos que os CN-grupos também sao uma

solugao a (Nor).

Teorema 4.1.1 Seja G um CIT-grupo. Entao a propriedade do normalizador é vdlida

no anel de grupo integral ZG.

Demonstragao: Seja G um CIT-grupo. Se G nao é solivel, entao, pelo Teorema 2.4.1,
G é um CN-grupo nao soluvel. Assim, pelo Teorema 2.3.4, G é um grupo simples ou
um grupo de Frobenius. Pelo Corolario 3.2.3 e pelo Teorema 3.2.5, segue que G satisfaz
(Nor).

Assuma que G é um CIT-grupo soluvel. Se G contém um subgrupo normal proprio
de ordem impar, entao pelo Teorema 2.4.2, G é um grupo de Frobenius com comple-
mentar um 2-subgrupo de Sylow e ntcleo abeliano. Novamente, pelo Teorema 3.2.5, o
resultado segue.

Assuma que G é um CIT-grupo solivel, mas que nao contém um subgrupo normal
proprio de ordem impar. Pelo Teorema 2.4.3, G contém uma série de subgrupos normais

de ordem par

G>Lp> NP1,
tal que % e % sao ciclicos de ordens relativamente primas, /N é um 2-grupo e a extensao
de G sobre N ¢é disjunta, digamos G = N x K.
Se |K| = ]%| ¢é impar, entao N é um 2-subgrupo de Sylow normal de GG. Portanto,
pelo Teorema 3.2.4, G satisfaz (Nor).
Se |K| = |£] é par, entdo pela Observagio 2.4.1, vé-se que K é um grupo de

Frobenius, digamos K = X x Y, com X o ntcleo e Y o complementar de Frobenius
de K. Logo, podemos escrever G = N x (X xY'). Pelo Teorema 2.2.1, temos que X
¢ nilpotente e que (|X|[,|Y|) = 1. Como estamos assumindo que K tem ordem par,
vemos que se |Y| é impar, entao |X| é par. Nesse caso, X possui um 2-subgrupo de
Sylow normal, digamos \S,. Em particular, S, é o 2-subgrupo de Sylow normal de K.
Escrevendo S = N xS, obtemos um 2-subgrupo de Sylow normal de G. Novamente
pelo Teorema 3.2.4, G satisfaz (Nor).

Agora, se |Y| é par, entdo |X| é impar e pelo Teorema 2.2.1 (iii) e (iv), temos que
a agao por conjugagao de Y* =Y — {1} sobre X é livre de pontos fixos e Y possui

1

uma tinica involucao z a qual é central em Y e satisfaz 2712z = 27!, para todo z € X.
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Sendo assim, Y C Cg(2). Como G é um CIT-grupo, segue que Cg(z) é um 2-grupo.
Portanto, Y é um 2-grupo.
Assim, estamos com o caso em que, | X| é impar e Y é um 2-subgrupo de Sylow de
K, em particular, o produto semidireto S = N x Y é um 2-subgrupo de Sylow de G.
Perceba que a a¢ao por conjugagdo de X* = X —{1} sobre N ¢ livre de pontos fixos,

ne = n, para algum n € N*, terfamos

uma vez que se existisse r € X* tal que =~
que a agao por x fixaria (n) o subgrupo gerado por n. Comon € N e N é um 2-
subgrupo terfamos que (n) possuiria uma involugao fixada por x. Como estamos em
um CIT-grupo x deveria pertencer a um 2-grupo, mas x € X e X tem ordem impar.
Portanto, nenhum elemento de X* comuta com um elemento de N*, e assim a agao por
conjugacao de X* sobre N ¢é livre de pontos fixos. Como Y™ age sobre X sem pontos
fixos, segue-se que nenhum elemento de X* comuta com um elemento de S*.

Fixemos o seguinte subconjunto dos automorfismos de G
Is = {pu € Auty(G) : pu|s =id e @ =id},

isto é, o subconjunto dos automorfismos de GG, determinados por unidades normaliza-
das, tal que estes automorfismos sao involugoes e a restricao dos mesmos ao 2-subgrupo
de Sylow S = N x Y fixado, a identidade.

Seja ¢, um elemento de Ig, onde u € Ny (G). Veja que ¢, fixa os elementos de N
e de Y, uma vez que ¢, fixa os elementos de S = N x Y. Vamos estudar a acao de ¢,
em X.

Afirmacao 1 Sejam S, um p-subgrupo de Sylow nao trivial de X e ¢, € Ig. Entao

um dos sequintes casos ocorre:

(i) v tzu =z, para todo x € Sy; ou

(i) u™lzu = yy twyo = 7, para todo x € Sp, onde yo € a Unica involugao em Y ; ou
(i4i) uw'azu = ng'ang, para todo x € Sp, onde ng € N € uma involugao; ou

(iv) u~tau = yy 'ng lengye, para todo x € Sp, onde yo € a unica involugio em Y e

ng € N é uma involugao.

Demonstragao: Primeiramente, como |Y| é par, pelo Teorema 2.2.1 (4ii), X é nilpo-
tente abeliano de ordem impar. Dai segue-se que X ¢é produto de seus p-subgrupos de

Sylow. Se S, denota um p-subgrupo de Sylow de X, entao p # 2 e S, é um p-subgrupo
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de Sylow de G. Pelo Teorema 3.2.1, existe gy = noxoyo € G, onde ng € N, xg € X e
Yo € Y, tal que

-1 -1 -1,.-1_-1
U "TU =gy TJGo =Yg Lo Ny INoToYo,

para todo x € S),.
Por um lado, suponhamos que nyg = 1. Entao, usando que X é abeliano, vemos
para todo x € S, que

-1 1,1 —1
U Tu =Yg Lo TToYo = Yo TYo-

Como ¢, € Ig, temos que ¢? = id, logo

=22
=Yoo TYp,

para todo x € S,. Como a agao de Y* sobre X ¢ livre de pontos fixos, temos que
Yo = 1. Assim, yp = 1 ou yy € Y é a tinica involugdo em Y, em particular, yo ¢ central

em Y. No primeiro caso, u™!

ru = z, para todo z € S, no segundo caso, tem-se que
utzu =y, vy = 71, para todo z € S,
Segue-se que, se ng = 1, entdo u lzu = x, para todo = € S, ou v ‘zu =y lwy, =
g que, 0o— 4 =Z,Dp p = %Yo Yo =
x~!, para todo x € Sp, onde yo € Y € a unica involucao em Y.

Por outro lado, suponhamos que ng # 1. Nesse caso, para todo = € S, temos que
utru = yo_lxalnalxnoxoyo.

Como ¢, € Is e X é abeliano, temos que

2, -2_...2.2 2

_ -2 -2 -
T = Yo Ty Ny TNyToYy

2 .92 9 9 9 9
YoxYy = To Ny ITNyTy
2/ 2 9\ 92 9 9
To(YoTYo )T~ = ng TNy
2 9 2 9
YoTYy = Ny TNy

2,2 -2 2
L ="NoYoxYo "o -

L

Como elementos de X* nao comutam com elementos de S* e n2y2 € S, temos que
ndys = 1, e portanto n§ = y3 = 1. Assim, yo = 1 ou yp é uma involugao e, como
ng # 1, segue que ng € N é uma involucgao.

Por um lado, admitimos que yy = 1. Entao usando o fato que ¢, fixa os elementos
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de N, obtemos para todo = € S, que

utru = xalnglxnoxo

~1, -1 R
u NG wnou =ng xy (ng Tng)Tong

2 1

1 -2 2 — 2 2
ng Tng = Ng Ty (ng TNo)Tgng

1 =20 1 2
ng Tng = xy - (ng Tno)xg

T = noxSZnalxnoxgnal

2

T = n0x52n51x0x52 *nox;

2, - -1

(1

1 2

_ —2, 1,2 - 2, —1
xr = (noxy “ng x5)x(To “noTing )-
Da normalidade de N, vemos que xj*nozin,' € N. Como a acdo de X* sobre N é
livre de pontos fixos, temos que x, *noz2ng ' = 1, e portanto ng = x,°nex2. Outra vez,
pela agdo de X* sobre N ser livre de pontos fixos, temos que z3 = 1. Como |X| é
fmpar, segue-se que xo = 1. Logo, yo = 1 implica que x¢ = 1, e assim v~ lzu = nalxno,
para todo x € S, onde ng € N é uma involucao.

Por outro lado, admitindo que yy # 1, segue que yy € Y € a tnica involu¢ao em Y

e é central em Y. Para todo x € S, temos

uTlru =y ey ng angtoyo

u_lnglxnou = nalyo_lxglnglxnoxoyono
—1 o —2,-2 —2( —1 2,22
ng ang =ng Yo o (Mg TN0)THYoNG

-1 _ 2, -1 2

L

2

x = (nory *ng tag)w(zy *nozang ).

2 1

Como z5°nozing' € N e a agao de X* sobre N é livre de pontos fixos, vemos que
x5 *ngzing' = 1. Logo, ng = x5°nox3, e assim 22 = 1. Como |X| é fmpar, temos que
xo = 1. Segue que, u~tzu = y; 'ng 'wnoyo, para todo x € Sp, onde yp € Y é a tunica
involucao em Y e ng € N é uma involugao.

Assim, temos os casos:

(i) uw'zu =z, para todo x € S,; ou

1

(ii) v tzu =y 'ayy = 27, para todo x € Sp, onde yy € a unica involucao em Y'; ou

(iii) u~'zu = ny'zng, para todo x € S,, onde ng € N é uma involugao; ou

1

(iv) u™tzu = yy 'ng angyo, para todo x € S,, onde yy é a tnica involucdo em Y e
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ng € N é uma involugao.

Afirmacao 2 Para todo p-subgrupo de Sylow de X, exatamente um dos casos listados

na Afirmacao 1 ocorre.

Demonstracgao: Sejam L; o produto de todos os p-subgrupos de Sylow de X que sao
pontos fixados por ¢,, Ly o produto de todos os p-subgrupos de Sylow de X tal que
(ii) ocorre, L3 = S, x --- x S, o produto de todos os p-subgrupos de Sylow de X tal
que (iii) ocorre e Ly = S, % ---.S,, o produto de todos os p-subgrupos de Sylow de X
tal que (iv) ocorre.

Assim, X = L, X Ly x L3 x Ly. Veja que, provar a afirmacao equivale a provar que
X = L;, para algum 1 <7 < 4.

Pela Afirmacao 1, existem nq,...,n, € N involugoes tais que
-1 -1 —1
U TU =N TN N, TNy,

para todo z = z1---x, € L3, x; € S,,. Também, existem my,...,my € N involugoes
tais que

1 -1 -1 -1 -1
WU = Yo My W1M1Yo - - - Yo Mg WsMsYo,

-
para todo w = w; - - - ws € Ly, w; € S,.
Dado =z € X, podemos escrever x = lilsl3ly com [; € L, 1 <1< 4, l3=21...2, €

l4 = y1...ys. Dal, temos que
ulaeu = llyo_llgyo(H nj_lxjnj) (H yo_lmj_lemjyo).
j=1 j=1

Pela Proposigao 3.2.1, temos que = e ¢,(x) sdo conjugados em G, assim existe
g=n'ry € G,onden' € N, 2’ € X ey €Y tal que

/-1, /-1, /1—1

wlou =yl e an/ay = o !

n " llsln/s'y

Logo,

Lo Hayo ( H nj_lxjnj) ( H yo_lmj_lemjyg) =o'/ T ol 2 Y
=1 =1

Assim obtemos que
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° ll — y’_lx’_ln’_llln’x’y’;
° y51l2yo — y’_la:’_ln’_llgn’x’y’;

T —1 =1, —-1,/—1 10,00
° (szlnj xjnj)—y 7' gn'2y e

s o1, 1 SRS BV VRS PR
o (Hj:1y0 m; wimyyo) =yt T /2y

Veja que, [ = v~ '2/~ '/~ n'2"y implica em I; comutar com n', 2’ e /. Como
elementos de X* ndo comutam com elementos de N* e de Y*, segue que n’ =3 =1
ouly =1, para todo [y € Ly, isto é, L1 = 1.

Sen’ =y =1, entao:

Yo oy = y' o' in/"Hon/a"y’ implica I;t = yg tlaye = 2y’ = I, Logo, 2 = 1.
Como 21 | X, segue que Iy = 1 para todo ly € Ly. Assim, Ly = 1.

Também, ([T)_
l3. Logo, nj_lxjnj = xj, para todo 1 < j <r. Como a acao de X* sobre N é livre de

-1 /1/1/1 /A : T -1 =17
11 :r;jnj) =y [3n'2'y" implica (szl n; xjnj) =o' sz

pontos fixos, temos que z; = 1 para todo j. Isto é, I3 = 1 para todo I3 € Ls. Ademais
Ls=1.

Por fim, a igualdade (szl yo_lmj_lemjyo) = a0/~ yn/2’y’ implica em
(szl yo_lmj_lemjyo) = 2y’ = 1. Logo, yo_lmj_lemjyo = wj, para todo
1 < j < s. Dai, w; = 1 para todo j, pois m;y, € S* e elementos de X* nao co-
mutam com elementos de S*. Logo, I, = 1 para todo Iy € Ly, e assim Ly = 1.

Concluimos que se n’ =4’ =1, entdo Ly = L3 = Ly = 1, e portanto X = L;.

Agora se L1 = 1, entao admitindo que Ly # 1, vemos que:

Yo Hayo = vt In/~tyn'2'y’ implica

l2 = Y y,_ll’/_lnl_ll n’x’y'yo_l
= y/ 1_/— 1n/ 1 /l [E/ 1n':7c’y'y0
— (y y/ 1, ./— 1n/ 193’)[2(:5’ 1n/:13’y'y0 )

Como z'~'n/z'y/ yo € S e elementos de X* nao comutam com elementos de S*, temos

1=1,.1 .0,/

que 2’ 'n'a'y'y;t = 1. Dai, 2 "'n'a’ =ley'y;' =1, donde n’ =1 ey =y
Substituindo n’ = 1 e yy = ¥/ na igualdade (H;:1 nj_lxjnj) = o/l In/"Hn'2"y
lxj”j) = ?Jo_lxlfll:sx/yo = y()_ll3yo~ Logo, nj_lxjnj = ?Jo_ll‘jyo, para

todo 1 < j < r. Portanto, x; = yo’lnj’lxjnjyg, para todo 1 < j < r. Como elementos

vemos que ([[;_; nj

de X* nao comutam com elementos de S*, temos que x; = 1 para todo j. Isto é, I3 =1

para todo I3 € Ls. Assim L3 = 1.
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Substituindo n’ = 1 e yy = ¥ em (H;Z1 Yo 'my twimyye) =yt e /2ty
segue que (szl yo_lmj_lemjyo) = yo 2 yx'yo = vy layo. Logo, yo_lmj_lemjyg =
yo_leyo, para todo 1 < 5 < s, e portanto mj_lemj = wj, para todo 1 < j < s. Dai,
w; = 1 para todo j, pois a acao de X* sobre N ¢ livre de ponto fixos. Logo, Iy =1
para todo Iy € Ly, e assim Ly = 1.

Segue que se Ly =1e Ly # 1, entdao Ly =Ly, =1e X = Lo.

Agora se Ly = 1, mas admitindo que L3 # 1 obtemos:

(ITj=y ny tayng) = o~ 'a "'~ Hsn'a’y' implica em nj'ayn; = =2~/ an'a'y,

para todo 1 < j < r. Logo,

_ R N T Tl
T, = ny n'"xn'ay'n;
_ 1—1 / 1, ./—1_. /=17 1 1 —1
= ny n' 2z n ey
_ 1111, 1=1 0 =11 71 —1
= (ny n'al)xy (2 n2y'ng ).

Como '~ 1n'z’ y’ n; 1 € S e elementos de X* néo comutam com elementos de S*, temos

1—1,1 00, 1—1,.1,./ Il/

que x n:tyn =1. ASSlm, r nr = njy , € pOl"taIltO n, =2
1 /

' para todo j
ey =1.1Istoé,n=...=n, =22’ ey = 1.

Substituindo y’ = 1 na igualdade yg 'lyyo = y'~La'~'n'"Hon'a"y’, temos que

_ /=1, 1—1 /o0 —1
lo = yor nlan'z'y,

o /1/1//1//
= Yox o'y’ 'y,

— (y .73/ 1n/ 1513'/)l2($'/ 177/:6’3/0 )

Como o' ~'n'z'yy*t € S* e elementos de X* ndo comutam com elementos de S* temos

que Iy = 1, para todo [y € Ly. Dai, Ly = 1.
!/ = S —1 —1 _ 1—1,./—1,,7—1 1.0,
Fazendo y’ = 1 na expressao (szl Yo m; wjmjyo) =y 277 yn'2y ) temos
s -1, -1 =11 ! 00 -1 -1 =1 =1
que (Hj:1 Yo m; wjmjyo) =a2''n'lyn'z’. Logo, y, m;wmyo = &N wn'a,
para todo 1 < j < s, e portanto
_ ) =1 =1 /0, —1 -1
W = MY N WiNT Yy My

_ /=1, 1—1_1 =17, -1
= MyYr N T W;T n:vyo j

(mjyox’*ln’*lx')wj (.1'/ 1n'x’y0 j 1)’
para todo 1 < j < s. Daf, w; = 1 para todo j, pois 2'~'n'z'y; 'm m; 1€ S* e elementos
de X* nao comutam com elementos de S*. Logo, 4 = 1 para todo l; € Ly, e assim

Ly=1.
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Segue que se Ly = 1, mas L3 # 1, entao Ly = Ly =1eny = ... =n, = ng, onde
X = Ls.
Finalmente no tltimo caso L; = 1, mas admitindo que Ly # 1 obtemos que:

(Hj Vo g hwymyye) = /et yn/2"y implica que, para todo 1 < j < s tem-se

Yo 'm; Twymiye = y' "t n " lwn/2y’, e portanto
_ =1 =1 g1 1
wj = myyey' 2T w2y yg tm;
_ 1=l =1, =10 =11 1 1 -1
= m;yoy n' "t wi T n 2y ! j
_ 1=l =1, =100 =11 11 -1
= (m;yoy '~ )w; (2 2y Yy tmy ),

= 1 para todo j, pois z'~'n2'y/y; " m; le

j
S e elementos de X* nao comutam com elementos de S*. Logo, '~ 'n'z'y’ = m;yo, e

assim m; = 2/~ 'z’ e yo = v/, para todo 1 < j < s. Isto é, my = ... = m, = 2’ 'n'z’
eyo=1y"
Colocando yo = ¥ na igualdade y, 'loyo = v~ 'a'~tn/~Lyn'2'y’, entdo obtém-se que

1—=1,,1 .0,/

para todo 1 < j < s. Dai, 2/~ 'n'ay/y; !

Yo layo = yg '’ an/2'y,. Logo,

l, = x/—ln/—ll n'z

/-1 _r—1_r7 1—1_1 1/
= 2 'Ly e

— (x’_ln'_lx’)lg(x'_ln'x').
Como z'~'n'2’' é uma involucao, pois m; = ... = my; = '~ 'n'z’, temos que I, = 1, para
todo ly € Ly. Dai, Ly = 1.

Fazendo a mesma substitui¢cao na igualdade ( H; 1 nj_l

— a1 =11 ! ol !
xjnj)—y ' =n/ 7 gn'xy

-1 / 1,,/7—1
entao, para todo j, temos n; :cjn] Yo &' rxn’x’yy. Logo,
_ —1 / 1,.7—1 1.0 -1
Tj = MYy T N TNT YN,
_ —1 / 1, /—1_ =11 .1
= NjYy £ N rrx N yon
_ 1, -1_1-1_/ =1, 1.1 -1
= (njyo o' "2 )x;(a" n'2yen; ).

Como z'~1n'z"y, n; ! € S* e elementos de X* ndao comutam com elementos de S*, temos

que x; = 1 para todo j. Assim, I3 = 1, para todo I3 € L3, e portanto L3 = 1.
Segue que, se L1 =1, mas Ly # 1, entdao Ly = Ly =1emy; = ... = mg = mg, onde
X =1L,.

Concluimos que unicamente um dos Uinicos casos ocorre:

(i) wtru =z, para todo r € X (X = L;); ou
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(ii) v~tzu = yy'ayo, para todo ¥ € X, onde y € Y é a tnica involugdo em Y
(X = Ls); ou

(iii) u™'zu = ngy'zne, para todo x € X, onde ng € N é uma involucio (X = Ls); ou

(iv) utau = y5 'my lemoyo, para todo x € X, onde mg € N é uma involucdo (X =
Ly).

[ |
Precisamos analisar a acao em G das involugoes yy € Y e ng, mg € N nos respectivos

casos acima. A conclusao da prova do teorema decorrera das préximas trés afirmacoes.

Afirmacgdo 3 Se ulau = y; 'wyo, para todo x € X, onde yo € Y € a tinica involugdo
em Y, em particular, central em Y, entdio N C Cq(yo), isto €, yon = nyo, para todo
neN.

Demonstracao: Procedemos por contradicao. Suponhamos que existe n € N* tal que
Yon # nyo. Assim, firado x € X* temos que g = nx = xny para algum ny € N, pois a

1

acao por conjugacao de X* sobre N € livre de pontos fizos. Logo, nos = x~'nx e temos

que g7 = x7Int = nyla™l. Tomando p, € Is e assumindo que u‘zu = yy 'ayo,
temos que
-1 -1 |
U gu = U nIU =Ny, TYo
e
(u_lgu)_1 = u_lg_lu = u_lnz_lm_lu = n;lyo_la:_lyg.
Logo,
-1 -1, —1,.-1 _
(nyo xyo)(ny Yo v yo) = 1
-1 _ -1
< NYo TYo = Yo TYoN2
& nrl= x_lng
s nrt=zte ng
& nrl=a"%nx
& n=ana’

Como X* age sobre N sem pontos fizos, temos que x?> = 1. Como 2 1 |X| seque que
x =1, que € um absurdo, pois x € X*. Logo, a afirmacdao € verdadeira, isto €, se
utwu = yy 'wyo, onde yo € Y denota a tinica involugio em Y, entdo yon = nyo, para
todon € N. [
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Afirmacgdo 4 Se u~lzu = ny'wng, para todo x € X, onde ng € N é uma involugao,
entdo S C Cg(ng), isto €, no(ny) = (ny)ng, para todo ny € S.

Demonstracao: Seja ny € S arbitrdario comn € N ey € Y. Fizemos v € X*.
Como p,(nzy) e nxy sio conjugados em G, existe ¢ = n'z'y € G, comn’ € N,

e X ey €Y tal que utnzyu = nu"tzuy = (n'2'y) tnzy(n’2’y’). Logo, supondo

1

que U Twu = nalwno, para todo w € X temos que

nng angy = (n'2'y) 'nay(n'z'y).

Assim, n = (n'z'y ) n(n'z'y'), y = (n'2'y) Ly(n'a'y) e nglang = (n'a'y’) ta(n'2'y).
Seque que n ey comutam comn', ¥’ ey'. Dai, ¥’ =1 oun =y =1, pois elementos
de X* nao comutam com elementos de N* e de Y*. Sen =y = 1, entdo claro que

no(ny) = (ny)ng. Se ' =1, entdo
nglang = (n'y) lz(n'y) = = ne(n'y) x(n'y )ng .

Como (n'y')ng* € S e elementos de X* ndo comutam com elementos de S*, vemos que
(n'y')ng' =1, e assim, ng =n' ey’ = 1. Como ny foi tomado arbitrariamente em S,
en ey comutam com n', seque que ng =n' € central em S.

Afirmacgdo 5 Se u~'zu = yy 'my ‘wmoyo, para todo x € X, onde yo € Y € a tnica
involugao em'Y e my € N é uma involucao, entao S C Cg(moyo), isto é, moyo(ny) =
(ny)moyo, para todo ny € S.

Demonstracao: Seja ny € S arbitrdario comn € N ey € Y. Fizemos v € X*.
Como p,(nzy) e nxy sio conjugados em G, existe ¢ = n'z'y € G, comn’ € N,

e X ey €Y tal que utnzyu = nu"twuy = (n'2'y') tnzy(n’2’y’). Logo, supondo

1

que U Wy = yo_lmalwmoyo, para todo w € X temos que

nyy 'my temoyey = (n'2'y) tnay(n'z'y').

Dat,
n = (nlwly/)—ln(n/x/y/); y — (n/x/y/)—1y<n/x/y/) e yalmalxmoyo — (n/x/y/>—1x(n/x/y/>.
Seque que n e y comutam com n', ¥’ ey'. Dai, ' =1 oun =y =1, pois elementos

de X* nao comutam com elementos de N* e de Y*. Sen =y =1, entdo moyo(ny) =
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(ny)moyo. Se &’ =1, entao

1 1

yomg wmoyo = (n'y) " e (n'y’) = & = moyo(n'y) " a(ny )y 'mg "
Como (n'y )y, 'my' € S e elementos de X* ndo comutam com elementos de S*, vemos
que ('Y )yg mgt = 1, e assim, mg = n' e yo = y. Como ny foi tomado arbitra-
riamente em S, e n e y comutam com n' ey, seque que moyo = n'y’ € central em
S.

|

De posse dessas afirmagoes estamos em condig¢oes de concluir a prova do teorema.
Se u € Ny(G) é tal que ¢, € Ig, entao ¢,(nxry) = nzxy, para todo nxy € G; ou
wu(nay) = nyy wyoy = vy 'nayyo, para todo nry € G, onde yy € Y é a tinica involucdo
em Y; ou o, (nry) = nnglaney = nglnazyng, para todo nzy € G, onde ng € N é uma
involugao; ou ¢, (nzry) = nyo_lmalxmoyoy = yo_lmglnxymoyo, para todo nzy € G,
onde my € N é uma involu¢ao. Em todo caso, ¢, € Inn(G). Logo, Is C Inn(G).
Consequentemente, pelo Teorema 3.2.3 Auty(G) = Inn(G), e assim G satisfaz a pro-
priedade do normalizador.
[ ]
A estrutura de um CIT-grupo G é peculiar, por defini¢ao, o centralizador em G de
toda involugao é um 2-grupo. Esse fato foi fundamental na prova do tltimo teorema,
pois influenciou na escolha do 2-subgrupo de Sylow S, e assim em todo desfecho da de-
monstracao. Agora, vamos usar nosso resultado para concluir que CN-grupos também

sao uma solugao ao normalizador.

Lema 4.1.1 Todo grupo de 3-passos de ordem par € um CIT-grupo.

Demonstragao: Seja G é um grupo de 3-passos de ordem par com respeito a um
primo p. Entao, pela Defini¢ao 2.3.1 (i), vemos que p = 2. Seja z € G uma involugao.
Podemos tomar P um 2-subgrupo de Sylow de GG contendo z. Pela Observagao 2.3.1,
vemos que G = PA, onde A é um subgrupo ciclico de ordem fmpar. Além disso, Cg(x)
¢ um 2-grupo, para todo x € P. Em particular, C(z) é um 2-grupo. Logo G' é um
CIT-grupo.

[ ]

Corolario 4.1.1 Seja G um grupo de 3-passos. Entao a propriedade do normalizador

¢ valida no anel de grupo integral ZG.
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Demonstragao: Seja G um grupo de 3-passos com respeito ao primo p. Como vimos
no Teorema 3.2.2, a propriedade do normalizador é valida para grupos de ordem impar,
e portanto podemos assumir que G tem ordem par. Nesse caso, p = 2 e pelo Lema
4.1.1, segue que G é um CIT-grupo. Pelo Teorema 4.1.1, obtemos que G satisfaz a
propriedade do normalizador.

Corolario 4.1.2 Se G um CN-grupo, entao G satisfaz a propriedade do normalizador.

Demonstracao: Se (G nao € solivel, entao pelo Teorema 2.3.4, segue que G é um grupo
simples ou é um grupo de Frobenius. Segue entao do Corolario 3.2.3 e do Teorema
3.2.5 que G goza da propriedade do normalizador.

Se G é soluvel, entao, o Teorema 2.3.3 diz que G é um grupo nilpotente, ou um
grupo de Frobenius ou um grupo de 3-passos. Sabemos do Corolario 3.2.1 e do Teorema
3.2.5 que o resultado ¢ valido para grupos nilpotentes e para grupos de Frobenius
respectivamente. Pelo Corolario 4.1.1 os grupos de 3-passos também sao uma solugao
a questao. Portanto, GG satisfaz a propriedade do normalizador.

[ ]

Uma aplicagao imediata do Corolario 4.1.2 se d4 quando G é um CA-grupo, pois é
o caso particular em que o centralizador de todo elemento nao identidade é abeliano.
Como vimos no Teorema 2.3.1, os grupos de Suzuki Suz(q), sdo grupos de Frobenius
ou entao CN-grupos simples. Portanto, os grupos de Suzuki também sao uma solugao

ao normalizador.

4.2 O Isomorfismo para CIT-grupos e CN-grupos

Quanto ao isomorfismo, até aqui, nao conseguimos concluir que os CIT-grupos e os
CN-grupos sao ou nao determinados pelos seus anéis de grupo integrais, satisfazendo
ou nao (Iso). Além disso, concluir que os CIT-grupos sdo uma solugao ao isomorfismo
nao implica que os CN-grupos também o sejam.

Seja G um CIT-grupo. Se G nao é soluvel, entao sabemos pelo Teorema 2.4.1
que GG é um CN-grupo nao soltuvel, e assim, pelo Teorema 2.3.4, sao essencialmente
grupos simples ou grupos de Frobenius. Como grupos simples e grupos de Frobenius
sao determinados pelos seus anéis de grupo integrais, ver Teorema 3.3.4, obtemos que
CIT-grupos nao soliveis, e portanto CN-grupos nao soliveis, satisfazem (Iso).

Assumindo que G é um CIT-grupo solivel, vimos no Teorema 2.4.2, que se G contém

um subgrupo normal préprio de ordem impar, entao G é um grupo de Frobenius com
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complementar um 2-subgrupo de Sylow e nicleo abeliano. Nesse caso, novamente pelo
Teorema 3.3.4 5., obtemos resposta positiva para o isomorfismo.

Por outro lado, se G' é um CIT-grupo solivel que nao contém um subgrupo normal
proprio de ordem impar, entao como vimos na Observacao 2.4.1, GG pode ser decomposto
em um produto semidireto de um 2-grupo normal por um grupo metaciclico, digamos
G = N x K. Assim, estamos com um caso particular, de uma extensao em produto
semidireto de um grupo nilpotente por um grupo metaciclico.

Seja H um grupo tal que ZG ~ ZH. Pela Proposicao 3.3.1, podemos supor que
esse isomorfismo é normalizado. O Teorema 3.3.2, diz que, existe uma correspondéncia
biunivoca entre os subgrupos normais de G e H que preserva inclusoes, intersecoes e

produtos. Logo, existe M <1 H correspondente a N e vale

(8)-2(2)

Como K ~ % ¢é metaciclico, extraimos do Teorema 3.3.4 4. que % ~ % Logo, K ~ %,
e assim existe S < H, com S ~ K, tal que H = M x S. Assim, para concluir que os
CIT-grupos satisfazem (Iso), resta mostrar que N ~ M.

Até aqui, nao conseguimos mostrar que N e M sao isomorfos. A dificuldade se
apresenta por nao termos maiores informacoes sobre a acao de K sobre N na extensao
G = N x K. Mas, continuamos a investigar a questao.

No caso em que G é um CN-grupo soltuvel, sabemos do Teorema 2.3.3 que G ¢
nilpotente; ou G é um grupo de Frobenius com complementar ciclico ou produto direto
de um ciclico de ordem fmpar por um grupo de quatérnios generalizado; ou G é um
grupo de 3-passos. Nos dois primeiros casos G é uma solucao ao isomorfismo, ver
Teorema 3.3.4 2. e Teorema 3.3.4 5.. Assim, resta investigar o caso em que G é um
grupo de trés passos.

Até aqui ndo conseguimos mostrar que os grupos de trés passos satisfazem (ISO).
Analisando a defini¢do de um grupo de trés passos Definicao 2.3.1, vemos que esses
grupos sao internamente relacionados com os grupos de Frobenius, grupos esses que sao
uma solucao ao isomorfismo. Isto leva a intuicao que os grupos de trés passos também
sao solugao a questao. Assim, continuamos a investigar (ISO) nesses grupos.

No caso particular em que GG denota um grupo cujo centralizador de todo elemento
nao identidade é abeliano, isto é, G é um CA-grupo, segue do Teorema 2.3.2 que G é
uma solucao trivial a (Iso), pois é um grupo abeliano, um grupo de Frobenius ou um
grupos simples isomorfo ao grupo projetivo PSL(2,2™), com m > 3.

Observe que, se G denota um grupo de Suzuki, temos pelo Teorema 2.3.1 que G é
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um CN-grupo do tipo Zassenhaus simples ou G é um grupo de Frobenius de ordem 20
com ntucleo isomorfo ao grupo ciclico Zs e complementar isomorfo ao grupo ciclico Zj.
Como o isomorfismo é valido para grupos simples e para grupos de Frobenius, temos
que os grupos de Suzuki constituem uma solucao trivial a questao do isomorfismo.

A investigagao de (Iso) para a classe dos CIT-grupos e dos CN-grupos continua,
observando que para CIT-grupos estamos em um caso particular de uma extensao em
produto semidireto de um grupo nilpotente por um grupo metaciclico, o que remete,

em uma perspectiva futura, um direcionamento de estudos de (Iso) nessa direcao.



Conclusao

O problema do isomorfismo e a propriedade do normalizador sao questoes de des-
taque em teoria de anéis de grupo e nesse trabalho, investigamos estas questoes para
CIT-grupos e para CN-grupos.

Inicialmente fizemos uma exposicao de conceitos e resultados da teoria de grupos
com destaque para os CN-grupos e os CIT-grupos. Em seguida, apresentamos os anéis
de grupo, sobretudo a propriedade do normalizador e o problema do isomorfismo,
analisando alguns resultados desenvolvidos na teoria que estao presentes na literatura.

Mostramos no quarto capitulo, que a questao do normalizador tem resposta positiva
em CIT-grupos e consequentemente, se estende a classe dos CN-grupos. Ademais, é
imediato que CA-grupos e grupos de Suzuki sao solugoes a questao. Desta forma, dada
a importancia dos CN-grupos e dos CIT-grupos, vemos que estas classes de grupos
engrandecem a classe dos grupos em que a propriedade do normalizador ¢é valida.

Quanto ao isomorfismo, é imediato que CA-grupos e grupos de Suzuki sao solugoes
a questao. Mas, nao conseguimos concluir aqui, que CIT-grupos e CN-grupos sao
solucoes a questao. Continuamos investigando a questao para essas classes de grupos e
temos como perspectiva futura direcionar nossos estudos de (Iso) em extensoes do tipo

produto semidireto de grupos nilpotentes por grupos metaciclicos.
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