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Resumo

O intuito deste trabalho é garantir a existéncia de solugao para leis de conservagao
com condigoes iniciais no caso unidimensional, assim como a unicidade de tal solucao.
Inicialmente iremos expor um modo de encontrar solugoes bastante comum no estudo de
equacoes diferenciais parciais, conhecido como Método das Caracteristicas. Esse método
consiste em encontrar curvas no dominio da solucao que liguem pontos do bordo a pontos
do dominio, e ao longo das quais a EDP se transforma num sistema de EDO’s. No
entanto, o método das caracteristicas nao garante existéncia de solug¢ao para todos os
tempos devido ao cruzamento das curvas, ou a falta delas em parte do dominio. Para
sanar tal dificuldade, desenvolvemos a Teoria de Hamilton-Jacobi, que, aplicada as leis de
conservacao, nos assegura a existéncia de solugoes integrais para todos os tempos. Ja a
unicidade da solucao integral é garantida pela condicao de entropia, que de certa forma,

faz com que a solugao seja aquela que representa o sentido fisico do problema.

Palavras-chave: leis de conservagao, método das caracteristicas, equacao de Hamilton-

Jacobi.



Abstract

The purpose of this work is to guarantee the existence of a solution to conservation
laws with initial conditions in the onedimensional case, as well the uniqueness of such a
solution. Initially we will expose a very common way of finding solutions in the study of
partial differential equations, known as the Characteristic Method. This method consists
of finding curves in the solution domain that connect boundary domains points to points in
the domain, and along which EDP becomes an ODE system. However, the feature method
does not guarantee this curves the existence of a solution at all times due to cross-curves,
or the lack of themim part of the domain. To solve this difficulty, we developed the
Hamilton-Jacobi Theory, which, applied to conservation laws, assures us of the existence
of integral solutions for all time. The uniqueness of the integral solution is guaranteed by
the condition of entropy, which in a way, causes the solution to be the one that represents
the physical sense of the problem.

Keywords: conservation laws; characteristic method; Hamilton-Jacobi’s equation.
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Introducao

Uma lei de conservagao expressa em termos matematicos a conservacao de alguma
entidade fisica, tais como massa, energia, momento, populacao, entre outros. Equacoes
do tipo

u + F(u), =0 (1)

onde u : U C R®” — R, sao geralmente denominadas leis de conservagao em analogia a
exemplo de sistemas que surgem na Fisica, como conservacao das entidades fisicas citadas
anteriormente.

As leis de conservagao traduzem-se em equagoes integrais, de onde podem ser
deduzidas equacoes diferenciais, na maior parte dos casos. Estas equacoes descrevem
como o processo evolui com o tempo e, por este motivo, elas sao também chamadas de
equacoes de continuidade.

Uma lei de conservagao afirma que a variacao da quantidade total de uma subs-
tancia fisica numa regiao €2 do espago ¢ dada pelo fluxo da substancia na fronteira de €.
A quantidade total é representada por meio da integral da densidade da substéncia fisica
e a variacao dela por meio da derivada do tempo.

Pelo anterior, numa lei de conservacao temos uma funcao u que depende tanto
do espago como do tempo, u(zx,t), que representa a densidade da substancia fisica e o seu
fluxo representado pela funcao F. Em termos de equagoes, uma lei de conservagao tem a

forma

d

— udx:—/ F(u) - vdS,
dt Jo o9 (u)

onde v é o vetor normal externo a fronteira 9€2. Pelo Teorema da Divergéncia e dividindo a

expressao resultante pelo volume de €2, obtemos a forma diferencial da lei de conservagao:
ug + div(F) = 0.

Neste trabalho iremos estudar o caso unidimensional, em que as equagoes também
sao chamadas de leis de conservacao escalares. Para esse caso, encontraremos solucao da
equacao

ur + F(u), =0, em R x]0,00) (2)



de modo que
u(m, 0) = g(ZE), (3)

para alguma funcao g dada, tal fungao denominaremos condi¢cao inicial. Embora aqui, o
conceito da solugao alcangada seja mais abrangente do que o conceito de solugao conhecida
normalmente.

Notemos que a equagao (2) equivale a
g + a(u)u, =0,

onde a(u) = F'(u). No caso que a(u) é uma constante temos que (2) é uma equagao de
transporte, e podemos resolvé-la pelo Método das Caracteristicas, que serd desenvolvido
no Capitulo 1. Ao tentar utilizar o mesmo método para uma funcao a(u) geral, a solugao
pode perder suavidade ou até deixar de ser continua, como veremos nos exemplos do
primeiro capitulo. Um exemplo de equagao para a qual o método das caracteristicas falha

é quando a(u) = u, conhecida com equagao de Burgers:
u + uug, = 0.

A depender da condicao inicial, podemos nao ter solugao a partir de certo tempo ¢ > 0.
Como proposto por Conway e Hopf em [1], para contornar a dificuldade en-
contrada ao tentar resolver uma lei de conservacao pelo método das caracteristicas, no
Capitulo 2 desenvolveremos a Teoria de Hamilton-Jacobi para garantirmos existéncia de
solucoes para equacoes semelhantes as leis de conservacao, as equagoes de Hamilton-
Jacobi:
{ us+ H(Du,z) =0 em R" x (0,00) )
u=g em R"x{t=0}"

onde u : R™ x [0,00) — R é uma fungao desconhecida, dependendo da variavel espacial
x e do tempo t; Du representa o gradiente da funcao u com respeito a variavel = e
H :R" x R" — R é uma fungao suave.

No Capitulo 3, relacionaremos as equacoes de Hamilton-Jacobi em dimensao 1
com as leis de conservagao escalares e mostraremos que, de fato, a solucao encontrada
para (4), ap6s uma pequena modificac¢ao, é solu¢do integral para as leis de conservagao
em todos os tempos ¢ > 0. A unicidade para tal solugao foi proposta por Oleinik em [7].

A abordagem que fizemos neste trabalho nao é a tnica capaz de obter solucao
para leis de conservagao. Uma outra possibilidade pode ser vista em [10] com o método

de diferencas finitas.



Capitulo 1

Equacoes diferenciais parciais e o

método das caracteristicas

Neste capitulo traremos alguns conceitos bésicos das equacgoes diferenciais parci-
ais, como definicao e classificacdo quanto & ordem e linearidade. Além disso, apresenta-

remos um método de solugoes para EDP’s; denominado Método das Caracteristicas.

1.1 Equacoes Diferenciais Parciais: Conceitos basicos

Em termos gerais, uma equacao diferencial parcial, que indicaremos por suas
iniciais EDP, é uma equacao que envolve uma funcao desconhecida de duas ou mais
variaveis e algumas de suas derivadas parciais. No decorrer do texto, considere a ordem
k das derivadas da funcao sendo sempre um niimero inteiro maior ou igual 1 e U sendo

um subconjunto aberto do R™.

Definicao 1.1. Uma expressao da forma
f (D*u(z), D*u(z), ..., Du(z), u(z),z) = 0 (1.1)
com x € R" é chamada de equagao diferencial parcial de k-ésima ordem, onde
R xR" x---xR"XRxU-—R

¢ dada e w: U — R € a funcio que desejamos encontrar.

Se cada uma das parcelas da equacgao contém a varidvel dependente, u, ou alguma
de suas derivadas, dizemos que a EDP é homogénea, caso contréario, dizemos que a
equagdo ¢ nao-homogénea. A equagao (1.1) é linear se f é linear em relacao a u e a
todas as suas derivadas parciais, caso contréario, dizemos que é nao-linear. Dependendo

do tipo da nao-linearidade, as EDP’s sao classificadas da seguinte forma:

4



e Fquacoes semilineares: quando f é nao linear somente com relacao a u, mas é linear

com relagao a todas as suas derivadas parciais;

e Fquacoes quaselineares: quando f é linear somente com relagao as derivadas parciais

da ordem da equacao;

e Fquacoes totalmente nao-lineares: quando f é nao-linear com relagao as derivadas

parciais da ordem da equagao.

As equagoes diferenciais parciais lineares, normalmente, sao mais simples de se

estudar, se comparadas as nao-lineares. Entre as equagoes lineares mais conhecidas, estao:

i) A equagao de transporte com coeficientes constantes,
ug(z,t) + b+ Dyu(z,t) =0,

onde (z,t) € R" x (0,00) e b ¢ um vetor fixo do R"”, que é uma equagao homogénea

de 1* ordem,;

ii) A equacgao de Laplace, dada por
Au(z,t) =0,

que é uma equagao de 2% ordem, onde

" 9%
Au = —;
ox?
i=1 ¢
iii) A equagao do calor,
us + Au = 0,

que é uma equacao homogénea de 2* ordem e é utilizada para modelar a evolucao

da temperatura de um corpo através do tempo;

iv) A equagao da onda,
Uy — Au =10

que também é homogénea e de 2* ordem e que descreve a propagacao de uma onda

em um determinado meio.

As equagoes exibidas em (ii), (iii) e (iv), sdo representantes de classes mais gerais
de EDP’s: elipticas, parabolicas e hiperbolicas, respectivamente.

Quanto aos métodos de resolucao de equagoes diferenciais parciais lineares, depen-
dendo da ordem e do tipo de equagao, destacam-se o método das caracteristicas, separa¢ao

de varidveis, uso de séries de Fourier, entre outros artificios, que sao usados comumente.



Ja a resolucao de equacoes nao-lineares é geralmente mais complicada. Dos mé-
todos existentes, nenhum é capaz de resolver toda essa classe de equagoes, e sim, apenas
partes dela. Temos, por exemplo, o método das curvas caracteristicas, que abordaremos

a seguir com o intuito de resolver as leis de conservacao, que sao EDP’s quaselineares.

1.2 Meétodo das Caracteristicas para Equacoes Diferen-

cials de Primeira Ordem

A ideia geral do método das caracteristicas é obter curvas ao longo das quais as
EDP’s se reduzem a equagoes diferenciais ordinarias - EDQ’s. Feito isso, veremos se é
possivel resolver tais EDQO’s e, assim, obter a solugao da equacao diferencial parcial.

Consideremos a equacao diferencial parcial
f(Du,u,x) =0, (1.2)
com z € U e sujeita a condicao inicial
u=g em T, (1.3)

onde I', que é uma parte da fronteira de U (I' C9U), e g : I' — R sao dados. Além disso,
as funcoes f e g sao suaves.

Suponha que u é solugao de (1.2) e (1.3) e fixe qualquer ponto = € U. Gostariamos
de calcular u(x) ao longo de curvas, pertencentes a U, que ligam x a um ponto xy € T
Por (1.3) ja temos um valor para u, a partir dela esperamos computar a solugao ao longo

de toda a curva, e assim, em particular, no ponto x € U.

r

Figura 1.1: Método das caracteristicas



1.2.1 Um primeiro contato

Para facilitar a compreensao, inicialmente desenvolveremos o método das carac-
teristicas para o caso r € R. Este caso nos é mais conveniente, uma vez que equagoes

deste tipo serao nosso objeto de estudo. Considere a equagao linear homogénea a seguir
ur(z,t) + c(x, t)ug(x,t) =0 (1.4)

com (z,t) € R x[0,00) e ¢ uma fungao pertencente ao conjunto C' (R x [0, 00)) . Observe
que (x(t),t) é uma curva arbitraria do plano xt e a derivada de uma funcao v ao longo

desta curva é dada por

%u (x(t),t) = wy (x(t),t) + ' () uy (x(¢),t). (1.5)

Logo, se u satisfaz a equagao de transporte (1.4), e 2/(t) = ¢(z,t) entao

du_

— =0
at

com isso, u ¢ constante ao longo das curvas z'(t) = c(x,t). Ou seja, a EDP (1.4) foi
reduzida & EDO u' = 0 ao longo das curvas caracteristicas (z(t),t). Portanto, obtemos

como solugao de (1.4) a fungao
u(x,t) =u(x—c(x,t)t,0) = g(x — c(x,t)t).
Aqui, as curvas solucoes da equagao diferencial ordinaria
2'(t) = c(x,t)

sao chamadas de curvas caracteristicas da equacao do transporte u; + c(x,t)u, = 0.

Observacao 1.2. Pelo fato de nem sempre as EDQO’s encontradas serem lineares, es-
sas podem nao estar definidas para todo o dominio da equacgao inicial, logo, as curvas

caracteristicas geralmente estao definidas apenas localmente.

Exemplo 1.3. Resolvamos o problema de valor inicial

u —xtu, = 0 se z€eR e teR
u(z,0) = f(z) se ze€R '

Solucao. Pelo anterior, sabemos que as curvas caracteristicas para a equacao de trans-

porte sao as solucoes da equacao diferencial ordindria

2 (t) = —uxt.



Apds a separacao de varidveis,
1dx
27— ¢
x dt

e integrando ambos os membros em relagao a t, teremos
In(z) = —t*/2 + k,

para algum k € R. Aplicando a funcao exponencial em ambos os membros, temos

x = e Ik
15to €,
2(t) = koe ) (1.6)

k

onde ko = e € uma constante.

Fize um ponto (xo,to), onde x(0) = xo, no bordo do dominio da fun¢io u, que
neste caso € o eixo-xr. Fsse ponto também intersecta a curva caracteristica, logo, substi-
tuindo t = 0 na equagao (1.6), obtemos que xo = ko. Uma vez que u € constante ao longo

das curvas caracteristicas, seque que
u(z,t) = u(xo,to) = u(ko,0) = u (xo@tgp’o) =/ <xoet3/2> .

Dai, a solucao para o problema de valor inicial é
u(z,t) = f <xet2/2> :

1.2.2 O Método das Caracteristicas: construgao e aplicagoes

Considere a EDP nao-linear de 1* ordem
f(Du,u,x) =0 (1.7)
no conjunto aberto U C R™ e sujeita & condicao de fronteira
u=gemTI, (1.8)

onde I' é uma parte da fronteira de U. As fungoes f: R" x Rx U - Reg:I' — R sao
dadas e u: U — R ¢é a funcao a ser encontrada.

Considere uma fun¢ao u que satisfaga (1.7) e (1.8) e tome uma curva v C U de
modo que ligue o ponto x € U a um ponto 2° € I" e ao longo da qual podemos calcular

u. Suponha que essa curva seja parametrizada pela fungao x(s) = (z1($), ..., T, (s)), com



s variando num intervalo I C R. Assuma u € C? e defina

z(s) = u(x(s)) (1.9)

p(s) := Du(x(s)); (1.10)

sendo p(s) um vetor do R", denotamos p(s) = (pi(s), ..., pa(s)) e assim segue que

Pi(s) =tz (X(s))- (1.11)

Observacgao 1.4. Perceba que a notagao para as fungoes x(-) e p(+) sao diferenciadas da
notagio de z(+), isso para que o leitor atente ao fato de que as duas primeiras fungoes
sao vetores do R™, enquanto a tultima € uma funcgao escalar. Além disso, para 7: 1 — R,

ESCTEVETEMOS d

7(s) = £T(S).

Se derivarmos a identidade (1.11) com respeito a s, teremos
Bil8) = Dty (x(8))i5(5) (1.12)
j=1

Note que essa expressao envolve derivadas de ordem 2, que é mais alta do que a ordem da
equacao inicial. Provavelmente, resolver uma EDP dessa ordem seria mais complicado.

Para reverter tal situac@o, derivemos a equagao (1.7) com respeito a z;, obtendo

n

0 f(Du,u,r) = Za—f(Du,u,x)uwi

8$Z‘ 1 8pj
of of B
- g(Du,u, T)Uy, + a%ZA(Du,u, z)=0 (1.13)

e entdo assumamos a seguinte condi¢ao para a curva x(s):

_of

= o, (p(s), 2(s),x(s)), Vji=1,..,n. (1.14)

i;(s)

Substituindo a expressao (1.14) na equagao (1.13), teremos

Zumjztj + %(p(S),Z(S),X(S))pi(S) t 5, (P(8), 2(s), x(s)) = 0, (1.15)

e em seguida usando a informagao contida em (1.12) na equagdo acima, ao avaliarmos a
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expressao resultante na curva x(s), obteremos

51(5) + 5L (p(5), 2(5). X)) + 5 (B(s): (), X(5)) = 0. (1.16)
Assim,
pi(s) = —%(p(s),z(s),x(s))pi - gxfl (p(s), 2(s),x(s)), Vi=1,..,n. (1.17)

Agora, se derivarmos a equacao (1.9) em relagao a s, obteremos
H(s) =Y ua, (x(s))i(s),
j=1

que, pelas informagoes em (1.11) e (1.14), pode ser reescrita da forma

n

£(9) = ()G (p(s).2(5) () (119

Usando a notagao vetorial, podemos escrever as equagoes relativas a (1.14), (1.17)
e (1.18), como

a) p(s) = —D.f(p(s),2(s),x(s))p(s) — Do f(p(s), 2(s),x(s))
D, f(p(s),2(s),x(s)) - p(s) ; (1.19)
c) x(s) = D,f(p(s),2(s),x(s)).

onde a operacao entre os vetores da segunda equagao corresponde ao produto escalar entre
eles. Chamamos o sistema acima de sistema caracteristico, onde a equagao (1.19(c))
recebe o nome de caracteristica projetada.

Podemos resumir a construgao feita até agora no seguinte resultado:

Teorema 1.5. (Estrutura das EDO’s caracteristicas) Seja u € C? solug¢io da EDP nao-
linear de 1% ordem (1.7) em U. Tome x(s) solugdo de (1.19(c)), onde p(-) = Du(x(-)) e
2(-) = u(x()). Entao p(-) satisfaz (1.19(a)) e z(-) satisfaz (1.19(b)), para todo s € R tal
que x(s) € U.

A seguir, vejamos algumas aplicacoes desse teorema em EDP’s de primeira ordem,

desde que essas tenham condi¢oes de fronteira apropriadas.

Aplicagcao em EDP’s lineares

Considere uma EDP linear e homogénea, que na sua forma geral é dada por

f(Du,u,x) =b(z) - Du(x) + c(x)u(z) =0, (1.20)
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onde x € U, b(z) é um vetor do R" e ¢(z) € R.
Seja x(s) a curva escolhida para desenvolvermos o método das caracteristicas. Ao

avaliarmos a equacao (1.20) nessa curva, obtemos

donde segue que
D,f =b(x(s)) e D,f=c(x(s)).

Pelo sistema caracteristico encontrado anteriormente, temos

(s) = b(x(s)) (1.21)

5(s) = b(x(s)) - p(s) (1.22)

Além disso, como p(-) = Du(-), a expressao (1.22) equivale a

5(s) = b(x(s)) Du(x(s)) = —e(x(s))u(x(s)) = —c(x(s))2(s).

Observe que, para equagoes lineares, reduzimos o sistema caracteristico geral para

(1.23)

{xw>: b(x(s)) |
is) = —clx(s))z(s)

Sendo um sistema fechado, no sentido de relacionar apenas as fungoes x(s) e z(s), nao

precisaremos da equagao (1.19(a)).

Exemplo 1.6. Considere o problema

(1.24)

TUy —Yu, = uwemU
u = geml

ondeU={x>0ey>0} el'={x>0ecy=0}.
Solugao. Reordenando os termos da EDP para compard-los a equagao na sua

forma geral e considerando uw = u(x,y) temos

f(ul’augﬁuvx?y) = (_y,l') . (ux’vuy) —u= 07

implicando que

b(z,y) = (—y,z) e clz,y)=-1
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Usando o sistema caracteristico (1.23), concluimos que

) =
y(s) = =z . (1.25)

u(x(s),y(s)) = u(z(s),y(s))

Resolvendo tal sistema, temos que
x(s) = xocos(s) e y(s) = xgsen(s),

onde zy = (2(0),y(0)) e s € [0,2]. Além disso, a ultima equagio do sistema nos fornece
z(s) = €°zg, com zy = u(xg). Utilizando a condigao inicial deste problema, obtemos que

2(s) = e*g(wo)-

~

Figura 1.2: Curvas caracteristicas

Agora, fixado um ponto (x,y) € U, explicitemos a solugao. Para isso, encontremos
os valores de xo e s em funcao de tal ponto. Adicionando as solugcoes das duas primeiras
equagoes do sistema (1.25), encontramos que xo = /2 + y?. O valor de s pode ser obtido

fazendo
sin(s) y

cos(s) x

e assim, s = arctan (%) Portanto, a solugao para o sistema proposto € dada por

u(z,y) = e () g(\/22 ¥ ),

Aplicagcao em EDP’s quaselineares

Seja
f(Du,u,x) = b(x,u(z))Du(x) + c(z,u(x)) = 0. (1.26)



Considerando a curva x(s) e avaliando a EDP nesta curva temos

f(p,z,2) =b(z,2) - p+c(x,z) =0

e, pelo sistema caracteristico geral,

Uma vez que p(s) := Du(x(s)), obtemos

£(s) = b(x(s), 2(s)) - Du(x(s)) = —c(x(s), 2(s))-

13

Ou seja, para o caso em que a equacao diferencial parcial de primeira ordem é do

tipo quaselinear, podemos dispor do seguinte sistema caracteristico:

{x<s> = b(x(s), 2(s))
Hs) = —e(x(s), 2(s))

Exemplo 1.7. Considere o sequinte problema com condi¢ao inicial:

Uy +u, = u* em R x(0,00)
u = g em Rx{0}

Reescrevendo a EDP na sua forma geral, temos

f(um,uy,u,x,y) - b('r7y7u(x7y>>'Du(x7y)+c($7y7u(x7y))

= (1,1) - (ug, uy) — u? =0,

donde seque que

b(x(s),z(s)) = (1,1) e c(x(s),2(s)) = =22

Pelo sistema caracteristico para equagoes quaselineares, temos que

Resolvendo as primeiras equagoes, obtemos x(s) = s + ki, onde k; € R € constante, e

y(s) = s (aqui a constante de integragao é 0, devido a fronteira).

Jd pela dltima equacao do sistema, se tormarmos

z
h/(S) = ; = 1,
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teremos

e entio, h(0) = ky, para ky € R, de modo que 2° = z(0) = —,%2. Por outro lado, h'(s) =1

e com isso, obtemos h(s) = s+ ko. Ou seja,

1
- ko,
z(s) S+ Ko
dat,
(s) 1 1 20
2(s) = — = — = .
s+ ko s—x 1-20

Sendo 2° = g(x°) = g(k1), a solugio pode ser reescrita da forma

o 9<k1)
2(s) = T sa(iy so(hr)

Ao invertemos a solugao, no sentido de tornd-la dependente de x ey, obtemos

g(r —y)

e y) =1 yg(z —y)’

para 1 — yg(x — y) # 0. Aqui, usamos o fato de que, pelo anterior, y = s e x = s+ 1Y,

dat, * =y + k1 e entao, ki =z —y.

Condicoes de fronteira

Até agora, vimos que dada uma solucao u € C? da equagao f(Du,u,z) = 0 ela
satisfaz as equagoes do sistema caracteristico. Agora, mostraremos que dado o sistema
caracteristico, podemos construir ao menos uma solucao para a EDP do problema inicial,
ou seja, que a solucao das equagoes caracteristicas é de fato uma solucao para a EDP, ao
menos localmente. Para tal, devemos dispor de condigoes iniciais adequadas.

Para facilitar um pouco as contas, faremos uma reducao do dominio ao caso semi-
espago superior (z, > 0). Uma fronteira nessas condigoes sera denominada de fronteira
flat.

No caso de uma fronteira suave OU qualquer, considere que o bordo do dominio
UéCk comk > 0.

Definicao 1.8. Dizemos que o conjunto U tem bordo C* se, dado um ponto z° em OU,
uma vizinhanca T’ desse ponto corresponde ao grdfico de uma funcdo C*. Em outras

palavras, existe uma fungdo v € C* tal que

I'={(z1,..,2n); xn=7(x1,...,Tn1)}.
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Agora considere o conjunto Uy = {(z1,...,2,); xn > y(x1,...,2n-1)}. O que
faremos é tornar retilinea a parte da fronteira que delimita tal conjunto, através de uma
mudanca de coordenadas, e analisar o conjunto U; apos essa transformacao. Tome y° um

ponto na fronteira retilinea e defina as aplicagoes ®, ¥ : R” — R" da seguinte forma

d(z) : Pi(z)=yi=w;, se i=1.,n—1
(I)n(l‘) =UYn = Tp — /y(xl, ...7.'])”_1)

Ui(y)=x;=y; se i=1,..n—1
Wiy
\I/n(y) = Tn = Yn + V(yla "'7yn—1)

que sao, claramente, mapas inversos.

Figura 1.3: Diagrama dos mapas
Agora, dada uma fungao qualquer u : U — R, tome V' := ®(U) e defina
v(y) = u(¥(y)) comy € V.

Dai, segue que
u(z) = v(P(x)) para x € Uy, (1.27)

{xzww
y = ()

Pergunta: Se temos que u é solucao de

onde

{f(Du,u,x) = 0em U | (1.28)

u

gem’

qual é o problema de valor inicial que v satisfaz em seu conjunto de definicao?
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Derivando a expressao em (1.27), obtemos

Uy, (T E vy, (P c%v Vi=1,..,n
(2

ou seja,
Du(z) = Dv(®(2)) D®(x) = Du(y) DO(¥(y)).

Assim, f(Du,u,x) = 0 equivale a dizer que

f(Dv(y)DO(¥(y)),v(y), ¥(y)) =0,

onde ® e ¥ sao mapas suaves. Podemos reescrever tal equacao da seguinte maneira
G(Dv(y),v(y),y) =0 em V,

na qual G é também suave.
Quanto a condi¢ao de bordo, uma vez que u = g em I', temos que a igualdade
v(y) = g(®(z)) := h(y) no conjunto I := &(T"). Unindo essas informacdes, concluimos

que v é solucao do problema inicial

(1.29)

G(Dv(y),v(y),y) = 0 em V
v = h em I CoU,

Em resumo, a partir dos mapas suaves ® e ¥ conseguimos tornar o bordo de U
uma “curva flat” e além disso, temos a garantia de que uma equagao de primeira ordem

em U pode ser convertida numa de mesma espécie na regiao definida como V.

Condigoes de compatibilidade dos dados iniciais

Pelo anterior, se tivermos um ponto z° € I" podemos também assumir que I' é
plana proximo de z° sobre o plano {z,, = 0}. Sabemos que podemos resolver uma EDP
pelo método das caracteristicas sobre certas condi¢oes. Aqui veremos como devem ser
estas condigoes iniciais e se elas sao compativeis.

Para tal, devemos impor que x(0) = 2 e, além disso, que o valor z(0) := 2" seja
dado por 2 = g(2°), devido a condigao de fronteira. Mas, e a condigao p(0) = p°?

Lembre que I' = {(z1, ..., 7,_1,0)}, assim, numa vizinhanca de x°

w(xy, ooy Tpo1,0) = g(T1, ..., Tp_1)-

Derivando tal expressao, obtemos
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e gostariamos de ter
P =g..(2°), Vie{l,.,n—1}.

Com isso, temos uma relacao para as n — 1 primeiras coordenadas de p°. Para
encontrar a coordenada p? usaremos o fato de que a tripla (p°, 2%, z°) deve ser solugao da

equacao inicial. Portanto, devemos ter

2 = g(a%
P = x,(2°) vie{l,..,n—1} . (1.30)
f@°,2%2% = 0

Chamamos (1.30) de condigoes de compatibilidade. Dizemos que uma tripla

(p°, 2%, 2°%) € R*"*! ¢ admissivel se ela satisfaz as condigoes (1.30).

Condicoes de fronteira nao-caracteristica

Iniciemos esclarecendo o que significa uma tripla admissivel ser nao-caracteristica.

Definigao 1.9. Denominamos de tripla nao-caracteristica a tripla admissivel (p°, 2°, 2°)

que, no caso de uma fronteira flat, satisfaz

fpn (p(): Zoa "L‘O) 7é 0

Caso a fronteira nao seja flat, a condicao a ser satisfeita torna-se
Dpf(pO, Zoa :L,O) : V(xo) 7é Oa

onde v(x°) € o vetor normal unitdrio exterior a OU no ponto z°.

Figura 1.4: Fronteira nao-caracteristica
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Geometricamente, isso nos diz que o vetor gradiente de f em relacao a p, D,f,
nao deve ser normal ao vetor v. Ou seja, o vetor D, f nao é tangente a superficie OU.

Agora, assuma que 2° € T', que I pertence ao plano {z,, = 0} proximo de z2° e que
a tripla (p°, 2%, 2%) é admissivel. Gostarfamos de encontrar uma tripla admissivel sempre
que perturbarmos um pouco a tripla inicial, isto é, que a tripla admissivel inicial varie de
maneira suave.

Em outras palavras, queremos verificar se existem um ponto 2° € I" e uma funcao

g : ' = R" de modo que para todo y € I' suficientemente proximo de 2° a tripla

(q(y), 9(y),y) seja admissivel e que
q(a?) = p. (1.31)
Em termos de equacoes, equivale a

G(y) = guly) para i€ {l,...,n—1}

{f(q(y),g(y),y) = 0 (1.32)

Para encontrarmos condi¢oes necessarias para a existéncia da funcao ¢ descrita

acima, vejamos o lema que segue.

Lema 1.10. (Condigao de fronteira nao-caracteristica) Suponha que

fon (0%, 2°,2°) £ 0.

Entao, existe uma unica fung¢ao suave q : I' — R™ de modo que (q(y),9(y),y) seja uma
tripla admissivel e, simultaneamente, que q(z°) = p°, para todo y pertencente a uma

vizinhanca de z° contida em T .

Demonstragao. Tome y = (y1,...,yn_1,0) € I' um ponto na vizinhanca de z° e defina a
aplicacao
G:R*"xI' —» R”
p,y) = Gy

onde

Gu(p,y) = f(p,9W),y)

Note que G(p° 2°) = 0, uma vez que por construcao, p? = g,.(z") para todo i €

{ Gilp,y) = pi— 0z, Vie{l,.,n—-1}

{1,...,n — 1} e também pelo fato de que f(p°, g(z"),2°) = 0.
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Calculando o determinante da matriz G(p°, z°), a qual ¢ da forma

1 0 0
0 1 0
D,G(p° 2°) = )
fpl(pOWZOJIO) fpz(p07207x0) fpn(p07207=730>

nxn

temos que det[G(p°, 2°)] = f,., (p°, 2%, 2%) # 0, por hipotese.
Desse modo, pelo Teorema da Funcao Implicita, garantimos a existéncia de um
conjunto aberto V ¢ R* x I, contendo (p°, 2°), de um conjunto aberto W c T, contendo

2, e de uma funcio ¢ : W — R”, tdo suave quanto a funciao G, de modo que

i) G(q(y),y) = 2°, paray € W e
iii) se (p,y) € V e G(p,y) = 2°, entdo, p = q(y),
obtendo o desejado. O

Recapitulando, temos que dada uma tripla admissivel (p°, 2" 2°) podemos es-
tender essa tripla continuamente, inclusive diferenciavelmente, numa vizinhanca de x°,
contida em I'. Dessa forma podemos resolver as equacoes do sistema caracteristico, ao

menos localmente.

Solucoes locais

Uma vez que para cada y proximo de ¥ existe uma solucao local para o sistema
caracteristico, é natural inserirmos na notacao a dependéncia de y nas equacoes de tal

sistema. Por isso, para p(s), z(s) e x(s), escreva, respectivamente

P(Y,s) = PW1, - Yn-1,5)
Z(ya()) = Z(yla"'ayn—las)
x(y,s) = X(y1,.-sYn-1,5)

onde X(y,0) =y, 2(y,0) =g(y) e p(y,0)=aly).
O lema a seguir nos garantird que ao encontrarmos a solug¢ao das EDQO’s carac-
teristicas em funcao de y e s, poderemos inverter a solucao para torna-la dependente de

X.

Lema 1.11. (Invertibilidade local) Assuma que f,, (p°, 2°2°) # 0. Entdao, a funcio

x: U — R" ¢ um difeomorfismo local.
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Demonstragdo. Avalie a fungao x no ponto (2%, 0).
Note que det [Dx(z",0)] # 0. De fato, sabemos que x(y,0) = y, onde, para
i€{l,..,n— 1}, temos

0
(9xj 0 o1 --- 0
—_J 0) =
et =

Pela equagao caracteristica (1.19(c)), temos que

Oz;

SI(0%,0) = Dy 0, 2%,0°) = fy, (1, 2%, 2")

e assim, calculando o determinante de

Lo 0 f (0,2, a0)
Dx(a°,0) = o N
0 oo 1 S (0% 2% 20)
0 st O fpn(po,zova)

segue que
det [Dx(xO,O)] = f,.(p",2°, 2%) #£ 0,

por hipotese.
Pelo Teorema da Funcao Inversa, existem um intervalo aberto I C R contendo 0,
uma vizinhanca W de 2° em I' C R"! e uma vizinhanca V de z2° em R", tais que, para

cada x € V', existem tnicos s € [ e y € W de modo que

x =x(y,s),

como queriamos. ]

Decorre deste resultado que para cada x € V podemos resolver localmente, de
maneira dnica, a equacao
x = x(y, s)
para y = y(z) e s = s(z). A partir desse fato, para z € V e y,s como foi descrito,

definimos
{u(:z:) = z(y(z),s(z))

p(r) = p(y(z),s(z))

Teorema 1.12. (Ezisténcia de solugdo local) A funcgao u definida como
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¢ C? e resolve a equagdo f(Du(z),u(x),z) =0, para x € V, com condigao de fronteira
uw(z) =g(x) se xzel'NV.

Demonstracao. Fixe y € T’ perto de 2° de modo que solucione o sistema caracteristico

p = _Dxf - Dz.f
> = Dpf'p
x = Dpf

onde x = x(y, $), 2 = 2(y,s) e p = p(y, $), tendo como condi¢oes de iniciais p(0) = q(y),
2(0) = g(y) e x(0) = .

Defina f(y. s) := f(p(y,s), 2(y, $),x(y, s)) com s € R.

Afirmacao 1: f(y, s) = 0.

De fato, para s = 0, temos f(y,0) = f(p(y,0), 2(y,0), 2(y,0)) = f(q(y), 9(v),)-
Como, pelo Lema 1.10, temos que (q(y), 9(y),y) € uma tripla admissivel, concluimos que

fy,0)=0.

Além disso, .
af =
e = ]21 Pt —z + Z
Usando as equagoes caracteristicas, temos
of "af(af (9f) f(f ) of of
0Os jzlﬁpj 9217~ 0z 0z \Op;”’ ;(’hj Op;
= 0,

0 que nos diz que f ¢ constante em relagio a s. Uma vez que vimos que f se anula no
bordo, provamos a afirmac¢ao.
Tendo f(p(y,s), z(y, s),x(y,s)) = 0 e denotando por

obtemos

Resta-nos provar que p(z) = Du(x) para z € V.
Afirmacao 2:

)= Y i) S )
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Seque diretamente do uso das duas ultimas equagoes do sistema caracteristico que

2y, 5) = Dpf(y,9) ij v, 8) 52 (Y, ).

Afirmacgao 3:

0z 3%
i ( jz:p] Y,s By, (y, ) para todo i € {1 ,n— 1}

De fato, fizado y € I e para todo i € {1,...,n — 1}, defina

0z (%
Ti(s) = ay Zp] Y,Ss ayj (y7 )

7j=1

A ideia € mostrar que 1(s) € a fungdo nula. Primeiramente, usando as condigdes iniciais,

note que

ri(0) = ay ij y,0)=-2(y,0)

7=1

= Gu,(y) — Z ()0 = go: — 4:(y)

e, pelas condigoes de compatibilidade (1.30), r;(0) = 0. Jd para s # 0,

or; 9%z - Ox; 0Pz,
_ B [ . . 1.
83 (S) 8Sayl <y78) / |:p] ayl (y7 S) +p]<y78)858y1 (y7s> ( 33)

Por outro lado, utilizando a sequnda equagao do sistema caracteristico na seqgunda igual-

dade abaizo,

0%z

0
asayz (y7 S) -

yf(% s) = o [D,f(a(y), 9(y),y) - p(y, s)],

%

agora, pela terceira equagao caracteristica e pela regra da cadeia,

) = 3 [ P9 )+ o) (130

J=1

Substituindo (1.34) em (1.33), obtemos a igualdade

sy ~~ [9p; Oz, _ Op; Ox;
TZ(S) Z |:ayl as as ayl (y’ S)'

j=1
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Usando as equagoes caracteristicas, (1.19-c) e (1.19-a) respectivamente, na expressao

sy =S [ 0f (0F - 0f ) O,
“(S)_Zjayiapj ( 920 &c]) dy; |’

=

acima,

ou seja,

. "~ [0f Op; Of O, of Ox;
() = - ) 1.
ils) Z {8}9]- y; o 0z y; pi Ox; Oy; (1.35)

j=

Observe que se derivarmos f(y, s) com respeito a y;,

" [ Of Op; ~Of 0z  Of 0x;\
Z(@pj 8yi+8z Gyl-+8xj 0y; =0

e comparamos com a equagao (1.35), obteremos

oy N Of0x;  ( Of 0z
) = 2, ayﬂ“( azay)

que € uma equacao diferencial ordindria linear. Unindo essa informacao ao fato de que
ri(0) = 0, temos uma EDO linear homogénea com condi¢ao inicial. Entao, pelo Teorema
de Picard, concluimos que r = 0, finalizando nossa afirmacao.

Perceba que, para j € {1,...,n — 1},

ou 0 Z 0z 8yz 0z 0s

52, = oz, @ o5 0r, T s or,
Vi ] 7 J

e usando as afirmacgoes 3 e 2, respectivamente, temos

ou L Oxy, ay, " Oz \ Os
o, :z(zk@%) (S5 %

=1

B Z Z axk y; 0% Js
B 0y; 8x] 0s Ox;

k=

n

Sas
= ko — Pj,
1 81‘]' J
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Po1is,
1, se k=j

Opj = .
& {O, se k#j

Portanto,

Dule) = 3 5 = >0, = plo)

=1 =1

]

Veja agora a aplicacao do Teorema 1.12 para garantir a existéncia de solucao local

para as equagoes diferenciais parciais de 1* ordem.

Existéncia de solucoes locais para EDP’s lineares
p

Estudemos a equagao
f(Du,u,x) = b(x) - Du(x) + c(z) - u(x) = 0, (1.36)
onde x € U sujeita a condicao de fronteira
u=geml.
Assumindo que I' é nao-caracteristica, para 2° € I', temos que
Dypf(»°,2%,2°) - v(2") # 0,

logo, b(z") - v(x°) # 0.
Além disso, pela condigao de fronteira u = g em I', existe ¢ : [' = R” que resolve

unicamente o sistema

a(y) = ¢u(y) paraie{l,...n—1}

{f(q(y),g(y),y) =0 ,

para y € I pertencente a uma vizinhanca de 2°. Aplicando o Teorema 1.12, construimos
uma solugao para a equagao (1.36) satisfazendo a condigao inicial estabelicida.
Observe que as curvas caracteristicas x(-), partindo de diferentes pontos em T,

nao podem se cruzar devido a unicidade das solugoes da equagao caracteristica

A unicidade é garantida através da expressao b(x(s)) = D,F(p°, 2%, 2%), que vimos an-

teriormente. Como F' é uma funcao suave e o teorema garante existéncia local, temos
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que Db(x(s)) = D2F(p°,2°,2°) ¢ limitada, logo, a funcao b(-) ¢ lipschitz continua e as-

sim podemos aplicar o Teorema de Picard para existéncia e unicidade locais de EDO’s.

Existéncia de solugoes locais para EDP’s quaselineares

Seja
f(Du,u,x) = b(x,u) - Du+ c(x,u) =0 (1.37)

onde u = u(x) e x € U. Assumindo que I' C U é ndo-caracteristica, temos
b(z®, 2%) - w(2") # 0,

onde 20 = g(29).
Especificando a condicao de fronteira u = g em I', podemos resolver unicamente

o sistema relacionado a condigao de compatibilidade,

¢(y) = ¢u,(y) paraie{l,...,n—1}

{f(q(y),g(y),y) =0 ,

para q(y), com y € I' numa vizinhanga de 2°. Assim, pelo Teorema (1.12), garantimos a
existéncia de uma solugao para a equagao (1.37) com a condicdo de fronteira dada.
Como vimos anteriormente, o sistema caracteristico para f quaselinear se reduz
ao sistema de EDO’s
{ X(s) = b(x(s),2(s))
is) = —e(x(s),2(s))

Para o caso em que a funcao g da condi¢ao inicial nao é continua, podemos ter o
cruzamento de curvas caracteristicas para uma EDP quaselinear. Veremos mais adiante

alguns exemplos onde isso acontece.

Exemplo 1.13. (Caracteristicas para leis de conservagao) Seja
G(Du,ug,u, z,t) = uy + divF(u) = u + F'(u) - Du=0 (1.38)
no conjunto U := R™ x [0,00), sujeito a condi¢ao inicial
u=g em I':=R"x{t=0}.

A notacao ‘div’ representa o divergente da funcao F com respeito a varidvel espacial
r = (x1,...,2,), onde a fungcao F representa o fluro, com F : R — R".

Consideraremos t = x,,1 € por isso iremos denotar

q=(p,pnt1) e y=(z1),
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lembrando que x e p sdo vetores do R™. A partir dessa notagao, reescrevemos a equacao
(1.38) da sequinte forma

G(q,z,y) = Pn41 T Fl('Z) p= (pvanrl) ’ (F/(Z)v 1)7
onde as derivadas parciais sao dadas por

DG = (F'(2),1)
D.G = F"(z)-p
D,G = 0.

Veja que a condi¢ao de compatibilidade € satisfeita, pois
D, G(¢",2°,y°) =1 #0.

Comparando a equagao (1.38) com a EDP quaselinear na sua forma geral,

b(xz,u) - Du(x) + c(x,u) = 0, temos que
b(x,u) = (F'(u),1) e c(z,u)=0.

Relembre que as equagoes caracteristicas para EDP’s quaselineares sao

{x<s> = b(x(s), 2(s))
Hs) = —e(x(s), 2(s))

A partir desse sistema, temos que

a) i; = F/(z) quandoie{l,..,n}

2

8 o - 1 (1.39)

X(s) = (F'(2),1) = {

Resolvendo (1.39(b)), encontramos x,.1 = s, mas, por outro lado, haviamos considerado
Tni1 = t. Isso significa que podemos identificar o pardmetro s com o tempo t. Por outro

lado, solucionando (1.39(a)), obtemos x; = F!(z)s + z. Concluindo assim que
x(s) = F'(2)s + 2°. (1.40)

Pela equagio (1.19(b)), 2(s) = 0 e com isso extraimos a informacdo de que
z € constante ao longo da curva caracteristica x(s). Logo, pela condi¢ao de fronteira,

z(s) = 2(0) = 2° = g(°). Substituindo tal expressio em (1.40), obtemos

x(s) = F'(g(2°))s + 2° (1.41)
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e assim, a caracteristica projetada da lei de conservagao (1.38) € dada por
y(s) = (x(s),8) = (F'(g(2”))s + 2", s) ,

com s > 0. Entao temos que as curvas caracteristicas para leis de conservacao sao retas,

onde a solucdo u € constante.

Observacgao 1.14. Podemos encontrar uma formula implicita para a solug¢ao u da lei de

conservacao do exemplo anterior a partir das expressoes
x(s) = F'(g(a*)s +2° e z(s) = g(?).

Basta eliminarmos o pardmetro s.

Com efeito, dado x € R™ e t > 0, uma vez que podemos tomar s = t,

2(s) = 2(t) = g(2°) = g(x(t) — tF'(2")) = g(x(t) — tF (u(x(t),1))),

ou seja,
u(z,t) = glx — tF'(u)). (1.42)

Para o caso unidimensional, devemos conseguir escrever a solugao u em funcao

das variaveis = e t. Para isso, defina a aplicacao
T(u,z,t) =u— g(x —tF'(u)) =0,

a qual, pelo Teorema da Aplicacao Implicita, deve satisfazer
oT
— #0
9g 7 O
logo,
1+ ¢ (x —tF'(u)tF"(u) # 0,

ou, equivalentemente,
1

g'(x = tF"(u)) F" ()’

Uma vez que t > 0, note que, se F” > 0 (F for convexa) e ¢ < 0, entao a

tA—

(1.43)

expressao (1.43) sera falsa para algum tempo ¢ > 0. Ou seja, ndo conseguiremos exibir
uma solucao u dada pelo método das caracteristicas em funcao de x e t para algum ¢,
como o representado em (1.43). Essa falha da formula implicita para u reflete a falha
do método das caracteristicas. Devido a esse fato, nos préximos capitulos, tentaremos

resolver leis de conservagao para os casos em que a funcao fluxo, F', seja convexa.

Existéncia de solugao local para equagoes totalmente nao lineares
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Para este tipo de equacao diferencial parcial o sistema caracteristico pode ser um
tanto complicado, mas, a depender do caso, podemos ‘montar’ uma estrutura matematica.
Um caso que podemos resolver, por exemplo, ¢ o da equagao de Hamilton-Jacobi que,

em sua forma geral, é dada por
G(Du,u, u,x,t) = up + H(Du,z) = 0, (1.44)

onde H : R" — R é uma funcao suave.

Exemplo 1.15. (Caracteristicas para a equagao de Hamilton-Jacobi)

Denotando q := (p,pn+1) €y := (x,t) podemos reescrever a equagao (1.44) como
G(¢:2,y) = pps1 + H(p, ),
onde suas deriwadas parciais sao
D,G=(D,H(p,x),1), D,G=0 e D,G=(D,H(p,x),0).

Pelo sistema caracteristico na sua forma geral, a partir da equac¢do da caracte-

ristica projetada adaptada para este caso, temos

y(s) = DyGlq(s), 2(s), y(s))

implicando que

ti(s) = gZ(p(s),X(s)) para i € {1,...,n}
i‘n_H(S) = 1

Novamente poderemos identificar o pardametro s com o tempo t, devido a ultima equacao

do sistema acima. Jd a equacao caracteristica

q(s) = =Dy G(q(s), z(s)y(s)) — DG (q(s), z(s)y(s)) - 4(s),

nos diz que

. aH( ) 1
g = — , T ara 1 yeeey T
p o p p ‘

pn—l—l =0

Observe que, como (q, z,y) € U satisfaz a equagao G(q,z,y) = 0, temos

Pnt1 + H<p7 SL’) = 07

logo, pns1 = —H(p,x). Com isso, a sequnda equagdo do sistema caracteristico geral,
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2(s) = D,G(q(s),2(s),y(s)) - q, estabelece que

Z<3) = (DpHa 1) : (paanrl) = DpH(p(5)7X(S)) : p(S) +pn+1<5)
DyH(p(s),x(s)) - p(s) — H(p(s),x(s)).

Em resumo, encontramos que o sistema caracteristico para as equacoes de Hamailton-
Jacobi sao
p(s)
i(s) = DyH(p
X(s)
com p(s),x(s) € R™ e z(s) € R.

Onde denominamos as sequinte equagoes

{p<s> = —D,H(p(s),x(s))
x(s) = D,H(p(s),x(s))

de equacoes de Hamilton.
Perceba que a equag¢ao para encontrar z(-) se torna trivial ao resolvermos as

equagoes de Hamilton, onde encontramos x(-) e p(+).

Observacao 1.16. Do mesmo modo que para as leis de conservacao, o problema de valor
wmacial para a equacao de Hamilton-Jacobi, em geral, nao possui solu¢ao suave para todos

0s tempos t > 0.

1.2.3 Limitacoes do método das caracteristicas

Como vimos anteriormente, em alguns casos o método das caracteristicas nao
nos fornece informagoes precisas sobre a solu¢ao de uma EDP em parte de seu dominio
de definicao. Classificaremos tais limitacoes de acordo com a falta de informagao ou ao
choque de informagoes distintas sobre a mesma solugao.

Dizemos que ha uma onda de rarefagao no dominio de uma equagao diferencial
parcial, quando as retas caracteristicas nao existem em parte desse dominio. Veja o

exemplo a seguir.

Exemplo 1.17. (Ondas de rarefacao) Resolvamos o sequinte problema

wu+ 3w, = 0 em Rx(0,00) | (1.45)
u = |z|] em Rx{t=0}
Aqui, o Hamiltoniano € dado por H(p) = %pQ. Lembremos que podemos identificar o

pardmetro s com o tempo t.
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Para este problema, com base no exemplo para equagoes de Hamilton vistas an-

teriormente, as equagoes caracteristicas sao:

p(s) = 0
i(s) = DyH(p(s)) -p—H(p) = 3(p°)?
x(s) = D,H(p(s)) =p°

Logo, as caracteristicas projetadas sao as retas
0 0
x(s) =p’s + a7,

onde p° = Du(x,0) = ¢'(x) e entdo, os possiveis valores para p° sdo

0 1, se x>0
p = .
-1, se <0

Com base nisso, temos duas solugaoes.

Caso x > 0:

As curvas caracteristicas sao do tipo x(t) =t +2° >0, ou seja, 2° =z —t >0 ¢
entio x > t. A sequnda equagdo caracteristicas nos fornece Z(s) = % e dai, z(s) = %s—l—zo.
Em termos de x e t, temos

1 1 1
u(m,t):§t+\x—t\:§t—|—x—t:$——t, x>t

2
Caso x < 0:
As caracteristicas projetadas sao dadas por x(t) = —t+z° < 0, logo 2° = z+t < 0
et < —x. Obtemos também que #(s) = —1s+ 20 e entdo
1 1
2(s) = —5st = —58+ |z +t].

A solucao dependente das varidveis x et € entao

3
u(z,t) = —x — §t, t< —x.

Observe que acima das retas —x =t e x = t existe uma regiGo que nao Possui

curvas caracteristicas e assim nao podemos indicar a solucao u do problema. Ver Figura

(1.5).

Ja para o caso em que ha o cruzamento de curvas caracteristicas em alguma
parte do dominio, chamamos esse evento de ondas de choque. Para efeito de exemplo,

considere o Exemplo (1.17) mudando apenas a condigao de fronteira para g(x) = —|z|.



31

\
1111 —1——1 R

\\\\\\ //”7

0

Figura 1.5: Ondas de rarefacao

Exemplo 1.18. Para o problema

{ut%—%(uQ)x = 0 em Rx(0,00) (1.46)

= —|z|] em Rx{t=0}

teremos o sequinte esbogo de curvas caracteristicas:

sl if\\i’{\

0

Figura 1.6: Cruzamento de retas caracteristicas

Dai, haveria uma incerteza quanto as informagoes sobre o wvalor da solugao u,

acima das retas x =t e —x = t.

Para reverter tais situacoes, no proximo capitulo desenvolveremos uma teoria que
nos possibilitara, mais adiante, estender a solugao de uma lei de conservagao, encontrada

pelo método das caracteristicas, para todo o dominio da EDP.



Capitulo 2

Equacoes de Hamilton-Jacobi

2.1 Equacoes de Hamilton-Jacobi

Neste capitulo estudaremos a equacao de Hamilton-Jacobi. J& sabemos que para
equagoes nao-lineares o método das caracteristicas pode falhar para algum tempo ¢ > 0.
O intuito aqui é estender a solucao para todos os tempos, mesmo que a suavidade nao seja
mantida. Para isso construiremos a Teoria de Hamilton-Jacobi e com ela, mais adiante,

teremos suporte para alcancar o objetivo desejado.

2.1.1 Motivacao

Lembre-se que nosso intuito é resolver o problema envolvendo uma lei de conser-

vagao com condicao inicial

ur+ F(u), = 0 em R x(0,00) (2.1)
w = g em Rx{t=0} '
Se resolvermos o problema
we+ Fw,) = 0 em R x(0,00) (2.9)
w = h em Rx{t=0} "~ .

quase teremos a solugao de (2.1). A diferenga entre os dois problemas se da pela presenga
da derivacao do fluxo F' com respeito a variavel espacial em (2.1) e pela falta de tal
derivagao em (2.2).

Observe que se derivarmos as equagoes de (2.2) com relagao a variavel x, teremos

{wmtw(wm)x = 0 em Rx(0,00) (2.3)

w, = g em Rx{t=0}"

desde que
32
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a) w € C?, para que seja possivel a inversao da ordem das derivagoes com respeito as

variaveis x e t;

b) h:R x {t =0} — R seja tal que

para g € L>*(R;R).

Dessa forma, tomando u = w,, podemos estudar o problema (2.3) para encontrarmos
solugao de (2.1).

O problema (2.3), na sua forma geral, corresponde ao problema de valor inicial

(2.4)

u+ H(Du,z) =0 em R" x (0,00)
u=g em R"x{t=0}"

onde u : R™ x [0,00) — R é uma fungao desconhecida, dependendo da variavel espacial
x e do tempo t; Du representa o gradiente da funcao u com respeito & varidvel x e
H :R" x R" — R ¢ uma func¢ao suave, chamada de Hamiltoniano.
Como vimos no ultimo exemplo do capitulo anterior, para uma equagao de
Hamilton-Jacobi
G (Du,ug, u, x,t) = ug + H (Du,z) =0 (2.5)

o sistema caracteristico ¢ dado por

p(s) = —D.H(p(s),x(s))
DypH(p(s),x(5)) - p(s) = H(p(s),x(s)) - (2.6)
x(s) = D,H(p(s),x(s))

Chamamos de equagoes de Hamilton as seguintes equacoes

{ B(s) = — D H(p(s),x(s)) 27

X(s) = DpH(p(s), x(s))

2.1.2 Calculo de variacoes

O modo como definiremos o novo conceito de solugao para o problema envolvendo
a equagao (2.5) sera sugerido pelo célculo de variagoes. A ligagao entre esses dois con-
ceitos serda dada através da intima relacao entre duas fungoes envolvidas especificas, o ja
conhecido Hamiltoniano e o Lagrangiano, que sera definida a seguir.

Considere L : R"xR" — R uma fungao suave, que chamaremos de Lagrangiano,
onde

L=L(g,x) com g,z € R"
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Agora denote ¢ = w(s) e z = w(s), para s € [0,t], onde w : [0,¢] — R". Dados

x,y € R" et > 0, definimos uma agao funcional / : A — R, como sendo

Iiw] = /O L (e(s), w(s)) ds, (2.8)

onde o dominio da acao é o conjunto
A={w() e C*([0,¢]; R"); w(0)=y e w(t)=uz},

ao qual chamamos de classe admissivel.
Um problema béasico em calculo de variagoes é encontrar uma curva x € A que

minimize o funcional I[-], ou seja,

I[x] = min I[w].

wEA

E é exatamente sobre a abordagem de minimizacao de funcionais que vamos desenvolver

a Teoria de Hamilton-Jacobi.

Observacgao 2.1. A técnica de solucionar problemas utilizando o minimizador de alguma

agao funcional é comum. Um exemplo disso é o Principio de Dirichlet,

)

—Au = f em U
u = g em 0OU

cuja solucao € dada pela funcao u minimizadora do funcional de energia

1
Elw] = / —|Dw|* — wfde,
U2
com w pertencente ao conjunto
A:{MECQ;w:g em 8U}.

Assumamos que exista uma fun¢do x € A que minimize o funcional I[-], a partir
dessa suposicao, vamos inferir algumas de suas propriedades. A primeira delas, descrita
no teorema a seguir, nos diz que a solugao minimizadora de I[-] é também solugao de uma

outra equagao, as equagoes de Euler-Lagrange.
Teorema 2.2. Seja x um minimo da a¢ao I[-]. Entao, a curva x € solugao para o sistema

de equagoes de FEuler-Lagrange (E-L)

_% (DyL(%(s), x())) + Do L(X(s), x(s)) = 0, (2.9)

com s € [0,1].



Demonstragao. Considere uma fungao v € C§° ([0, t];R"), ou seja, v(0) = v(t) = 0, e

onde v = (vy,...,v,). Defina, para £ € R, a curva
W =X+EV.

Veja que w € A. De fato, sendo x € A e v € C°, garantimos que w € C%. Além
disso, usando o suporte de v, temos que w(0) = x(0) e w(t) = x(¢). Uma vez que w € A,

e pelo fato de x ser minimizador da agao, temos
I[x] < Ifw].
Agora defina 7 : R — R de modo que
i(&) = Ix + &vl.

Note que 1 atinge seu minimo em ¢ = 0, dai, ¢/(0) = 0 por ser ponto critico, onde

denotamos ’ ds

Usando a definicao da acao funcional, reescrevamos o raciocinio anterior,

i) = /0 L (%(s) + £9(s), x(s) + £v(s)) ds. (2.10)

Derivando (2.10) em relagao a variavel £, usando a regra da cadeia, obtemos
/ Z Lo, (X + &V, x +&V)0; + Ly (X 4 £V, x + &v)vjds,

logo,
/ (%, x U]ds+/ Zij(X, x)v;ds. (2.11)
-1

Integrando por partes o primeiro termo de (2.11), temos

t n =
/ S Ly, (5, X)iyds = Ly, (%, %),
0 =

e pelo fato de v ter suporte compacto, concluimos que

t n t d
/ E L, (x,x)0;ds = —/ — (Lg,; (%,%)) vsds.
0 % ’ o ds >

Jj=1
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Substituindo essa informacao em (2.11) obtemos
t n d
0= 2 (L, (5 Ly (%,x)| v;d 2.12
A;{%W®W+anﬂ (2.12)

e como a expressao (2.12) é valida para toda v = (vy,...,v,) € C3°([0,t]), consequente-

mente,

_4a
ds

com 0 < s <t. O

(Ly(%x,%x)) + L(%x,%x) =0, (2.13)

Observacgao 2.3. No teorema anterior, mostramos que todo minimizador da a¢ao fun-
ctonal € solugao para a equacao de Fuler-Lagrange, mas a reciproca nao € verdadeira.
Chamamos a solu¢iao de (E-L) que nao necessariamente é um minimizador de ponto

critico.

2.1.3 EDO’s de Hamilton

Aqui, converteremos as equagoes de Euler-Lagrange num sistema de n equagoes
diferenciais ordinarias de 2* ordem, afim de, a partir delas, voltarmos as equacgoes carac-
teristicas para a EDP de Hamilton-Jacobi. Além disso, apresentarmos uma relagao entre
Hamiltoniano e Lagrangiano.

Considere uma curva x € C? sendo um ponto critico. Defina
p(s) := D,L(%,x) (2.14)

para s € [0,t]. Considere também a seguinte hipotese, que serd bastante relevante para
Nnossos proximos passos:
Hipdtese: Suponha que para todo p, x € R™ exista um tunico ¢ = q(p, x) que satisfaca a
equacao

p = DyL{a(p, ), ) (2.15)

e além disso, que o mapa (p, z) — q(p, x) seja suave.

Defini¢ao 2.4. Definimos o Hamiltoniano H = H(p,z) associado ao Lagrangiano

L por meio da equacao

H(p,z) :==p-a(p,z) — L(a(p,z),z) (2.16)
para todo p,x € R™ e q sendo definido implicitamente como em (2.15).

Para elucidar a defini¢ao, estudemos o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.5. O Hamiltoninano associado ao Lagrangiano

1
L(q,z) = §m|q|2 — O(z),

onde m > 0. € dado por
1
H =—PpP+® 2.1
(p,2) = 5~ Ipl” + ®(2), (2.17)

para alguma fungcao ®. Com efeito, ja sabemos que

bi = = 5emiql - =M g
dg; 2 4]

dai, p = mq e assim, ¢ = L. Substituindo essa informacao na formula do Hamiltoniano,
m

obtemos a expressio (2.17).

O préximo resultado nos ajuda a reescrever as equagoes de Euler-Lagrange em

termos de x(-) e p(+).

Teorema 2.6. (Obtencio alternativa para as EDO’s de Hamilton) As fungoes x(-) e
p(-) = D,L(%,x) satisfazem as EDO’s de Hamilton:

{x(-) = D,H (p(s),x(s)) (2.18)

p() = —-D.,H (p(S),X(S))
para todo 0 < s < t. Além disso, a aplicagao s — H (p(s),x(s)) é constante.

Demonstragao. Considere aqui H como sendo o Hamiltoniano associado ao Lagrangiano
L, ou seja,

H(p,z):=p-q(p,x) — L(q(p,z), ).

Em seguida, calculemos as derivadas parciais de H.

(i) a—qk(qm ), )5 -+

oH z”: aq* (p.2) — oL o¢* 0L

(lp.).2)

= > {pk%(p,w) - g—;(qm w),ﬂf)g%(p,ﬂf)} - g:i (q(p, ), ).

k=1 7 7

OL
Uma vez que p = D,L(q,z) = a—(q,x), obtemos que
q

O (5), x(9)) = 2% (a(pls), x(5)). X(5))-

Note que
x(s) = q(p(s), x(s)). (2.19)
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De fato, por (2.15) temos que a equacao p(s) = D,L(q,z) tem unica solucdo (¢, x) e, por
outro lado, por (2.14), p(s) = D,L(x(s),x(s)). Sendo assim, (¢,z) = (x(s),x(s)), em
particular, X(s) = q(p(s),x(s)).

Disso, segue que

oz, (p(s),x(s)) = % (x(s),x(s)).

Pela equagao (E-L), obtemos

o () x(e)) = ¢ (G0 x(9) )
e, usando o fato de que
p(s) = D,L{(s), X(5)), (220
conclufmos que
S (p() x(5)) = —i'(5) (221

Com isso, provamos a segunda equagao do sistema de EDO’s de Hamilton.

(ii) Derivando H em relagao a variavel p;, temos

n

3% L aqk

Por (2.20), temos

n

oqr, L oG, B
Z PR op: ~ O x)api(p’x)_o'

dai,

op; (p(S),X(S)) = qi(p(s),X(S)),

Utilizando a informagao contida em (2.19), concluimos que

o0H
Op;

(p(s),x(s)) = @'(s), (2.22)

referente a primeira EDO de Hamilton.

Agora nos resta provar que H é constante em relagao a variavel s. Dado que

B POXO) =D 5 B T4 G RO XD G
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e usando (2.21) e (2.22) em (2.23) temos

iH Z”:aH,. OH .

ds - — 8pip * &rix
B z’”‘:_aH OH\  0H (0H
B i1 Op; \ Ox; Oz, \ Op;
= 0.
Portanto, s — H (p(s),x(s)) é constante. O

2.2 A transformada de Legendre

O objetivo a ser alcancado nessa secao é encontrar uma conexao entre a equacao
de Hamilton-Jacobi e o problema de célculo de variagoes.
A partir de agora assumiremos o Hamiltoniano H dependendo apenas da variavel

p; H = H(p). Com isso, o problema a ser resolvido passa a ser

{ u+H(Du)=0 em R"x(0,00) (2.24)

u=g em R'x{t=0}

Suponha que o Lagrangiano L : R — R é uma funcao convexa. Além disso, considere L

sendo superlinear, isto ¢,

L(g)

lal=toe |g|

Definigao 2.7. Fizado p € R", definimos a transformada de Legendre de L como

sendo
L*(p) =sup{p-q¢—L(g)}. (2.25)

qeR™

Observagao 2.8. A transformada de Legendre, para todo p € R"™, estd bem definida. De
fato, vamos provar que o supremo em (2.25) é atingido, logo, garantiremos a ezisténcia
de § € R" para o qual L*(p) =p-q— L(q).

E suficiente provar que

lim p-qg— L(q) = —oc. (2.26)
lg|—o00
Devemos provar que, dado M > 0 qualquer, existe N > 0 tal que se |q| > N
entao p-q— L(q) < —M, ou seja, que M < L(q) —p-q. Da superlinearidade de L, existe
No > 0 de modo que, para |q| > Ny, temos

L(q)

— > |p| +1,

lq|
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logo,
L(q) > Ipllq| + lal.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que |p||q| > (p,q) = p-q, dai, obtemos que
L(g)—p-q>lql.

Considerando N = max{M, Ny} para |q| > N temos que L(q) —p-q > M e dai,
p-q—Llg) <M

com M > 0, concluindo assim o que queriamos.

Dado p € R"™, pela Observagao 2.8, temos que existe ¢ dependendo de p, no qual

a fungao ¢ — p - ¢ — L(q) atinge seu méaximo. Dessa forma,

e uma vez que L é suave, em particular diferenciavel no ponto ¢, concluimos que p =
DL(g).

Logo, a transformada de Legendre de L satisfaz a igualdade

L*(p) =p-alp) — L(a(p)),

que é a definicao de Hamiltoniano associado ao Lagrangiano quando omitimos a variavel
T, ou seja, temos que

H=1L" (2.27)

Portanto, dado o Lagrangiano podemos obter o Hamiltoniano apenas calculando sua
transformada de Legendre.

No resultado a seguir, veremos a intima ligacao entre essas duas aplicacoes.

Teorema 2.9. (Dualidade convexa entre Hamiltoniano e Lagrangiano) Suponha que L :
R™ — R seja uma funcao C*, convexa e superlinear. Considere sua transformada de
Legendre L* = H. Entao:

i) H é convexa e superlinear;

i1) A transformada de Legendre do Hamiltoniano H coincide com o Lagrangiano L,
15to €,
L=H". (2.28)

Em particular, pelo anterior temos que L = H* e L* = H.

Demonstragao. (i) Inicialmente, provemos a convexidade de H:
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Seja t € [0,1] e p1,pe € R™. Por defini¢ao de H segue
H{(tpy + (1= t)p2) = sup {[tp1 + (1 — )p2] - ¢ + L(q)} -
P
Escrevendo L(q) = tL(q) + (1 —t)L(q), temos

H(tpr + (1 = t)p2) = Sup {[tp1 + (1 = t)pa] - ¢ — [tL(q) + (1 — ) L(q)]}
< tsgp {p1-q- L@} +(1-1) Sup {p2-q—L(q)}
= t-H(p1)+ (1 —t)- H(pa). (2.29)

Agora mostremos a superlinearidade. Fixado A > 0 e considerando p # 0 e

q= )\2, na definicao de Hamiltoniano, obtemos

p|

H(p) = sup{p-q— L(q)}

q

1 ()-+()
)

> Alp| — max L.
B(O,N)

Dividindo a expressao resultante por |p| > 0,

H(p)

1
——~ > )\— — max L.
p|

- D] BON

e passando o liminf quando |p| — oo, obtemos

lim inf H{p)

lpl—oo ||

> A\

Pela a arbitrariedade de \ e o fato de que limite inferior é sempre menor ou igual ao limite

superior, temos que

lim _H(p) = +00
lpl—oo [P

(i1) Para finalizar a demonstragao, nos resta provar que H* = L. Sabemos que
L* = H, dai
H(p) =sup{p-q—L(q)} 2 p-q— L(q),
q

entao, temos H(p) + L(q) > p - q, para todo p,q € R". Pela arbitrariedade de p, obtemos

L(q) >sup{p-q—H(p)} = H(q),
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ou seja, L(q) > H*(q).
Por outro lado,

H*(q) ZSEP{p-q—H(p)},

e uma vez que H(p) = L*(p) = sup{p-r — L(r)}, obtemos

H*(q) = sup {p ¢ —sup{p-r— L(T)}}
P T
= sup {p g+ inf{—(p-r— L(T))}}
p
= sup{p-q+inf{—p-r+L(r)}
P T
= supinf{p(q —r)+ L(r)},
P '
em particular,
H*(q) 2 inf {p(g —r) + L(r)} . (2.30)
Pela convexidade de L e pelo fato de L € C, temos que (ver Segao 6.6 de [9])
L(r) = L(q) + DL(q) - (r — q)
ou, equivalentemente,
L(q) < L(r) + DL(q)(q — 7). (2.31)
Usando o fato de p = DL(q) e substituindo a desigualdade (2.31) em (2.30), obtemos
H*(q) = inf{p(g—r)+L(r)}

= irgf {DL(q)(q—7r)+ L(r)}
> L(q). (2:32)

Portanto, concluimos que
H*(q) = L(q), VqeR".
m

Observe que pela dualidade convexa de L e H temos, se H é diferencidvel em p

e L é diferencidvel em ¢, que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

-q = L(q)+ H(p)
p = DL(q) . (2.33)
q = DH(p)

D

Proposigao 2.10. Seja H € C*(R"™) com k > 2, estritamente convexa e superlinear.
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Entao:
i) DH : R™ — R™ é um difeomorfismo global.

ii) Se L = H* entdo
L(DH(p)) =p-DH(p) — H(p)

e DL(-) € a aplicacdo inversa de DH(-) (logo, L é C*).

Demonstragao. i) Provemos a injetividade de DH. Tome p,q € R" fixos e t € [0,1] e
considere r(t) = tp + (1 — t)q. Suponha que DH(p) = DH(q). Mostraremos que p = q.
Defina

ht) = L)) = L Htp+ (1 - 09) = DHED) - (0 — ).

Veja que

h(1) = DH(r(1))- (p —q) = DH(p) - (p — q)

dai, A(0) = h(1). Assim, pelo Teorema de Rolle, existe s € [0, 1] de modo que

entao,
“\ 0°H
OpiOpj

0="n(s)=

1,j=1

(r(s)(pi — @) (p; — a5)-
Uma vez que, por hipotese, H estritamente convexa, temos
0="h(s)>0(r(s))|p—q>, com > 0.

Com isso [p — ¢| = 0 e dai, p = gq.

Para provar a sobrejetividade de H, observe que temos L = H* = sup {¢-p— H(q)} .
pER™

Pelo fato de H ser superlinear, temos que o supremo ¢ atingido. Logo, existe um ponto
de méximo, p, da aplicagdo p-q¢ — H(p). Com isso, a derivada dessa aplica¢do se anula
em p, dai

0=q— DH(p), dai ¢ = DH(p). (2.34)

Dessa maneira, temos que todo ¢ € R™ é a imagem do ponto de maximo da aplicacao
p-q— H(p) pela funcdo DH.
Uma vez que H é estritamente convexa, temos que a matriz Hessiana de H é

invertivel, ou seja, matriz que representa a derivada de DH ¢é invertivel. Pelo Teorema da
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Aplicagao Inversa, DH é um difeomorfismo local, e sendo uma bijecao, ¢ um difeomorfismo
global de classe C*~1.

ii) Vejamos que DH e DL sao aplicagdes inversas.

Como o ponto p que maximiza o mapa p - ¢ — H(p) depende do ¢ escolhido,

escrevamos p = p(q). Veja que, por definigdo de L e supondo p maximizador,
L(DH(p)) =p- DH(p) — H(p)

e, por (2.34), concluimos que DH(p) = DH(p). Entao, pela injetividade de DH, p = p
Com isso, temos que L(DH(p)) = p- DH(p) — H(p), ou ainda, fazendo as substituigoes

p=peq=DH(p), temos L(q) =p-q— H(p).

Dado que
O 7 = — Op; an
. OH L
e que p ¢ tal ¢; = R obtemos na expressao acima que
Dj
oL
8ql - pl'

Além disso, como ¢ = DH(p) entao (DH) 'q = p. Assim,
DH (DL(q)) = DH(p) = DH ((DH)™"q) = q.

Uma vez que DH ¢é invertivel, sua inversa é tunica. Portanto, (DH)™' = DL. O

2.3 Foérmula de Hopf-Lax

Nessa segao conectaremos a equagao diferencial parcial de Hamilton-Jacobi com
o célculo de variagoes através das EDO’s de Hamilton.
Pelo sistema caracteristico visto anteriormente, temos que para a EDP de Hamilton-

Jacobi

{ u+ H(Du) = 0em R" x (0,00) (2.35)

)
u = gemR"x {t =0}
as equagoes caracteristicas sao da forma

p=0
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A primeira e a terceira equagoes sao chamadas de EDO’s de Hamilton, as quais, anterior-
mente, foram derivadas a partir do problema de minimizacao para o Lagrangiano L = H*.
Perceba que a segunda equagao coincide com a defini¢ao da transformada de Legendre do

Hamiltoniano H associado a L, dai,

2=DH(p)-p—H(p) = H"(p) = L(p) = L(x). (2.36)

Integrando

Z = u(x,t)

para tempos ¢t > 0 pequenos o suficiente, de modo que a solugdo de (2.35) seja suave,

obtemos .
/ F=u(z,t) +2° = u(z,t) + g(z),
0

por outro lado, integrando (2.36), obtemos

/Otz _ /OtL(x(s))ds

e, a partir dessas duas informacoes, concluimos que

u(z,t) = /0 L(x(s))ds + g(x(0)).

Nossa intensao é modificar essa expressao para que faga sentido para longos tempos ¢ > 0,
quando (2.35) ndo tem solugao suave.

Enfraquecamos as hipoteses tidas até agora e busquemos uma expansao para a
solugao em todo o dominio. Suponha que a funcao H é convexa e superlinear e que a

funcao da condicao inicial, g, é Lipschitz continua, ou seja, que

l9(z) — g9(y)| < Cylz — y

para alguma constante C, > 0 e todo =,y € R".
Dados # € R™ e t > 0, proporemos minimizar entre as curvas w(s) satisfazendo

w(t) = z a expressao t
| Evtshas + w0

que é acao acrescida com o dado inicial. Construiremos um candidato & solucao do
problema de valor inicial (2.5), em termos de principio variacional, vinculado & agdo

modificada:

(@, 1) = inf { /0 Lv(s))ds + g(y)} | (2.37)

wEAp
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O infimo na definicao da solucao u é tomado sobre o conjunto
:{U;GOQ; w0)=y e w(t):x},

que representa, o conjunto de todas as curvas que ligam o ponto y € QU ao ponto x € U.

Teorema 2.11. (Férmula de Hopf-Lax) Se v € R™ et > 0, entdo a solu¢io u = u(z,1t)

do problema de minimizagao (2.37) €

u(z,t) ;= min {tL ( t y) + g(y)} . (2.38)

yeR?
Observacao 2.12. A expressao (2.38) é chamada de férmula de Hopf-Lax.

Demonstracao. Basta verificarmos que

(@) = inf /0 L(w(s))ds + g(y),

weAg

com u(x,t) como definido em (2.38).
Fixe y € R" e defina

w(s)=y+ ;(m -¥),

com 0 < s < t. Note que w(t) =z e w(0) = y e portanto, w € Ay.
Pela defini¢do de u em (2.38) e tendo que w(s) = %, temos

u(et) < / ( <»@+g<>

()
AR et

:=tL( ;y)+gwx

isso para qualquer y € R". Em particular, temos

u(x,t) < inf {tL (:Et;y) +g(y)}. (2.39)

yeR™

Por outro lado, sendo w uma fungdo C! qualquer, satisfazendo w(t) = z, e L

sendo convexa, podemos aplicar a Desigualdade de Jensen (ver Sec¢do 6.6 de [9]), e assim,

I G /OtW(s)ds) < %/OtL(v'v(s))ds,
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dai,

L (x - y) < %/OtL(v'v(s))ds. (2.40)

Multiplicando (2.40) por ¢t > 0, somando g(y) a ambos os membros da desigualdade e

depois tomando o infimo sobre os y € R"™, obtemos

inf {tL (g) +g(y)} < inf {/OtL(v'v)ds —I—g(y)} = u(x,t). (2.41)

yGR" yeRn

Concluimos assim, de (2.39) e (2.41), que

u(z,t) = inf {tL (g) +g(y)}. (2.42)

yeR™

Resta-nos provar que de fato o infimo é atingido para algum y € R"™. Para tal,

fixe z € R" e t > 0 e provemos que para |y| suficientemente grande, o valor da fungao

tL (%) +9(y)

também tende a infinito. Com efeito, pela superlinearidade de L,

m =2 = 400,
lal—=o0 [q]
¢ dizer, para |y| grande e \ arbitrario, temos
L)
t
‘ o=y | > .
t
Pelo anterior, temos que
T — T —
L =y >\ i ,
t t

para A € R qualquer, sempre que |y| for suficientemente grande. Com isso,
r—Yy
tL | —— ) +9(W) > Az —y[+9(y) = Alz =yl + 9(y) — g(z) + g(2),
sendo ¢ Lipschitz continua, temos que

—Cylr —y| < g(y) — g(z) < Cylz =y,

dai,

tL (xgy) +9(y) > Mz =yl = Cyl =yl + g(z) = (A = Cy)l —y| + g(2).
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Pelo fato de x e t estarem fixos e C, ser uma constante, para |y| e A arbitrariamente

grandes, temos que

tL (x - y) +gly) = +oo.

2.3.1 Propriedades da Férmula de Hopf-Lax

Os lemas seguintes nos darao algumas informacoes sobre a Férmula de Hopf-Lax,

que nos serao util mais adiante.

Lema 2.13. A formula de Hopf-Lax € Lipschitz continua em relag¢io a varidvel espacial.
E ainda mais, a constante de Lipschitz para a solucao u € a mesma constante de Lipschitz

da fungao g.

Demonstrac¢ao. Para mostrar que u é Lipschitz na primeira coordenada, fixe t > 0, tome

x,T € R" e escolha y € R" de modo que

tL (%) +9(y) = u(z, 1),

ou seja, o y ¢ escolhido de modo que o minimo ¢é atingido. Entao,

u(#, 1) — u(w, ) = inf {tL (x - Z) + g(z)} - <tL (x - y) + g(y))

e tomando z = ¥ — x + y, obtemos

w(@,t) —u(z,t) < g(@ —z+y) —g(y).
Usando o fato de ¢ ser Lipschitz continua, temos
w(@,t) —u(z, t) < Cylz — xl.
e, revertendo os papéis de T e x, obtemos a desigualdade
w(z,t) —u(x, t) > —Cy|z — 2

e com isso,
lu(z,t) —u(z,t)] < Cy|T — x|
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Lema 2.14. (Identidade funcional) Para cada x € R™ e 0 < s <t, temos

yeR” — S

u(z,t) := min {(t —$)L (”; - y) +uy, s)} . (2.43)

Em outras palavras, para calcular u(-,t), podemos calcular uw no tempo s e entao usar a

condi¢ao inicial nos tempos restantes pertencentes a [s,t].

Demonstragao. Fixe y € R", 0 < s <t e escolha z € R” de modo que

S

) = s (U55) 902, (2.44)

ou seja, escolhemos z que minimize tal expressao. Verifica-se que

(1_§)x—y+§y—z_x—z.

t)t—s t st

Dai, usando a convexidade de L,

() =00 (=) s ()

Multiplicando essa expressao por t e somando g(z) a ambos os membros, obtemos

tL (3““ - Z) Ygl2) < (t—s)L <f - y) +sL <?> +g(2). (2.45)

-5
Uma vez que
(2,t) = min { tL [ —2) + g(y)
u(x,t) = min —_—
,t) = min p 9(y) ¢ s
temos que, para o vetor z escolhido, vale

€ —

u(a,t) < tL (Tz) +g(2)

e entao

u(z,t) < (t — 5)L (”7 - y) +sL (y—;z) +g(2).

t—s

Por (2.44), concluimos que

w(a,t) < (t — )L (f y) +u(y,s), VyeR"

— S

Para garantir que de fato o minimo é atingido, procedemos como na prova do Teorema

2.11, porém, usando a Lipschitz continuidade da func¢ao v na sua coordenada referente a
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variavel espacial. Assim,

u(z,t) < min {(t — 9L (%) +uly, s)} . (2.46)

yER”

Agora mostremos a desigualdade no sentido oposto ao da expressao em (2.46).

Escolha w tal que

u(z,t) = tL (#) + g(w) (2.47)

e tome
Y= ix + (1 - ;) w, (2.48)

assim,

t—s t S ( 9)

Logo, usando a informacao em (3.31) e também o fato de u ser definida como minimo

sobre os vetores w € R", obtemos

(t—s)L(j:g)+u(y,s) < (t_S>L(x_tw>+[SL(y;w>+g(w)}

r—w

= tL (T) + g(w) = u(x,t). (2.50)

Assim, pela arbitrariedade de y, que é consequéncia da arbitrariedade de x em (2.48), se

tomarmos o minimo sobre os pontos y € R", obtemos

yeR”

min {(t Y (%) + oy, s)} < u(,b). (2.51)

De (2.46) e (2.51), concluimos o desejado. O

Lema 2.15. (Lipschitz continuidade na sequnda coordenada) A fun¢ao u definida pela
formula de Hopf-Lax € Lipschitz continua em R™ x [0,00), onde u = g em R™ x {t =0}
e g : R" = R globalmente Lipschitz continua.

Demonstragao. Escolha z € R", t > 0 e tome x = y na Formula de Hopf-Lax, dai
u(z,t) <tL(0) + g(x), ouseja wu(z,t)—g(x) <tL(0) (2.52)
Por outro lado, como g ¢é Lipschitz continua, temos

9(y) > g(z) — Cylz —yl, (2.53)



o1

dai,

u(w,t) = myin{tL(x;y)
{tL <x;y) + g(z) — Cylz _y’}

(

(

) ey
() )

= g(z) — tmax {—L (Q) e } . (2.54)

xr — . , L.
Tomando z = em (2.54), temos que 0 maximo em y correspondera ao maximo em

Z € assim,

u(z,t) > g(z) — t max {Cylz| — L(2)}

= g(xr)—t max max{w-z— L(z)}. (2.55)
weB(0,Cy) *#

Observe que o subtraendo do lado direito da desigualdade acima ¢ exatamente a definigao

de L*, que ja vimos que coincide com o Hamiltoniano H, sendo assim,

u(z,t) > g(xr) —t max H
B(0,Cy)

e desse modo,

g(x) —u(z,t) <t max H. (2.56)
B(0,Cy)

Tome C' = max {L(O), max H} em (2.52) e (2.56), com isso obtemos
B(0,Cy)

lu(z,t) — g(z)] < Ct =C(t - 0). (2.57)

Acabamos de provar que u é Lipschitz para a condigao de fronteira. Agora, para s € [0, t],

pelo lema anterior, tomando z = y em (2.43), temos
u(z,t) < (t —s)L(0) + u(z,s), ou seja, u(z,t) —u(x,s) < (t—s)L(0).

Por outro lado, pelo Lema 2.14, podemos escrever a solucao u(x,t) em fungao de u(y, s),

u(, 1) = min {(t Y (%) +uly, s)} .

da forma
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Por esse fato, temos

w(z,t) — u(z, s) = min {(t — )L (%) +uly, s)} —u(z, s) (2.58)

yeR™

e, pelo Lema 2.13 provamos que u ¢ Lipschitz continua na variavel espacial e que tem

mesma constante de Lipschitz que a funcao g, logo
u(y, s) —u(z,s) > —Cyly — x|. (2.59)

Dai, substituindo (2.59) em (2.58), obtemos

yER™

u(z,t) > min {(t Y (f:i’) — Oz — y|} +u(z, 5).

y’ com s € (0,1), e assim,

T
Tome z =
t—s

u(z,t) > min{(t — s)L(2) = Cy(t — 5)|2[} + u(z, 5)
= —(t —s)max{~L(2) + Cylz[} +ulx,s)
= —(t—s) max {w-z—L(z)} +ulz,s)

lw|<Cy

= —(t—s) max H(w)+u(x,s). (2.60)

lw|<Cy

Considerando C' := max{ max H(w); L(O)} , concluimos que

lw|<Cy

lu(z,t) —u(z,s)| < C(t—s). (2.61)

]

O Teorema de Rademacher (ver cap. 5, segao 8 de [4]) afirma que uma fungao
Lispchitz continua é diferenciavel em quase todo ponto. Portanto, nossa solugao u, de-
finida pela formula de Hopf-Lax, ¢ diferenciavel q.t.p. (z,t) € R™ x (0,00). O proximo

teorema nos diz que tal fungao u é solu¢ao da equacao de Hamilton-Jacobi.

Teorema 2.16. (Resolvendo a equag¢ao de Hamilton-Jacobi) Suponha x € R" t > 0 e u
tome definida pela formula de Hopf-Laz,

u(z,t) = min {tL (?) + g(y)} :

diferencidvel no ponto (x,t) € R™ x (0,00). Entdo

u(z,t) + H(Du(x,t)) =0
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Demonstracao. Fixe g € R" e h > 0. Pelo Lema 2.14,

ha —
u(z+ hq,t+h) = ;2%@2{(t+h—t)L(%)+u(y,t)}

) x+hqg—y
— o e 4 ]
;reur% {h ( N > —l—u(y,t)}

Fazendo x = y, obtemos
u(x + hg,t + h) < hL(q) + u(z,t), (2.62)

que equivale a
w(x + hg,t + h) —u(x,t)
h

< L(q). (2.63)

Considerando a aplicacao

U(n) =ulx +ng,t +n),

teremos que a expressao (2.63) corresponde a

W(h) — ¥(0)
h

e fazendo h — 07, obtemos
Sendo assim,
ug(z,t) + q - Du(z,t) — L(q) < 0. (2.64)

Pela arbitrariedade de ¢ € R™ na expressao acima, se, em particular, tomarmos ¢ de forma
que maximize a expressao
q - Du(z,t) — L(q),

temos a definicdo do Hamiltoniano H no ponto Du(z,t), H(Du(z,t)), e assim

ui(x,t) + H(Du(z,t)) = w(x,t) + max{q - Du(x,t) — L(q)} < 0.

qeR™

Nos resta mostrar a desigualdade oposta.

Escolha z € R™ de forma que

r—z

u(x,t):tL( t >+g(z). (2.65)
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Fixeh>Oedeﬁnas:t—hey:;q:—k(l— )z Observe que

~+~| ®»

Usando a defini¢ao da fomula de Hopf-Lax e a informagao acima, teremos

wet)=utns) 2 o (Z5) w0 - s (5] +400)

t

> @—9L(I;Z). (2.66)

Unindo o fato de que t — s = h e a escolha que fizemos para y, a desigualdade (2.66)

transforma-se na seguinte

%{u(x,t)—u((l—%)m—i—%z,t—h)] zL(x;Z). (2.67)

Considerando a aplicacao
Ww)zu(x—(x;z>hj—h),

teremos que a expressao (2.67) corresponde a

e fazendo h — 07, obteremos

(1‘;2) Du(a, ) + w(z, 1) > L <“”":Z> ,

r—z

agora, tomando ¢ = ( ), temos que

q - Du(z,t) + u(x,t) — L(q) > 0.

Em particular, escolhendo ¢ que maximize a expressao q - Du(z,t) + u(z,t), concluimos

que
us + H(Du) > 0. (2.68)

Portanto,

u(x,t) + H(Du(z,t)) =0,

para todo (x,t). O
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Conectando os resultados vistos nessa se¢ao, acabamos de provar o seguinte

Teorema 2.17. (Formula de Hopf-Lax como solugdo) A fun¢ao u definida pela formula
de Hopf-Laz, que é Lipschitz continua, diferencidvel q.t.p. (z,t) € R™ x (0,00), € solu¢do

do problema de valor inicial

{ut(x,t)JrH(Du(x,t)) =0 (2.69)

u(@,0) = g(z)
2.4 Unicidade da solucao integral para a equacao de
Hamilton-Jacobi

Para atingirmos o novo conceito de solucao para a equacao de Hamilton-Jacobi,
nos resta garantir a unicidade. Com esse intuito, a seguir, veremos alguns conceitos e

resultados.

Definicao 2.18. Dizemos que uma funcao f é semiconcava se, para todos x,z € R",

existe uma constante C' tal que
fla+z) —2f(0) + f(z —2) < Clz]

Lema 2.19. Suponha que a func¢do g da condi¢do de fronteira para a equacao de Hamilton-
Jacobi € Lipschitz continua e semiconcava. Entao, u definida pela formula de Hopf-Lax é

semiconcava para todo t € [0, 00), isto €,
u(z + 2,t) — 2u(x,t) + u(z — 2,t) < Oz|?

para todo z,z € R™, t > 0. Além disso, a constante de semiconcavidade de u(-,t) pode ser

tomada igual a de g.

Demonstragao. Escolha y € R™ de modo que

m JR—
u(z,t) =tL (Ty) + g(y).
Substituindo y + z e y — z na formula de Hopf-Lax para u(z + z,t) e u(z — z,t), temos

u(@+z,t) — 2u(z,t) +ulr—2zy) <

< tL (%) +g(y+2z)—2tL <¥) —2g(y)

+ tL (g) +g(y — 2)

= gy +2) —29(y) + 9y —2).
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E, pela semiconcavidade de g,
u(z + 2,t) — 2u(x,t) +u(z — 2,y) < C|z|*.

]

Se deixarmos de considerar g semiconcava e passarmos a assumir o Hamiltoniano

H sendo uniformemente convexo, teremos o mesmo resultado.

Definicao 2.20. Suponha que H : R — R seja uma funcao C?. Dizemos que H € uni-

formemente convexa, com 0 > 0 constante, se

Z Hpipj(p)gigj Z 9|f|2, Vp,f < R™.

,j=1

Teorema 2.21. (Semiconcavidade) Suponha que H seja uniformemente convera e que u

€ a solucao definida pela formula de Hopf-Lax. Entao, para todo x,z € R™ et > 0, temos
Lo
u(z + z,t) — 2u(x,t) +u(r — z,t) < %M . (2.70)
Demonstracao.

Passo 1. Sejam py,ps € R™. Expandindo H(p;) e H(p2) em séries de Taylor até

_|_
segunda ordem, com resto de Lagrange em torno de u,

H(a+wv) = H(a) + (DH(a),v) + %DQH(CL + 6v) - v?,

P1+ D2 P1 — P2
, temos que v = 5

H(p) = H<p1;p2)+DH (m;pz)_(pl;pz)

1 p—p2\’
“D?H(py) -
+ 5 (o) ( 7 )

— H p1+ D2 + DH p1+ D2 (Pr— D2
2 2 2

1
+ LD H(p)l — ol 27)

Considerando a +v =p; e a = , e dai,
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DP1 + P2 P2 — P1

Agora, tomando a + 0 =ps e a = —5 temos que v = e assim

H(ps) — H(pl‘;’pQ)_i_DH(pl‘;‘]%)_(pZ;pl)

1 i 2
+ _D2H(p6) . (p2 p1>

2 2
— p1+ D2 _DH prt+p2\ (P1—Do
2 2 2
1 2
b D H () ol (2.72)

Somando (2.71) com (2.72), obtemos

+ 1
H(p) + H(py) = 2H (7%) + 1 DH(p)lp — paf”

e, usando a convexidade uniforme de H,

9 2
- g\pl —pzl .

H(mgm) < H(21?1)+H(2p2)

Segundo a Proposigao (2.10), para qualquer p, temos que DL(DH (p)) = p. As-
sim, a matriz Hessiana de L avaliada em DH coincide com a inversa da matriz Hessiana
de DH avaliada em p. Além disso, como L ¢ C?, vale

> L (g < e (279

L Dgdg =g ’
Com efeito, sendo # uma cota inferior para o menor autovalor da matriz Hessiana de H,
temos que i é uma cota superior para o maior autovalor da Hessiana de L. E por isso,
para o Lagrangiano L, procedendo analogamente & obtencao da estimativa para a funcao

Hamiltoniana, conseguimos

1 1
§L(CI1) +-L(g) <L

1+ q
2

1 2
5 ) + 8—0|Q1 - Q2| ) (2-74)

para todo ¢y, g2 € R".
Agora, escolha y € R™ de modo que

u(z,t) = tL (g) +g(y).

Usando o mesmo valor de y para as formulas de Hopf-Lax para u(x + z,t) e u(x — y,t) e,
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de posse da estimativa acima, obtemos

wx + z,t) — 2u(z,t) +ulz — 2z,t)

1 (5520 o () ]
o)

- BL(L?‘% () ()

< ot 2:|*
= '3y

IA

< Lpp
_Qt

O

Aqui, veremos que as condi¢oes de semiconcavidade para a solu¢ao de Hopf-Lax

u podem ser utilizadas como critério de unicidade.

Definig¢ao 2.22. Dizemos que uma fun¢ao Lipschitz continua u : R™ x [0,00) — R € uma

solucao fraca do problema de valor inicial:

{ w+ H([Du) = 0€R"x (0,00) 275

u = geR"x {t=0}
se satisfaz
a) u(z,0) =g(x), VreR"
b) w(z,t) + H(Du(x,t)) =0 para q.t.p. (z,t) € R" x (0,00), e

¢) u(z + z,t) — 2u(z,t) + u(z — z,t) < C(1+ 1) |22, para alguma constante C' < 0 e
todo x,z € R", t > 0.

Provaremos a seguir que a solucao fraca de (2.75) é unica. O ponto chave para

tal demonstragao decorre, principalmente, da semiconcavidade da funcao w.

Teorema 2.23. (Unicidade de solugoes fracas) Assuma que H € C? ¢ uma fungdo con-
vexa e superlinear e g : R™ — R € Lipschitz continua. Entdo, existe no mdximo uma

solugao fraca do problema de valor inicial (2.75).

Demonstra¢ao. Suponhamos que u e 4 sejam duas solugoes fracas de (2.75). Tome um

ponto qualquer (y, s) onde u e @ sejam diferenciaveis e defina w := u — 4.
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Observe que w ¢é solucao de uma determinada EDP. De fato,

wt(yvs) = ut(yas)_ﬂt(y>s)
= _H(Du(y7 S))—FH(DZNL(y, S))

= _/0 %H(rDu(y,s)jL(l—r)D&(y,s))dr (2.76)

. /0 DH (rDuly, s) + (1 — r)Dily, s)) dr - (Du(y, s) — Dii(y, s))

e, definindo
1
by, ) = / DH (rDuly, s) + (1 — r)Dii(y, s)) dr,
0

temos que w satisfaz
wi(y,s) + by, s) - Dw(y,s) =0 q.t.p. (y,8) € R" x[0,00). (2.77)

Agora, escreva v := ®(w) > 0, onde ¢ : R — [0, 00) é uma fungao suave que sera
explicitada posteriormente. Mais adiante, devido a definicao da funcao ®, mostraremos
que v = 0. Veja também que v é solugao da EDP encontrada multiplicando a expressao

2.77) por ®'(w), como segue
( p : g

0 = w®(w)+b- Dwd'(w)
= (®(w)): +b- D(®(w))
= vw+b-Dv qt.p. (2.78)

Escolha € > 0 e defina u® := 7, * v e u° := n. * u, onde 7. € um molificador
nas variaveis x e t. As proximas trés afirmagoes, relacionadas a tais convolugoes, serao
empregadas logo mais e nos auxiliardo a reescrever a equagao (2.78).

Afirmacgao 1: |Duf| < Lip(u) e |Du| < Lip(a).

Observe que

|u(x + h,t) —u(z,t)] =

/ ne(y, s) (u(x+h—y,t —s) —u(x —y,t)) dyds
B:(0)

< /()ne(y,S)IU($+h—y,t—8)—u(ﬂﬁ—y,t)\dy,
(0

e, como u é Lipschitz continua e / Ne(y, s)dyds = 1, obtemos
<(0)

|u(x + h,t — s) —u(x,t)| < Lip(u)|h| / Ne(y, s)dyds = |h|Lip(u),
B(0)
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dai,
u(z + h,t — s) —u(z,t)
h
Logo, Du < Lip(u). Analogamente, Du < Lip(a).
Afirmacao 2: Du® — Du e Du® — Du.

< Lip(u).

Tome um conjunto aberto limitado Z C U, de modo que 0Z seja de classe
C'. Como u,u : U — R sao funcoes Lipschitz continuas, em particular, sao Lipschitz
continuas em Z. Desse modo, u,u € WH*°(Z), o que implica que Du, Du € L>*(Z).
Sendo limitadas, Du e Du sao localmente limitadas. Portanto, Du¢ — Du e Du® — Du,

quando € — 0.
B 1
E possivel provar que D?u¢, D*a¢ < C (1 + —> I, para alguma constante C' e
s

todo € > 0, y € R", s > 2¢ (ver referéncia [2]).

Agora, escreva

1
be(y,s) := / DH (rDuf(y, s) + (1 —r)Du‘(y, s)) dr.
0
Dai, como v; +b- Dv =0 q.t.p., temos que vy = —b- Dv. Assim,

v +b.-Dv = —b-Dv+b.-Dv
= (be—0)-Dv q.t.p. (2.79)

Logo,

v +div(v-b.) = v+ Dv-b. +v-div(b)
= (be—0)- Dv+div(b)-v q.t.p. (2.80)

Calculemos

1 n
div(b.) = / Z H,, ,, (rDu + (1 —r)Dac) - [Tu;xk + (1 - r)ﬂfmk} dr

0 ki=1
1
< C (1 + g) : (2.81)

pois H é uma funcao suave e convexa.

Fixado xg € R™ e tg > 0, defina

R = max {|DH(p)l; |p| < max (Lip(u), Lip(w))}
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e considere o cone

Defina
e(t) = / v(x,t)dx, (2.82)
B(:Eo,R(toft))

para q.t.p. € U e t > 0. Derivando (2.82), temos

é(t) = / vpdx — R/ v dS,
B(xo0,R(to—t)) dB(wo,R(to—t))

e, como por (2.79) temos
vy = —div(v - be) + div(b.) - v + (be — b) - Dv  q.t.p.,
obtemos

é(t) :./ —div(v - b) 4+ div(b) - v+ (b — b) - Dvda
B(zo,R(to—t))

- R/ v dS.
OB(zo,R(to—t))

Aplicando o Teorema da Divergéncia no primeiro membro da expressao acima, temos
é(t) = / div(be) - v + (b — b) - Dvdx
B(xo,R(to—t))

— / v-be-v— RvdS
8B(x0,R(t07t))

_ —/ o(be - v + R) dS
0B (SC(),R(to —t))

+ / div(b) - v+ (b —b) - Dvdz (2.83)
B(ato,R(to—t))
Afirmacao 4: / v(be-v+ R) dS >0
0B (z0,R(to—t))

Com efeito, uma vez que |v| =1 e que |b| < R temos
—be-v <|b.-v| <R,

logo R+ b.-v > 0.
Como v > 0, entdao v(R + b, - ¥) > 0, implicando que

/ (b - v+ R) dS > 0.
aB(:Bo ,R(to 715))
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De posse da Afirmagao 4 e usando a desigualdade (2.81) na expressao (2.83),

obtemos

é(t)

IN

/ (divh,) - v + (b — b) - Duda
B(zo,R(to —t))

IA

C <1 + 1) e(t) + / (be — b) - Dvdzx. (2.84)
13 B(xo,R(to—1))

Uma vez que b — b quando € — 0 e pela Afirmacao 1, usando o Teorema da

Convergéncia Dominada, obtemos
/ (be =) - Dvdx — 0 q.t.p. z€R" quando €— 0.
B(zo,R(to—t))

Dai,
1
ety < C (1 + Z) e(t) qtp. 0<t<tg (2.85)

Fixe 0 < € < r <t e escolha a fun¢do ®(z) de modo que
P(z) =0 se |z| <e[Lip(u)+ Lip(a)],

ou, caso contrario, a fungao é positiva. Uma vez que u = @ em R" x {¢t = 0}, pela condigao

inicial, temos

lw(x, €) —w(z,0)] lu(z, €) — u(x,0) + a(x, €) — u(x,0)]

< Lip(u)e + Lip(u)e = € (Lip(u) + Lip(a)) .

Logo,
O(w)=P(u—a)=0 atée {t=¢}.

Em particular, e(e) = 0.
Vejamos agora o que acontece a partir do tempo ¢ = €. Pela Desigualdade de

Gronwall, temos, a partir de (2.85), que vale
e(r) < ele C<1+~%)dse(e).
Como e(e) = 0, concluimos que e(r) = 0. Com isso,
vz, t) =P(u—u)=0 em B(xg,R(tyg—1t)).

Logo,
|u —a| < e[Lip(u) + Lip(a)] em B /(xg, R(tg —1t)). (2.86)



Como desigualdade (2.86) vale para todo € > 0, temos que
u—u=0 em B(xy,R(to—1)).

Em particular,

U,(fL’(), to) = ﬂ(l‘o, to)

63



Capitulo 3

Leis de conservacao: existéncia e

unicidade de solucoes fracas

Com este capitulo a nossa intengao é resolver, para todos os tempos t > 0, o

problema de valor inicial para a lei de conservagao

{ut—i—F(u)x = 0 em Rx(0,00) (3.1)

u = g em Rx{t=0}"

com F': R — R uma fun¢do convexa suave e u : R x [0,00) — R desconhecida.
Uma vez desenvolvida a Teoria de Hamilton-Jacobi, no capitulo anterior, basta
relacionar a equagao de Hamilton-Jacobi com leis de conservagao. Feito isto, garantiremos

a existéncia de solucao para tais equacoes.

3.1 Solucao integral para leis de conservacao unidimen-
sionais

Por definicao, a solucao de uma EDP deve ser suave, ou seja, no caso de equagoes
de primeira ordem, as suas derivadas parciais de primeira ordem devem ser continuas.
Portanto, faz sentido calcularmos suas derivadas e substitui-las na EDP para verificar se,
de fato, temos uma solucao. A essas, damos o nome de solugoes classicas.

Para generalizarmos o conceito de solugao, permitiremos que exista uma curva
no espago-tempo ao longo da qual a superficie solu¢ao passa por um salto. Se existe
uma descontinuidade na superficie solucao espaco-tempo, deve existir uma maneira de
verificarmos a soluc¢ao ao longo desta curva de descontinuidade. Sem que, para isso,
seja necessario calcular derivadas, até porque estas nao existem nesse caso. Por isso,
abordaremos mais adiante o conceito de solucao integral.

Sendo a equacao de Burgers uma lei de conservagao, como vimos no Capitulo 1,

nem sempre podemos encontrar uma soluc¢ao suave de (3.1). Devemos entdo encontrar

64
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uma maneira de interpretar uma funcao u menos regular que seja solucao dessa equacao
com condi¢do inicial. A ideia é multiplicar a equagao diferencial parcial em (3.1) pela
fungao teste ¢, ¢ = @(x,t), e entdo integrar por partes, transferindo assim as derivadas
de u para .

Tome ¢ : R x [0,00) — R sendo uma fungao suave e com suporte compacto.
Multiplicando a equagao u; + F'(u), = 0 por ¢, e integrando com respeito ao espago x e

ao tempo ¢, obtemos

/ / ugpdrdt + / / F(u)zpdzdt = 0. (3.2)
0 —00 0 —00
I:/ / uppdrdt e H:/ / F(u)pdxdt

0 -0 0 —0

temos que trocando a ordem de integracao através do Teorema de Fubini e integrando

Se escrevemos

por partes a primeira parcela, I, obtemos

00 t=00 00
I:/ wp —/ wpdtde,
—00 0

t=0
pelo Teorema Fundamental do Calculo e integracao imprépria, temos que

b b
[=lim [ wu(z,b)e(x,b) —u(x,0)p(z,0)— / updtde.
b—oo J_y 0
Devido ao fato de ¢ ter suporte compacto e também por u(z,0) = g(x) em t = 0,

conseguimos

I:—/ g(a:)go(O,x)+/ updtdz.
- 0

e}

Para a segunda parcela, 11, integrando por partes, obtemos

H:/OOO/_ZF(u)xgoda:dt _ /OOOF(u)gp

= lim [ F(u(b,t))p(b,t) — F(u(=b,t))p(—b,t)

b— o0 0

— / F(u)pdxdt

= —/ / F(u)pdzdt
0 —o00

=00

— / F(u)p dxdt
0

T=—00
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Substituindo I e II na igualdade (3.2), obtemos

/000 /_Z upy + F(u)ppdrdt + /_Z g(x)p(z,0)dx = 0. (3.3)

A expressao acima faz sentido supondo u uma solugao limitada de (3.1). E disso, decorre

a seguinte definicao

Defini¢ao 3.1. Uma fun¢io u € L*(R x [0,00)) € dita solugao integral do problema
(3.1) se
/ / upy + F(u)p dedt = —/ g(x)p(x,0)dz, (3.4)
0 —00 0

para toda funcao ¢ € C§°(R x [0, 00)).

Agora, veremos como uma solu¢ao desse tipo deve se comportar ao longo de uma

descontinuidade.

3.1.1 Condicao de Rankine-Hugoniot

Suponha que em alguma regido aberta V' C U, com U := R X [0,000), a funcao u

seja suave em qualquer lado de uma curva suave C; a qual divide V' em duas partes.

t

0

Figura 3.1: Curva de descontinuidade de u no conjunto V'

Observagao 3.2. Uma solugao integral de (3.1) que € também diferencidvel, é uma so-
lugao cldssica para a equagao (3.1).

Com efeito, seja V; a parte de V' a esquerda da curva C e V, a parte a direita.
Assuma que u € uma solugao integral de (3.1) e que u e suas primeiras derivadas sejam
uniformemente continuas em V; e V,.. Agora tome uma funcgao teste ¢ de suporte compacto
em V. Pela igualdade (3.4), obtemos

0= / / up + F(u)p drdt = / / uprdxdt + / / F(u)p,dzdt.  (3.5)
0 —00 0 —00 0 —00



67

Empregando o Teorema de Fubini na primeira parcela da expressio (3.5) e inte-
grando por partes, temos
/ / updtde = / up
—o0 J0 —00

t=00 o0
— / updtdx
t=0 0
b

b
= lim [ wu(z,b)p(x,b) —u(x,0)p(z,0) —/ uppdtdz.
0

b—o0 b

Pelo fato de ¢ ter suporte compacto, concluimos que

/ / uprdxdt = —/ / uppdxdt. (3.6)
0 -0 0 —o0

Para a sequnda parcela de (3.5), procedemos de forma semelhante,

Am[:FwWMMt: Amnm¢

= lim [ F(u(b,t))p(b,t) — F(u(—=b,t))p(—b,t)

b—oo J

b
- / F(u)pdzdt

b

Am[Zﬂm%mﬁ:—Am[ZﬂmMmm. (3.7)

Por (3.6) e (3.7), obtemos a igualdade

—/ F(u)pdxdt

o0

obtendo

0= /OOO /_Z upy + F(u)p dedt = /OOO /_Z (up + F(u),) pdadt. (3.8)

Como a expressao acima € satisfeita para toda funcao teste p com suporte compacto em

Vi, temos que
u+ F(u), =0 em V.

De forma andloga, concluimos também que
u + F(u), =0 em V.

Agora considere uma fungao teste ¢ com suporte compacto em V' que nao se anule

ao longo da curva C. Utilizando a expressao (3.4) e atentando ao fato de que ¢(x,0) = 0,
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deduzimos que

0 = / / upr + F(u)p drdt
0 —o0
= // upr + F(u)p dedt + // upr + F(u)p dedt. (3.9)
Vi

T

Analisando separadamente as integrais sobre V; e V,., temos que, em V]

// up + F(u)p dedt = // uppdxdt + // F(u)p,dzdt. (3.10)
Vi Vi Vi

Entao, integrando por partes a primeira parcela, temos

// updrdt = —// ugpdxdt + // upradS,
Vi Vi oV

lembrando do fato de que ¢ nao necessariamente se anula na curva C'; obtemos

// updrdt = —// utgpdmdtjt/ uypradS.
Vi Vi c

Repetindo o processo para a segunda parcela de (3.10), concluimos que

//Vl F(u)pdzxdt = —//Vl F(u)mgodxdt+/(jF(ul)¢,/ldS_

Dessa forma,

// upy + F(u)p drdt = // u + F(u)dedt + / (wve + F(u)vy) pdS,
Vi Vi C

uma vez que u; + F(u), = 0 em V}, obtemos

//w upy + F(u)p dedt = / (wry + F(u)n) pdsS, (3.11)

C

onde v = (v, %) é o vetor unitario normal da curva C, apontando de V; para V;.. Aqui o
subindice [ indica o limite & esquerda enquanto o subindice r denotard o limite a direita.

De forma semelhante, concluimos que

/ / wpect Flu)padadt = /C (ww + F(u, ) @dS. (3.12)

Adicionando as expressoes (3.11) e (3.12) e substituindo em (3.9) obtemos

0= /C[(F(ul) — F(u,)) vy + (u, — ) o] pdz. (3.13)
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Como (3.13) é satisfeita para qualquer funcao teste ¢ nas condigdes anteriores, temos que
(F(w) — Fu.)) vy + (up — ) e =0 (3.14)

ao longo da curva C.
Suponha que a curva C seja parametrizada por z = s(t), para alguma fungao

suave s : [0,00) — R. Logo, o vetor tangente a curva C ¢é (s'(¢), 1), implicando que

- (1,-5(0)
Vel

Consequentemente, (3.14) implica que
F(u) — F(u,) = s'(t)(u; — u,) (3.15)

em V. ao longo da curva C.

A expressao (3.15) é chamada condigao de Rankine - Hugoniot ou condigao
de salto e, em resumo, nos diz que os limites & esquerda e a direita da fungao v devem
estar alinhados com o coeficiente angular da curva de descontinuidade.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.3. Considere o problema de valor inicial para a equagdo de Burgers:

ut—i—(§> = 0 em Rx(0,00)
u = g em Rx{t=0}

com dado inicial

glx)y=<¢ 1—2z se 0<x<l1

Solugao Aqui, F(u) = “2—2 e assim, F'(u) = wu. Identificando o pardmetro s com o tempo

t na equacao da curva caracteristica para leis de conservacao, temos
w(t) = F'(g(2°)t +2°,

pela qual a solucao u € sempre constante.

e Para x < 0 temos que a curva caracteristica tem equagio x(t) = t + 2°, onde

u(z,t) =1;

e Se 0 < x <1, entio a equagdo caracteristica é dada por x(t) = (1—2)t+12°, o que

implica que .
o_ T~

1—t
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€ assim,
1 —
u(z,t) = g(a®) =1—-2° = . at:

e Jd quando x > 1, a equagado da curva caracteristica é x(t) = 2°, pela qual u(z,t) = 0.

/

’
’
’
4
’
,
’
4

’
u(x,t

4
4
7/
e
4
4
4

s

0

!
— e ——m—m——— -
~

Figura 3.2: Retas caracteristicas
Portanto, a solugcao para o problema proposto € dada por

, para x<t<1
u(r,t) =9 =% para t<z<lel<t<l
, para x>1lel0<t<l1

Observe que, para esse problema, o método das caracteristicas so € vdlido até o
tempo t = 1. A partir dele, principalmente no ponto (1,1), vdrias retas se cruzam e
com isso, existem vdrios valores para a solu¢io u. E razodvel imaginar uma curva C de
descontinuidade para u passando pelo ponto (1,1).
Pela condi¢ao de Rankine-Hugoniot, a velocidade s'(t) de tal curva é
Fw)—Fu,) 5-0 1

/
t) = = = —.
s(t) U — Uy 1-0 2

Com isso, s(t) = % + K, onde K é uma constante. Além disso, s(1) =1, daf,

t+1
s(t) = ——

Logo, essa é a unica curva que satisfaz (R-H) e passa pelo ponto (1,1). Portanto, para

tempos t > 1 podemos definir a solugao u da lei de conserva¢ao com a condi¢do inicial
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dada, como sendo

—_

, uando 1z < 4L
u(z,t) 1

I
—
=

quando T >

Figura 3.3: Aplicagao do teorema de R-H

Agora, mudando apenas a condigao inicial do exemplo anterior, acompanhemos

o proximo exemplo.

Exemplo 3.4. Consideremos o problema inicial

{ut—i-uux = 0 se Rx(0,00) (3.16)

u(r,0) = g(z)

para o qual

1 se x>0

g(x):{o se x <0

Solugdo As curvas caracteristicas sao dadas por x(t) = F'(g(z°))t + 2°, onde

x(t):{ 20, se <0

t+a2% se x>0

e, dessa forma, a solucao € dada por

(2.1) 0, se z<0
u(x,t) =
1, se x>t

Pela Figura (3.4), vemos que existe uma regiao do dominio de u que nao é coberta
por curvas caracteristicas, quando 0 < x < t. Para driblar tal impasse, podemos, por

exemplo, criar uma curva de choque usando a condigao de (R-H), pois, com isso, teriamos
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u(z,t) =0

Figura 3.4: Retas caracteristicas para o problema

valores para u em todo o dominio. Entao

1
U — Uy 0-—1 2
Com isso, podemos definir a solugao
0, <1
ul<x7t>={ e
I, se z>3

Figura 3.5: Curvas caracteristicas emanando da curva de choque C

Em contrapartida, poderiamos também optar por nao construir uma curva de
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choque e entao definir como solugao

se <0
u2($,t> =

se O<z<t ,

— R O

se x>t

que também é uma solucao integral do problema. De fato, por construgao, a solucao
u satisfaz a condigdo de (R-H) e, para x < 0, a solu¢do u(z,t) = 0 e, para z > ¢, a
solugao u(z,t) = 1 satisfazem a equacdo. Resta-nos verificar se, para 0 < x < t, a solugao

u(z,t) =  resolve a lei de conservacao. E isso ocorre, pois

T T T T x (1
(?)t+(¥> (;)z:_t_2+?<¥) =0, paratodo t>0.

Entao, us também é uma solucao para o problema proposto.

Figura 3.6: Revertendo o quadro de rarefagao

As fungbes u; e up também sao solugoes integrais de (3.16) que satisfazem a
condigao inicial. Dessa maneira, vemos que as solugoes integrais para as leis de conservagao

unidimensionais nao sao tnicas em geral.

3.1.2 Entropia

A condigao de Rankine-Hugoniot nao é suficiente para estabelecer a unicidade de
solugoes para as leis de conservagao escalares, como vimos nos exemplos anteriores. Uma

relacao importante para conseguir a unicidade ¢ a condicao de entropia.

Definicao 3.5. Dizemos que uma solugcao u satisfaz a condi¢cao de entropia se existe
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uma constante positiva E tal que para todo h > 0 vale

(@ + hot) — ulz, t) < gh (3.17)

para todo t > 0 e para todo x € R.

Observacao 3.6. Se u satisfaz a condicao de entropia entdo temos a sequinte relagcao
Uy > Uy

Com efeito, se u satisfaz a condicao de entropia, entao, em particular, a fungao

UV:R—=-R

x> u(z,t) — Lz

€ nao-crescente: tome h > 0, dag,

U(x+h)—U(z) = ulx+ht)— ?(x—i—h) —u(x,t) + gx

= u(a:—i—h,t)—u(x,t)—?(m—i—h—x)

Eh—Zh=o
t t

IN

Portanto, V(x 4+ h) < V(z). Sendo mondtona, a fun¢io ¥ possui limites laterais direito
e esquerdo em todo ponto. Em particular, a funcao x — u(x,t) também possui limites
laterais a esquerda e a direita, u; e u,, respectivamente, em todo ponto.

Do fato de VU ser nao-crescente, V; > W, ou seja,
E
w(x,t) — T > up(x,t) — T

€ assim, u; > U,.
Em outras palavras, ao atravessar uma descontinuidade, a solu¢ao pode sofrer
um salto apenas para baizo. Podemos perceber, por exemplo como na Figura (3.3), que a

condi¢ao de entropia elimina a existéncia de ondas de rarefagao,

Observacgao 3.7. Suponha agora que a fun¢ao F é convexa, ou seja, F" > 0, dai, F’
€ estritamente crescente. Se wu satisfaz a condigcao de entropia u; > u, e como F' €
estritamente crescente, temos que F'(u;) > F'(u,). Se u satisfaz também a condi¢io de

Rankine-Hugoniot, temos que
F'(u) > §'(t) > F'(u,) (3.18)

onde s’ representa a velocidade do salto.
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De fato, se u satisfaz a condi¢ao de Rankine-Hugoniot, entdo

gt = Tl = Fur) (3.19)

Uy — Uyp

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio, existe & com u, < £ < u; de modo que

F(Ul) — F(Ur) '

Uy — Uyp

F'(g) = (3.20)

Unindo o fato de F ser crescente ao da solucao u satisfazer a condicao de entropia e as
equagoes (3.19) e (3.20), obtemos

F'(u) > s > F'(u,).

Com 1isso, a velocidade de choque € intermedidria entre as velocidades das curvas carac-

teristicas antes e depois do choque.

A condig¢ao de entropia serd abordada mais adiante quando formos garantir a

unicidade para solucgoes integrais das leis de conservac¢ao unidimensionais.

3.2 Fo6rmula de Lax-Oleinik

O objetivo agora é obter uma férmula de solugao integral apropriada para o
problema (3.1), assumindo que a fungao fluxo F' é uniformemente convexa. Suponha que

g € L*(R) e considere

hz) = / ")y, (3.21)

com x € R. Pela formula de Hopf-Lax, defina

w(z,t) == min {tF* (u) + h(y)} (3.22)
y€R t
com x € Ret>0. Nesse caso, F'* é a nossa fungao Lagrangiana.

Provada a unicidade da solu¢ao de Hopf-Lax no capitulo anterior, temos que w é

a unica solucao do problema

{ we+ Fw,) = 0em R x (0,00) (3.23)

w = hemRxt=0

Assumindo w suave e derivando em relagdo a variavel espacial as equagoes de (3.23),

temos

{ Wy + F(wg), = 0em R x (0,00) (3.24)

w, = gemRxt=0
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Consequentemente, se u = w,, temos que u resolve o problema (3.23). E, como vimos

anteriormente, w é diferenciavel em q.t.p. (z,t) € R x [0, 00), assim,

u(z,t) == (% [I;lgﬂlg {tF* (?) + h(y)}] (3.25)

¢ definido q.t.p. (z,t) € R x [0,00) e é presumivelmente o principal candidato a ser
solu¢do do problema de valor inicial (3.1). A partir de agora, justificaremos a relagao
entre a equagao de Hamilton-Jacobi e leis de conservacao.

Notagao. Uma vez que F' é uniformemente convexa, em particular, F” > 6 > 0,

temos que F” é estritamente crescente e também sobrejetora, logo, possui inversa. Denote
G:=(F')"

Lema 3.8. Assuma que F : R — R € suave e uniformemente convexa. Entdo, a sua

transformada de Legendre, F*, é C? e vale
(F")'(q) = G(a), VgeR.

Além disso, F* € estritamente convexa.

Demonstragao. Pela definicao da Transformada de Legendre, temos que

F*(q) = max{qp — F(p)}, VgeR

peR

Tome p € R de modo que o maximo para F*(q) seja atingido. Agora, considere a aplicagao

U(p) =pq — F(p), (3.26)

e, sendo p um ponto critico para ¥, temos que

(W)'(p) =0,
e assim,

F'(p) =q. (3.27)
Aplicando a fun¢do G' em ambos os membros da igualdade (3.27), temos que

p=G(q).

Assim, substituindo em (3.26), obtemos

F*(q) = qG(q) — F(G(q)).



Derivando essa expressao em relagao a variavel ¢, temos

(F*)'(q) = G(q) + q¢G'(q) — F'(G(q))G'(q)

e usando (3.27), obtemos
(F)'(q) = Glq) VgeR.
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(3.28)

Agora, para provar a convexidade estrita, veja que derivando ambos os membros da ex-

pressao (3.28) com respeito a variavel ¢, temos

(F7)"(q) = G'().
Note que, pela definicao de G,
G'(q) = [(F") ') (a),

que, pelo Teorema da Aplicagao Inversa, implica em

, B 1
“)= Fa)

Sendo F' uniformemente convexa, F” > 0, temos que

1

G

Portanto, comparando a informagao acima com a equacao (3.28), obtemos

(F*)"(q) =

1
= ——_>0,Vg€eR,
F"(G(q))

de onde inferimos que F* é estritamente convexa.

O

Sem perda de generalidade, assumamos que F(0) = 0, assim podemos considerar

F" > 0.

No resultado a seguir, provaremos que o ponto y € R que minimiza a Férmula

de Hopf-Lax, em que a fungao fluxo F': R — R é uniformemente convexa, mantém uma

relacao nao-decrescente. Isto é, se x1 < x5 e y; ¢ tal que realiza o minimo para a férmula

de Hopf-Lax no ponto 1, entao o ponto y, que realiza o minimo para a férmula aplicada

no ponto x deve ser maior ou igual a y; (y; < y2). Esta informagao seré utilizada para

definirmos a solucao para leis de conservagao, mais adiante.

Lema 3.9. Para F : R — R suave e uniformemente conveza, firadost > 0 e 1 < o
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numeros reais, suponha que y, satisfaz

min {tF* (xl - y) + h(y)} — tF (xl - yl) + hiy). (3.29)

yeR

Entao,

LF* (5”2 — y) +h(y) > tF (@) + () (3.30)

para y < yi. Ou seja, qualquer ponto y a esquerda de y; nao minimiza a aplicagao
z = tF(%2) + h(z).

t

Demonstracao. Seja y < vy;, onde y; realiza o minimo para a férmula de Hopf-Lax no

ponto x;. Por conveniéncia, escreva

{ ra—y = Ew—y)+ (1= &2 —y) (3.31)

vy —y = (1=&§ (1 —uy) +&(r2—y)
h—Yy

onde & :=
: Ty —T1+Y1—Y
Uma vez que, pelo Lema 3.8, F'* é convexa, e usando a informagao (3.31), temos

« [ T2 — U1 « [ T1— W « [ T2—Y
P () e () e (22)
« [ T1—Y « [ T1— Y « [ T2—Y
P () susom (B0 e (),

Somando essas duas desigualdades temos

jak (:’32;“) +F (—xlt_y) < F* (9“"1 ;yl) 4R (5’32;9) . (3.32)

Multiplicando a expressao (3.32) por ¢ > 0 e somando h(y;) + h(y) a ambos os membros,

. Pelo fato de y < y1 e 1 < x5, temos 0 < £ < 1.

obtemos

t

tF (”_%) + h(y) + F? (mlt_y)Jrh(y)

e assim,
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usamos o fato de que y; é minimizador da Férmula de Hopf-Lax para o ponto x;, por

hipotese. Portanto,

comy <y exr <Ts. ]

Observacao 3.10. Dado t > 0, para cada x € R defina
y(x,t) :== o menory que realiza o minimo para a formula de Hopf-Laz.
Pelo Lema 3.9, sabemos que a aplica¢ao
z— y(z,t)

€ nao-decrescente, o que tmplica que ela possui um conjunto enumerdvel de descontinui-
dades. Ou seja, essa aplicagao é continua q.t.p. x € R.

Afirmagao: Em um ponto x de continuidade de y(-,t), temos que y(x,t) € inico
valor de y satisfazendo o minimo de Hopf-Lax.

De fato, dado que, para x € R, y; € o menor valor satisfazendo o minimo, se
existir yo que também minimize a Formula de Hopf-Lax, entao yo > y1. Com isso, para
quaisquer z € R com z > x, os valores y(z,t) serdo sempre maiores ou iquais a ya, 0 que

configura uma descontinuidade no ponto x € R e assim, contradiz nossa hipdtese.

Y

Figura 3.7: y(-,t) é uma fungdo nao-decrescente

Teorema 3.11. (Formula de Laz-Oleinik) Assuma que F: R — R € suave e uniforme-

mente conveza e que g € L>®(R).

i) Para cada t > 0, para q.t.p. *x € R (a menos de conjunto enumerdvel), existe um
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inico ponto y(x,t) modo que

min {tF* (”T n y) + h(y)} = tF” (%M) +h(y(z,1));

yeR

it) A aplicagao x — y(z,t) é nao-decrescente;

iii) Para todos os tempos t > 0, a fun¢ao u definida por (3.25) € dada por

— t
u(a,t) = G (%@)) (3.33)
para q.t.p. x € R. Em particular, a formula (3.33) € satisfeita para q.t.p. (z,t) €
R x (0, 00).

Defini¢ao 3.12. A formula (3.33) é conhecida como formula de Laz-Oleinik para a
solugdo de (3.1), onde h € definida por (3.21) e L = F*.

Demonstragao. Note que o Lema 3.9 prova o item i) desse teorema e a Observagao 3.10
prova o item 7). Nos resta provar ).
De acordo com a teoria desenvolvida no Capitulo 2, para cada t > 0 fixado, a

seguinte aplicacao, dada pela férmula de Hopf-Lax,

v w(z,t) = min {tF* (%) + h(y)} (3.34)
— (R (%@”)) + hy(z, 1)) (3.35)

é diferenciavel q.t.p. x € R. Em particular, dado t > 0, para q.t.p. x € R, as aplica¢oes

oo e (2220

t

x— h(y(z,t))

sao diferenciaveis q.t.p. x € R, logo, podemos deriva-las com respeito a variavel x,

e.t) = o [or (S o)

=y (TUED) Ly (B0 (L) L D

t t t x

=y (T ey + o), (3.36)
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Uma vez que a aplicacao tF™* (%) + h(y) tem um minimo em y = y(z,t), a aplica¢do
— t
2 LR (%‘”) 4 h(y(z, 1)

tem minimo em z = x. Portanto, derivando tal aplicacao em relacao a variavel z e

aplicando no ponto x, temos:

Y (%M) ya(2,t) + %h(y@;, £)) = 0. (3.37)

Substituindo essa identidade em (3.36), obtemos

ute.0) = (7 (S,

t

e, pelo Lema 3.8, concluimos que

u(a,t) = G (M) ,

t
para todo t > 0. ]

Feito isto, resta-nos verificar que de fato a formula de Lax-Oleinik satisfaz a lei

de conservacao unidimensional para todos os tempos t > 0.

Teorema 3.13. (Formula de Lax-Oleinik como solugao integral) Nas hipdteses do teorema

anterior, a funcao u definida por Lax-Oleinik,

w(z,t) = G (w) ,

t

¢ uma solugao integral do problema de valor inicial (3.1).

yeR

Demonstrag¢ao. Defina w(z,t) := min {tF* (x ; y) + h(y)} comz €Ret>0.

Ja vimos que tal aplicagdo é Lipschitz continua, diferenciavel q.t.p. (z,t) €

R x [0,00) e é solugao de

{wt(x,t)—i-F(wgg(x,t)) = 0
w(z,0) = h(z)

Assim, para qualquer fungao teste v : R x [0, 00) — R, suave e de suporte compacto, vale

O:/ / wtvxdxdt—i—/ / F(wy)v,dxdt. (3.38)
0 —00 0 —00
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Uma vez que a aplica¢do x — w(x,t) é Lipschitz continua, ela é absolutamente continua
para cada ¢t > 0, e entao existe sua derivada q.t.p. = € R (ver Secao 6.4 de [9]). Com

isso, podemos calcular a integragao por partes em (3.38). Depois de usarmos o Teorema

de Fubini para inverter a ordem de integracdo, para a primeira parcela da soma (3.38),
temos
t=00 o0
— / WUzedtdr
0

/ / wpvdtde = / WU,
—o00 JO —00 t=0

= —/ w(x,O)vx(:c,O)d:c—/ / wugdtdz,  (3.39)
—c0 —o0 JO

lembrando que usamos o fato de v, ter suporte compacto na tultima igualdade.

Novamente integrando (3.39) por partes em relagao a x, temos

/ / wpvgdrdt = — <wv —/ Wxvdx )
0 —00 rT=—00 —00 t=0
— </ WUy —/ / ’wx’l}tdl’dt)
0 r=—0Q0 0 —00
= / WLV +/ / wyv dzdt. (3.40)
—00 t=0 —o00 JO

Como w(x,0) = h(z) = [ g(y)dy e w & diferenciavel q.t.p. x, temos

/ / wtvxdxdt:/ / wxvtdxdt+/ g(x)v(z,t)dx. (3.41)
0 —00 —o0 JO0 —00

Substituindo a expressao anterior em (3.38), obtemos

/ / wyv + F(wy)v,dadt + / g(x)v(z,t)dr =0
0 —00 — 00

e, como u = w,, concluimos que

/ / woy + F(u)vpdadt + / g(z)v(z, t)dx = 0.
0 —o0 —c0

3.3 Unicidade da solucao

Veremos que a formula de Lax-Oleinik satisfaz a condigao de entropia.

Lema 3.14. (Estimativa unilateral de salto): Assuma F : R — R suave e uniformemente

convera e g € L®(R). FEntao existe uma constante C' tal que a fun¢do u definida pela
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formula de Laz-Oleinik

satisfaz a desigualdade

w(x + z,t) —u(x,t) < —z

C
t
para todot >0 ex,z € R, com z > 0.

Demonstracao. Inicialmente, observe que ao calcularmos o minimo para a solucao de

Lax-Oleinik, basta que escolhamos y de modo que

r—y

‘ < C, para algum C.

Afirmagao: A fun¢ao G é Lipschitz continua.

De fato, uma vez que G' = (F’)~! e a fungao F é suave, temos que G é uma fungio
suave. Como avaliaremos sempre a fun¢do G num intervalo limitado [—C, C], podemos
supor que sua derivada tem um supremo nesse intervalo, o qual podemos considerar como

a constante de Lipschitz de G no intervalo [—C, C]. Pois,

, B 1
)= Fia) <

Y

|~

uma vez que F é convexa, com F” > 6.

Dessa forma, temos o seguinte

G(x+z—y(x+z,t)> B G(x—y(ﬁzat)) <

t t
r4+z—ylx+2,t) x—ylx+ 21)
t t

= Lip(G)? (3.42)

< Lip(G)

Pela convexidade de F', F” > 0, e entdo temos que F’ é estritamente crescente, dai
G é nao-decrescente. Lembremos também que y(-,t) é ndo-decrescente. Usando essas
informagoes e a desigualdade (3.42), temos

x—y(z+2,t)
G (zptet=n

G ztz—y(z,t) | LZp(G)%
7

v

u(z,t) =G (%W)

v

t

= wu(x+ z,t) — Lip(G)Z,

obtendo

u(xr + z,t) — u(z,t)

IN

como queriamos. ]



84

Definicao 3.15. Dizemos que uma fungio u € L*®(R x (0,00)) é uma solugao de

entropia do problema de valor inicial

ur+ F(u), = 0emR x(0,00) (3.43)
u = gemR"x {t=0}
se ela satisfaz as sequintes condi¢oes
/ / uvy + F(u)v,dedt + / gvdx|t:0 =0 (3.44)
0 —00 —00
para toda fungao v : R x [0,00) — R suave com suporte compacto e
(ii)
1
u(z + z,t) —u(z, t) < C <1 + ;) , (3.45)

para alguma constante C >0 e q.t.p. v,z € R et >0, com z > 0.

Teorema 3.16. (Unicidade de solugdes de entropia) Seja F' conveza e suave. Entdo, a

menos de um conjunto de medida nula, existe uma unica solugao para o problema

u+ F(u), = 0 em RxJ[0,00)
u = g em Rx{t=0}.

Demonstrag¢ao. Suponha que u e @ sdo duas solugoes entropicas de (3.43). Logo, u, @ €

L>(R x (0,00)) sao solugoes integrais de (3.43) e satisfazem a condigao de entropia,
1
u(z + z,t) —u(z,t) < C (1 + ¥> 2,

para algum C' > 0, q.t.p. v,z € R, t >0¢e 2 > 0.
1. Defina w := u — @. Queremos mostrar que w = 0. Observe que, para todo
(2,1) € R x [0, ),

F(u(z,t)) — F(u(z,t)) = /0 dirF (ru(z,t) + (1 —r)a(z,t)) dr

- /0 F (ru(z,t) + (1 — )iz, 1) - (u(z,t) — a(z, t)) dr,

e, definindo
1
b(z,t) = / F' (ru(z,t) + (1 — r)u(z, t)) dr,
0

temos

F(u(z,t)) — F(u(z,t)) = b(z,t) - w(z,t). (3.46)
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Tome v uma funcao teste e faca
0 = / / (u — i) + (F(u) — F(0) yopdadt
0 —00

— / / w - v + (b w)vdedt
0 —00

= / / w- (v +b-vy)dedt (3.47)
0 —00

A partir de agora, a ideia é reescrever a expressao v;+b-v, de modo que consigamos
mostrar que w é a funcao nula, e assim, u = w. Para isso, consideraremos um problema
de condicao inicial para essa equacao de transporte, no caso nao homogénea, de modo
essa EDP possa ser substituida por uma fungao teste na expressao (3.47).

2. Tome € > 0 e defina as convolugoes u° = 7. * u e u° = 7. * u, onde 7. é um
molificador nas variaveis z e t.

Afirmagdo 1: [[uf] . < Jull ~ ¢ @] < 1],

De fato,

|u(, )] =

/ ne(y)U(aﬁ—y,t)dy‘S | nwlute = g0l
B.(0) B(0)

Como u € L™ (R x [0,00)), temos |u| < |Ju||;«, dai

u(z)| < / 7 () lull o dy
B(0)
= Jull,m / ne(y)dy = [lull o
(0)

A desigualdade ||@¢]| ;0 < ||t]|;~ segue de forma anéloga.
Dado que u,u € L™, temos que elas sao localmente integraveis, pela definicao de

convolugao, temos
u*—u e U —u q.t.p. quando € — 0. (3.48)
Uma vez que as solugdes u e 4 sao entropicas, temos que

1
u;,ﬂ§<0(1+—),
s

ver [2].

3. Escreva

be(z,t) == /0 F' (ru(z,t) + (1 — r)a(x,t)) dr.
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Usando o fato de que
vn+b-v,=v+b-v, + bv, — bv,

e substituindo na expressao (3.48), obtemos

0= / / w(vy + bevy)dxdt + / / w(b — be)v,dxdt. (3.49)

Pelo método das caracteristicas, garantiremos existéncia e unicidade local de solugao para
a EDP v; + b.v, da primeira parcela da soma acima.

4. Tome T > 0 e uma fungao suave ¢ : R x (0,7') — R com suporte compacto e
considere uma fun¢ao v que seja solucao do seguinte problema de condigao inicial para a

equacao do transporte

{U§+b5v§ = ¢ em Rx(0,7) (3.50)

v = 0 em Rx{t=T}.

Resolvamos o problema (3.50) pelo método das caracteristicas. Podemos reescre-

ver a EDP da seguinte maneira

fs,vp, v 2, t) = (vs,v5) « (be, 1) — 1 =0,

e portanto, o sistema caracteristico ¢ dado por

yls) = (be, 1)
o(s) = (v5,vf) - (be, 1) =4, (3.51)
p(s) = 0

onde y(s) = (z(s),s) e p(s) = (v5(s),vi(s)). Da primeira equagdo do sistema acima,

obtemos

{:ice(s) = be(ze(s),5) s2teuwfixado (3.52)

z(s) = =
Observacao 3.17. Note que b, é uma aplicagdo continua (pois, F' € suave, em particular,

F' é continua e sua composi¢ao pela fungao integral também é continua), além disso, como

u, uc sao limitadas e F' é continua, temos que b, € uma fun¢ao limitada.
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Observe também que b, € Lipschitz continua. De fato, perceba que
1
(be)r = / F" (ru(z,t) + (1 — r)a(x, ) - (ru(x, t) + (1 — r)as(x,t)) dr
0
1
< / F" (ru(z,t) + (1 — r)a(z,t)) - <rC’ (1 + %) +(1-nr)C (1 + %)) dr
0 1 1
= C (1 + ;) / F" (ru(z,t) + (1 — r)a(z,t)) dr
0
< ¢ (1 n %) | (353)

pois F' € convexa, em particular, é limitada num conjunto limitado e também jd temos
pela Afirmacao 1 que ||u]| e ||ac|| sao limitados.

Agora, pelo Teorema do Valor Médio, para algum w € R e para todo x,y, temos
[be(2,t) = be(y, )| = [(be)allz — y| < Kz —y],

com K > C (1 + %) Logo, b. € uma fun¢ao Lipschitz continua na coordenada espacial.

Essa Observacao nos garante que, pelo Teorema de Picard para existéncia e uni-
cidade de solugbes para EDQO’s, o problema (3.52) tem uma tnica solugao.

Pela segunda equagao do sistema caracteristico (3.51), temos que
vi(z, T) — v(x,t) = Y(ze(s),s)ds
0—v(x,t) = (x(s), s)ds,

logo,
ve(x, t) = —/t W(ze(s), s)ds, (3.54)

comx eRe0<t<T.

Temos entao que v é a tnica solugao de (3.50), e como 1 tem suporte compacto,
v¢ tem suporte compacto em R x [0, 7).

5. Aqui provaremos um fato que sera utilizado no Passo 6 dessa demonstragao.

Afirmagao 3: Para cada s > 0, existe uma constante C tal que
vs] < Cs em R x(s,T).
Derivando a EDP de (3.50) com respeito a x, temos
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Defina
a(z,t) := Ml (), (3.56)

x

C
para A = — + 1. Entao,
s

ar+bea, = [XeMvS(z,t) + My, ] + beevS,

= da+eM S, + bt
como, por (3.55), v5, + bvs, = 1, — (be),vS, temos

a; +ba, = Aa+ e W}w - (bE)OﬂU;]
= My + Aa — (b0
= 6>\t¢x +a A= (be)] - (3.57)

Na definicao da funcao a, uma vez que v tem suporte compacto, v também o
tem. Logo, no compacto {x} x [s,7T], a funcdo a, que é continua, atinge um ponto de
maximo e um de minimo.

Suponha que o ponto de maximo seja (g, to).
e Sety=T, como v(z,T) =0, temos que v,(x,T) = 0.

e Se 0 <ty < T, considerando que ¢y, pode atingir o tempo s e que (zg,%y) é ponto de

méximo, a derivada a; nao pode ser crescente, logo
ay(xo,to) <0 e ag(xo,to) =0.
Consequentemente, por (3.57),

a; =M, +aA— (b)) <0 em (z0,t0). (3.58)

C C
Mas, como por (3.53), (be). < —, e, por defini¢do, A = — + 1, obtemos
s s
a(zo, to) < —eM0hy < | — M| < M [l - (3.59)

Agora, suponha que a atinge o minimo no ponto (x1,t;). Segue de forma anéaloga
ao anterior que

e Sety =T, entdao v, =0, pois v(zy,T) = 0.

e Se 0 <ty <T,entao ay(xy,t1) >0 e az(xy,t;) =0. Por (3.57), teremos

A= (b)) a+ e, >0 em (z,t). (3.60)
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Por (3.53) e usando a defini¢ao de A em (3.60),

a(z1,t1) > =y > =M Y . - (3.61)

Pelas desigualdades (3.59) e (3.61), obtemos
—eM ]| o < alwo, to) < alz,t) < alzo, to) < M [[tha| e
dai, |a(x,t)] < e ||1p,]|, de onde,
05 (2, )] < AT [0 o -

Tomando Cy de modo que e*™ =9 ||1h, ||, < Cs, obtemos o desejado.

6. Mostremos que ¢é verdadeira a desigualdade

o0
| e plaz < p.
para todo 0 < t < 7 e alguma constante D, e algum 7 suficientemente pequeno. Usaremos
tal informacao mais adiante, na Afirmagao 5.

Uma vez que 9 tem suporte compacto em R x (0,7"), podemos escolher 7 > 0
tao pequeno de modo que ¢ =0 em R x (0, 7). Logo, para 0 < t < 7 na equacgao (3.54),
temos que v é constante ao longo das curvas caracteristicas z.(.) do problema (3.52) para
t<s<T.

Escolha as particoes P = {m =xg <21 < ... <oy =M} e P ={yo <11 < ... <yn},
de modo que y; := x;(s) para todo i € {1,..., N}. Pelo fato de v® ser constante ao longo

das curvas caracteristicas, temos

N N
Do (@i t) = v (@i ) = Y [ (i ) = 0 (a1 7|
i=1 i=1

Por definicao, var(v.(-, 7)) = sup |v°(-,t) — v°(-, )|, para x;_1,z; € [m, M]. Dai,
[m, M]

N
Z [0 (2, 1) — v (251, 1) < var(ve(,7)).
i=1

Uma vez que, para t < 7, var(v(-,t)) < var(v(-, 7)) e que

/ s (2, 0)|d = var(-, 1),

—00
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temos que

| ptenide < [ el

o o0

Tomando s = 7 na Afirmacao 3 e usando o fato de que v ter suporte compacto, obtemos

oo M
[ i = [ el

o0 m

IN

M
/ Crdr = C.(M —m) :=D.

m

Portanto,

/ |vs(x,t)|dx < D.

o0

Para mais detalhes, consultar Segao 6.3 de [10].
7. Para finalizar a demonstragao, tome v = v na equagao (3.49). De acordo com

o problema (3.50), temos que v§ + b.vS = 1) em R x (0,7, dai, tomando 0 < 7 < 7, temos

/ / wipdxdt = / / (b — be) vidxdt
0 —00
/ / | v dxdt+/ / | vidxdt

= I+ J:

Afirmacao 4: I¢ — 0 quando € — 0, para cada 7 > 0.
Com efeito, uma vez que u¢ — u e u¢ — u quando ¢ — 0, temos b, — b, além

disso, v é uma fungao limitada. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

// [be — b vidxdt — 0,

Afirmacao 5: J: — 0.

obtemos

quando € — 0.
Se 0 <t < T, entao

] =

// w [be — bl vidxdt
// |w [be — b] v |dxdt.

IN
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Sendo w =u — @ € L¥(R x [0,00)), b — b ¢é limitada, temos obtemos

< C / / e (2, 1) dadt
0 —00

C’/ sup/ |vs(x, t)|dz | dt
0 [0,7] J —c0

_ C%/ 0 (2, 8)|dz < C7D,

—00

IN

pela arbitrariedade de 7 e pelo fato de ser tao pequeno quanto se queira, temos que
|J¢| — 0.

Através das afirmagoes 4 e 5, concluimos que

/ / wpdxdt = 0,
0 —00

e, como a fungao teste v foi arbitraria, temos que w = u — @ = 0 q.t.p. (z,t) € R X
0, 00). O



Conclusao

Neste trabalho foi apresentada a teoria basica de resolucao de leis de conserva-
¢ao unidimensionais via Teoria de Hamilton-Jacobi. No Capitulo 1 apresentamos alguns
conceitos basicos sobre equagoes diferenciais parciais e desenvolvemos o Método das Ca-
racteristicas. Além disso, mostramos que em alguns casos, a depender da suavidade e
do comportamento da funcao de condigao inicial, a solucao para problemas com leis de
conservagao s6 é garantida até certo tempo. Também apresentamos uma férmula que
identifica esse tempo de falha e exibimos alguns exemplos onde ocorrem a rarefagao (au-
séncia de retas caracteristicas) ou o choque (cruzamento entre restas caracteristicas), que
sao as possiveis limitagoes para o método das caracteristicas.

Com o intuito de estender a solugao obtida por esse método para todos os tempos
t > 0, no Capitulo 3, enfraquecemos o conceito de solucao classsica e definimos solu¢ao
integral. Esse tltimo conceito permite que a solugao, sendo limitada, nao seja necessaria-
mente suave. Temos também que a solugao integral pode sofrer uma descontinuidade e,
pela Condicao de Hankine-Hugoniot, podemos encontrar a equacao de tal curva.

Na intengao de encontrar uma féormula de obter solugoes integrais para problemas
de leis de conservacao em dimensao 1 com condig¢ao inicial, no Capitulo 2 desenvolvemos a
Teoria de Hamilton-Jacobi que garante existéncia e unicidade para solucao de problemas
parecidos com esses, os quais na sua forma generalizada sao conhecidos como problemas
de Hamilton-Jacobi. Feito isto, relacionamos esses dois tipos de problema e encontramos
o que chamamos de Formula de Lax-Oleinik, que nos garante a existéncia de solucoes
integrais para todo os tempos ¢t > 0.

Alcancados os objetivos esperados para esse trabalho, como extencao para o es-
tudo feito aqui, temos a possibilidade de estudar a resolucao de leis de conservacao n-
dimensionais, ou ainda, sistemas de leis de conservagao. Para tal, uma primeira referéncia

poderia ser os capitulos 8-11 de [4].
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