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Resumo

Seja K um corpo de característica 0 e W1 a álgebra de Lie das derivações da ál-

gebra de polinômios na variável t com coe�cientes em K. Neste trabalho, descrevemos as

identidades polinomiais Z-graduadas de W1, exibindo uma base in�nita para essas iden-

tidades. Além disso, mostramos que essa base é minimal e concluímos que as identidades

Z-graduadas de W1 não admitem qualquer base �nita. Por �m, obtemos como resultado

original, a descrição dos cocaracteres Z-graduados de W1.

Palavras-chave: PI-álgebras; identidades polinomiais graduadas; álgebra de Lie; coca-

racteres graduados.



Abstract

LetK be a �eld of characteristic 0 and letW1 be the Lie algebra of the derivations

of the polynomial algebra in the variable t with coe�cients in K. In this work we describe

the Z-graded identities of W1 exhibiting a in�nite basis for these identities. Moreover, we

show that this basis is minimal and we conclude that the Z-graded identities ofW1 do not

admit any �nite basis. Finally, we obtain as a original result the description of Z-graded
cocharacters of W1.

Keywords: PI-algebras; graded polynomial identities; Lie algebra; graded cocharacters.



Sumário

Introdução 1

1 Conceitos iniciais 3

1.1 Álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1 Álgebra de derivações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Álgebras graduadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Álgebras livres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Identidades polinomiais e álgebras relativamente livres . . . . . . . . . . . 13

1.5 Identidades polinomiais G-graduadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.6 Identidades multilineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.7 Representações do grupo simétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.7.1 Representações de grupos �nitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.7.2 Caracteres e Sn-representações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.7.3 Sn-representações sobre os polinômios multilineares . . . . . . . . . 32

2 Uma base para as identidades Z-graduadas de W1 34

2.1 Teorema principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2 Independência das identidades graduadas de W1 . . . . . . . . . . . . . . . 69

3 Cocaracteres Z-graduados de W1 77

Referências Bibliográ�cas 85



Introdução

A teoria das álgebras com identidades polinomiais, mais conhecida como PI-

teoria, é uma importante área da teoria de anéis. Na classe das álgebras associativas,

onde essa teoria está mais desenvolvida, uma identidade polinomial de uma álgebra é um

polinômio em variáveis não comutativas que se anula ao ser avaliado nos elementos dessa

álgebra. Uma álgebra que satisfaz pelo menos uma identidade polinomial não trivial

é chamada PI-álgebra. As álgebras comutativas são exemplos de PI-álgebras, já que

satisfazem a identidade f(x, y) = xy − yx.
Um interesse maior pela PI-teoria começou em 1948, quando percebeu-se a pos-

sibilidade de estudar propriedades de uma álgebra sabendo-se que ela satisfaz alguma

identidade polinomial. Assim, descrever as identidades polinomiais satisfeitas por uma

determinada álgebra tornou-se um dos principais problemas da PI-teoria. Essa descri-

ção é feita apresentando um conjunto gerador, chamado de base, para o conjunto das

identidades satisfeitas por tal álgebra.

Denotamos por K〈X〉 a álgebra dos polinômios não comutativos em um conjunto

de variáveis X = {x1, x2, . . .} sobre um corpoK, ou seja, a álgebra livre associativa gerada

por X sobre K. As identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra A formam um

ideal de K〈X〉 invariante por endomor�smos, chamado T -ideal de A. Por outro lado,

cada T -ideal de K〈X〉 é dessa forma, ou seja, é T-ideal de alguma álgebra A. Portanto,

descrever as identidades das álgebras signi�ca descrever os T -ideais da álgebra livre, ou

seja, apresentar uma base para os T -ideais.

Em 1950 Specht conjecturou que sobre um corpo de característica zero todo T -

ideal da álgebra livre associativa é �nitamente gerado como T -ideal. Essa conjectura é

conhecida como �Problema de Specht�. Uma prova completa desse problema foi dada por

Kemer em 1987 (veja [9]). Porém, encontrar uma base para um T -ideal, sobre um corpo

de característica zero ou não, em geral, é um trabalho muito difícil, e em muitos casos é

um problema ainda em aberto.

Na busca de novas técnicas para o estudo das identidades polinomiais �ordiná-

rias� de uma álgebra, Kemer também introduz em seus trabalhos o uso das identidades

graduadas. E desde então essa técnica tornou-se um objeto de interesse independente.

Podemos encontrar uma extensa lista de referências sobre resultados recentes em álge-

bras graduadas e suas identidades graduadas em [2]. Dentro desse contexto, determinar

1
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uma base do conjunto das identidades polinomiais graduadas de uma álgebra graduada,

também não é uma tarefa fácil.

No contexto das álgebras não associativas, as di�culdades só aumentam. Temos

uma literatura reduzida acerca da PI-teoria nesse contexto e poucos resultados nessa di-

reção. Em particular, no caso das álgebras de Lie temos como exemplo duas álgebras em

que as bases para identidades graduadas (graduação não trivial) são conhecidas: a sl2(K)

(álgebra das matrizes quadradas com entradas em K de traço nulo) sempre que K é um

corpo in�nito e de característica diferente de 2, provado por Koshlukov em [10]. E recen-

temente para álgebra de Lie das derivações da álgebra de polinômios comutativos K[t],

denotada por W1, com K um corpo de característica 0, provada por Freitas, Koshlukov e

Krassilnikov publicado em [4], artigo base para o desenvolvimento do nosso trabalho. Co-

nhecemos também uma base para as identidades graduadas (graduação trivial) de sl2(K),

ou seja, para as identidades polinomiais �ordinárias�, provado em 1973 por Razmyslov em

[19] para K de característica 0 e em 1989 para K in�nito e de característica diferente de

2, provado por Vasilovskii em [18].

Sabemos que a álgebra de Lie W1 satisfaz identidades polinomiais não triviais,

como por exemplo, a identidade standard de Lie de grau 4, mas não conhecemos uma

base para o conjunto de todas as suas identidades, nem mesmo se o conjunto das iden-

tidades polinomiais de W1 admite qualquer base �nita. No entanto, temos informações

importantes sobre as identidades Z-graduadas dessa álgebra apresentadas neste trabalho,

o qual é divido em 3 capítulos, como segue.

O primeiro capítulo, contém os pré-requisitos necessários para a leitura dos se-

guintes. Apresentamos os conceitos e resultados básicos da PI-teoria, acompanhados de

exemplos. Descrevemos com mais detalhes a álgebra de Lie W1, um dos objetos funda-

mentais do nosso trabalho. Introduzimos os conceitos das álgebras com identidades poli-

nomiais graduadas, acompanhados de resultados que serão usados no decorrer do texto.

Muitos desses conceitos e resultados são descritos já no ambiente das álgebras de Lie, por

ser o ambiente de nosso interesse. Além disso, na Seção 1.7, fazemos uma abordagem

sobre a teoria de representações do grupo simétrico que fornece ferramentas importantes

aplicadas para descrever os cocaracteres de uma álgebra.

No segundo capítulo descrevemos uma base para as identidades Z-graduadas de
W1. Além disso, concluímos que essa base é minimal, ou seja, essa base não contém

propriamente qualquer outra base das identidades Z-graduadas de W1 e obtemos que

o conjunto das identidades graduadas de W1 não admite qualquer base �nita. Esses

resultados estão provados em [4].

No terceiro e último capítulo, estendemos a teoria de representação do grupo

simétrico dada no Capítulo 1 para o caso das álgebras graduadas e de�nimos cocaracter

nesse contexto. Com base nessa ferramenta e usando técnicas trabalhadas no capítulo 2,

apresentamos como resultado original, a descrição dos cocaracteres Z-graduados de W1.



Capítulo 1

Conceitos iniciais

Neste capítulo apresentaremos os conceitos básicos sobre a PI-teoria, necessários

para o entendimento dos próximos capítulos, como os conceitos de álgebras graduadas e

identidades polinomiais graduadas. De�nimos a álgebra denominada W1, um dos objetos

fundamentais do nosso trabalho. Além disso, apresentamos uma teoria bastante rica

aplicada para resolver determinados problemas em PI-álgebras, a teoria de representações

do grupo simétrico Sn. Mas, usaremos essa teoria apenas no Capítulo 3, para descrever

os cocaracteres graduados de W1.

Em todo o trabalho K representará um corpo de característica 0.

1.1 Álgebras

De�nição 1.1. Um K-espaço vetorial A é dito K-álgebra se é munido de uma operação

binária ∗ : A×A −→ A, denominada produto, tal que para quaisquer a, b, c ∈ A e α ∈ K,

temos:

(i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

(ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

(iii) (αa) ∗ b = a ∗ (αb) = α(a ∗ b).

Para simpli�car a notação escreveremos apenas ab ou a · b em lugar de a ∗ b e

vamos usar a expressão álgebra em vez de K-álgebra.

De�nição 1.2. Uma álgebra A é dita:

• associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

• comutativa, se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

• com unidade, se existe 1 ∈ A tal que 1a = a1 = a, para todo a ∈ A.
3
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De�nição 1.3. Uma álgebra A é dita nilpotente de índice k ≥ 1 se Ak−1 6= 0 e Ak = 0,

ou seja, a1a2 · · · ak = 0 para quaisquer a1, . . . , ak ∈ A, mas existem b1, . . . , bk−1 ∈ A tais

que b1 · · · bk−1 6= 0.

Antes de apresentarmos alguns exemplos de álgebras, vejamos as de�nições de

subálgebras, ideais, homomor�smo entre álgebras e álgebra quociente.

De�nição 1.4. Seja A uma álgebra. Um subespaço vetorial B de A é dito subálgebra de

A se é fechado com respeito ao produto, isto é, a, b ∈ B implica ab ∈ B. Uma subálgebra

J de A é ideal de A se xa ∈ J e ax ∈ J para todo x ∈ J e a ∈ A.

De�nição 1.5. Sejam A e B álgebras. Uma transformação linear φ : A −→ B é um

homomor�smo de álgebras, se para todo a, b ∈ A

φ(ab) = φ(a)φ(b)

e φ(1A) = 1B, se as álgebras são com unidade.

Se φ é bijetivo, dizemos que φ é um isomor�smo. Neste caso, dizemos que A

e B são isomorfos e denotamos por A ∼= B. Um homomor�smo φ : A −→ A é dito um

endomor�smo.

De�nição 1.6. Seja A uma álgebra e J um ideal de A. O espaço vetorial
A

J
munido do

produto

(a+ J)(b+ J) = ab+ J, para todo a, b ∈ A,

é uma álgebra, chamada de álgebra quociente de A por J .

Vejamos agora alguns exemplos de álgebras.

Exemplo 1.7. O espaço vetorial Mn(K) das matrizes n × n com entradas em K, mu-

nido do produto usual de matrizes, é uma álgebra associativa com unidade. As matrizes

unitárias Eij, para 1 ≤ i, j ≤ n, onde Eij é a matriz cuja a entrada (i, j) da i-ésima linha

e j-ésima coluna é igual a 1 e as demais entradas são iguais a zero, formam uma base

para a álgebra Mn(K).

Exemplo 1.8. O conjunto UTn(K) consistindo de todas as matrizes triangulares supe-

riores n × n é uma subálgebra de Mn(K). O conjunto de todas as matrizes triangulares

superiores n× n com diagonal nula é dita álgebra das matrizes triangulares estritamente

superiores e também é uma subálgebra de Mn(K).

Exemplo 1.9. Seja K[t] o espaço vetorial dos polinômios na variável t com coe�cientes

em K. Munido do produto usual de polinômios, K[t] é uma álgebra associativa, comutativa

e com unidade. Podemos de�nir K[t1, · · · , tn] a álgebra dos polinômios em várias variáveis

com n ≥ 1.
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Exemplo 1.10. Seja V um espaço vetorial de dimensão in�nita com base {e1, e2, · · · }.
De�nimos a álgebra de Grassmann ou álgebra exterior de V , denotada por E(V ), como

sendo a álgebra associativa com base

{1, ei1ei2 · · · eik | i1 < i2 < · · · < ik, k ≥ 1},

cujo produto satisfaz, para quaisquer i, j > 0,

eiej = −ejei.

Observamos que sobre um corpo de característica 2, é necessário de�nir também

que e2i = 0 para todo i > 0 no Exemplo 1.10.

Os principais objetos do nosso trabalho estão na classe das álgebras de Lie, e é

no estudo dessa classe que estamos interessados. Vejamos então a de�nição de álgebra de

Lie.

De�nição 1.11. Uma álgebra L é dita álgebra de Lie se para quaisquer a, b, c ∈ L,

satisfaz:

(i) aa = 0 (anticomutatividade);

(ii) (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (identidade de Jacobi).

Observamos que a propriedade (i) implica que ab = −ba para todo a, b ∈ L.

Reciprocamente, se ab = −ba para todo a, b ∈ L então aa = 0, quando a característica de

K é diferente de 2.

No caso de álgebras de Lie vamos usar a notação [a, b] para escrever o produto

de dois elementos a, b ∈ L. Esse produto é chamado usualmente de comutador de a e b.

Para todo n ≥ 3 e para qualquer x1, . . . , xn ∈ L, de�niremos indutivamente o comutador

normado à esquerda, como segue:

[x1, x2, . . . , xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn].

Uma álgebra de Lie L é dita abeliana se [a, b] = 0, para todo a, b ∈ L. Toda

álgebra de Lie unidimensional é abeliana.

Exemplo 1.12. O espaço vetorial R3 com o produto vetorial usual × é uma álgebra de

Lie.

Exemplo 1.13. Seja A uma álgebra associativa. Denotamos por A(−) o espaço vetorial

A com o produto [a, b] = ab− ba. Temos que A(−) é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.14. A álgebra UTn(K), munida do produto [a, b] = ab− ba, é uma subálgebra

de Lie de Mn(K)(−). Munido desse mesmo produto, o conjunto das matrizes n × n com
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entradas em K de traço nulo, denotada por sln(K) também é uma subálgebra deMn(K)(−).

Notemos que, diferente da álgebra UTn(K), a álgebra sln(K) não é uma subálgebra de

Mn(K) com o produto associativo.

Exemplo 1.15. Seja V um espaço vetorial. O conjunto L(V ) de todos os operadores

lineares de V em V com o produto [f, g] = f ◦ g − g ◦ f é uma álgebra de Lie.

A seguir vamos de�nir uma subálgebra de L(V ), denominada álgebra de deri-

vações. Esta álgebra é um importante exemplo de álgebra de Lie, em particular para o

nosso trabalho.

1.1.1 Álgebra de derivações

Primeiro, vamos de�nir derivação.

De�nição 1.16. Seja A uma álgebra qualquer. Uma transformação linear δ : A −→ A

tal que, para todo a, b ∈ A vale:

δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b) (Lei de Leibniz)

é dita uma derivação de A.

De�nição 1.17. Seja A uma álgebra qualquer. Denotemos por Der(A) o conjunto de

todas as derivações de A. Não é difícil ver que para todo δ, µ ∈ Der(A), o comutador

[δ, µ] = δµ − µδ é uma derivação. E disso concluir que Der(A) é uma subálgebra de Lie

de L(A). Chamamos Der(A) de álgebra de derivações da álgebra A.

Em particular, para A = K[t], obtemos as álgebra de derivações da álgebra de

polinômios em uma variável. A seguir vamos fazer uma descrição mais detalhada desta

álgebra.

Proposição 1.18. Considere a álgebra de polinômios comutativos K[t]. As derivações

dessa álgebra determinam uma álgebra de Lie de dimensão in�nita denotada por W1 =

Der(K[t]) onde

e−1 =
d

dt
, e0 = t

d

dt
, . . . , en = tn+1 d

dt
, · · ·

com
d

dt
denotando a derivada usual formam uma base para W1. Vamos de�nir ed = 0,

para todo d ≤ −2. A multiplicação em W1 é de�nida como no Exemplo 1.15, ou seja,

[ei, ej] = ei ◦ ej − ej ◦ ei e pode ser dada por

[ei, ej] = (j − i)ei+j, (1.1)

para quaisquer i, j ≥ −1.
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Demonstração. Seja D : K[t] −→ K[t] uma derivação. Vamos obter uma formulação

para D em função de
d

dt
. Como D é linear, é su�ciente calcularmos D em monômios para

encontrarmos a derivada em qualquer polinômio de K[t]. Notemos que

(1) D(c) = 0, para todo c ∈ K.

De fato, pela Lei de Leibniz temos que

D(1) = D(1 · 1)

= D(1) · 1 + 1 ·D(1)

= D(1) +D(1).

Assim,

0 = D(1)−D(1) = D(1) +D(1)−D(1) = D(1).

Como D é linear temos que

D(c) = D(c · 1) = c ·D(1) = 0.

(2) D(t2) = D(t)
d

dt
(t2).

De fato, pela Lei de Leibniz,

D(t2) = D(t · t)

= D(t)t+ tD(t)

= D(t)2t

= D(t)
d

dt
(t2).

(3) D(t3) = D(t)
d

dt
(t3).

De fato, pela Lei de Leibniz e substituindo a igualdade anterior, obtemos que

D(t3) = D(t2 · t)

= D(t2)t+ t2D(t)

= 2tD(t)t+ t2D(t)

= 2t2D(t) + t2D(t)

= D(t)3t2

= D(t)
d

dt
(t3).
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(4) D(tn) =
d

dt
(tn)D(t).

De fato, procedendo por indução, concluímos que

D(tn) = D(tn−1t)

= D(tn−1)t+ tn−1D(t)

= (n− 1)tn−2D(t)t+ tn−1D(t)

= (n− 1)tn−1D(t) + tn−1D(t)

= D(t)ntn−1

=
d

dt
(tn)D(t).

Notemos que a derivada de cada monômio ti está em função de um polinômio

D(t) de K[t] e de sua derivada usual.

Seja f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n um polinômio qualquer em K[t]. Temos que

D(f) = a0D(1) + a1D(t) + a2D(t2) + · · ·+ anD(tn)

= a1
d

dt
(t)D(t) + a2

d

dt
(t2)D(t) + · · ·+ an

d

dt
(tn+1)D(t)

= D(t)(a1
d

dt
(t) + a2

d

dt
(t2) + · · ·+ an

d

dt
(tn+1))

= D(t)
d

dt
(f).

Como D(t) é um polinômio de K[t], podemos escrever D(t) =
n∑
i=0

bit
i. Assim, temos

que D é escrito como combinação linear de {e−1 =
d

dt
, e0 = t

d

dt
, . . . , en = tn+1 d

dt
, · · · },

ou seja, {e−1, e0, . . . , en, · · · } gera W1. Resta mostrar que esse conjunto é linearmente

independente.

Seja
∑
αiei(f) = 0 para todo f ∈ K[t]. Em particular, para f(t) = t temos:

∑
αiei(t) =

∑
αit

i+1 d

dt
(t) =

∑
αit

i+1 = 0.

Isso implica que αi = 0 para todo i. Logo, {e−1, e0, . . . , en, · · · } é linearmente indepen-

dente. Portanto, {e−1, e0, . . . , en, · · · } é uma base de W1.

Vamos mostrar, agora, que a multiplicação em W1 pode ser dada por

[ei, ej] = (j − i)ei+j, i, j ≥ −1.
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De fato,

[ei, ej](f) =

(
ti+1 d

dt

)
◦
(
tj+1 d

dt
(f)

)
−
(
tj+1 d

dt

)
◦
(
ti+1 d

dt
(f)

)
= ti+1 d

dt

(
tj+1 d

dt
(f)

)
− tj+1 d

dt

(
ti+1 d

dt
(f)

)
= ti+1 d

dt
(tj+1)

d

dt
(f) + ti+1tj+1 d

dt

(
d

dt
(f)

)
−

(
tj+1 d

dt
(ti+1)

d

dt
(f) + tj+1ti+1 d

dt

(
d

dt
(f)

))
= ti+1 d

dt
(tj+1)

d

dt
(f)− tj+1 d

dt
(ti+1)

d

dt
(f)

= (j + 1)ti+1tj
d

dt
(f)− (i+ 1)tj+1ti

d

dt
(f)

= (j + 1)ti+j+1 d

dt
(f)− (i+ 1)ti+j+1 d

dt
(f)

= ti+j+1 d

dt
(f)(j + 1− i− 1)

= (j − i)ti+j+1 d

dt
(f)

= (j − i)ei+j(f).

A álgebra W1 é conhecida como Álgebra de Witt, em homenagem ao matemático

Ernst Witt. Encontramos também, na literatura diversas objetos que levam o nome desse

matemático que não estão diretamente ligados com álgebra de Witt, como anel de Witt

das formas quadráticas e álgebra de vetores Witt. Em algumas referências, a álgebra de

Lie das derivações do anel C[t, t−1] também é chamada de álgebra de Witt. Essa álgebra

desempenha um papel importante nas aplicações sobre campos vetoriais em Geometria

Diferencial.

Em geral, de�nimos Wn a álgebra de Lie das derivações da álgebra polinomial

K[t1, . . . , tn], n ≥ 1 que é gerada por todas derivações da forma f(t1, . . . , tn)
δ

δti
, 1 ≤ i ≤ n,

em que
δh

δti
é a derivada parcial do polinômio h(t1, ..., tn) em relação a ti, com o produto

[f
δ

δti
, g

δ

δtj
] = f

δg

δti

δ

δtj
− g δf

δtj

δ

δti
.

As álgebrasWn formam uma série de álgebras de Lie simples de dimensão in�nita, também

chamadas álgebras do tipo Cartan.
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1.2 Álgebras graduadas

Apresentaremos a seguir como graduar uma álgebra e depois daremos alguns

exemplos.

De�nição 1.19. Seja G um grupo abeliano. Uma álgebra A é G-graduada se existe

uma família de subespaços {Ag : g ∈ G} de A, tal que:

A =
⊕
g∈G

Ag

com AgAh ⊆ Ag+h, para todo g, h ∈ G.
O subespaço Ag é chamado componente homogênea de G-grau g. Um elemento

a ∈
⋃
g∈G

Ag é chamado elemento homogêneo. Se a ∈ Ag, dizemos que a é homogêneo de

G-grau g.

Em muitos casos, por simplicidade, escreveremos apenas álgebra graduada em

vez de G-graduada.

Observamos que podemos de�nir G-graduação com qualquer grupo G. Porém,

no caso das álgebras de Lie, o grupo G necessariamente é abeliano devido a anticomu-

tatividade do produto. De fato, se G é um grupo qualquer, L uma álgebra de Lie não

abeliana e se a ∈ Lg, b ∈ Lh então ab = −ba ∈ Lgh ∩ Lhg. Logo, Lgh = Lhg e gh = hg.

Adotamos G abeliano, apenas por conveniência, já que nosso trabalho está concentrado

em álgebras de Lie.

De�nição 1.20. Um subespaço B de uma álgebra G-graduada A é G-graduada se é soma

direta das interseções B ∩ Ag, ou seja, B =
⊕
g∈G

Bg, onde Bg = B ∩ Ag.

Exemplo 1.21. Seja A uma álgebra. A decomposição

A =
⊕
g∈G

Ag,

onde Ag = {0} se g 6= 0 e A0 = A é uma G-graduação em A. Esta graduação é chamada

de graduação trivial.

Exemplo 1.22. A álgebra de Grassmann E = E(V ), de�nida no Exemplo 1.10, possui

uma Z2-graduação natural

E = E0 ⊕ E1,

em que E0 e E2 são gerados respectivamente pelos seguintes conjuntos {1, ei1ei2 · · · ei2k | i1 <
i2 < · · · < i2k, k ≥ 1} e {ei1ei2 · · · ei2k+1

| i1 < i2 < · · · < i2k+1, k ≥ 1}.
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Exemplo 1.23. Seja n um inteiro positivo, n ≥ 2. Consideremos a álgebra M =Mn(K).

Temos que

Mn(K) =
⊕
γ∈Zn

Mγ

onde Mγ = 〈Eij | j − i ≡ γ mod n〉 é uma Zn-graduação de M . Note que se Mγ1 =

〈Eij | j − i ≡ γ1 mod n〉 e Mγ2 = 〈Ekl | l − k ≡ γ2 mod n〉 então Mγ1Mγ2 ⊆Mγ1+γ2, pois

EijEkl =

{
0 se j 6= k

1 se j = k.

Vejamos o caso particular, em que n = 2, ou seja, em que M =M2(K). Temos que

M =M0 ⊕M1,

ondeM0 = 〈Eij | j−i ≡ 0 mod 2〉 = 〈E12, E21〉 eM1 = 〈Eij | j−i ≡ 1 mod 2〉 = 〈E11, E22〉
é uma Z2-graduação de M2(K).

Exemplo 1.24. A álgebra W1 possui uma Z-graduação

W1 =
⊕
i∈Z

Li

em que Li = 0 se i ≤ −2 e Li = 〈ei〉 = 〈ti+1d/dt〉 se i ≥ −1. Note que, como [ei, ej] =

(j − i)ei+j temos que [Li, Lj] ⊆ Li+j.

De�nição 1.25. Seja A uma álgebra G-graduada. O suporte da G-graduação de A é o

conjunto

Supp(A) = {g ∈ G |Ag 6= 0}.

Temos, por exemplo que o suporte da Z-graduação de W1 dado no Exemplo 1.24

é igual ao conjunto {g ∈ Z | g ≥ −1}.
Antes de de�nirmos uma identidade polinomial para uma álgebra A, precisamos

de�nir em qual ambiente serão considerados tais polinômios, ou seja, precisamos estudar

a estrutura da álgebra livre, �xada uma classe de álgebras na qual A pertence.

1.3 Álgebras livres

De�nição 1.26. Seja C uma classe de álgebras e F ∈ C uma álgebra gerada por um

conjunto X. A álgebra F é chamada álgebra livre na classe C gerada por um conjunto X,

se para qualquer álgebra A ∈ C e cada aplicação h : X −→ A existe único homomor�smo

φ : F −→ A estendendo h. Essa propriedade é chamada propriedade universal.
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A seguir vamos apresentar a álgebra não associativa livre, ou seja, a álgebra livre

na classe de todas as álgebras.

Seja X = {x1, x2, · · · } um conjunto enumerável, o qual chamamos conjunto de

variáveis. A esse conjunto adicionamos dois símbolos "(" e ")", obtendo o conjunto

X∗ = X ∪ {(, )}. De�nimos indutivamente o conjunto V [X] das sequências �nitas de

X∗ que chamaremos de palavras não associativas (ou monômios não associativos) de

elementos de X. Temos que um monômio não associativo de grau 1 é um elemento de X.

Dado um número natural n > 1, um monômio não associativo de grau n é uma expressão

da forma (u)(v), em que u é um monômio não associativo de grau m e v um monômio

não associativo de grau n−m. Denotaremos o grau de um monômio v por deg(v).

Proposição 1.27. Seja v uma palavra não associativa de elementos de X. Então:

(1) O número de símbolos "("que aparece em v é igual ao número de símbolos ")";

(2) Em qualquer subsequência inicial de v o número de símbolos "("que aparece não é

menor que o número símbolos ")".

Demonstração. Veja [20], p. 2, Proposição 1.

De�nimos no conjunto V [X] uma operação binária, denotada por ·, satisfazendo
para todo x1, x2 ∈ X e u, v ∈ V [X]−X:

• x1 · x2 = x1x2;

• x1 · u = x1(u);

• v · x2 = (v)x2;

• u · v = (u)(v).

Proposição 1.28. Toda palavra não associativa v com deg(v)≥ 2 tem uma única repre-

sentação como produto de duas palavras não associativas de grau menor.

Demonstração. Veja [20], p. 2, Proposição 2.

Denotamos por K{X} o espaço vetorial com base no conjunto V [X], com o

produto dado pela extensão natural do produto · em V [X], como segue:

(
∑
i

αiui) · (
∑
j

βjvj) =
∑
i,j

αiβj(ui · vj),

onde αi, βj ∈ K e ui, vj ∈ V [X]. Com esse produto K{X} é a álgebra não associativa

livre gerada pelo conjunto X. Temos que de fato, K{X} satisfaz a propriedade universal,
como a�rma o teorema a seguir.
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Teorema 1.29. Seja A uma álgebra e φ uma aplicação de X em A. Existe um único

homomor�smo da álgebra K{X} na álgebra A que estende φ.

Demonstração. Veja [20], p. 3, Teorema 1.

Os elementos deK{X} são chamados polinômios não associativos. Um polinômio

não associativo da forma αv, α ∈ K, v ∈ V [X] é chamado monômio não associativo. O

grau de um polinômio é dado pelo maior grau dos monômios que o constitui.

Seja G um grupo enumerável. Escrevendo X como sendo uma união disjunta de

conjuntos in�nitos X(g) = {x(g)i | i ≥ 1} com g ∈ G, ou seja,

X =
⋃
g∈G

X(g),

temos que a álgebra livre K{X} possui uma G-graduação natural. Se x ∈ X(g) então

de�nimos o grau de x (com respeito a graduação) como sendo g. E o grau do monômio

α(u)(v) com α ∈ K e u, v ∈ V [X] como sendo a soma dos graus de u e v. Pela Proposição

1.28, isso de�ne o grau de um monômio qualquer. Assim, denotando por K{X}g o

subespaço de K{X} gerado pelos monômios de grau g, temos que

K{X} =
⊕
g∈G

K{X}g

é uma G-graduação para K{X}. Com essa graduação K{X} é chamada álgebra não

associativa livre G-graduada.

1.4 Identidades polinomiais e álgebras relativamente li-

vres

De�nição 1.30. Sejam f = f(x1, . . . , xn) ∈ K{X} e A uma álgebra não associativa.

Dizemos que f é uma identidade polinomial para A se

f(a1, . . . , an) = 0 para todo a1, . . . , an ∈ A.

Usamos a notação f ≡ 0 para dizer que f é uma identidade polinomial para A.

De�nição 1.31. Uma álgebra que satisfaz uma identidade polinomial não nula é chamada

de PI-álgebra.

Exemplo 1.32. No ambiente das álgebras não associativas, toda álgebra associativa é uma

PI-álgebra pois satisfaz a identidade polinomial (x1x2)x3 − x1(x2x3) ≡ 0. E toda álgebra

de Lie também é uma PI-álgebra, já que satisfaz as identidades x1x1 ≡ 0 e (x1x2)x3 +

(x2x3)x1 + (x3x1)x2 ≡ 0.
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De�nição 1.33. Um ideal J de K{X} é dito T -ideal se é invariante por endomor�smos

de K{X}.

Dada uma álgebra A, de�nimos

T (A) = {f ∈ K{X} | f ≡ 0 em A},

o conjunto das identidades polinomiais de A. Podemos ver que T (A) é um ideal de

K{X}. Além disso, considerando f = f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e g1, . . . , gn polinômios

arbitrários em K{X} temos que f(g1, . . . , gn) ∈ T (A). Como todo endomor�smo ϕ de

K{X} é determinado por x 7−→ g, x ∈ X, g ∈ K{X} temos que ϕ(f(x1, . . . , xn)) =

f(ϕ(x1, . . . , xn)) = f(g1, . . . , gn) = 0, pois gi(a1, . . . , an) ∈ A para todo a1, . . . , an ∈ A e

assim ϕ(f) ∈ T (A). Logo, ϕ(T (A)) ⊆ T (A), ou seja, T (A) é invariante por endomor�smos

de K{X}. Isso faz de T (A) um T -ideal de K{X}.
Da mesma forma, temos que o conjunto das identidades satisfeitas por todas as

álgebras de uma classe de álgebras V, denotado por T (V), também é um T -ideal de

K{X}, pois T (V) =
⋂
A∈V

T (A).

De�nição 1.34. Dado um conjunto S ⊆ K{X}. A interseção de todos os T -ideais de

K{X} que contém S é o T -ideal gerado por S, denotado por 〈S〉T . Se S ⊆ T (A) é tal

que T (A) = 〈S〉T , dizemos que S é uma base das identidades polinomiais de A.

De�nição 1.35. Seja S um subconjunto de K{X}. A classe V das álgebras que satis-

fazem todas as identidades de S é chamada de variedade das álgebras de�nidas pelas

identidades de S. Uma variedade W é dita subvariedade de V, se W ⊆ V.

A variedade que consiste apenas da álgebra nula é chamada variedade trivial.

Exemplo 1.36. Temos que:

• O conjunto S1 = {f(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 − x1(x2x3)} de�ne a variedade das álge-

bras associativas.

• O conjunto S2 = S1 ∪ {g(x1, x2) = x1x2 − x2x1} de�ne a variedade das álgebras

associativas e comutativas.

• O conjunto S3 = {f(x1) = x1x1, g(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 + (x2x3)x1 + (x3x1)x2}
de�ne a variedade das álgebras de Lie.

De�nição 1.37. Sejam V uma variedade não trivial e F ∈ V uma álgebra com conjunto

de geradores X. A álgebra F é chamada álgebra relativamente livre na variedade V

gerada pelo conjunto X, se F é uma álgebra livre na classe V. Vamos escrever F =

FX(V).
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Observamos que se S ⊆ K{X} de�ne a variedade V, então dizemos que S é uma

base das identidades polinomiais deV. Os elementos de T (V) são chamados consequências

das identidades polinomiais da base S.

Sejam A uma álgebra e I é um subconjunto de K{X}, vamos denotar por I(A)

o ideal da álgebra A gerado por todos os elementos da forma f(a1, . . . , an), em que f ∈ I
e a1, . . . , an ∈ A.

Teorema 1.38. Seja V uma variedade não trivial de álgebras determinada pelo conjunto

I ⊂ K{X}. Então, para todo conjunto Y , a restrição a Y do homomor�smo canônico

σ : K{Y } −→ K{Y }
I(K{Y })

é injetiva e a álgebra
K{Y }
I(K{Y })

é livre na variedade V com

conjunto de geradores σ(Y ), ou seja,

Fσ(Y )(V) ∼=
K{Y }
I(K{Y })

.

Além disso, quaisquer duas álgebras em V com conjunto de geradores de mesma cardina-

lidade são isomorfos.

Demonstração. Veja [20], p. 4, Teorema 2.

Corolário 1.39. Se a variedade V é determinada pelo conjunto I, então T (V) = I(K{X}).

Demonstração. Veja [20], p. 6, Corolário 1.

Segue do corolário anterior que existe uma correspondência biunívoca entre os

T -ideais de K{X} e variedades de álgebras não associativas. Nesta correspondência uma

variedade V corresponde ao T -ideal T (V) e um T -ideal I corresponde a variedade de

álgebras não associativas satisfazendo todas as identidades polinomiais em I.

Se V é uma variedade e A é uma álgebra tal que T (A) = T (V), então dizemos

que V é a variedade gerada por A.

Considere X = {x1, x2, · · · }, vamos denotar por K〈X〉 a álgebra relativamente

livre gerada por X da variedade das álgebras associativas e por L(X) a álgebra rela-

tivamente livre gerada por X da variedade das álgebras de Lie. Assim, considerando

Y = {y1, y2, · · · } , pelos resultados anteriores, obtemos que

K〈X〉 ∼=
K{Y }

〈(y1y2)y3 − y1(y2y3) | yj ∈ Y 〉T

e

L(X) ∼=
K{Y }

〈y1y1, (y1y2)y3 + (y2y3)y1 + (y3y1)y2 | yj ∈ Y 〉T
.

Assim, para estudarmos as identidades polinomiais em álgebras associativas ou em

álgebras de Lie vamos trabalhar em K〈X〉 ou L(X), respectivamente, em vez de K{X}.
Neste caso, podemos reescrever as de�nições dadas nesta seção restringindoK{X} aK〈X〉
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ou a L(X). Mas vamos trabalhar principalmente em L(X), já que estamos interessados

em identidades polinomiais especi�camente em álgebras de Lie.

Os elementos de L(X) são chamados polinômios de Lie em X, qualquer comu-

tador de elementos de X é chamado monômio de Lie ou comutador de Lie.

Vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais, consideradas nos ambientes

K〈X〉 ou L(X) .

Exemplo 1.40. Temos que

1. A álgebra de Grassmann E, que é em particular associativa, satisfaz a identidade,

[[x1, x2], x3] = (x1x2 − x2x1)x3 − x3(x1x2 − x2x1) ∈ K〈X〉;

2. A álgebra M2(K) satisfaz a identidade, chamada identidade standard de grau 4,∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4) ∈ K〈X〉;

3. A álgebra de Lie W1 satisfaz a identidade, dita identidade standard de Lie de grau 5,∑
σ∈S4

(−1)σ[x0, xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)] ∈ L(X).

1.5 Identidades polinomiais G-graduadas

Começamos esta seção ressaltando que uma forma conveniente de estudar as iden-

tidades polinomiais para álgebras graduadas é estudar as identidades graduadas. Nesta

seção, vamos nos restringir ao ambiente de interesse do nosso trabalho, as álgebras de Lie,

mas as de�nições dadas aqui valem em geral.

Seja G um grupo abeliano vamos escrever a G-graduação em L(X) como segue

L(X) =
⊕
i∈G

L(X)i

em que L(X)i é o subespaço de L(X) gerado pelos comutadores de Lie de grau i. Se

m,n ∈ L(X) são de G-grau i e j respectivamente, então [m,n] é de grau j + i. Em

particular, se G = Z temos uma Z-graduação para L(X).

De�nição 1.41. Seja L uma álgebra de Lie G-graduada. Dizemos que um polinômio

f = f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ L(X) é uma identidade polinomial G-graduada de L se f se

anula em toda avaliação de elementos em L que respeita a G-graduação, ou seja, para

todo elemento homogêneo ai ∈ Lgi, com i ∈ {1, . . . , n}, tem-se que f(a1, . . . , an) = 0.
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Denotamos o G-grau de cada variável do polinômio entre parênteses para não

haver confusão com o grau usual de um polinômio. Por exemplo, x21 6= x
(2)
1 , pois o

primeiro representa o produto de x1 por x1 e o segundo indica que x1 está em L(X)2.

Exemplo 1.42. Considere L(X) Z-graduada. A identidade

f = f(x
(i)
1 , x

(i)
2 ) = [x

(i)
1 , x

(i)
2 ] ∈ L(X), i ≥ −1

é uma identidade polinomial Z-graduada da álgebra de Lie W1 Z-graduada, pois pela

graduação de W1 temos que Li = 〈ei〉, para i ≥ −1 e [rei, sei] = rs[ei, ei] = 0 para todo

r, s ∈ K.

Observamos que as a�rmações e de�nições dadas na seção anterior continuam

valendo, de forma análoga, no caso das identidades graduadas. A diferença é que a

graduação deve ser obrigatoriamente respeitada e fazemos pequenas mudanças na notação,

como veremos. Dada uma álgebra de Lie G-graduada L, vamos denotar

TG(L) = {f ∈ L(X) | f ≡ 0 em L}

como o conjunto de todas as identidades G-graduadas satisfeitas por L. Assim como dito

na seção anterior temos que TG(L) é um ideal de L(X) invariante por endomor�smos

G-graduados de L(X) . Neste caso, dizemos que TG(L) é um TG-ideal graduado de L. E

uma álgebra de Lie G-graduada que satisfaz uma identidade polinomial G-graduada não

nula é dita PI-álgebra G-graduada.

Também temos uma de�nição análoga para base de identidades graduadas.

De�nição 1.43. Dado um conjunto S ⊆ L(X). A interseção de todos os TG-ideais de

L(X) que contém S é o TG-ideal gerado por S, denotado por 〈S〉TG. Se S ⊆ TG(L) é tal

que TG(L) = 〈S〉TG, dizemos que S é uma base das identidades polinomiais G-graduadas

de L.

1.6 Identidades multilineares

Quando um corpo K é in�nito, o estudo das identidades de uma determinada

álgebra pode ser reduzida ao estudo de identidades multihomogêneas. Mais ainda, como

estamos considerando o corpo K de característica zero, podemos reduzir nosso estudo

apenas as identidades multilineares. Nesta seção, mostramos porque podemos fazer tal

redução.

Uma identidade polinomial g ≡ 0 é uma consequência do conjunto S de identi-

dades polinomiais, se g pertence ao T -ideal gerado por S.
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De�nição 1.44. Dois conjuntos de identidades polinomiais são equivalentes se geram o

mesmo T -ideal.

Seja Kn = K{x1, . . . , xn} a álgebra dos polinômios não associativos nas variáveis

x1, . . . , xn. Essa álgebra pode ser naturalmente decomposta como

Kn = K(1)
n ⊕K(2)

n ⊕ · · ·

onde para cada K(k)
n é a componente homogênea gerada por todos monômios de grau k,

se k ≥ 0 e as demais componentes são nulas. Como K(i)
n K

(j)
n ⊆ K

(i+j)
n , para todo i, j ≥ 0,

dizemos que Kn é graduada pelo grau ou possui uma estrutura de álgebra Z-graduada.
Essa decomposição pode ser re�nada, escrevendo para cada k ≥ 1

K(k)
n =

⊕
i1+···+in=k

K(i1,...,in)
n

em que K(i1,...,in)
n é o subespaço gerado por todos monômios de grau i1 em x1, i2 em x2,...,

in em xn. Neste caso dizemos que Kn é multigraduado.

Um monômio g pertencente a K(k)
n para algum k ≥ 0 é chamado homogêneo de

grau k. E se g pertence algum K
(i1,...,in)
n , será chamado multihomogêneo de multigrau

(i1, . . . , in).

De�nição 1.45. Um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ K{X} é chamadomultihomogêneo

se é multihomogêneo em K{x1, . . . , xn}. Se o multigrau de f é (1, . . . , 1) então dizemos

que f é multilinear, ou seja, é linear em cada uma de suas variáveis.

Exemplo 1.46. Seja f(x1, x2, x3) = x1x2+x
2
1x2x

2
3−x2x1+x1x2x1x23+x32 ∈ K〈X〉. Temos

que x1x2 − x2x1, x21x2x23 + x1x2x1x
2
3 e x32 são as componentes multihomogêneas de f com

respectivos multigraus (1, 1, 0),(2, 1, 2) e (0, 1, 0). Em particular, f não é multihomogêneo.

Exemplo 1.47. O polinômio associativo f1(x1, x2, x3) = x31x2x
2
3 + x21x2x

2
3x1 ∈ K〈X〉 é

multihomogêneo de multigrau (3, 1, 2). E o polinômio de Lie f2(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3] ∈
L(X) é multilinear.

Note que se f é linear em uma variável, digamos x1, então

f(
∑

αiyi, x2, . . . , xn) =
∑

αif(yi, x2, . . . , xn)

para todo αi ∈ K e yi ∈ K{X}. Descrevemos uma característica importante dos polinô-

mios multilineares na seguinte observação.

Observação 1.48. Seja A uma álgebra e B uma base de A. Se um polinômio multilinear

se anula ao ser avaliado pelos elementos de B então f é uma identidade polinomial para
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A. De fato, considere a1 =
∑
α1ivi, . . . , an =

∑
αnivi elementos de A, onde os v′is são os

elementos de B, como f é linear em cada uma de suas variáveis, obtemos:

f(a1, ..., an) =
∑

α1i1 · · ·αninf(vi1 , . . . , vin) = 0

Assim, para veri�car que uma identidade multilinear f é uma identidade para

uma álgebra A é su�ciente mostrar que f se anula para os elementos de uma base de A.

Teorema 1.49. Seja K um corpo in�nito. Se f ∈ K{X} é uma identidade polinomial

para a álgebra A, então cada componente multihomogênea de f é ainda uma identidade

polinomial para A.

Demonstração. Análoga ao caso associativo encontrado em [5], p. 6, Teorema 1.3.2.

O estudo de identidades polinomiais usa alguns recursos padrões. Um deles é o

processo de multilinearização, parte essencial do seguinte teorema.

Teorema 1.50. Se a álgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau k, então

satisfaz uma identidade multilinear de grau ≥ k.

Demonstração. Análoga ao caso associativo encontrada em [5], p. 7, Teorema 1.3.7.

Vejamos no seguinte exemplo como o processo de multilinearização ocorre.

Exemplo 1.51. Vamos encontrar a identidade multilinear que é equivalente a identidade

f(x1) = x31 ∈ K〈X〉.
Passo 1.Vamos aplicar o processo de multilinearização na variável x1. Substi-

tuímos x1 por y1 + y2, ou seja,

f(y1 + y2) = (y1 + y2)
3

= y31 + y1y2y1 + y21y2 + y1y
2
2 + y2y

2
1 + y22y1 + y2y1y2 + y32

= y31 + y1y2y1 + y21y2 + y1y
2
2 + y2y

2
1 + y22y1 + y2y1y2 + y32

= f(y1) + y1y2y1 + y21y2 + y1y
2
2 + y2y

2
1 + y22y1 + y2y1y2 + f(y2).

Assim, f(y1+y2)−f(y1)−f(y2) = y1y2y1+y
2
1y2+y1y

2
2+y2y

2
1+y

2
2y1+y2y1y2. Isso implica

que

g = g(y1, y2) = y1y2y1 + y21y2 + y1y
2
2 + y2y

2
1 + y22y1 + y2y1y2

é uma consequência de f .

Passo 2. Agora vamos fazer a multilinearização em g. Em g temos duas va-

riáveis de grau diferente de zero, y1 e y2. Vamos aplicar o processo, primeiro em y1.
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Substituímos y1 por y3 + y4, ou seja,

g(y3 + y4, y2) = (y3 + y4)y2(y3 + y4) + (y3 + y4)
2y2 + (y3 + y4)y

2
2

+ y2(y3 + y4)
2 + y22(y3 + y4) + y2(y3 + y4)y2

= y3y2y3 + y23y2 + y2y
2
3 + y22y3 + y2y3y2

+ y4y2y4 + y24y2 + y2y
2
4 + y22y4 + y2y4y2

+ y2y4y3 + y2y3y4 + y3y2y4 + y3y4y2 + y4y3y2 + y4y2y3

= g(y2, y3) + g(y2, y4)

+ y2y4y3 + y2y3y4 + y3y2y4 + y3y4y2 + y4y3y2 + y4y2y3.

Obtemos que

g(y3 + y4, y2)− g(y2, y3)− g(y2, y4) = y2y4y3 + y2y3y4 + y3y2y4 + y3y4y2 + y4y3y2 + y4y2y3.

Isso implica que

h = h(y2, y3, y4) = y2y4y3 + y2y3y4 + y3y2y4 + y3y4y2 + y4y3y2 + y4y2y3

é uma consequência de f . Como h é multilinear, encerramos o processo no passo 2.

Portanto, encontramos uma consequência multilinear de f .

Tomando y2 = y3 = y4 = x1 obtemos h(x1) = 6x31. Assim, podemos sair de h e

chegar em f , comprovando que f é equivalente a h.

Teorema 1.52. Se a característica de K é igual zero, o T -ideal de uma álgebra é gerado

por suas identidades multilineares.

Demonstração. Análoga ao caso associativo encontrado em [5], p. 8, Teorema 1.3.8.

De forma análoga, se K é de característica zero, então cada TG-ideal é gerado por

suas identidades multilineares. São esses resultados que justi�cam o fato de podermos

reduzir o estudo das identidades polinomiais graduadas para o estudo das identidades

multilineares graduadas.

A próxima proposição a�rma que podemos escrever qualquer monômio multilinear

de Lie como uma combinação linear de monômios de Lie multilineares, �xando a primeira

variável. Esse resultado será importante para o próximo capítulo.

Antes, precisamos da seguinte observação, ressaltando que a mesma será usada

diversas vezes no próximo capítulo.

Observação 1.53. Para n ≥ 3

[x1, . . . , xn−2, xn−1, xn] = [x1, . . . , xn−2, [xn−1, xn]] + [x1, . . . , xn−2, xn, xn−1].
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De fato, para n = 3 temos, pela Identidade de Jacobi, que

[x1, x2, x3] + [x2, x3, x1] + [x3, x1, x2] = 0.

Isso implica, pela anticomutatividade que

[x1, x2, x3]− [x1, [x2, x3]]− [x1, x3, x2] = 0.

Assim,

[x1, x2, x3] = [x1, [x2, x3]] + [x1, x3, x2].

Como

[x1, x2, . . . , xn−2, xn−1, xn] = [[x1, x2], . . . , xn−2, xn−1, xn],

o resultado segue por indução.

Usando a observação e procedendo por indução, podemos concluir que qualquer

comutador [x1, x2, [x3, . . . , xn]] pode ser escrito como combinação linear de comutadores

do tipo

[x1, x2, xσ(3), . . . , xσ(n)]

com σ permutação de {3, . . . , n}. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.54. Considere o comutador m = [x1, x2, [x3, x4, x5]]. Notemos que

[x1, x2, [x3, x4, x5]] = [x1, x2, [[x3, x4], x5]].

Vendo [x3, x4] como uma variável, pela Observação 1.53, temos que

[x1, x2, [x3, x4], x5] = [x1, x2, [[x3, x4], x5]] + [x1, x2, x5, [x3, x4]],

ou seja,

[x1, x2, [[x3, x4], x5]] = [x1, x2, [x3, x4], x5]− [x1, x2, x5, [x3, x4]].

Usando novamente a Observação 1.53, obtemos

[x1, x2, [[x3, x4], x5]] = [x1, x2, x3, x4, x5]− [x1, x2, x4, x3, x5]− [x1, x2, x5, x3, x4]

+[x1, x2, x5, x4, x3].

Proposição 1.55. Seja f = f(x1, . . . , xn) um comutador de Lie. Se f é multilinear,

então f é combinação linear dos comutadores normados à esquerda

[x1, xσ(2), . . . , xσ(n)],

onde σ é uma permutação de {2, 3, . . . , n}.
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Demonstração. Seja f = [xi1 , . . . , xin ] ∈ L(X), onde il ∈ {1, 2, . . . , n}. Vamos mostrar

que independente da posição da variável x1, podemos escrever f como uma combinação

de comutadores multilineares com primeira variável igual a x1. Se i1 = 1 então temo

o resultado. Vamos supor i1 ≥ 2. Se n = 2, então pela anticomutatividade, temos o

resultado. Agora, para n ≥ 3, faremos por indução em n.

Vejamos o caso em que n = 3. Se i2 = 1, pela anticomutatividade, temos

f = −[x1, xi1 , xi3 ]

com xl ∈ {2, 3}. Logo, temos o resultado. Agora, caso i3 = 1, temos pela identidade de

Jacobi que

[xi1 , xi2 , x1] = −[xi2 , x1, xi1 ]− [x1, xi1 , xi2 ].

Assim, novamente pela anticomutatividade, temos

[xi1 , xi2 , x1] = [x1, xi2 , xi1 ]− [x1, xi1 , xi2 ],

com xl ∈ {2, 3}. Assim, obtemos o requerido.

Agora, se n = 4 então f = [xi1 , xi2 , xi3 , xi4 ], onde il ∈ {1, 2, 3, 4}. Se i2, i3 = 1

então, pelo caso n = 3 já temos o resultado. Suponha que i4 = 1. Pela Observação 1.53

e usando a anticomutatividade temos que

f = [xi1 , xi2 , [xi3 , x1]] + [xi1 , xi2 , x1, xi3 ]

= [x1, xi3 , [xi1 , xi2 ]] + [xi1 , xi2 , x1, xi3 ]

= [x1, xi3 , xi1 , xi2 ]− [x1, xi3 , xi2 , xi1 ] + [xi1 , xi2 , x1, xi3 ].

Pelo caso n = 3 , temos que

[[xi1 , xi2 , x1], xi3 ] = [x1, xi2 , xi1 , xi3 ]− [x1, xi1 , xi2 , xi3 ].

Assim,

f = [x1, xi3 , xi1 , xi2 ]− [x1, xi3 , xi2 , xi1 ] + [x1, xi2 , xi1 , xi3 ]− [x1, xi1 , xi2 , xi3 ].

Suponhamos a proposição válida para todo f de comprimento ≤ n−1. Basta analisarmos

o caso em que in = 1. Pela observação 1.53 e a anticomutatividade, temos

f = [xi1 , xi2 , xi3 , . . . , xin−2 , [xin−1 , x1]] + [xi1 , . . . , xin−2 , x1, xin−1 ]

= [x1, xin−1 , [xi3 , . . . , xin−2 ]] + [xi1 , . . . , xin−2 , x1, xin−1 ].

Como vimos no Exemplo 1.54, podemos reescrever o comutador [x1, xin−1 , [xi3 , . . . , xin−2 ]]
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na forma requerida. E, por hipótese de indução, temos que [xi1 , . . . , xin−2 , x1] é escrito

como combinação linear de [x1, xσ(i1), . . . , xσ(in−2)], com σ permutação de {i1, . . . , in−2}.
Logo, temos o resultado. Dessa forma, concluímos a prova da proposição.

1.7 Representações do grupo simétrico

Nesta seção vamos apresentar a teoria de representações sobre o grupo simétrico

Sn das permutações de n elementos e sua relação com as identidades polinomiais de uma

álgebra. Usamos essa teoria apenas no Capítulo 3.

1.7.1 Representações de grupos �nitos

De�nição 1.56. Sejam G um grupo e V um K-espaço vetorial. Uma representação

linear de G em V é um homomor�smo de grupos

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕ(g) = ϕg

onde GL(V ) é o grupo dos operadores lineares invertíveis de V .

De�nimos o grau de uma representação ϕ como sendo a dimensão de V . Se a

representação ϕ é injetiva, dizemos que ϕ é uma representação �el.

Exemplo 1.57. Sejam n ∈ N, n ≥ 2, e V um espaço vetorial sobre K de dimensão n. Fi-

xada uma base {v1, v2, . . . , vn} de V , consideremos, para cada σ ∈ Sn, uma transformação

linear Tσ : V −→ V de�nida por Tσ(vi) = vσ(i). Temos que

ϕ : Sn −→ GL(V )

σ 7−→ ϕ(σ) = Tσ

é uma representação linear.

No caso em que V tem dimensão �nita n, podemos identi�car o grupo GL(V )

com o grupo GLn(K) das matrizes n×n invertíveis com entradas emK, uma vez que esses

grupos são isomorfos. E nesse caso, podemos escrever uma representação linear como um

homomor�smo ϕ : G −→ GLn(K). É esse caso que nos interessa, por isso vamos estudar

as representações em espaços vetoriais de dimensão �nita.

De�nição 1.58. Sejam G um grupo, V um espaço vetorial e ϕ : G −→ GL(V ) um

representação linear de G em V . Se W é um subespaço de V tal que ϕg(W ) ⊆ W para

todo g ∈ G, então dizemos que W é um subespaço de V ϕ-invariante. Dizemos que

ϕ : G −→ GL(V ) é irredutível se os únicos subespaço de V ϕ-invariantes são {0} e o

próprio V . A restrição de ϕ a W é chamada subrepresentação.
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De�nição 1.59. Duas representações ϕ : G −→ GL(V ) e ψ : GL(V ′) são ditas equiva-

lentes se existe uma transformação linear bijetora T : V −→ V ′ entre os espaços vetoriais

V e V ′ tal que Tϕg = ψgT para todo g ∈ G.

De�nição 1.60. Sejam ϕ′ : G −→ GL(V ′) e ϕ′′ : G −→ GL(V ′′) duas representações de

G. Temos que

(a) a representação linear ϕ = ϕ′ ⊕ ϕ′′ : G −→ GL(V ′ ⊕ V ′′) de�nida por

ϕg(v
′, v′′) = (ϕ′g(v

′), ϕ′′g(v
′′)), g ∈ G, (v′, v′′) ∈ V ′ ⊕ V ′′

é chamada de soma direta de ϕ′ e ϕ′′. Similarmente de�nimos a soma direta de um

número qualquer de representações.

(b) a representação linear ϕ = ϕ′ ⊗ ϕ′′ : G −→ GL(V ′ ⊗ V ′′) de�nida por

ϕg(v
′ ⊗ v′′) = ϕ′g(v

′)⊗ ϕ′′g(v′′), g ∈ G, v′ ⊗ v′′ ∈ V ′ ⊗ V ′′

é chamado produto tensorial de ϕ′ e ϕ′′.

De�nição 1.61. Sejam G um grupo e V um espaço vetorial. A representação ϕ é dita

completamente redutível (ou semissimples) se V = W1⊕· · ·⊕Wn onde as restrições

de ϕ aos W ′
is são todas irredutíveis.

Considere KG a álgebra de grupo. Existe uma estreita relação entre os KG-

módulos e as representações lineares de um grupo G, a�m de mostrar essa relação, vejamos

algumas de�nições a respeito dos módulos sobre uma álgebra.

De�nição 1.62. Seja A uma álgebra. Um K-espaço vetorial M é dito A-módulo (à

esquerda) quando munido de um produto

· : A×M −→ M

(a,m) 7−→ a ·m

tal que, para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, m,m1,m2 ∈M e α ∈ K, satisfaz:

(i) (a1 + a2) ·m = (a1 ·m) + (a2 ·m);

(ii) a · (m1 +m2) = (a ·m1) + (a ·m2);

(iii) (αa) ·m = a · (αm) = α(a ·m);

(iv) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m;

(v) 1A ·m = m.
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Por simplicidade, escreveremos apenas am para representar o produto a · m,

de�nido acima.

Exemplo 1.63. Se A é uma álgebra então A é naturalmente um A-módulo sobre si

mesma, cujo o produto é o da álgebra A.

De�nição 1.64. Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Dizemos que um subespaço

vetorial N é um submódulo de M se an ∈ N para quaisquer a ∈ A e n ∈ N . Um

submódulo N de M é minimal se não existe submódulo N1 de M tal que 0 6= N1 ( N e

M é um A-módulo irredutível (ou simples) se seus únicos submódulos são {0} e M .

De�nição 1.65. Sejam A uma álgebra, M1 e M2 A-módulos. Dizemos que uma trans-

formação linear φ : M1 −→ M2 é um homomor�smo de A-módulos se φ(am) = aφ(m)

para quaisquer a ∈ A e m ∈M1. Se φ é bijetiva, dizemos que M1 e M2 são isomorfos.

De�nição 1.66. Um A-módulo é dito semissimples se existe {Ni}i∈I uma família de

A-módulos irredutíveis tais que

M =
⊕
i∈I

Ni.

Vejamos agora a relação entre os KG-módulos e as representações lineares de um

grupo G. Considere G um grupo e V um K-espaço vetorial. Seja ϕ : G −→ GL(V ) uma

representação linear de G em V . Considerando o produto · : KG×V −→ V , de�nido por

(
∑
g∈G

λgg) · v =
∑
g∈G

λgϕg(v),

temos que esse produto faz de V um KG-módulo. Por outro lado, considere V um KG-

módulo, de�na
ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕg

tal que ϕg é uma transformação linear de V em V , onde ϕg(v) = g · v, v ∈ V . Com essa

de�nição, ϕ é uma representação linear de G em V .

Assim, dados ϕ : G −→ GL(V ) e ψ : G −→ GL(V ) representações lineares

de G, podemos dizer que ϕ e ψ são equivalentes, se os respectivos KG-módulos V e W

são isomorfos. Além disso, ϕ é irredutível se o respectivo KG-módulo V é irredutível e

completamente redutível se o respectivo KG-módulo V é semissimples.

Por abuso de notação, escrevemos em alguns casos, G-módulo em vez de KG-

módulo.

Uma ferramenta básica para o estudo de representações lineares de um grupo

�nito é o seguinte teorema.



26

Teorema 1.67 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo �nito e K um corpo cuja ca-

racterística não divide a ordem de G. Então a álgebra de grupo KG é semissimples.

Demonstração. Veja [11], p. 209.

Note que, sobre um corpo de característica zero, toda álgebra de grupo KG é

semissimples.

Sendo K um corpo algebricamente fechado, nas mesmas hipóteses do teorema de

Maschke, temos como consequência do Teorema de Wedderburn-Artin (veja [5], p.29) que

KG ∼= Mn1(K)⊕ · · · ⊕Mnr(K). (1.2)

Temos que dado um grupo �nito G e K um corpo de característica 0, toda

representação de G é semissimples e o número de representações não equivalentes de G é

igual ao número de componentes irredutíveis na decomposição de KG dada em (1.2).

Podemos escrever (1.2) como segue

KG = n1J1 ⊕ · · · ⊕ nkJk,

onde niJi = Ji ⊕ · · · ⊕ Ji (ni-vezes), ni é chamado multiplicidade de Ji em KG e Ji ∼=
ni∑
l=1

Keli é um ideal minimal à esquerda de Mni(K). Temos que ni = dim Ji.

Recordemos que um elemento e ∈ KG é um idempotente se e2 = e. Como KG é

semissimples, todo ideal à esquerda de KG é gerado por um idempotente. Dizemos que

um idempotente é minimal se gera um ideal à esquerda minimal.

Proposição 1.68. Se M é um KG-módulo simples então M ∼= Ji, em que Ji é um ideal

minimal de Mni(K), para algum i ∈ {1, . . . , k}. Consequentemente, existe um idempo-

tente minimal e ∈ KG tal que M ∼= KGe.

Demonstração. Veja [6], Lema 4.3.2, p. 98 e p. 29, Teorema 1.4.2.

Proposição 1.69. Seja K um corpo algebricamente fechado para um grupo �nito G.

Então o número de representações irredutíveis de G, a menos de equivalência, é igual ao

número de classes de conjugações de G.

Demonstração. Veja [11], p. 216.

De�nição 1.70. Sejam K um corpo, G = G1 × G2, ψ1 e ψ2 representações de G1 e G2

respectivamente. Suponha que ψ1 e ψ2 induzem um KG1-módulo M e um KG2-módulo

N , respectivamente. Considere o produto tensorial T =M ⊗K N como um KG-módulo à

esquerda de�nido por

(a, b)(g1 ⊗ g2) = (ag1)⊗ (bg2),
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a ∈M ,g1 ∈ G1, b ∈ N e g2 ∈ G2. Segue que T dá origem a uma representação ρ = ψ1#ψ2,

chamado produto de Kronecker (ou produto tensorial exterior) de ψ1 e ψ2. O grau de ρ é

igual ao produto dos graus de ψ1 e ψ2.

Essa de�nição, é generalizada para o caso em que G é um produto direto �nito

de grupos, ou seja, para G = G1×· · ·×Gn obtemos uma representação ρ = ψ1# · · ·#ψn,
em que ψi é uma representação de Gi (i = 1, . . . , n).

Teorema 1.71. Sejam K um corpo algebricamente fechado e G = G1 × · · · ×Gn.

(i) Se ψ1, . . . , ψn são representações irredutíveis de G1, . . . , Gn, respectivamente, então

ρ = ψ1# · · ·#ψn é uma representação irredutível de G;

(ii) Cada representação irredutível de G1 × · · · × Gn é isomorfa a uma representação

ρ = ψ1# · · ·#ψn, onde ψi é a representação irredutível de Gi (i = 1, 2, . . . , n).

Demonstração. Veja, p. 27, Teorema 10.

1.7.2 Caracteres e Sn-representações

De�nição 1.72. Sejam V um espaço vetorial de dimensão �nita e ϕ : G −→ GL(V )

uma representação linear. A função χϕ : G −→ K de�nida por

χϕ(g) = trϕg, g ∈ G

é chamada caracter de ϕ. Dizemos que a dimensão de V é o grau do caracacter χϕ.

Se V é um KG-módulo simples, então χϕ é chamado caracter irredutível.

Muitas vezes, escrevemos G-caracter para dizer que o caracter é referente a uma

representação linear sobre o grupo G.

Proposição 1.73. Sejam φ e ψ duas representações de dimensão �nita de G. Então

χφ⊕ψ = χφ + χψ e χφ⊗ψ = χφ · χψ.

Demonstração. Veja [15], p. 611 e [11], p. 228.

Teorema 1.74. Seja G um grupo �nito.

(i) Todo caracter de G é uma soma de caracteres irredutíveis.

(ii) O número de caracteres irredutíveis de G é �nito.

Demonstração. Veja [15], p. 612, Proposição 8.124.
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Sendo χ1, ..., χm os caracteres irredutíveis de um grupo �nito G, segue do teorema

anterior que dado χ um caracter de G, existem n1, ..., nm inteiros não negativos tais que

χ = n1χ+ · · ·+ nmχ,

em que pelo menos um dos n′js deve ser estritamente positivo.

O teorema a seguir fornece um critério para veri�car se dois KG-módulos são

isomorfos.

Teorema 1.75. Sejam G um grupo �nito e K um corpo algebricamente fechado.Toda

representação de dimensão �nita de G é determinado, a menos de isomor�smo, por seu

caracter.

Demonstração. Veja [15], p. 614, Teorema 8.127.

Agora vamos introduzir as representações lineares do grupo Sn. Para isso, preci-

samos introduzir a Teoria de Young.

De�nição 1.76. Seja n ≥ 1 um inteiro. Uma partição λ de n é uma k-upla de inteiros

λ = (λ1, . . . , λk) tais que λ1 ≥ · · · ≥ λk > 0 e
k∑
i=1

λi = n. Denotamos por λ ` n.

Proposição 1.77. Seja K um corpo de característica 0 e n ≥ 1. Então existe uma

correspondência biunívoca entre os Sn-módulos irredutíveis e as partições de n. Além

disso, se {χλ | λ ` n} é o conjunto de todos caracteres irredutíveis de Sn e dλ é o grau de

χλ, então

KSn =
⊕
λ`n

Iλ ∼=
⊕
λ`n

Mdλ(K),

onde Iλ = eλKSn e eλ =
∑
σ∈Sn

χλ(σ)σ é, a menos de um escalar, a unidade de Iλ.

Demonstração. Veja [7], p. 109, Teorema 3.24.

De�nição 1.78. Seja λ = (λ1, . . . , λk) ` n. De�nimos o diagrama de Young Dλ da

partição λ como sendo o conjunto

Dλ = {(i, j) ∈ Z× Z| 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ λi}.

Em outras palavras, o diagrama de YoungDλ consiste de n quadrados distribuídos

em k linhas, de modo que a primeira coordenada i (linha indexada) aumenta de cima para

baixo e a segunda coordenada j (coluna indexada) aumenta da esquerda para a direita e

o número de quadrados na i-ésima linha é exatamente λi.

Exemplo 1.79. Seja λ = (4, 3, 2) ` 9. O diagrama de Young da partição λ é dado por

Dλ = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2)}
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ou

Dλ = .

De�nição 1.80. Seja a partição λ ` n. A partição λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) tal que λ

′
1, . . . , λ

′
n

são os comprimentos das colunas de Dλ é dita partição conjugada de λ.

Assim, para obtermos o diagrama de λ′ basta trocarmos as linhas de Dλ pelas

colunas de Dλ.

Exemplo 1.81. Considere a partição λ ` 9 dado no Exemplo 1.79, temos que a partição

conjugada de λ é λ′ = (3, 3, 2, 1), cujo diagrama de Young é dado por

Dλ′ = .

De�nição 1.82. Seja λ ` n. Uma tabela de Young Tλ do diagrama Dλ consiste em

preencher os quadrados do diagrama com os números de 1, . . . , n. Dizemos que Tλ é uma

tabela de forma λ. Uma tabela de Young Tλ é dita standard, se os inteiros aumentam

em cada linha da esquerda para direita, e em cada coluna de cima para baixo.

Sendo λ uma partição de n, existem exatamente n! tabelas de Young distintas do

diagrama Dλ .

Exemplo 1.83. Considere a partição λ = (4, 3, 2) ` 9. Temos, por exemplo, as seguintes

tabelas de Young

T1 =
1 3 4 5
2 7 8
6 9

T2 =
1 4 3 5
9 7 8
6 2

.

Note que a primeira tabela é standard, mas a segunda não.

Considerando σ ∈ Sn, temos que σTλ, a tabela obtida através de permutações

das entradas de Tλ, também é uma tabela de Young do diagrama Dλ.

Exemplo 1.84. Considere a tabela de Young T1 dada no exemplo anterior e a permutação

σ = (1 5 7) ∈ S9 temos

σT1 =
5 3 4 7
2 1 8
6 9

.
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Existe uma relação entre as tabelas standard e os graus dos Sn-caracteres irredu-

tíveis. Essa relação é descrita no seguinte teorema.

Teorema 1.85. Dada uma partição λ ` n, o número de tabelas standard de forma λ é

igual a dλ, o grau do caracter irredutível correspondente a λ.

Demonstração. Veja [7], p. 107, Corolário 3.1.13.

A seguir apresentaremos uma fórmula que calcula o número de tabelas standard

de alguma forma λ, ou seja, calcula o grau dλ do caracter χλ, denominada fórmula do

Gancho. Antes, vejamos a de�nição de gancho.

De�nição 1.86. Sejam λ = (λ1, ..., λk) ` n e (i, j) ∈ Dλ. De�nimos o gancho (i, j)

de Dλ como sendo o conjunto dos quadrados da linha i que estão à direita do quadrado

(i, j) (incluindo o próprio quadrado (i, j)) e dos quadrados da coluna j que estão abaixo

do quadrado (i, j). O comprimento do gancho, é dado por:

hij = λi + λ′j − i− j + 1

onde λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
s) é a partição conjugada de λ.

Exemplo 1.87. Considere a partição λ = (4, 3, 3, 2) ` 12. Representamos o gancho (1,2)

do diagrama Dλ na �gura abaixo.
X X X
X
X
X

Note que o comprimento do gancho h12 = 6, exatamente o número de quadrados

sinalizados com o X.

Proposição 1.88 (Fórmula do Gancho). Sejam λ ` n e dλ é o grau do Sn-caracter

irredutível correspondentes a λ. Então

dλ =
n!∏

i,j

hij
,

onde o produto percorre todos os quadrados do diagrama Dλ.

Demonstração. Veja [7], p . 56, Teorema 2.3.21.

A�m de descrever os ideais minimais à esquerda de KSn, vejamos as de�nições

de estabilizador linha e estabilizador coluna.
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De�nição 1.89. Considere uma tabela de Young Tλ. O estabilizador de linhas RTλ de

Tλ é o subgrupo de Sn consistindo de todas as permutações que estabilizam as entradas das

linhas de Tλ. E o estabilizador de colunas CTλ de Tλ é o subgrupo de Sn consistindo

de todas as permutações que estabilizam as colunas de Tλ.

De�nição 1.90. Dada uma tabela Tλ, de�na o seguinte elemento de KSn

eTλ =
∑
σ∈RTλ

∑
τ∈CTλ

(sgnτ)στ

onde (sgnτ) é o sinal da permutação τ .

Para toda tabela Tλ de forma λ ` n, o elemento eTλ é múltiplo escalar de um

idempotente minimal de KSn e é chamado idempotente essencial.

Exemplo 1.91. Considere a partição λ = (2, 1) ` 3 e a tabela de Young

Tλ =
1 3
2

.

Temos que RTλ = {(1), (13)}, CTλ = {(1), (12)} e

eTλ = (1)(1)− (1)(12) + (13)(1)− (13)(12) = (1) + (12)− (13)− (123).

Por meio do seguinte teorema descrevemos, a menos de isomor�smos, os ideais

minimais à esquerda de KSn, ou seja, os Sn-módulos irredutíveis.

Teorema 1.92. Para toda tabela Tλ de forma λ ` n, KSneTλ é o ideal minimal à esquerda

com caracter χλ. Além disso, se µ é uma partição de n, então KSneTλ é isomorfo a

KSneTµ se, e somente se, λ = µ.

Demonstração. Veja [7], p. 106, Teorema 3.1.10.

Para cada λ ` n, denotamos por Mλ o Sn-módulo irredutível associado a λ.

Proposição 1.93. Se T1, . . . , Tdλ são todas tabelas standard de forma λ, então Iλ, o ideal

minimal de KSn associado a λ, tem a seguinte decomposição

Iλ =

dλ⊕
i=1

KSneTi .

Demonstração. Veja [7], p. 109, Teorema 3.1.24.
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1.7.3 Sn-representações sobre os polinômios multilineares

Nesta seção vamos apresentar uma ação do grupo Sn no espaço dos polinômios

multilineares em n variáveis. Além disso, apresentaremos ferramentas que auxiliam no

cálculo dos cocaracteres de uma álgebra.

Começamos com um resultado sobre Sn-módulos irredutíveis.

Lema 1.94. SejaM um Sn-módulo irredutível com caracter χ(M) = χλ, λ ` n. EntãoM
pode ser gerado como um Sn-módulo por um elemento da forma eTλf para algum f ∈ M
e alguma tabela de Young Tλ de forma λ. Além disso, para qualquer tabela de Young T ∗λ
de forma λ existe f ′ ∈M tal que M = KSneT ∗λf

′.

Demonstração. Veja [5], p. 52, Lema 2.4.1.

Por de�nição de RTλ , para todo σ ∈ RTλ temos que σeTλf = eTλf , ou seja, eTλf

é estável sobre RTλ-ação. Dessa forma, o número de elementos RTλ-estáveis de um Sn-

módulo irredutível está diretamente relacionado ao número de Sn-submódulos de M com

caracter χλ.

Vamos considerar agora uma PI-álgebra A e T (A) seu T -ideal de identidades.

Lembremos que, pelo Teorema 1.52, em característica zero, T (A) é determinado pelas

identidades multilineares. Vamos denotar por Pn, o espaço vetorial dos polinômios mul-

tilineares em x1, . . . , xn na álgebra livre L(X).

A Sn-ação à esquerda sobre um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, é dado por

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)),

para todo σ ∈ Sn.
Vamos estudar o espaço Pn ∩ T (A). Como T -ideais são invariantes sobre permu-

tações de variáveis, obtemos que Pn ∩ T (A) é um Sn-submódulo de Pn. Portanto,

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ T (A)

tem uma estrutura de Sn-módulo induzida pela ação de�nida anteriormente.

De�nição 1.95. Para todo n ≥ 1, o Sn-caracter de Pn(A) é chamado n-cocaracter de

A denotado por χn(A).

Decompondo o n-cocaracter em caracteres irredutíveis , obtemos que

χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ, (1.3)

onde χλ é o Sn-caracter associado a partição λ ` n e mλ ≥ 0 é a multiplicidade corres-

pondente.
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Uma ferramenta útil para calcular o n-cocaracter de uma álgebra é descrito no

seguinte teorema.

Teorema 1.96. Seja A uma PI-álgebra com n-cocaracter χn(A) dado em (1.3). Para

uma partição µ ` n, a multiplicidade mµ é igual a zero se, e somente se, para qualquer

tabela de Young Tµ de forma µ e qualquer polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ Pn, a álgebra A

satisfaz a identidade eTµf ≡ 0.

Demonstração. Veja [5], p. 55, Teorema 2.4.5.



Capítulo 2

Uma base para as identidades

Z-graduadas de W1

Neste capítulo mostramos uma base para as identidades Z-graduadas da álgebra

de Lie W1. Além disso, provamos que as identidades Z-graduadas de W1 não admitem

qualquer base �nita. Esses resultados foram provados em [4], artigo base do nosso traba-

lho. Aqui, estamos considerando L(X) e W1 Z-graduadas.

2.1 Teorema principal

Recordamos que como estamos trabalhando com álgebras sobre um corpo de

característica zero temos que cada TZ-ideal é gerado por seus elementos multilineares.

Assim, vamos trabalhar apenas com os polinômios multilineares.

Considere as seguintes identidades Z-graduadas em L(X):

[x
(i)
1 , x

(i)
2 ] ≡ 0, i ≥ −1 (2.1)

α[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]− β[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] ≡ 0 (2.2)

x(d) ≡ 0, d ≤ −2, (2.3)

em que α = (c− a)(b− c− a), β = (b− a)(c− b− a).
Vamos denotar por I o TZ-ideal gerado por essas identidades graduadas. O resul-

tado principal do nosso trabalho é mostrar que tais identidades formam uma base para

identidades Z-graduadas deW1, ou seja, que I = TZ(W1). Para isso precisaremos explorar

uma série de resultados chaves e auxiliares para chegarmos ao teorema principal com o

suporte necessário para demonstrá-lo. É o que faremos na sequência.

34
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Lembremos que o produto em W1, apresentado em (1.1) é dado por:

[ei, ej] = (j − i)ei+j,

para quaisquer i, j ≤ −1 e que ed = 0 para todo d ≤ −2, por de�nição.
Seja a1, . . . , an ≥ −1 tal que a1+ · · ·+ak ≥ −1 para todo k, 2 ≤ k ≤ n. Podemos

deduzir de [ea1 , ea2 ] = (a2 − a1)ea1+a2 que

• [ea1 , ea2 , ea3 ] = (a2 − a1)(a3 − a1 − a2)ea1+a2+a3 ,

• [ea1 , ea2 , ea3 , ea4 ] = (a2 − a1)(a3 − a1 − a2)(a4 − a3 − a2 − a1)ea1+a2+a3+a4 .

E seguindo por indução, deduzimos que

[ea1 , ea2 , . . . , ean ] = (a2 − a1)(a3 − a1 − a2) · · · (an − a1 − a2 − · · · − an1)ea1+···+an .

Note que se al ≤ −2 para algum l então a equação acima é falsa em geral, por exemplo,

[e−2, e1, e2] = 0 6= 3e1. Provamos no seguinte lema que [ea1 , . . . , ean ] é um múltiplo de

ea1+···+an para todo a1, . . . , an ≥ −1, ainda que tenhamos a1 + · · ·+ ak ≤ −2 para algum

k. Isso facilitará a realização de algumas contas com os elementos da base de W1.

Lema 2.1. Sejam a1, . . . , an inteiros. Para todo a1, . . . , an ≥ −1 (n ≥ 2) vale a seguinte

igualdade:

[ea1 , . . . , ean ] = αnea1+···+an , (2.4)

em que αn = (a2 − a1)(a3 − a1 − a2) · · · (an − a1 − · · · − an−1).

Demonstração. Vamos provar por indução em n. Se n = 2 então, por (1.1), o lema é

válido. Suponha n > 2. Pela hipótese de indução, para todo k < n temos

[ea1 , ea2 , . . . , eak ] = αkea1+a2+···+ak

onde αk = (a2−a1)(a3−a2−a1) · · · (ak−a1−a2−· · ·−ak−1). Assim, se a1+· · ·+an−1 ≥ −1
então, por (1.1),

[ea1 , . . . , ean ] = αn−1[ea1+···+an−1 , ean ]

= αn−1(an − a1 − a2 − · · · − an−1)ea1+···+an
= αnea1+···+an .

Agora suponha que a1 + · · · + an−1 6 −2. Tome k mínimo com 2 ≤ k < n tal que

a1 + · · ·+ ak ≤ −2. Isso implica que a1 + · · ·+ ak−1 ≥ −1. Logo,

a1 + · · ·+ ak−1 = −1
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e ak = −1 já que ai ≥ −1, para todo i. Por outro lado,

[ea1 , . . . , eak−1
, ek] = αk−1[ea1+···ak−2

, eak ]

= αk−1[e−1, e−1]

= 0.

Isso implica que [ea1 , . . . , ean ] = 0. Mas, ak − a1 − · · · − ak−1 = −1 + 1 = 0, implicando

em αn = 0. Portanto, [ea1 , . . . , ean ] = 0 = αnea1+···+an . Assim, completamos a prova.

No lema a seguir, provamos que as identidades graduadas dadas no início deste

capítulo são identidades graduadas para W1. Dessa forma, concluímos que I está contido

no conjunto das identidades graduadas de W1, o que prova parte do resultado principal.

Lema 2.2. As identidades (2.1), (2.2) e (2.3), ou seja,

• [x
(i)
1 , x

(i)
2 ] ≡ 0, i ≥ −1;

• α[x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ]− β[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] ≡ 0;

• x(d) ≡ 0, d ≤ −2,

em que α = (c − a)(b − c − a), β = (b − a)(c − b − a) são identidades Z-graduadas da

álgebra de Lie W1 sobre K.

Demonstração. Como esses polinômios são multilineares, ou seja, são lineares em cada

uma de suas variáveis é su�ciente mostrar que cada uma se anula na avaliação dos ele-

mentos da base de W1.

Já mostramos, no Exemplo 1.42 que (2.1) são identidades graduadas de W1. Te-

mos pela graduação deW1 que para todo d ≤ −2, Ld = {0}. Assim, (2.3) são trivialmente,

identidades graduadas para W1. Resta mostrar que (2.2) são identidades graduadas para

W1.

Se a ≤ −2 (analogamente se b ≤ −2 ou c ≤ −2) então x(a)1 ≡ 0 e [x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ] ≡

[x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] ≡ 0. Assim, (2.2) são identidade graduadas para W1. Suponhamos que

a, b, c ≥ −1. Neste caso, para mostrar que as identidades (2.2) são satisfeitas em W1,

basta provar que

α[ea, eb, ec]− β[ea, ec, eb] = 0.

Pela relação (2.4) descrita no Lema 2.1 temos

[ea, eb, ec] = (b− a)(c− a− b)ea+b+c = βea+b+c,

[ea, ec, eb] = (c− a)(b− a− c)ea+b+c = αea+b+c.
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Substituindo essas equações em α[ea, eb, ec]− β[ea, ec, eb] obtemos

αβea+b+c − βαea+b+c = 0.

Logo, (2.2) são identidades graduadas para W1.

Diante desse lema, para provarmos nosso resultado principal resta garantir que

TZ(W1) está contido em I. A partir daqui, todos os resultados que antecedem o teorema

principal, tem como objetivo garantir a prova dessa continência. O próximo lema será

usado diretamente na prova desse fato.

Lema 2.3. Seja m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] ∈ L(X) um comutador multilinear. Se m ∈
TZ(W1), então m ∈ I.

Demonstração. Se existe l com 1 ≤ l ≤ n tal que al ≤ −2, então m pertence ao TZ-ideal

gerado por {x(d) | d ≤ −2}. Isso implica que m ∈ I. Suponha agora que al ≥ −1 para

todo l, 1 ≤ l ≤ n. Como m ∈ TZ(W1) temos [ea1 , . . . , ean ] = 0. Por (2.4), temos:

αnea1+···+an = 0.

Isso implica que αn = 0 ou ea1+···+an = 0. Assim, se αn = (a2− a1)(a3− a1− a2) · · · (an−
a1 − · · · − an−1) = 0 então (al − a1 − · · · − al−1) = 0 para algum l, 2 ≤ l ≤ n. Logo,

al = a1 + a2 + · · · + al−1. Isso implica que [x
(a1)
i1

, . . . , x
a(l−1)

il−1
, x

(al)
il

] pertence ao TZ-ideal

gerado por {[x(i)1 , x
(i)
2 ] | i ≥ −1}. Portanto, [x(a1)i1

, . . . , x
(al)
il

] ∈ I e m ∈ I. Agora, se

ea1+···+an = 0 então a1+ · · ·+an ≤ −2. Isso implica que m pertence ao TZ- ideal graduado

gerado por {x(d) | d ≤ −2} e m ∈ I. Em todo caso m ∈ I, provando o lema.

Agora vamos de�nir 5 tipos de comutadores multilineares de comprimento maior

que 2 que não pertencem a I e para cada tipo de�nimos um comutador da forma canônica.

Os comutadores da forma canônica vão nos permitir provar resultados gerais acerca dos

comutadores multilineares que não pertencem a I. Dessa forma, esses comutadores são

fundamentais na prova do resultado principal. Lembrando que I é o TZ-ideal gerado pelas

identidades graduadas (2.1), (2.2) e (2.3).

Escrevemos x(a)i > x
(b)
j se a > b ou a = b e i > j. Sabemos que, pela Proposição

1.55, cada comutador multilinear m = [x
(b1)
j1
, . . . , x

(bn)
jn

] ∈ L(X) pode ser escrito como uma

combinação linear de comutadores normados à esquerda com a primeira variável �xada.

Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que cada elemento multilinear de

L(X) é uma combinação linear de comutadores [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] onde x(a1)i1
> x

(al)
il

para

todo l > 1. Assim, podemos trabalhar apenas com os comutadores multilineares que

satisfazem essa ordem.

Seja m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] (n ≥ 3) um comutador multilinear tal que m /∈ I e

x
(a1)
i1

> x
(al)
il

para todo l > 1, temos que m é de um dos tipos a seguir.
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Tipo 1. Dizemos que m é um comutador do tipo 1 se a1 > 1 e existe l, 2 ≤ l ≤ n, tal

que 0 < al < a1. Por exemplo,

m1 = [x
(3)
1 , x

(−1)
2 , x

(1)
3 , x

(0)
4 ].

Tipo 2. Dizemos que m é um comutador do tipo 2 se a1 > 1, al ∈ {−1, 0, a1} para todo

l > 1 e existe l′ tal que al′ = a1. Por exemplo,

m2 = [x
(2)
3 , x

(−1)
2 , x

(2)
1 , x

(0)
4 ].

Tipo 3. Dizemos que m é um comutador do tipo 3 se a1 > 1 e al ∈ {−1, 0} para todo

l > 1. Por exemplo,

m3 = [x
(2)
1 , x

(−1)
2 , x

(−1)
3 , x

(−1)
4 ].

Tipo 4. Dizemos que m é um comutador do tipo 4 se a1 = 1. Notemos que neste caso,

al ∈ {1, 0,−1} para todo l > 1. Por exemplo,

m4 = [x
(1)
3 , x

(−1)
2 , x

(1)
1 , x

(−1)
4 ].

Tipo 5. Dizemos que m é um comutador do tipo 5 se a1 = 0. Notemos que neste caso,

al ∈ {0,−1} para todo l > 1. Por exemplo,

m5 = [x
(0)
4 , x

(−1)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
1 ].

Logo, cada comutador multilinear de comprimento n ≥ 3 em L(X) tal que m /∈ I é escrito
como combinação linear de comutadores desses tipos. Para cada um dos tipos descritos,

de�nimos a seguir seus respectivos comutadores da forma canônica.

Tipo 1 (forma canônica). Um comutador m do tipo 1 é da forma canônica se

m = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(ar)
ir

, x
(−1)
ir+1

, . . . , x
(−1)
in

],

onde a2 ≥ 0, 2 ≤ r ≤ n, x(a2)i2
< x

(a3)
i3

< · · · < x
(ar)
ir

< x
(a1)
i1

, ir+1 < · · · < in e

0 < al < a1 para algum l, 2 ≤ l ≤ r. Neste caso, pode acontecer r = n, ou seja, m

pode não conter variáveis com Z-grau −1.

Tipo 2 (forma canônica).Um comutador m do tipo 2 é da forma canônica se

m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
is
, x

(−1)
is+1

, . . . , x
(−1)
in

],

onde a = a1, r ≥ 1, r + 2 ≤ s ≤ n, i2 < · · · < ir, ir+1 < is+1 < · · · < in,

ir+2 < · · · < is < i1. Notemos que pode acontecer r = 1 e neste caso m não conteria
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variáveis com Z-grau 0. Notemos também que é necessário a variável xir+1 com

Z-grau −1, pois caso contrário, m pertenceria a I.

Tipo 3 (forma canônica). Um comutador m do tipo 3 é da forma canônica se

m = [x
(a1)
i1

, x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, . . . , x
(−1)
in

],

onde 1 ≤ r ≤ n, i2 < · · · < ir e ir+1 < · · · < in. Notemos que neste caso, pode

acontecer r = 1, ou seja, m não conter variáveis com Z-grau 0. Pode ocorrer também

r = n, ou seja, m não conter variáveis de Z-grau −1.

Tipo 4 (forma canônica). Um comutador m = [x
(1)
i1
, x

(a2)
i2

, x
(a3)
i3

] do tipo 4 e de compri-

mento 3 é da forma canônica se

(a2, a3) =


(0,−1);
(−1, 1) e i3 < i1;

(0, 0) ou (−1,−1), i2 < i3.

Um comutador m do tipo 4 e de comprimento n ≥ 4 é da forma canônica se

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an−1)
in−1

, x
(an)
in

],

onde 1 ≤ r ≤ n, i2 < · · · < ir,

(an−3, an−2, an−1) =



(1,−1,−1) ou (1,−1, 1) se r ≤ n− 3 e (n− r) é par;
(−1, 1,−1) se r ≤ n− 3 e (n− r) é ímpar;

(0,−1,−1) ou (0,−1, 1) se r = n− 2;

(0, 0,−1) se r = n− 1;

(0, 0, 0) se r = n.

e temos o seguinte:

• se (an−2, an−1, an) = (1,−1,−1) então ir+1 < ir+3 · · · < in−3 < in−1 < in e

ir+2 < ir+4 < · · · < in−2 < i1;

• se (an−2, an−1, an) = (1,−1, 1) então ir+1 < ir+3 < · · · < in−3 < in−1 e

ir+2 < ir+4 < · · · < in−2 < in < i1;

• se (an−2, an−1, an) = (1, 1,−1) então ir+1 < ir+3 < · · · < in−2 < in e ir+2 <

ir+4 < · · · < in−1 < i1;
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• se (an−2, an−1, an) = (0,−1,−1) então in−1 < in;

• se (an−2, an−1, an) = (0,−1, 1) então in < i1.

Tipo 5 (forma canônica). Um comutador m do tipo 5 é da forma canônica se

m = [x
(0)
i1
, x

(−1)
i2

, x
(0)
i3
, . . . , x

(0)
in
],

onde i3 < i4 < · · · < i1.

Resumimos na seguinte tabela os tipos de comutadores e seus respectivos comu-

tadores na forma canônica.

Tipos Forma canônica

Tipo 1
a1 > 1 e existe l, 2 ≤ l ≤ n,
tal que 0 < al < a1 m = [x

(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(ar)
ir

, x
(−1)
ir+1

, . . . , x
(−1)
in

]

Tipo 2
a1 > 1, al ∈ {−1, 0, a1} para todo l > 1

e existe l′ tal que al′ = a1 m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
is
, x

(−1)
is+1

, . . . , x
(−1)
in

]

Tipo 3

a1 > 1 e al ∈ {−1, 0} para todo l > 1 m = [x
(a1)
i1

, x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, . . . , x
(−1)
in

]

Tipo 4

a1 = 1 m = [x
(1)
i1
, x

(a2)
i2

, x
(a3)
i3

] (n = 3),
(a2, a3) = (0,−1), (−1, 1), (0, 0) ou (−1,−1)

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an−1)
in−1

, x
(an)
in

] (n ≥ 4)
(an−2, an−1, an) = (1,−1,−1), (1,−1, 1), (−1, 1,−1), (0,−1,−1),
(0,−1, 1), (0, 0,−1) ou (0, 0, 0)

Tipo 5

a1 = 0 m = [x
(0)
i1
, x

(−1)
i2

, x
(0)
i3
, . . . , x

(0)
in
]

Tabela 2.1: Tipos de comutadores e suas respectivas formas canônicas

Lema 2.4. (i) Cada comutador multilinear m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] (n ≥ 3) tal que m /∈ I e

x
(a1)
i1

> x
(al)
il

para todo l > 1 é de um certo tipo i, 1 ≤ i ≤ 5;

(ii) Para cada tipo de comutador m, existe exatamente um comutador multilinear

m1 da forma canônica no mesmo conjunto de variáveis {x(a1)i1
, . . . , x

(an)
in
}.

Demonstração. (i) De fato, temos que a1 ≥ 0, pois caso contrário a1 = −1 e al = −1 para
todo l, 2 ≤ l ≤ n. Isso implicaria em m ∈ I, uma contradição. Logo, m é exatamente de

um dos tipos de�nidos.

(ii) Se m é do tipo 1 ou tipo 3 então permutamos as variáveis de forma adequada

e obtemos um comutador da forma canônica.

Se m é do tipo 2 então deve existir l > 1 tal que al = −1, pois caso contrário

al ∈ {0, a1} para todo l e m ∈ I.
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Se m é do tipo 5 então a1 = 0 isso implica que a2 = −1 (pois caso contrário

a2 = 0 e m ∈ I). Dessa forma al = 0 para todo l, 3 ≤ l ≤ n, pois caso contrário m ∈ I.
Por �m, sem é um comutador do tipo 4 então a1 = 1. Note que se, para algum l o

comutadorm′ = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(al)
il

] é de Z-grau 1 então al+1 6= 1 (pois, caso contráriom ∈ I).
Nessa situação temos al+1 ≤ 0. Similarmente se m′ tem Z-grau −1 então al+1 ≥ 0. Logo,

m é de Z- grau 1, 0 ou −1 de modo que a diferença entre o número de entradas x(al)il
em

m de Z-grau 1 e o número de entradas de Z-grau −1 é no máximo 1.

Portanto, para cada tipo de comutadorm existe um comutador da forma canônica

no mesmo conjunto de variáveis.

Vejamos alguns exemplos em que encontraremos o comutador da forma canônica

nas mesmas variáveis de um determinado comutador multilinear não pertencente a I.

Exemplo 2.5. Considere os seguintes comutadores pertencentes a L(X)

m1 = [x
(2)
1 , x

(1)
2 , x

(−1)
3 , x

(1)
4 , x

(0)
5 ], m2 = [x

(3)
4 , x

(−1)
2 , x

(−1)
3 , x

(3)
1 , x

(0)
5 ],

m3 = [x
(4)
5 , x

(−1)
4 , x

(−1)
3 , x

(0)
2 , x

(0)
1 ], m4 = [x

(1)
3 , x

(−1)
2 , x

(1)
1 , x

(−1)
4 , x

(0)
5 ],

dos tipos 1,2,5 e 4, respectivamente. Temos que:

• m′1 = [x
(2)
1 , x

(1)
2 , x

(1)
4 , x

(0)
5 , x

(−1)
3 ] é um comutador da forma canônica do tipo 1 nas

mesmas variáveis de m1.

• m′2 = [x
(3)
4 , x

(0)
5 , x

(−1)
2 , x

(3)
1 , x

(−1)
3 ] é um comutador da forma canônica do tipo 2 nas

mesmas variáveis de m2.

• m′3 = [x
(4)
5 , x

(0)
1 , x

(0)
2 , x

(−1)
3 , x

(−1)
4 ] é um comutador da forma canônica do tipo 3 nas

mesmas variáveis de m3.

• m′4 = [x
(1)
3 , x

(0)
5 , x

(−1)
2 , x

(1)
1 , x

(−1)
4 ] é um comutador da forma canônica do tipo 4 nas

mesmas variáveis de m4.

Observamos que em m1, para escrevermos o comutador na forma canônica bastou

organizar as variáveis em ordem decrescente de Z-graus e depois em ordem crescente de

índices para as variáveis de mesmo Z-grau. Mas não podemos proceder da mesma forma

sempre, pois eventualmente podemos encontrar um comutador nas mesmas variáveis de

m pertencente a I. Por isso, devemos estar atentos as condições dadas em cada tipo

especí�co.

Vamos apresentar alguns lemas que oferecem técnicas para trabalharmos com

os comutadores multilineares por meio da congruência módulo o conjunto I. Muitas

das técnicas refere-se a como permutar (módulo I) variáveis de Z-graus especí�cos em

determinados comutadores multilineares. Essas técnicas vão permitir relacionar, também
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através da congruência módulo I, comutadores multilineares não pertencentes a I com

os comutadores da forma canônica. Por enquanto, vamos nos limitar ao estudo dessas

técnicas.

No que segue, u ≡ v signi�ca que u ≡ v (mod I), isto é, u− v ∈ I.
A seguinte observação é usada com frequência na prova de alguns lemas.

Observação 2.6. Seja m = [x
(a1)
1 , . . . , x

(an)
n ] (n ≥ 3) um comutador multilinear. Se

m = [x
(a1)
1 , . . . , x(ar)r , x

(ar+1)
r+1 , . . . , x(an)n ] ≡ [x

(a1)
1 , . . . , x

(ar+1)
r+1 , x(ar)r , . . . , x(an)n ],

2 ≤ r ≤ n então m ≡ [x
(a1)
1 , x

(aσ(2))

σ(2) , . . . , x
(aσ(r))

σ(r) , x
(aσ(r+1))

σ(r+1) , . . . , x
(aσ(n))

σ(n) ], para toda permuta-

ção σ de {2, ..., n}.

De fato, sabemos que toda permutação de {2, ..., n} pode ser escrita como produto

de transposições que por sua vez podem ser escritos como um produto de transposições

do tipo (i (i + 1)), 3 ≤ i ≤ n. Isso justi�ca a validade da Observação 2.6. Vejamos um

exemplo.

Exemplo 2.7. Seja m = [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 , x

(a4)
4 ] e σ = (24), então

m = [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 , x

(a4)
4 ] ≡ [x

(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a4)
4 , x

(a3)
3 ]

≡ [x
(a1)
1 , x

(a4)
4 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ]

≡ [x
(a1)
1 , x

(a4)
4 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ].

Veja que a transposição (24) que permuta a segunda e a quarta variável em m é igual ao

produto de transposições que permutam duas variáveis sucessivas.

O lema subsequente permite permutarmos (módulo I) as últimas variáveis de um

comutador multilinear, desde que essas variáveis tenham o mesmo Z-grau.

Lema 2.8. Temos que

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ] ≡ [x

(a3)
3 , x

(a2)
2 , x

(a1)
1 ] e [x(a2)2 , x

(a3)
3 , x

(a1)
1 ] ≡ [x

(a2)
2 , x

(a1)
1 , x

(a3)
3 ] (2.5)

sempre que a1 = a3 ou a2 = a1 + a3.

E, para cada n ≥ 3,

[x
(a1)
1 , x

(a)
σ(2), . . . , x

(a)
σ(n)] ≡ [x

(a1)
1 , x

(a)
2 , . . . , x(a)n ] (2.6)

para toda permutação σ de {2, 3, . . . , n}.

Demonstração. Vamos mostrar que vale (2.5). De fato, pela identidade de Jacobi,

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ] + [x

(a2)
2 , x

(a3)
3 , x

(a1)
1 ] + [x

(a3)
3 , x

(a1)
1 , x

(a2)
2 ] = 0.
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Usando a anticomutatividade, temos:

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ]− [x

(a3)
3 , x

(a2)
2 , x

(a1)
1 ]− [x

(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ] = 0.

Isso implica que

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ]− [x

(a3)
3 , x

(a2)
2 , x

(a1)
1 ] = [x

(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ].

Assim, se a1 = a3 então [x
(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ] = [x

(a1)
1 , x

(a1)
3 , x

(a2)
2 ] pertence ao TZ-ideal ge-

rado pelas identidades graduadas (2.1). Isso implica que [x
(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ] ∈ I. Logo,

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ]− [x

(a3)
3 , x

(a2)
2 , x

(a1)
1 ] ∈ I. Se a2 = a1+a3 então [x

(a1)
1 , x

(a3)
3 ] tem Z-grau a2.

Isso implica que [x(a1)1 , x
(a3)
3 , x

(a2)
2 ] pertence ao TZ-ideal gerado pelas identidades graduadas

(2.1). Logo, [x(a1)1 , x
(a2)
2 , x

(a3)
3 ]− [x

(a3)
3 , x

(a2)
2 , x

(a1)
1 ] ∈ I, ou seja,

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ] ≡ [x

(a3)
3 , x

(a2)
2 , x

(a1)
1 ].

De forma análoga, pela identidade de Jacobi e anticomutatividade, temos

[x
(a2)
2 , x

(a3)
3 , x

(a1)
1 ]− [x

(a2)
2 , x

(a1)
1 , x

(a3)
3 ] = [x

(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ].

Já vimos que [x
(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ] ∈ I sempre que a1 = a3 ou a2 = a1 + a3. Logo,

[x
(a2)
2 , x

(a3)
3 , x

(a1)
1 ] ≡ [x

(a2)
2 , x

(a1)
1 , x

(a3)
3 ].

Agora mostremos que vale (2.6). Para isso, vamos mostrar que para cada i ≥ 3

com ai−1 = ai, tem-se

[x
(a1)
1 , . . . , x

(ai−2)
i−2 , x

(ai−1)
i−1 , x

(ai)
i ] ≡ [x

(a1)
1 , . . . , x

(ai−2)
i−2 , x

(ai)
i , x

(ai−1)
i−1 ]. (2.7)

De fato, para i = 3 temos por (2.5) que [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 ] ≡ [x

(a1)
1 , x

(a3)
3 , x

(a2)
2 ], já que

a3 = a2. Suponhamos, por hipótese de indução que vale (2.7) para todo comutador de

tamanho i− 1. Assim, se ai−1 = ai então

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 , . . . , x

(ai−2)
i−2 , x

(ai−1)
i−1 , x

(ai)
i ]− [x

(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(a3)
3 , . . . , x

(ai−2)
i−2 , x

(ai)
i , x

(ai−1)
i−1 ] =

[[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 ], x

(a3)
3 , . . . , x

(ai−2)
i−2 , x

(ai−1)
i−1 , x

(ai)
i ]−[[x(a1)1 , x

(a2)
2 ], x

(a3)
3 , . . . , x

(ai−2)
i−2 , x

(ai)
i , x

(ai−1)
i−1 ] ∈ I.

Logo, provamos (2.7). Assim, pela Observação 2.6, temos

[x
(a1)
1 , x

(a)
σ(2), . . . , x

(a)
σ(n)] ≡ [x

(a1)
1 , x

(a)
2 , . . . , x(a)n ]

para cada permutação σ de {2, 3, . . . , n}, pois σ pode ser escrito como um produto de

transposições ((i− 1) i), 3 ≤ i ≤ n. Portanto, provamos o lema.
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O lema seguinte mostra que podemos permutar (módulo I) primeira e última

variável de mesmo Z-grau de um comutador multilinear, em que as variáveis interme-

diárias possuem Z-graus iguais. E ainda, podemos permutar (módulo I) essas variáveis

intermediárias da forma que quisermos.

Lema 2.9. Temos

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
4 ] ≡ [x

(a)
4 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
1 ]. (2.8)

Em geral, para cada n ≥ 4

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−1, x

(a)
n ] ≡ [x(a)n , x

(b)
σ(2), . . . , x

(b)
σ(n−1), x

(a)
1 ] (2.9)

para toda permutação σ de {2, 3, . . . , n}.

Demonstração. Por (2.1) temos que

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , [x

(b)
3 , x

(a)
4 ]] ≡ 0 e [x

(a)
4 , x

(b)
2 , [x

(a)
1 , x3

(b)]] ≡ 0.

Pela Observação 1.53,

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
4 ]− [x

(a)
1 , x2

(b), x
(a)
4 , x

(b)
3 ] = [x

(a)
1 , x

(b)
2 , [x

(b)
3 , x

(a)
4 ]] ∈ I

e

[x
(a)
4 , x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(b)
3 ]− [x

(a)
4 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
1 ] = [x

(a)
4 , x

(b)
2 , [x

(a)
1 , x

(b)
3 ]] ∈ I.

Isso implica que

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
4 ] ≡ [x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(a)
4 , x

(b)
3 ] e [x(a)4 , x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(b)
3 ] ≡ [x

(a)
4 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
1 ].

Por outro lado, usando (2.5) temos que [x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(a)
4 ] ≡ [x

(a)
4 , x

(b)
2 , x

(a)
1 ]. Assim,

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(a)
4 , x

(b)
3 ] ≡ [x

(a)
4 , x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(b)
3 ].

Logo,

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
4 ] ≡ [x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(a)
4 , x

(b)
3 ]

≡ [x
(a)
4 , x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(b)
3 ]

≡ [x
(a)
4 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , x

(a)
1 ].

Agora, para n ≥ 4, temos por (2.6), que

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−1] ≡ [x

(a)
1 , x

(b)
σ(2), . . . , x

(b)
σ(n−1)]
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para toda permutação σ de {2, 3, . . . , n− 1}. Isso implica que

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−1, x

(a)
n ] ≡ [x

(a)
1 , x

(b)
σ(2), . . . , x

(b)
σ(n−1), x

(a)
n ]

para toda permutação σ de {2, . . . , n−1}, em particular para σ igual a identidade. Assim,

para provarmos (2.9), basta mostrar que:

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−1, x

(a)
n ] ≡ [x(a)n , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−1, x

(a)
1 ].

Vamos mostrar isso por indução em n. Por (2.8) temos que o resultado é válido para

n = 4. Se n > 4, então, por hipótese de indução,

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n ] ≡ [x(a)n , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
1 ],

[x
(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n ] ≡ [x(a)n , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
1 ],

já que [x(a)1 , x
(b)
2 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n ] e [x(a)1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n ] são comutadores de tama-

nho n− 1. Assim,

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n , x

(b)
n−1] ≡ [x(a)n , x

(b)
2 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
1 , x

(b)
n−1], (2.10)

[x
(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n , x

(b)
2 ] ≡ [x(a)n , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
1 , x

(b)
2 ] (2.11)

Além disso, pela Observação 1.53, temos:

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n , x

(b)
n−1] = [x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
n ]

+ [x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
n , x

(b)
n−1]],

[x(a)n , x
(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
1 , x

(b)
n−1] = [x(a)n , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
1 ]

+ [x(a)n , x
(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
n−1]].

E por hipótese de indução,

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
n , x

(b)
n−1]] ≡ [x(a)n , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
2 ]].

Assim, podemos reescrever (2.10) da seguinte forma:

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
n ] + [x(a)n , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
2 ]]

≡ [x(a)n , x
(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
1 ] + [x(a)n , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
n−1]]. (2.12)
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Similarmente, temos pela Observação 1.53 que:

[x
(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
n , x

(b)
2 ] = [x

(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
2 , x(a)n ]

+ [x
(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
n , x

(b)
2 ]],

[x(a)n , x
(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(a)
1 , x

(b)
2 ] = [x(a)n , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
2 , x

(a)
1 ]

+ [x(a)n , x
(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
2 ]].

Usando (2.6) temos

[x
(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
2 , x(a)n ] ≡ [x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
n ],

[x(a)n , x
(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
2 , x

(a)
1 ] ≡ [x(a)n , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
1 ].

Novamente, por hipótese de indução,

[x
(a)
1 , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
n , x

(b)
2 ]] ≡ [x(a)n , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
n−1]].

Assim, podemos reescrever (2.11), como

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
n ] + [x(a)n , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
n−1]]

≡ [x(a)n , x
(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
1 ] + [x(a)n , x

(b)
n−1, x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, [x

(a)
1 , x

(b)
2 ]]. (2.13)

Como estamos trabalhando sobre um corpo de característica zero temos que as congruên-

cias A + C ≡ B +D e A +D ≡ B + C implicam em A ≡ B. Assim, por (2.12) e (2.13)

concluímos que

[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , . . . , x

(b)
n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
n ] ≡ [x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(b)
3 , · · · , x(b)n−2, x

(b)
n−1, x

(a)
n ],

como requerido.

O próximo lema, permite permutarmos (módulo I) a primeira variável e a última

variável de um comutador multilinear, desde que as duas variáveis tenham Z-grau −1 e

as variáveis intermediárias tenham Z-grau maiores ou iguais a 0.

Lema 2.10. Sejam n ≥ 0 e ai ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. Então,

[x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)] ≡ [y(−1), z

(a1)
1 , . . . , z(an)n , x(−1)].

Demonstração. Para n = 0, por (2.1), temos

[x(−1), y(−1)] ≡ 0 ≡ [y(−1), x(−1)].



47

Assim, é su�ciente provar o lema para n ≥ 1. Primeiro, vamos assumir que

[x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)] ∈ I.

Neste caso,

[e−1, ea1 , . . . , ean , e−1] = 0.

Isso implica que [y(−1), z
(a2)
1 , . . . , z

(an)
n , x(−1)] ∈ I. Assim,

[x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)] ≡ 0 ≡ [y(−1), z

(a2)
1 , . . . , z(an)n , x(−1)].

Vamos supor que m = [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(an)
n , y(−1)] /∈ I. Provaremos isto por indução em

n.

Para n = 1, por (2.5), obtemos que [x(−1), z
(a1)
1 , y(−1)] ≡ [y(−1), z

(a1)
1 , x(−1)], como

desejado.

Para n = 2, temos dois casos a analisar. Se a1 = a2, então, por (2.8) temos:

[x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , y(−1)] ≡ [y(−1), z

(a1)
1 , z

(a2)
2 , x(−1)].

Agora, para a1 6= a2 note que a2 6= a1 − 1, pois caso contrário, [x(−1), z(a1)1 , z
(a2)
2 ] ∈ I,

implicando em [x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , y(−1)] ∈ I, o que é uma contradição já que supomos

m /∈ I. Por (2.2), temos

α[z
(a1)
1 , x(−1), z

(a2)
2 ] ≡ β[z

(a1)
1 , z

(a2)
2 , x(−1)] e α[z

(a1)
1 , y(−1), z

(a2)
2 ] ≡ β[z

(a1)
1 , z

(a2)
2 , y(−1)]

onde α = −(a2−a1)(1+a2+a1) = −(a2−a1)(a1+a2+1) e β = −(1+a1)(a2+1−a1) =
−(a1 + 1)(a2 − a1 + 1).

Note que se α = 0 então a2 − a1 = 0 ou a1 + a2 + 1 = 0. No primeiro caso

teríamos a2 = a1 , uma contradição, pois supomos a1 6= a2. O outro caso é impossível já

que a1, a2 ≥ 0. Logo, α 6= 0. Agora, se β = 0 então a1 + 1 = 0 ou a2 − a1 + 1 = 0. Não

pode ocorrer a1+1 = 0 pois, por hipótese, ai ≥ 0 para todo i. Também não pode ocorrer

a2 − a1 + 1 = 0, pois isso implicaria em a1 = 0 e a2 = −1 ou a1 = 1 e a2 = 0. E assim

teríamos a2 = a1 − 1, uma contradição. Logo, β 6= 0.

Observe que, pelo provado para n = 1,

[z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , x(−1), y(−1)] = −[x(−1), [z(a1)1 , z

(a2)
2 ], y(−1)]

≡ −[y(−1), [z(a1)1 , z
(a2)
2 ], x(−1)] = [z

(a1)
1 , z

(a2)
2 , y(−1), x(−1)].
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Assim,

[x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , y(−1)] = −[z(a1)1 , x(−1), z

(a2)
2 , y(−1)]

≡ −βα−1[z(a1)1 , z
(a2)
2 , x(−1), y(−1)]

≡ −βα−1[z(a1)1 , z
(a2)
2 , y(−1), x(−1)]

≡ −βα−1(αβ−1[z(a1)1 , y(−1), z
(a2)
2 , x(−1)])

= −[z(a1)1 , y(−1), z
(a2)
2 , x(−1)]

= [y(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , x(−1)].

Logo, temos o resultado para n = 2.

Agora, vejamos o caso geral. Suponha, o lema válido para comutadores de com-

primento menor que n+ 2. Considere,

m = [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)].

Seja

M = m− [y(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , x(−1)]

= [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), z

(a1)
1 , . . . , z(an)n , x(−1)].

Para mostrar o lema é su�ciente provar que M ≡ 0. Note que, pela Observação 1.53

temos

m = [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , [z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z(an)n , y(−1)] (2.14)

+ [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , z

(ai+1)
i+1 , z

(ai)
i , z

(ai+2)
i+2 , . . . , z(an)n , y(−1)].

Também, pela Observação 1.53, podemos escrever:

[[y(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , x(−1)] = (2.15)

[[y(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , [z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ]], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , x(−1)]

+[[y(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , z

(ai+1)
i+1 , z

(ai)
i ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , x(−1)].

Assim, substituindo (2.14) e (2.15) em M , temos

M = [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , [z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z(an)n , y(−1)]

+ [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , z

(ai+1)
i+1 , z

(ai)
i , z

(ai+2)
i+2 , . . . , z(an)n , y(−1)]

− [y(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , [z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z(an)n , x(−1)]

− [y(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , z

(ai+1)
i+1 , z

(ai)
i , z

(ai+2)
i+2 , . . . , z(an)n , x(−1)].
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Por hipótese de indução, temos

[x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , [z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , y(−1)]

−[y(−1), z(a1)1 , . . . , z
(ai−1)
i−1 , [z

(ai)
i , z

(ai+1)
i+1 ], z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , x(−1)] ≡ 0.

Logo,

M ≡ [x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z

(ai−1)
i−1 , z

(ai+1)
i+1 , z

(ai)
i , z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , y(−1)]

−[y(−1), z(a1)1 , . . . , z
(ai−1)
i−1 , z

(ai+1)
i+1 , z

(ai)
i , z

(ai+2)
i+2 , . . . , z

(an)
n , x(−1)].

Assim, conseguimos permutar em M duas variáveis sucessivas. Assim, pela Observação

2.6, para cada σ ∈ Sn temos M ≡Mσ, onde

Mσ = [x(−1), z
(aσ(1) )

σ(1) , . . . , z
(aσ(n) )

σ(n) , y(−1)]− [y(−1), z
(aσ(1) )

σ(1) , . . . , z
(aσ(n) )

σ(n) , x(−1)].

Assim, se Mσ ≡ 0 para alguma permutação σ ∈ Sn então M ≡ 0.

Agora estamos em posição de completar a prova do lema. Se a1 = · · · = an então,

por (2.9) temos:

[x(−1), z
(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)] ≡ [y(−1), z

(a1)
1 , . . . , z(an)n , x(−1)],

como requerido.

Suponha, agora, que pelo menos dois dos Z-graus ai são distintos, podemos as-

sumir sem perda de generalidade que a1 é o maior entre os a1, a2, . . . , an , em particular

a1 > a2. Temos por (2.2) que:

α[x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 ] ≡ β[x(−1), z

(a2)
2 , z

(a1)
1 ],

onde, α = (a2 + 1)(a1 − a2 + 1) e β = (a1 + 1)(a2 − a1 + 1).

Se β = 0 então a2−a1+1 = 0, pois a1+1 6= 0, já que a1 ≥ 0. Assim, a2 = a1− 1

e por (2.1),

[x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 ] ≡ 0 e [y(−1), z(a1)1 , z

(a2)
2 ] ≡ 0.

Logo, M ≡ 0 como requerido.

Suponhamos que β 6= 0 então

[x(−1), z
(a2)
2 , z

(a1)
1 ] ≡ ρ[x(−1), z

(a1)
1 , z

(a2)
2 ] e [y(−1), z(a2)2 , z

(a1)
1 ] ≡ ρ[y(−1), z

(a1)
1 , z

(a2)
2 ], (2.16)

onde ρ = αβ−1.
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Se ρ = 1 então α = β. Assim,

(a2 + 1)(a1 − a2 + 1) = (a1 + 1)(a2 − a1 + 1),

ou seja,

(a2 + 1)(a1 − a2 + 1)− (a1 + 1)(a2 − a1 + 1) = a21 − a22 + a1 − a2
= (a1 − a2)(a1 + a2 + 1) = 0.

Porém, se a1 − a2 = 0 então a1 = a2, um contradição, pois a1 > a2. E como a1, a2 ≥ 0,

não pode ocorrer a1 + a2 + 1 = 0. Logo, ρ 6= 1. Temos que

M(12) = [x(−1), z
(a2)
2 , z

(a1)
1 , z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), z

(a2)
2 , z

(a1)
1 , z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , x(−1)].

Escreva

M ′ = [x(−1), [z
(a1)
1 , z

(a2)
2 ], z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), [z

(a1)
1 , z

(a2)
2 ], z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , x(−1)].

Por (2.16) temos que

M(12) = [x(−1), z
(a2)
2 , z

(a1)
1 , . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), z

(a2)
2 , z

(a1)
1 , . . . , z(an)n , x(−1)]

≡ ρ([x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), z

(a1)
1 , z

(a2)
2 , . . . , z(an)n , x(−1)]) = ρM.

Assim, ρM ≡M(12). Por outro lado, pela Observação 1.53, temos

[x(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , . . . , z(an)n , y(−1)] = [x(−1), [z

(a1)
1 , z

(a2)
2 ], . . . , z(an)n , y(−1)]

+ [x(−1), z
(a2)
2 , z

(a1)
1 , z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , y(−1)]

e

[y(−1), z
(a1)
1 , z

(a2)
2 , . . . , z(an)n , x(−1)] = [y(−1), [z

(a1)
1 , z

(a2)
2 ], . . . , z(an)n , x(−1)]

+ [y(−1), z
(a2)
2 , z

(a1)
1 , z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , x(−1)].

Isso implica que:

M = [x(−1), [z
(a1)
1 , z

(a2)
2 ], . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), [z

(a1)
1 , z

(a2)
2 ], z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , x(−1)]

+ [x(−1), z
(a2)
2 , z

(a1)
1 , z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , y(−1)]− [y(−1), z

(a2)
2 , z

(a1)
1 , z

(a3)
3 , . . . , z(an)n , x(−1)]

= M ′ +M(12).
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Disso, segue que M(12) =M −M ′. Assim,

ρM ≡M(12) =M −M ′.

Isso implica que M − ρM =M ′. Logo,

(1− ρ)M ≡M ′.

Por hipótese de indução, M ′ ≡ 0. Como ρ 6= 1 temos M ≡ 0, como requerido.

Nos lemas anteriores estávamos trabalhando com comutadores multilineares quais-

quer. Agora vamos tratar de resultados que fornecem relações especí�cas para comuta-

dores multilineares que não pertencem a I.

Observamos que se em um comutador multilinear conseguirmos permutar (mó-

dulo I) duas variáveis de Z-grau −1 consecutivas, conseguimos permutar (módulo I)

quaisquer variáveis de Z-grau −1, pela mesma justi�cativa da Observação 2.6. Considere,

por exemplo,

m′ = [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(−1)
3 , x

(a4)
4 , x

(−1)
5 , x

(a6)
6 , x

(−1)
7 , x

(a8)
8 ],

tal que a4, a6 ≥ 0. Para permutarmos as variáveis x(−1)3 e x(−1)7 , assumindo que é sempre

possível a troca de duas variáveis de Z-grau −1 consecutivas, fazemos

[x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(−1)
3 , x

(a4)
4 , x

(−1)
5 , x

(a6)
6 , x

(−1)
7 , x

(a8)
8 ]

≡ [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(−1)
5 , x

(a4)
4 , x

(−1)
3 , x

(a6)
6 , x

(−1)
7 , x

(a8)
8 ]

≡ [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(−1)
5 , x

(a4)
4 , x

(−1)
7 , x

(a6)
6 , x

(−1)
3 , x

(a8)
8 ]

≡ [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , x

(−1)
7 , x

(a4)
4 , x

(−1)
5 , x

(a6)
6 , x

(−1)
3 , x

(a8)
8 ],

e obtemos o desejado.

O corolário a seguir, a�rma que isso é sempre possível em um comutador multi-

linear não pertencente a I.

Corolário 2.11. Sejam n ≥ 3 e m = [x
(a1)
1 , . . . , x

(an)
n ] ∈ L(X) um comutador multilinear

tal que m /∈ I . Suponha as = ar = −1 onde 1 ≤ s < r ≤ n. Então,

m = [x
(a1)
1 , . . . , x

(as−1)
s−1 , x(−1)s , x

(as+1)
s+1 , . . . , x

(ar−1)
r−1 , x(−1)r , x

(ar+1)
r+1 , . . . , x(an)n ]

≡ [x
(a1)
1 , . . . , x

(as−1)
s−1 , x(−1)r , x

(as+1)
s+1 , . . . , x

(ar−1)
r−1 , x(−1)s , x

(ar+1)
r+1 , . . . , x(an)n ].

Demonstração. Note que, pelo observado anteriormente, é su�ciente provar o corolário

assumindo que ai ≥ 0 para todo i tal que s < i < r, isto é, provar que podemos permutar

módulo I quaisquer duas variáveis de Z-grau −1 consecutivas. Seja

m′ = [x
(a1)
1 , . . . , x

(ak)
k , x(−1), y

(b1)
1 , . . . , y

(bt)
t , y(−1)],
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onde k = s− 1 ≥ 0, t = r − s− 1 ≥ 0 para cada i, 1 ≤ i ≤ t. Suponha m′ /∈ I. Se k = 0

então, pelo Lema 2.10 ( nesse caso t > 0, pois caso contrário m′ ∈ I), temos

[x(−1), y
(b1)
1 , . . . , y

(bt)
t , y(−1)] ≡ [y(−1), y

(b1)
1 , . . . , y

(bt)
t , x(−1)].

Se k ≥ 1 e m′ /∈ I então a1 + · · ·+ ak ≥ 0. Denote por d = [x
(a1)
1 , . . . , x

(ak)
k ], assim,

[d, x(−1), y
(b1)
1 , . . . , y

(bt)
t , y(−1)].

Pelo Lema 2.10,

m′ = −[x(−1), d, y(b1)1 , . . . , y
(bt)
t , y(−1)] ≡ −[y(−1), d, y(b1)1 , . . . , y

b(t)
t , x(−1)]

= [d, y(−1), y
(b1)
1 , . . . , y

(bt)
t , x(−1)].

Assim, podemos permutar (módulo I) duas entradas de Z-grau −1 consecutivas em m′

como requerido.

O lema seguinte, nos permite, sob algumas condições e a menos de uma constante,

permutar as duas últimas variáveis de um comutador multilinear não pertencente a I,

sendo a penúltima variável de Z-grau −1 e a última de Z-grau maior ou igual a 0.

Lema 2.12. Sejam n ≥ 3 e

m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

],

onde m /∈ I e an ≥ 0. Suponha que an 6= a1 + · · ·+ an−2. Então

m ≡ µ[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

],

onde µ ∈ K.

Demonstração. Temos, pela identidade (2.2), que

α[[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

], x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

] ≡ β[[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

], x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

],

onde α = −(an−a1−· · ·−an−2)(1+an+a1+ · · ·+an−2) e β = −(1+a1+ · · ·+an−2)(an+
1− a1 − · · · − an−2).

Note que, comom /∈ I temos [x(a1)i1
, . . . , x

(an−2)
in−2

, x
(−1)
n−1 ] /∈ I. Assim, a1+· · ·+an−2−

1 ≥ −1, isto é, a1+ · · ·+an−2 ≥ 0. Como an ≥ 0, temos que 1+(a1+ · · ·+an−2)+an ≥ 1.

Logo, 1 + a1 + · · · + an−2 + an 6= 0 e α 6= 0, pois por hipótese an 6= a1 + · · · + an−2.

Analogamente, temos (1 + a1 + · · · + an−2) 6= 0 e (an + 1 − a1 − · · · − an−2) 6= 0, já que
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−a1 − · · · − an−2 + 1 ≤ 1, ou seja, β 6= 0. Portanto,

m ≡ α−1β[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

],

como queríamos.

O lema que segue, sob certas condições, a�rma que podemos permutar (módulo

I), a menos de uma constante, a antepenúltima variável e última variável, sendo a an-

tepenúltima e a penúltima variável de Z-graus −1 e a última de Z-grau maior ou igual

a 0. Neste caso, escrevemos (módulo I) um comutador multilinear com as duas últimas

variáveis de Z-graus −1.

Lema 2.13. Sejam n ≥ 4 e

m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

],

onde m /∈ I e an ≥ 0. Suponha que an = a1 + · · ·+ an−3 − 1. Então

m ≡ µ[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

],

onde µ ∈ K.

Demonstração. Como an = a1 + · · ·+ an−3 − 1, temos, por (2.1) que

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

] ≡ 0.

Pela Observação 1.53 obtemos

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

, x
(an)
in

] = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−2

]

+ [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−1

, [x
(−1)
in−2

, x
(an)
in

]].

Isso implica que

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

] ≡ [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

]]. (2.17)

Por (2.2), temos

α[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

]] ≡ β[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

], x
(−1)
in−2

],

onde, α = −(an − 1 − a1 − · · · − an−3)(an + a1 + · · · + an−3) e β = −(1 + a1 + · · · +
an−3)(an − a1 − · · · − an−3). Note que

an − 1− a1 − · · · − an−3 = (an − a1 − · · · − an−3 + 1)− 2 = an − an − 2 = −2
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e

a1 + · · ·+ an−3 + an = (a1 + · · ·+ an−3 − 1) + an + 1 = an + an + 1 = 2an + 1 ≥ 1.

Disso, segue que α 6= 0 e que

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

]] ≡

α−1β[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

], x
(−1)
in−2

]. (2.18)

Como an = a1 + · · ·+ an−3 − 1, temos

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−2

] ≡ 0.

Novamente, pela Observação 1.53, temos

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

] = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, [x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

], x
(−1)
in−2

]

+ [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−2

]

= −[x(a1)i1
, . . . , x

(an−3)
in−3

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

], x
(−1)
in−2

]

+ [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−2

].

Isso implica que

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

], x
(−1)
in−2

] ≡ −[x(a1)i1
, . . . , x

(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

]. (2.19)

Assim, usando (2.17), (2.18) e (2.19), obtemos

m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
n−2 , x

(−1)
n−1 , x

(an)
in

]

≡ [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

]]

≡ α−1β[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, [x
(−1)
in−1

, x
(an)
in

], x
(−1)
in−2

]

≡ −α−1β[x(a1)i1
, . . . , x

(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

].

Portanto,

m ≡ [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

],

onde µ = −α−1β ∈ K, como requerido.

Agora, vamos utilizar as técnicas descritas nos resultados anteriores para relaci-

onar módulo I, os comutadores que não pertencem a I e os comutadores multilineares

da forma canônica . Mais especi�camente, queremos mostrar que para cada comutador

multilinear m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] /∈ I com x
(a1)
i2

> x
(al)
il

para todo l > 1, existem µ ∈ K e

um comutador da forma canônica m′ tais que m ≡ µm′. Esse é o recurso essencial para
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a prova do resultado principal.

Exemplo 2.14. Considere m = [x
(2)
1 , x

(−1)
2 , x

(0)
3 ] um comutador multlilinear. Notemos

que m é um comutador do tipo 3. Assim, pelo Lema 2.3, existe um comutador da forma

canônica nas mesmas variáveis de m. Neste caso, [x(2)1 , x
(0)
3 , x

(−1)
2 ] é o comutador da forma

canônica desejado. Por (2.2),

6[x
(2)
1 , x

(−1)
2 , x

(0)
3 ] ≡ 3[x

(2)
1 , x

(0)
3 , x

(−1)
2 ].

Assim,

m = [x
(2)
1 , x

(−1)
2 , x

(0)
3 ] ≡ 2[x

(2)
1 , x

(0)
3 , x

(−1)
2 ].

Esse exemplo é generalizado para qualquer comutador de comprimento 3, como

segue.

Considere m = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, x
(a3)
i3

] tal que x(a1)i1
> x

(al)
il

para todo l > 1 . Como

m /∈ I implica que a2 < a1, pois se a2 = a1 então m ∈ I. Assim, m ou [x
(a1)
i1

, x
(a3)
i3

, x
(a2)
i2

] é

da forma canônica. De fato, se [x(b1)j1
, x

(b2)
j2
, x

(b3)
j3

] é o comutador da forma canônica tal que

{x(b1)j1
, x

(b2)
j2
, x

(b3)
j3
} = {x(a1)i1

, x
(a2)
i2

, x
(a3)
i3
} então x(b1)j1

> x
(bl)
jl

(l = 2, 3). Assim, x(b1)j1
= x

(a1)
i1

.

Note também que, por (2.2):

(a3 − a1)(a2 − a1 − a3)[x(a1)i1
, x

(a2)
i2

, x
(a3)
i3

] ≡ (a2 − a1)(a3 − a1 − a2)[x(a1)i1
, x

(a3)
i3

, x
(a2)
i2

].

Suponha que (a3 − a1)(a2 − a1 − a3) 6= 0 então m é da forma canônica ou m ≡ µm′

onde µ =
(a2 − a1)(a3 − a1 − a2)
(a3 − a1)(a2 − a1 − a3)

∈ K e o comutador m′ = [x
(a1)
i1

, x
(a3)
i3

, x
(a2)
i2

] é da forma

canônica, como ocorreu no Exemplo 2.14.

Agora suponha que (a3 − a1)(a2 − a1 − a3) = 0. Se a3 − a1 = 0 então a3 = a1

isso implica que m = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, x
(a1)
i1

] onde a2 < a1. Como m /∈ I temos a2 6= 0.

Segue que m é um comutador da forma canônica (do tipo 1, 2 ou 4). Por outro lado,

se a2 − a1 − a3 = 0 então a3 = a2 − a1 < 0, pois a2 < a1. Isso implica que a3 = −1 e

a2 = a1 + a3 = a1 − 1. Consequentemente, m = [x
(a1)
i1

, x
(a1−1)
i2

, x
(−1)
i3

] e como m /∈ I, temos

a1 + a1− 1 = 2a1− 1 ≥ 0. Disso, a1 ≥ 1 e m é um comutador da forma canônica (do tipo

1 ou 4).

Veremos que isso pode ser generalizado para comutadores de tamanho qualquer,

que é o que almejamos. A�m de obtermos tal generalização, vejamos os seguintes lemas,

que nos dão resultados parciais dessa generalização.

Lema 2.15. Seja m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] (n ≥ 3) um comutador multilinear do tipo 5.

Então m ≡ m′, onde m′ é um comutador multilinear da forma canônica.

Demonstração. Como m é um comutador do tipo 5, recorrendo a Tabela 2.1 da página

40, temos que m = [x
(0)
i1
, x

(−1)
i2

, x
(0)
i3
, . . . , x

(0)
in
] onde i1 > il para todo l, 3 ≤ l ≤ n .

Seja m′ o comutador da forma canônica nas variáveis x(0)i1 , x
(−1)
i2

, x
(0)
i3
, . . . , x

(0)
in

então m′ =
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[x
(0)
i1
, x

(−1)
i2

, x
(0)
j3
, . . . , x

(0)
jn
] onde {j3, . . . , jn} = {i3, . . . , in} e j3 < · · · < jn. Por (2.6) temos

para alguma permutação σ de {i3, . . . , in} que:

m = [x
(0)
i1
, x

(−1)
i2

, x
(0)
i3
, . . . , x

(0)
in
] ≡ [[x

(0)
i1
, x

(−1)
i2

], x
(0)
σ(i3)

, . . . , x
(0)
σ(in)

]

= [x
(0)
i1
, x

(−1)
i2

, x
(0)
j3
, . . . , x

(0)
jn
] = m′

escrevendo σ(i3) = j3, . . . , σ(in) = jn. Desta forma,m ≡ m′, ondem′ é da forma canônica,

como queríamos.

Com o lema anterior obtemos de forma rápida a relação (módulo I) de qualquer

comutador do tipo 5 com os comutadores da forma canônica. Sendo assim, resta mostrar

o mesmo para comutadores do tipo 1,2,3 e 4, os quais não são tão simples de provar. Os

lemas que seguem provam exclusivamente a�rmações sobre esses tipos.

Lema 2.16. Seja m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−1)
in−1

, x
(an)
in

] (n ≥ 3) um comutador multilinear dos

tipos 1,2,3 ou 4. Se m1 = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−1)
in−1

] é um comutador da forma canônica e

an = −1 então m ≡ m′, onde m′ é um comutador multilinear da forma canônica.

Demonstração. Provaremos quem é da forma canônica oum ≡ m′ ondem′ é o comutador

da forma canônica obtido de m por uma permutação de variáveis de Z-grau −1. Para

isso consideraremos cada tipo de comutador descrito no lema, separadamente. Temos que

m = [m1, x
(−1)
in

].

Seja m comutador do tipo 1, então

m = [[x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(ar)
ir

, x
(−1)
ir+1

, . . . , x
(−1)
in−1

], x
(−1)
in

]

onde 2 ≤ r ≤ n − 1, a2 ≥ 0, x(a2)i2
< x

(a3)
i3

< · · · < x
(ar)
ir

< x
(a1)
i1

, ir+1 < · · · < in−1. Se

r = n − 1 ou r < n − 1 e in−1 < in então m é da forma canônica. Por outro lado, se

r < n− 1 e in−1 > in então, por (2.6), temos m ≡ m′ onde

m′ = [x
(a)
i1
, x

(a2)
i2

, . . . , x
(ar)
ir

, x
(−1)
jr+1

, . . . , x
(−1)
jn

],

{jr+1, . . . , jn} = {ir+1, . . . , in} e jr+1 < · · · < jn. Logo, m′ é da forma canônica e m ≡ m′,

como requerido.

Agora, suponha m comutador do tipo 2, então

m = [[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
is
, x

(−1)
is+1

, . . . , x
(−1)
in−1

], x
(−1)
in

],

onde a = a1 > 1, i2 < · · · < ir, 1 ≥ r ≥ n − 3, ir+1 < · · · < is < i1, r + 2 ≥ s ≥ n − 1,

ir+1 < is+1 < is+2 < · · · < in−1. Se s = n − 1 e ir+1 < in ou s < n − 1 e in−1 > in então

m é da forma canônica. Por outro lado, se s = n− 1 e ir+1 > in ou s < n− 1 e in−1 > in
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então, pelo Corolário 2.11, m ≡ m′ onde

m′ = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
jr+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
is
, x

(−1)
js+1

, . . . , x
(−1)
jn

],

{jr+1, js+1, js+2, . . . , jn} = {ir+1, is+1, is+2, . . . , in−1, in} e jr+1 < js+1 < js+2 < · · · < jn.

Logo, m′ é da forma canônica e m ≡ m′, como requerido.

Se m é do tipo 3 então

m = [[x
(a1)
i1

, x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, . . . , x
(−1)
in−1

], x
(−1)
in

],

onde 1 ≤ r ≤ n− 1, i2 < · · · < ir, ir+1 < · · · < in−1. Se r = n− 1 ou r < n− 1 e in−1 < in

então m é da forma canônica. Por outro lado, se r < n − 1 e in−1 > in então, por (2.6),

m ≡ m′ onde

m′ = [x
(a1)
i1

, x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
jr+1

, x
(−1)
jn−1

, x
(−1)
jn

],

jr+1 < · · · < jn. Logo, m′ é forma canônica e m ≡ m′, como requerido.

Finalmente, se m é um comutador do tipo 4 então m = [m1, x
(−1)
in

], onde m1 é da

forma canônica do tipo 4, ou seja,

m1 = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(an−2)
in−2

, x
(an−1)
in−1

].

Temos, pela de�nição de comutador da forma canônica do tipo 4 que (an−3, an−2, an−1) é

igual a: (1,−1,−1), (−1, 1,−1),(1,−1, 1), (0,−1,−1), (0,−1, 1), (0, 0,−1) ou (0, 0, 0).

Se (an−3, an−2, an−1) = (1,−1,−1) então m1 tem Z-grau −1 isso implica que m =

[m1, x
(−1)
in

] ∈ I. Assim, (an−3, an−2, an−1) 6= (1,−1,−1). Similarmente, se (an−3, an−2, an−1) =

(0,−1,−1) então r = n − 3 e m1 tem Z-grau −1 isso implica que m ∈ I. Logo,

(an−3, an−2, an−1) 6= (0,−1,−1).
Agora, se (an−3, an−2, an−1) = (0, 0, 0) então r = n− 1, ou seja, al = 0 para todo

2 ≤ l ≤ n − 1. Como an = −1, temos que m é um comutador da forma canônica. Se

(an−3, an−2, an−1) = (−1, 1,−1) e in−1 < in então

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in

],

onde ir+1 < ir+3 < · · · < in−3 < in−1, ir+2 < · · · < ir+4 < · · · < in−2 < i1. Assim, m é um

comutador da forma canônica. Similarmente se (an−3, an−2, an−1) = (0, 0,−1) e in−1 < in

então

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(0)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in

].

Logo, m é da forma canônica.

Se (an−3, an−2, an−1) = (1,−1, 1) e in−2 < in então

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(1)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

, x
(−1)
in

],
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onde ir+1 < ir+3 < · · · < in−4 < in−2, ir+2 < ir+4 < · · · < in−3 < in−1 < i1. Assim, m

é da forma canônica. Analogamente, se (an−3, an−2, an−1) = (0,−1, 1) e in−2 < in então

r = n− 3 e

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

, x
(−1)
in

],

onde in−1 < i1. Logo, m é da forma canônica.

Por �m, se (an−3, an−2, an−1) é igual a (−1, 1,−1) ou (0, 0,−1) e in−1 > in ou se

(an−3, an−2, an−1) igual a (1,−1, 1) ou (0,−1, 1) e in−2 > in então, pelo Corolário 2.11,

temos m ≡ m′ onde

m′ = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(an−2)
in−2

, x
(−1)
jn−1

, x
(an−1)
jn

]

ou

m′ = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(−1)
jn−2

, x
(−1)
in−1

, x
(an−2)
jn

]

e {jn−1, jn} = {in−1, in}, no primeiro caso e {jn−2, jn} = {in−2, in} no último. Assim, m′

é da forma canônica e temos o resultado.

Lema 2.17. Seja m = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−1)
in−1

, x
(an)
in

] /∈ I (n ≥ 3) um comutador mul-

tilinear tal que x(an−1)
in−1

> x
(an)
in

. Se an, an−1 ≥ 0 e m1 = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−1)
in−1

] é um

comutador da forma canônica do tipo 1 ou 3 então

m ≡ µ1[x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(an−1)
in−1

],

onde µ ∈ K.

Demonstração. Seja m1 um comutador da forma canônica do tipo 1 ou 3. Note que como

an−1 ≥ 0, pela de�nição de comutador da forma canônica do tipo 1 e 3, m1 não possui

variáveis de Z-grau −1, ou seja, al ≥ 0 para todo l. Temos por (2.2) que

α[[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

], x
(an−1)
in−1

, x
(an)
in

] ≡ β[[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

], x
(an)
in

, x
(an−1)
in−1

],

onde α = (an−a1−· · ·−an−2)(an−1−a1−· · ·−an−2−an) e β = (an−1−a1−· · ·−an−2)(an−
a1−· · ·−an−2−an−1). Note que α 6= 0. De fato, an−1 ≤ a1 ≤ a1+· · ·+an−2 e comom /∈ I,
temos que an−1 6= a1 + · · ·+ an−2. Segue que an−1 < a1 + · · ·+ an−2. Como an ≥ 0 temos

an−1−a1−· · ·−an−2−an ≤ an−1−a1−· · ·−an−2 < 0. Assim, (an−1−a1−· · ·−an−2−an) 6= 0.

Temos também que an ≤ an−1 (pois x
(an−1)
in−1

> x
(an)
in

). Como an−1 < a1 + · · ·+ an−2 temos

que an ≤ an−1 < a1 + · · ·+ an−2. Assim, an − a1 − · · · − an−2 6= 0. Logo, α 6= 0 e

m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an−1)
in−1

, x
(an)
in

] ≡ µ1[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(an−1)
in−1

],
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onde µ1 =
β

α
∈ K, como queríamos.

Lema 2.18. Seja m = [x
(a1)
i1

, . . . , x+i
(an−1)
n−1 , x

(an)
in

] /∈ I (n ≥ 3) um comutador multilinear.

Se an, an−1 ≥ 0 e m1 = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−1)
in−1

] é um comutador da forma canônica do

tipo 4 então m ≡ µm′, onde µ ∈ K e m′ é um comutador multilinear da forma canônica.

Demonstração. Consideremos m1 um comutador da forma canônica do tipo 4. Como

an−1 ≥ 0 temos que an−1 = 0 ou an−1 = 1. Sendo assim, (an−3, an−2, an−1) = (1,−1, 1),
(0,−1, 1) ou (0, 0, 0). Note que 0 ≤ an ≤ a1 e an ∈ {0, 1}. Como [m1, x

(1)
in
] ∈ I e

m = [m1, x
(an)
in

] /∈ I, temos an = 0. Se an−1 = 0 então, pela de�nição de comutador da

forma canônica do tipo 4, a2 = · · · = an−2 e m1 = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−1

]. Assim,

m = [m1, x
(0)
in
] = [x

(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−1

, x
(0)
in
].

Logo, por (2.6), m ≡ m′, onde

m′ = [x
(1)
i1
, x

(0)
j2
, . . . , x

(0)
jn−1

, x
(0)
jn
],

{j2, . . . , jn} = {i2, . . . , in} e j2 < j3 < · · · < jn. Portanto, m′ é um comutador da forma

canônica e temos o resultado. Se an−1 = 1 então

m1 = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x(0)r , x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

],

onde 1 ≤ r ≤ n− 3, i2 < · · · < ir, ir+1 < ir+3 < · · · < in−2, ir+2 < ir+4 < · · · < in−1 < i1.

Para cada l vale

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(1)
il−2

, x
(−1)
il−1

, x
(1)
il
]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(1)
il−2

, [x
(−1)
il−1

x
(1)
il
]].

Assim, usando esse fato e (2.6), temos:

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x(0)r , x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

, x
(0)
in
]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x(0)r , x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , [x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

], x
(0)
in
]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x(0)r , [x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

], [x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

], . . . , [x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

], x
(0)
in
]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(0)
in
, [x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

], [x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

], . . . , [x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

]]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(0)
in
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

].

Por (2.6), temos que:

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(0)
in
] ≡ [x

(1)
i1
, x

(0)
j2
, . . . , x

(0)
jr
, x

(0)
jr+1

],
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onde {j2, . . . , jr+1} = {i2, . . . , ir, in} e j2 < · · · < jr+1. Segue que m ≡ m′ onde

m′ = [x
(1)
i1
, x

(0)
j2
, . . . , x

(0)
jr
, x

(0)
jr+1

, x
(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−2

, x
(1)
in−1

]

é da forma canônica.

Lema 2.19. Seja m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(b)
n ] um comutador multilinear tal

que a > b. Se b = 1 ou b = a− 1 então m ≡ µm′, onde µ ∈ K e m′ é um comutador da

forma canônica.

Demonstração. Primeiro, considere b = 1. Por (2.1), temos

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

, x(1)n ] ≡ 0,

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(1)
in
, x

(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

] ≡ 0.

Usando a Observação 1.53, obtemos

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(1)
in
] ≡ −[x(a)i1 , x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

], x
(1)
in
]

= [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

], x
(1)
in
]

e

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(1)
in
, [x

(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

]] ≡ −[x(a)i1 , x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(1)
in
, x

(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

].

Além disso, por (2.2):

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

], x
(1)
in
] ≡ k[x

(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(1)
in
, [x

(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

]],

onde k =
(a− 1− a)(1 + 1a − a)
(1− a)(−1 + a− 1− a)

=
−(2− 2a)

−(1− a)2
=
−2(1− a)
−2(1− a)

= 1. Portanto,

m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(1)
in
] ≡ [x

(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

], x
(1)
in
]

≡ [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(1)
in
, [x

(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

]]

≡ −[x(a)i1 , x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(1)
in
, x

(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

].

Como [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

] é um comutador da forma canônica (do tipo

1), temos o resultado.

Agora, suponha b = a− 1. Por (2.1),

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

] ∈ I.
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Pela Observação 1.53 temos:

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

] = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(b)
in
]

+[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(b)
in
, x

(a)
in−1

]].

Assim,

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(b)
in
] ≡ −[x(a)i1 , x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(b)
in
, x

(a)
in−1

]]

= [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(a)
in−1

, x
(b)
in
]].

Por (2.2) temos que

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(a)
in−1

, x
(b)
in
]] ≡ µ′[x

(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(a)
in−1

, x
(b)
in
], x

(−1)
in−2

],

onde (lembrando que b = a− 1)

µ′ =
β

α
=

(−1− a)(2a− 1 + 1− a)
(2a− 1− a)(−1− 2a+ 1− a)

=
−(a+ 1)a

−(a− 1)3a
=

a+ 1

3(a− 1)

e (a+ 1)a 6= 0 e (a− 1)3a 6= 0 pois, a > 1. Temos também, por (2.1) que

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(a)
in−1

, x
(b)
in
] ∈ I.

Assim, novamente pela Observação 1.53, temos

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(a)
in−1

, x
(b)
in
]] ≡ −[x(a)i1 , x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

].

Logo,

m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(b)
in
] ≡ [x

(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(−1)
in−2

, [x
(a)
in−1

, x
(b)
in
]]

≡ µ′[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, [x
(a)
in−1

, x
(b)
in
], x

(−1)
in−2

]

≡ −µ′[x(a)i1 , x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

],

onde µ′ ∈ K. Note que [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

, x
(−1)
in−2

] é um comutador da forma

canônica (do tipo 1). Logo, temos o resultado.

Finalmente, com o auxílio desses lemas conseguimos, de maneira geral, relacionar

qualquer comutador multilinear não pertencente a I a algum comutador multilinear da

forma canônica. É o que concluímos na seguinte proposição.

Proposição 2.20. Seja m = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] (n ≥ 3) um comutador multilinear tal que

m /∈ I e x(a1)i1
> x

(al)
il

para todo l > 1. Então m ≡ µm′, onde µ ∈ K e m′ é um comutador

multilinear da forma canônica.



62

Demonstração. Sabemos que cada comutador multilinear m, tal que m /∈ I é de um dos

5 tipos apresentados. Assim, vamos provar a proposição em cada um desses tipos. Se m

é um comutador do tipo 5 então, pelo Lema 2.15, temos o resultado.

Assim, consideremos m do tipo 1, 2, 3 ou 4. A�m de provar a Proposição 2.20

em cada um desses tipos, fazemos por indução em n. Já provamos que a proposição é

válida para n = 3. Suponha a proposição válida para todo comutador de comprimento

menor que n. Seja

m1 = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−1)
in−1

].

Por hipótese de indução, podemos assumir sem perda de generalidade que o comutador

m1 é da forma canônica. Notemos que an ≥ −1, pois m /∈ I. Assim, temos os seguintes

casos.

(1) Se an = −1 então, pelo Lema 2.16, temos o resultado.

(2) Suponha an ≥ 0 e an−1 = −1. Vamos dividir esse caso em duas partes:

(a) Se an 6= a1 + · · ·+ an−2 então, pelo Lema 2.12, m ≡ µ1m
′′ onde µ1 ∈ K e

m′′ = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

].

Seja m′′1 = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

], por hipótese de indução, m′′1 ≡ µ2m
′
1 onde µ2 ∈

K e m′1 é um comutador da forma canônica. Logo, m′′ ≡ µ2[m
′
1, x

(−1)
in−1

]. Pelo Lema

2.16, temos [m′1, x
(−1)
in−1

] ≡ m′, onde m′ é um comutador da forma canônica. Segue

quem ≡ µ1µ2m
′ com µ1µ2 ∈ K em′ comutador da forma canônica como queríamos.

(b) Agora, suponha que an = a1 + · · ·+ an−2.

Como an ≥ 0 e an = a1 + · · ·+ an−2 temos que

a2 + · · ·+ an−2 ≤ 0. (2.20)

Mostraremos esse caso, considerando m1 como cada comutador da forma canônica,

separadamente.

Primeiro, observamos que se an−2 = −1 então temos o resultado. De fato, sendo

an−2 = −1 temos que an = a1 + · · · + an−3 − 1. Isso implica, pelo Lema 2.13, que

m ≡ µm
′′
, onde µ ∈ K e

m
′′
= [x

(a1)
i1

, . . . , x
(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

, x
(−1)
in−2

].

Por hipótese de indução, [x(a1)i1
, . . . , x

(an−3)
in−3

, x
(an)
in

, x
(−1)
in−1

] é um comutador da forma

canônica. Assim, pelo Lema 2.16, m
′′ ≡ m′ onde m′ é um comutador da forma

canônica, como requerido.
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Notemos também que se m1 tem comprimento igual 4 então

m = [x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, x
(−1)
i3

, x
(a4)
i4

].

Por (2.20), a2 ≤ 0, ou seja, a2 = 0 ou a2 = −1. Se ocorrer a2 = 0 então a4 = a1,

isso implica que m é um comutador da forma canônica (do tipo 2). Caso, a2 = −1,
já temos o resultado, pelo observado anteriormente. Assim, consideremos m1 com

comprimento maior que 4.

Se m1 é um comutador da forma canônica do tipo 1 então al > 0 para algum l,

2 ≤ l ≤ n− 2. Isso implica, por (2.20), que al′ < 0 para algum l′, ou seja, al′ = −1
para algum l′, 2 ≤ l′ ≤ n−2. Assim, pela de�nição de comutador da forma canônica

do tipo 1 temos an−2 = −1 e está provado o resultado.

Seja m1 um comutador da forma canônica do tipo 2. Nesse tipo, temos al > 1

para algum l, 2 ≤ l ≤ n − 2. Assim, existem l′, l′′, 2 ≤ l′ ≤ l′′ ≤ n − 2 tal que

al′ = al′′ = −1, pois a2 + · · · + an−2 ≤ 0. Logo, pela de�nição de comutador na

forma canônica do tipo 2, temos an−2 = −1 e está provado o resultado.

Sejam1 comutador na forma canônica do tipo 3. Nesse tipo, temos que a2, . . . , an−1 ≤
0. Por (2.20), temos que a2 = · · · = an−2 = 0 ou a2 + · · · + an−2 < 0. Se

a2 = · · · = an−2 = 0 então an = a1. Isso implica que

m = [x
(a1)
i1

, x
(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(a1)
in

],

onde i2 < · · · < in−1 e i1 > in. Assim, m é um comutador da forma canônica

(do tipo 2). Agora, se a2 + · · · + an−2 < 0 então existe l, 2 ≤ l ≤ n − 2 tal que

al = −1. Isso implica, pela de�nição de comutador da forma canônica do tipo 3,

que an−2 = −1. Logo, temos o desejado.

Agora, se m1 é um comutador na forma canônica do tipo 4 então a1 = 1 e como

an−1 = −1 temos (an−3, an−2, an−1) é igual a (1,−1,−1), (−1, 1,−1), (0,−1,−1) ou
(0, 0,−1). Temos que an = 1+ a2 + · · ·+ an−2 e que a2 + · · ·+ an−2 ≤ 0. Assim, se

a2 + · · ·+ an−2 < 0 então an = 0. Isso implica que (an−3, an−2, an−1) = (0,−1,−1).
Logo, an−2 = −1 e está provado o resultado. Agora, se a2 + · · · + an−2 = 0 então

a2 = · · · = an−2 = 0 ou al < 0 (ou seja, al = −1) para algum l, 2 ≤ l ≤ n − 2. No

primeiro caso, como an = 1, temos:

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
],

onde i2 < · · · < in−2 e i1 > in. Logo, m é um comutador da forma canônica e temos

o resultado. Se ocorre o outro caso (al = −1 para algum l, 2 ≤ l ≤ n − 2), como

an = 1+ a2 + · · ·+ an−2 = 1 então, pela de�nição de comutador da forma canônica



64

do tipo 4, (an−3, an−2, an−1) = (−1, 1,−1). Assim,

m1 = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

, x
(−1)
in−1

],

onde 1 ≤ r ≤ n − 4, i2 < · · · < ir, ir+1 < ir+3 < · · · < in−1, ir+2 < ir+4 < · · · <
in−2 < i1. Portanto,

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
],

onde i1 > in pois x(1)i1 > x
(an)
in

. Se in−2 < in então m é da forma canônica e temos o

resultado. Suponha que in−2 > in. Como, para cada l

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(1)
il−2

, x
(1)
il
, x

(−1)
il−1

] ≡ 0,

temos, pela Observação 1.53, que

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(1)
il−2

, x
(−1)
il−1

, x
(1)
il
]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(1)
il−2

, [x
(−1)
il−1

x
(1)
il
]]. (2.21)

Usando (2.21) e (2.6) obtemos que:

m = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

, x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

, [x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
]]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , [x
(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

], [x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
]]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , [x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
], [x

(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

]]

≡ [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
, x

(−1)
in−3

, x
(1)
in−2

].

E, por hipótese de indução, temos:

[x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
ir+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
ir+4

, . . . , x
(−1)
in−1

, x
(1)
in
, x

(−1)
in−3

] ≡ µm′1,

onde µ ∈ K em′1 é um comutador da forma canônica do tipo 4. Sejam′ = [m′1, x
(1)
in−2

],

então

m′ = [x
(1)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(1)
jr+2

, x
(−1)
ir+3

, x
(1)
jr+4

, . . . , x
(−1)
in−3

, x
(1)
jn−2

, x
(−1)
in−1

, x
(1)
jn
],

onde {jr+2, jr+4, . . . , jn−2} = {ir+2, ir+4, . . . , in} e jn = in−2, jr+2 < jr+4 < · · · <
jn−2 < jn < i1. Logo, m′ é um comutador da forma canônica e

m ≡ µ[m′1, x
(1)
in−2

] = µm′.
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(3) Suponha an−1, an ≥ 0. Vamos mostrar este caso, considerando m1 como cada um

dos tipos de comutadores da forma canônica, separadamente, como �zemos no caso

anterior.

Se m1 é um comutador da forma canônica do tipo 1 ou 3 então m = [m1, x
(an)
in

] =

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
an ], onde a2 ≥ 0, x(a2)i2

< x
(a3)
i3

< · · · < x
(an−1)
in−1

< x
(a1)
i1

e x(an)in
< x

(a1)
i1

. Se

x
(an−1)
in−1

< x
(an)
in

então m é da forma canônica. Se x(an−1)
in−1

> x
(an)
in

então, pelo Lema

2.17,

m ≡ µ1[x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(an−1)
in−1

],

onde µ1 ∈ K. Seja m′′1 = [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

]. Por hipótese de indução, temos

m′′1 ≡ µ2m
′
1, onde µ2 ∈ K e

m′1 = [x
(a1)
i1

, x
(b2)
j2
, . . . , x

(bn−2)
jn−2

, x
(bn−1)
jn−1

, x
(an−1)
in−1

]

é um comutador da forma canônica do tipo 1 ou do tipo 3 com

{x(b2)j2
, . . . , x

(bn−2)
jn−2

, x
(bn−1)
jn−1

} = {x(a2)i2
, . . . , x

(an−2)
in−2

, x
(an)
in
}

e x(b2)j2
< · · · < x

(bn−1)
jn−1

< x
(a1)
i1

. Assim,

[x
(a1)
i1

, x
(a2)
i2

, . . . , x
(an−2)
in−2

, x
(an)
in

, x
(an−1)
in−1

] = [m′′1, x
(an−1)
in−1

] ≡ µ2m
′,

onde m′ = [m′1, x
(an−1)
in−1

]. Como x(an)in
< x

(an−1)
in−1

temos que x(b2)j2
< · · · < x

(bn−1)
jn−1

<

x
(an−1)
in−1

< x
(a1)
i1

. Assim, m′ é um comutador da forma canônica. Portanto, m ≡ µm′,

onde µ = µ1µ2 ∈ K e m′ é um comutador da forma canônica, como requerido.

Se m1 é um comutador da forma canônica do tipo 4 então, pelo Lema 2.18, temos

o resultado.

Por �m, seja m1 um comutador da forma canônica do tipo 2. Como an−1 ≥ 0 temos

an−1 = a1 e

m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−1

, x
(an)
in

],

onde a = a1 > 1, 1 ≤ r ≤ n − 3, i2 < · · · < ir, ir+2 < · · · < in−1 < i1, 0 ≤ an ≤ a.

Note que n− r ≥ 3 já que r ≤ n− 3. Suponha an = a. Se in−1 < in então m é um

comutador da forma canônica (do tipo 2). Por outro lado, se in−1 > in, então por

(2.6), m ≡ m′ onde

m′ = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
jr+2

, . . . , x
(a)
jn−1

, x
(an)
jn

],

{jr+2, . . . , jn} = {ir+2, . . . , in} e jr+2 < · · · < jn. Assim, m′ é da forma canônica e
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m ≡ m′, como queríamos. Se an = 0 então, por (2.2), temos

αm = α[[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

], x
(a)
in−1

, x
(0)
in
]

≡ β[[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

], x
(0)
in
, x

(a)
in−1

],

onde α = (−a + 1 − (n − r − 3)a)(a − a + 1 − (n − r − 3)a) = (−(n − r − 2)a +

1)(−(n− r− 3)a+1) e β = (a− a+1− (n− r− 3)a)(−a− a+1− (n− r− 3)a) =

(−(n − r − 3)a + 1)(−(n − r − 1)a + 1). Temos que −(n − r − 3)a + 1 6= 0, pois

a > 1 e −(n − r − 2)a + 1 = −((n − r − 2)a − 1) < 0, −(n − r − 1)a + 1 =

−((n− r − 1)a + 1) < 0, pois n− r ≥ 3. Assim, α 6= 0 e β 6= 0. Logo, m ≡ µ1m
′′,

onde m′′ = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(0)
in
, x

(a)
in−1

] e µ1 =
β
α
. Seja

m′′1 = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(0)
in
].

Por hipótese de indução, m′′1 ≡ µ2m
′
1, onde

m′1 = [x
(a)
i1
, x

(0)
j2
, . . . , x

(0)
jr
, x

(0)
jr+1

, x
(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

],

{j2, . . . , jr+1} = {i2, . . . , ir, in}, j2 < · · · < jr+1 e µ2 ∈ K. Como in−2 < in−1

temos m′ = [m′1, x
(a)
in−1

] é da forma canônica e m ≡ µm′, onde µ = µ1µ2 ∈ K, como

requerido.

Agora considere 0 < an < a. Escreva b = an. Assim,

m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−1

, x
(b)
in
],

onde a = a1 > 1, 1 ≤ r ≤ n−3, i2 < · · · < ir, ir+2 < · · · < in−1 < i1, 0 < b = an < a.

Por (2.2), temos:

αm = α[[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

], x
(a)
in−1

, x
(b)
in
]

≡ β[[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

], x
(b)
in
, x

(a)
in−1

],

onde

α = (b− a+ 1− (n− r − 3)a)(a− b− a+ 1− (n− r − 3)a)

= (b− (n− r − 2)a+ 1)(−(n− r − 3)a− b+ 1),

β = (a− a+ 1− (n− r − 3)a)(a− b− a+ 1− (n− r − 3)a)

= (−(n− r − 3)a+ 1)(−(n− r − 3)a− b+ 1).



67

Se α 6= 0 então

m ≡ µ1[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(b)
in
, x

(a)
in−1

],

onde µ1 = βα−1. Por hipótese de indução,

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(−1)
ir+1

, x
(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(b)
in
]

≡ µ2[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(−1)
ir+1

],

onde µ2 ∈ K. Assim,

m ≡ µ1µ2[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(−1)
ir+1

, x
(a)
in−1

].

Novamente por (2.2), temos

γ[[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

], x
(−1)
ir+1

, x
(a)
in−1

]

≡ δ[[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

], x
(a)
in−1

, x
(−1)
ir+1

],

onde

γ = (a−(n−r−2)a−b)(−1−a−(n−r−2)a−b) = ((n−r−3)a+b)((n−r−1)a+b+1),

δ = (−1−(n−r−2)a−b)(a+1−a−(n−r−3)a−b) = ((n−r−2)a+b+1)((n−r−3)a+b−1).

Temos que ((n−r−2)a+b+1), ((n−r−3)a+b), ((n−r−1)a+b+1) > 0, pois n−r ≥ 3

e ((n−r−3)a+b−1) 6= 0, pois α = (b− (n−r−2)a+1)(−(n−r−3)a−b+1) 6= 0.

Isso implica que δ 6= 0 e γ 6= 0. Assim,

[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(−1)
ir+1

, x
(a)
in−1

]

≡ µ3[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(−1)
ir+1

]

onde µ3 =
δ
γ
. Segue que

m ≡ µ1µ2[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(−1)
ir+1

, x
(a)
in−1

]

≡ µ1µ2µ3[x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
ir
, x

(b)
in
, x

(a)
ir+2

, . . . , x
(a)
in−2

, x
(a)
in−1

, x
(−1)
ir+1

].

Logo, temos o resultado.

Se α = 0 então b− (n− r− 2)a+1 = 0 ou (n− r− 3)a+ b− 1 = 0. Lembremos que

r ≤ n − 3, a > 1 e 0 < b < a. Assim, podemos veri�car que se ocorre o primeiro

caso, então b = a − 1 e r = n − 3 e que se ocorre o segundo caso, então b = 1 e
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r = n− 3. Assim,

m = [x
(a)
i1
, x

(0)
i2
, . . . , x

(0)
in−3

, x
(a)
in−2

, x−1in−1
, x(b)n ],

onde b = 1 ou b = a− 1. Logo, pelo Lema 2.19, obtemos o resultado. Isso completa

a prova da proposição.

En�m, estamos em condições de provar o resultado principal, como segue.

Teorema 2.21. Seja K um corpo de característica 0. As identidades Z-graduadas (2.1),(2.2)
e (2.3), isto é,

[x
(i)
1 , x

(i)
2 ] ≡ 0, i ≥ −1;

α[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]− β[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] ≡ 0;

x(d) ≡ 0, d ≤ −2,

em que α = (c−a)(b− c−a), β = (b−a)(c− b−a) formam uma base para as identidades

Z-graduadas da álgebra de Lie W1 sobre K.

Demonstração. Precisamos mostrar que TZ(W1) ⊆ I e I ⊆ TZ(W1). Pelo Lema 2.2, já

temos que I ⊆ TZ(W1). Resta mostrar que TZ(W1) ⊆ I. Seja f ∈ TZ(W1) uma identidade

multilinear graduada de grau n para W1. Suponha por absurdo que f /∈ I. Temos que

f é uma combinação linear de comutadores multilineares e que pelo menos um desses

comutadores não pertencem a I. Assim, pela Proposição 2.20, temos que

f ≡ µ′[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

]

onde µ′ ∈ K e [x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] é um comutador da forma canônica. Assim,

f − µ′[x(a1)i1
, . . . , x

(an)
in

] ∈ I.

Como f ∈ TZ(W1) e I ⊆ TZ(W1) temos:

µ′[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] = −(f − µ′[x(a1)i1
, . . . , x

(an)
in

]− f) ∈ TZ(W1).

Se µ′ = 0 então f ∈ I, um absurdo, pois supomos f /∈ I. Se µ′ 6= 0 então

[x
(a1)
i1

, . . . , x
(an)
in

] =
−1
µ′

(f − µ′[x(a1)i1
, . . . , x

(an)
in

]− f) ∈ TZ(W1).

Assim, pelo Lema 2.3, [x(a1)i1
, . . . , x

(an)
in

] ∈ I o que é um absurdo, pois os comutadores na

forma canônica não pertencem a I. Já que supor f /∈ I gera uma contradição, temos que
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f ∈ I. Logo, TZ(W1) ⊆ I. Portanto, TZ(W1) = I e as identidades (2.1), (2.2) e (2.3)

formam uma base para as identidades Z-graduadas de W1.

2.2 Independência das identidades graduadas de W1

Dizemos que uma base B de TZ(W1) é uma base minimal para TZ(W1) se B não

contém propriamente alguma base de TZ(W1). Em outras palavras, B é uma base minimal

para TZ(W1) se é composta por identidades independentes, ou seja, identidades que não

são consequências de quaisquer identidades Z-graduadas em L(X). Nesta seção vamos

mostrar que podemos reduzir o conjunto I em um conjunto de identidades independentes,

tornando-o uma base minimal para TZ(W1). Por �m, vamos concluir que TZ(W1) não

admite qualquer base �nita.

Para todo i ≥ −1 denote por fi = [x
(i)
1 , x

(i)
2 ] ∈ L(X) o polinômio graduado

de�nido em (2.1). Note que f−1 = [x
(−1)
1 , x

(−1)
2 ] é uma consequência da identidade x(−2),

pois f−1 tem Z-grau −2.
Lembremos que uma identidade graduada f é consequência de um conjunto de

identidades graduadas S se f pertence ao TG-ideal gerado por S. Estamos interessados

em mostrar que certas identidades graduadas não são consequências de determinados

conjuntos de identidades graduadas.

Seja S um conjunto de identidades graduadas. Para mostrar que uma identidade

graduada f não é uma consequência das identidades graduadas em S é su�ciente mostrar

que existe uma álgebra H graduada tal que H satisfaz todas as identidades em S e não

satisfaz f . De fato, se f fosse consequência de algumas identidades graduadas de S isso

implicaria imediatamente em f ser identidade graduada para H. Usaremos isso, para

mostrar o próximo lema.

Consideremos H, como a álgebra de Lie das matrizes 3× 3 triangulares superior

com diagonal nula sobre K. Para cada i ≥ 0 vamos de�nir subespaços vetoriais Hk

(k ∈ Z) em H como segue: se i = 0 então H0 = H e Hk = 0 para k 6= 0; se i > 0 então

Hi é o espaço gerado por E12 e E23, H2i gerado por E13 e Hk = 0 para todo k 6= i, 2i.

Aqui, Ers é a matriz que tem 1 na posição (r, s) e 0 nas demais posições. Temos que

H =
⊕
k∈Z

Hk é uma álgebra de Lie Z-graduada, pois para i = 0 temos que H possui a

Z-graduação trivial. No caso em que i > 0, como (E12+E23) ·E13 = E13 · (E12+E23) = 0,

(E12 + E23) · (E12 + E23) = E13, E13 · E13 = 0 temos que HiH2i = H2iHi ⊆ H3i = {0},
HiHi ⊆ H2i, H2iH2i ⊆ H4i = {0}. Desse modo, para cada i temos que

⊕
k∈Z

Hk é uma

Z-graduação para H.

Lema 2.22. Para cada i ≥ 0, a identidade graduada fi não é uma consequência das

identidades (2.2), (2.3) e todas fj onde j ≥ 0, j 6= i.
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Demonstração. Sejam i ≥ 0 e H a álgebra de Lie das matrizes 3× 3 triangulares superior

com diagonal nula sobre K, com a graduação de�nida anteriormente. Já que [E12, E23] =

E12E23 −E23E12 = E13, a identidade graduada fi = [x
(i)
1 , x

(i)
2 ] não é satisfeita em H para

todo i ≥ 0. Por outro lado, temos que H satisfaz todas identidades graduadas (2.3),

pois Hk = 0 para k 6= i, 2i. E H satisfaz todas as identidades fj onde j ≥ 0 e j 6= i,

pois pelas Z-graduações de�nidas Hj = 0 para todo j 6= i. Por �m, temos também

que H satisfaz todas identidades graduadas (2.2), pois [E12 + E23, E13, E12 + E23] =

[E13, E12+E23, E3] = [E12+E23, E13, E13] = [E13, E12+E23, E12+E13] = [E13, E13, E13] =

[E12 +E23, E12 +E23, E12 +E23] = [E12 +E23, E12 +E23, E13] = [E13, E13, E12 +E23] = 0.

Logo, temos o resultado.

Corolário 2.23. O conjunto de polinômios {fi | i ≥ 0} é um conjunto independente de

identidades graduadas em L(X).

Demonstração. Consequência imediata do Lema 2.22.

Com isso, queremos ver quais das identidades graduadas da base de TZ(W1),

provada no capítulo anterior, não podem ser dispensadas, com o intuito de reduzir ao

máximo a base encontrada, ou seja, encontrar uma base minimal para TZ(W1).

A seguir vamos mostrar, agora que cada identidades graduada x(d) não é uma

consequência das identidades graduadas (2.1), (2.2) e das identidades graduadas x(c) onde

c 6= d. Para isso, procedemos como no lema anterior.

Lema 2.24. Para cada d ≤ −2, a identidade graduada x(d) não é uma consequência de

todas as identidades graduadas (2.1), (2.2) e todas identidades x(c) onde c 6= d.

Demonstração. Sejam d ∈ Z e U a álgebra de Lie de dimensão 1 sobre K. A álgebra

U =
⊕
i∈Z

Ui é Z-graduada trivialmente, ou seja, Ui = U se i = d e zero caso contrário.

Toda álgebra de Lie unidimensional é abeliana. Assim, U satisfaz as identidades graduadas

{[x(i)1 , x
(i)
2 ], i ≥ −1}. Em (2.2), se a 6= d, b 6= d ou c 6= d então são identidades graduadas

de U , e se a = b = c = d então α[x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ]− β[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] = 0, pois U é abeliano.

Temos também que U satisfaz x(c), já que Uc = 0. Porém, U não satisfaz a identidade

graduada x(d), pois x(d) 6= 0 para todo elemento não nulo de U . Portanto, temos o

resultado.

Corolário 2.25. O conjunto de polinômios {x(d) | d ≤ −2} é um conjunto independente

de identidades graduadas em L(X).

Demonstração. Consequência imediata do Lema 2.11.

Agora, denotemos por fabc = α[x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ] − β[x

(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] as identidades

graduadas de�nidas em (2.2). Recordemos que α = (c−a)(b−c−a) e β = (b−a)(c−b−a).
Primeiro, observamos que, sempre que c = a temos α = 0, mas o segundo comutador de
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fabc desaparece, devido a identidade graduada (2.1) e analogamente para b = a. Assim,

podemos supor b 6= a e c 6= a. Além disso, se b = a + c então α = 0, mas o segundo

comutador em fabc desaparece também devido a (2.1). Assim, podemos supor b 6= a + c

e analogamente c 6= a+ b. Observe que se c = b então,

fabb(x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ) = −(b− a)a[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]− (b− a)(−a)[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]

= −(b− a)a([x(a)1 , x
(b)
2 , x

(b)
3 ]− [x

(a)
1 , x

(b)
3 , x

(b)
2 ])

= −(b− a)a[x(a)1 , [x
(b)
2 , x

(b)
3 ]]

pois, pela Observação 1.53, temos [x(a)1 , x
(b)
2 , x

(b)
3 ] = [x

(a)
1 , x

(b)
3 , x

(b)
2 ] + [x

(a)
1 , [x

(b)
2 , x

(b)
3 ]]. As-

sim, fabb(x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ) = −(b − a)a[x

(a)
1 , [x

(b)
2 , x

(b)
3 ]] pertence ao TZ-ideal gerado pelas

identidades (2.1). Assim, podemos supor também que b 6= c. Similarmente, se a = b + c

obtemos:

f(b+c)bc(x
(b+c)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ) = 2bc[x

(b+c)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]− 2bc[x

(b+c)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]

= 2bc([x
(b+c)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]− [x

(b+c)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ])

= 2bc[x
(b+c)
1 , [x

(b)
2 , x

(c)
3 ]]

pois, pela Observação 1.53, [x(b+c)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ]−[x(b+c)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] = [x

(b+c)
1 , [x

(b)
2 , x

(c)
3 ]]. Assim,

f(b+c)bc(x
(b+c)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ) pertence ao TZ- ideal gerado por (2.1). Portanto, podemos supor

a 6= b+ c.

Essas condições nos permitem retirar algumas das identidades de (2.2) e reduzir

a base descrita no Teorema 2.21. Esse fato, implica o seguinte lema.

Lema 2.26. Os polinômios (2.1),(2.3) e o polinômio (2.2) com a, b, c distintos e a 6= b+c,

b 6= a+ c, c 6= a+ b, formam uma base para as identidades Z-graduadas de W1.

A �m de diminuir ainda mais a base descrita no lema anterior, vamos impor mais

restrições nas identidades graduadas (2.2). É o que faremos na sequência.

Lema 2.27. Para todo a, b, c ≥ −1,

facb(x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ) = fbac(x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ) = −fabc(x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).

Demonstração. Note que facb(x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ) = γ[x

(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]− δ[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ] onde γ =

(b− a)(c− b− a) = β e δ = (c− a)(b− c− a) = α. Consequentemente,

facb(x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ) = −fabc(x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).
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De fato,

facb(x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ) = (b− a)(c− b− a)[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]− (c− a)(b− c− a)[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]

= −((c− a)(b− c− a))[x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ]− (c− b− a)[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]

= −fabc(x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ).

Além disso, pela Identidade de Jacobi,

−[x(b)2 , x
(c)
3 , x

(a)
1 ] = [x

(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ] + [x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ].

Assim,

fbac(x
(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ) = µ[x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ]− ν[x(b)2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ]

= −µ[x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ] + ν[x

(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ] + ν[x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]

= (ν − µ)[x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ] + ν[x

(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ],

onde µ = (c−b)(a−c−b), ν = (a−b)(c−a−b). Temos que ν = −(b−a)(c−b−a) = −β
e que:

(ν − µ) = −(b− a)(c− b− a) + (c− b)(a− c− b)

= ((c− b− a)b− a(c− b− a) + c(a− c− b)− b(a− c− b))

= (bc− b2 − ab− ac+ ab+ a2 + ac− c2 − bc− ba+ bc+ b2)

= −(a2 − c2 − ab+ bc)

= −(−(c− a)(c+ a) + b(c− a))

= −((c− a)(b− c− a))

= −α.

Assim,

fbac(x
(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ) = −α[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]− β[x(c)3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ]

= −fabc(x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ).

Portanto, facb(x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ) = fbac(x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ) = −fabc(x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).

Corolário 2.28. Para todo a, b, c ≥ −1,

fbca(x
(b)
2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ) = fcab(x

(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ) = fabc(x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ),

fcba(x
(c)
3 , x

(b)
2 , x

(a)
1 ) = −fabc(x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).
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Demonstração. Usando o Lema 2.27, concluímos que:

fbca(x
(b)
2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ) = (a− b)(c− a− b)[x(b)2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ]

= −(c− b)(a− c− b)[x(b)2 , x
(a)
1 , x

(c)
3 ]

= ν[x
(b)
2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ]− µ[x(b)2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ]

= −(µ[x(b)2 , x
(a)
1 , x

(c)
3 ]− ν[x(b)2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ])

= −fbac(x(b)1 , x
(a)
2 , x

(c)
3 )

= fabc(x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).

Pela Identidade de Jacobi temos −[x(c)3 , x
(b)
2 , x

(a)
1 ] = [x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ]+[x

(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]. Assim,

fcab(x
(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ) = γ1[x

(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ]− δ1[x(c)3 , x

(b)
2 , x

(a)
1 ]

= γ1[x
(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ] + δ1[x

(b)
2 , x

(a)
1 , x

(c)
3 ] + δ1[x

(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]

= −γ1[x(a)1 , x
(c)
3 , x

(b)
2 ]− δ1[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ] + δ1[x

(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]

= (δ1 − γ1)[x(c)3 , x
(a)
1 , x

(b)
2 ]− δ1[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ],

onde γ1 = (b − c)(a − b − c) e δ1 = (a − c)(b − a − c). Como escrevemos no Lema

2.27, facb(x
(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ) = γ[x

(a)
1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ]− δ[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ] onde γ = (b− a)(c− b− a) e

δ = (c− a)(b− c− a). Notemos que δ1 = −((c− a)(b− c− a)) = −δ e que

(δ1 − γ1) = (a− c)(b− a− c)− (b− c)(a− b− c)

= ab− a2 − ac− bc+ ac+ c2 − ab+ b2 + bc+ ac− bc− c2

= −a2 + b2 + ac− bc

= (b− a)(b+ a)− c(b− a)

= (b− a)(b+ a− c)

= −(b− a)(c− b− a)

= −γ.

Isso implica, usando o Lema 2.27, que

fcab(x
(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ) = −γ[x(a)1 , x

(c)
3 , x

(b)
2 ] + δ[x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ]

= −(γ[x(a)1 , x
(c)
3 , x

(b)
2 ]− δ[x(a)1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ])

= −facb(x(a)1 , x
(c)
3 , x

(b)
2 )

= fabc(x
(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).

Novamente, pelo Lema 2.27 temos

fbca(x
(b)
2 , x

(c)
3 , x

(a)
1 ) = fcab(x

(c)
3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ) = fabc(x

(a)
1 , x

(b)
2 , x

(c)
3 ).
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Além disso,

fcba(x
(c)
3 , x

(b)
2 , x

(a)
1 ) = (a− c)(b− a− c)[x(c)3 , x

(b)
2 , x

(a)
1 ]− (b− c)(a− b− c)[x(c)3 , x

(a)
1 , x

(b)
2 ]

= −((b− c)(a− b− c)[x(c)3 , x
(a)
1 , x

(b)
2 ]

− (a− c)(b− a− c)[x(c)3 , x
(b)
2 , x

(a)
1 ])

= −fcab(x(c)3 , x
(b)
2 , x

(a)
1 )

= −fabc(x(a)1 , x
(b)
2 , x

(c)
3 ).

Assim, o Lema 2.26 pode ser reescrito como segue.

Lema 2.29. Os polinômios (2.1), (2.3) e (2.2) com a > b > c ≥ −1 e a 6= b+c, b 6= a+c,

formam uma base para as identidades Z-graduadas de W1.

Diante das restrições feitas para as identidades graduadas fabc, vamos mostrar

que não podemos impor mais restrições nessas identidades, ou seja, todas as identidades

restantes do tipo fabc são indispensáveis para a base de TZ(W1). Provamos isso na próxima

proposição.

Proposição 2.30. Seja a, b, c ∈ Z, a > b > c ≥ −1, a 6= b + c, b 6= a + c. Então a

identidade graduada fabc não é uma consequência de todas as identidades (2.1),(2.3) e

todas as outras identidades fa′b′c′ onde a′ > b′ > c′ ≥ −1, (a′, b′, c′) 6= (a, b, c).

Demonstração. Vamos de�nir uma álgebra de Lie Z-graduada L(a,b,c) tal que:

(i) L(a,b,c) satisfaz todas identidades (2.1), (2.3) e todas identidades fa′b′c′ onde a′ > b′ >

c′ ≥ −1, (a′, b′, c′) 6= (a, b, c);

(ii) L(a,b,c) não satisfaz a identidade fabc.

Sabemos que a existência de uma álgebra L(a,b,c) satisfazendo tais condições prova

a proposição. Consideremos L(a,b,c) a álgebra de Lie das matrizes triangulares superiores

com diagonal nula 4 × 4 sobre K. Sejam ha = E12, hb = E23, hc = E34. Temos que

L(a,b,c) é uma álgebra nilpotente de índice 3 e de dimensão 6, com K-base consistindo de

ha,hb,hc,h′a+b = [ha, hb] = [E12, E23] = E13, h′b+c = [hb, hc] = [E23, E34] = E24, h′′a+b+c =

[ha, hb, hc] = E14. Note que h′a+c = [E12, E34] = 0.

Para cada i ∈ Z, seja Hi espaço vetorial gerado pelos elementos hi,h′i, h
′′
i se

algum desses elementos existe e 0 caso contrário. Assim, L(a,b,c) =
⊕
i∈Z

Hi é uma álgebra

Z-graduada. Note que Hi = 0 se i /∈ {a, b, c, a+ b, b+ c, a+ b+ c}; em particular, Hi = 0

se i < −1, pois a > b > c ≥ −1. Dessa forma, álgebra L(a,b,c) satisfaz as identidades

graduadas x(d) = 0 para d ≤ −2, que são as identidades (2.3).

Agora, vamos checar que a álgebra de Lie graduada L(a,b,c) satisfaz as identidades

(2.1), que são as identidades [x(i)1 , x
(i)
2 ] (i ≥ −1). Se i ∈ {a, b, c, a + b, b + c, a + b + c} e
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dimensão de Hi = 1, ou seja, se Hi é gerado por apenas um desses elementos então Hi é

abeliano e L(a,b,c) satisfaz [x
(i)
1 , x

(i)
2 ].

Suponha que i = a. Como b 6= a, c 6= a e b + c 6= a, temos que hb, hc, h′b+c /∈ Hi.

Segue que Hi está contido no espaço K-linear gerado por ha = E12, h′a+b = E13, h′′a+b+c =

E14. Como [ha, h
′
a+b] = [E12, E13] = 0, [ha, h′′a+b+c] = [E12, E14] = 0 e [h′a+b, h

′′
a+b+c] =

[E13, E14] = 0 temos que o comutador de quaisquer dois desses elementos é igual a 0 e a

identidade [x
(i)
1 , x

(i)
2 ] é satisfeita em L(a,b,c).

Suponha que i = b. Similarmente, temos ha, hc /∈ Hi. Assim, Hi está contido no

espaço K-linear gerado por hb = E23,h′a+b, h
′
b+c = E24 e h′′a+b+c = E14. Como o comutador

de quaisquer dois desses elementos é igual a 0 temos que a identidade [x(i)1 , x
(i)
2 ] é satisfeita

em L(a,b,c).

Analogamente, se i = c então ha, hb, h′a+b /∈ Hi. Assim Hi está contido no es-

paço K-linear gerado por hc, h′b+c e h
′′
a+b+c. Logo, as identidades [x

(i)
1 , x

(i)
2 ] também são

satisfeitas em L(a,b,c).

Finalmente, suponha que i ∈ {a + b, b + c, a + b + c} e i 6= a, b, c. Assim, Hi

está contida na subálgebra gerada por h′a+b = E13, h′b+c = E24 e h′′a+b+c = E14. Como

[E13, E24] = 0, [E13, E14] = 0 e [E24, E14] = 0 temos que as identidades [x
(i)
1 , x

(i)
2 ] são

satisfeitas em L(a,b,c).

Logo, a álgebra L(a,b,c) satisfaz as identidades graduadas [x(i)1 , x
(i)
2 ].

Sejam a′, b′, c′ ∈ Z, a′ > b′ > c′ ≥ −1 e (a′, b′, c′) 6= (a, b, c). A�rmamos que as

identidades graduadas [x(a
′)

1 , x
(b′)
2 , x

(c′)
3 ] e [x

(a′)
1 , x

(c′)
3 , x

(b′)
2 ] são satisfeitas em L(a,b,c).

De fato, se a′ /∈ {a, b, c, a+b, b+c, a+b+c} então Ha′ = 0. Assim, [Ha′ , Hb′ , Hc′ ] =

[Ha′ , Hc′ , Hb′ ] = 0, isto é, as identidades graduadas [x(a
′)

1 , x
(b′)
2 , x

(c′)
3 ] e [x

(a′)
1 , x

(c′)
3 , x

(b′)
2 ] são

identidades graduadas em L(a,b,c).

Agora, suponha que a′, b′, c′ ∈ {a, b, c, a + b, b + c, a + b + c}. Como (a′, b′, c′) 6=
(a, b, c), pelo menos um dos elementos a′, b′, c′ não pertencem ao conjunto {a, b, c}. Su-

ponha que a′ /∈ {a, b, c}. Logo, a′ ∈ {a + b, b + c, a + b + c} e Ha′ está contido no espaço

K-linear V gerado por h′a+b, h
′
b+c e h

′′
a+b+c, isto é, está contido no espaço gerado pelas

matrizes E13, E24, E14. Segue que [Ha′ , Hb′ , Hc′ ] ⊆ [V,Hb′ , Hc′ ].

Notemos que, para qualquer Hb′ , temos [V,Hb′ ] = 0, [V,Hb′ ] = E14 ou [V,Hb′ ] =

−E14. Como E14 ·Elk = Elk ·E14 = 0 para todo Ekl ∈ {E12, E23, E34, E13, E24, E14}, temos

[V,Hb′ , Hc′ ] = 0.

Podemos veri�car de maneira similar que se b′ ou c′ não pertence ao conjunto

{a, b, c} então [Ha′ , Hb′ , Hc′ ] = [Ha′ , Hc′ , Hb′ ] = 0, isto é, [x(a
′)

1 , x
(b′)
2 , x

(c′)
3 ] e [x(a

′)
1 , x

(c′)
3 , x

(b′)
2 ]

são identidades graduadas em L(a,b,c).

Assim, se a′, b′, c′ ∈ Z, a′ > b′ > c′ ≥ −1 e (a′, b′, c′) 6= (a, b, c) então L(a,b,c)

satisfaz a identidade graduada

fa′b′c′ = α[x
(a′)
1 , x

(b′)
2 , x

(c′)
3 ]− β[x(a

′)
1 , x

(c′)
3 , x

(b′)
2 ],
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como requerido. Além disso, como [ha, hc, hb] = [E12, E34, E23] = 0, temos que

fabc(ha, hb, hc) = (c− a)(b− c− a)[ha, hb, hc]− (b− a)(c− b− a)[ha, hc, hb]

= (c− a)(b− c− a)[ha, hb, hc]

= (c− a)(b− c− a)h′′a+b+c.

Note que (c− a)(b− c− a) 6= 0, pois c < a e b 6= a+ c. Assim, fabc não é uma identidade

graduada em L(a,b,c).

Portanto, L(a,b,c) satisfaz todas identidades (2.1), (2.3) e fa′b′c′ onde a′ > b′ > c′ ≥
−1, (a′, b′, c′) 6= (a, b, c), mas não satisfaz a identidade fabc. Assim, a prova da proposição

está completa.

Corolário 2.31. O conjunto de polinômios {fabc | a > b > c ≥ −1, a 6= b + c, b 6= a + c}
é um conjunto independente de identidades graduadas em L(X).

Demonstração. Consequência imediata da Proposição 2.30.

Reunindo todos os resultados anteriores obtemos que o conjunto de polinômios

[x
(i)
1 , x

(i)
2 ] (i ≥ 0), x(d) (d ≤ −2) e fabc com a > b > c ≥ −1, a 6= b + c, b 6= a + c é um

conjunto mínimo de geradores para o TZ(W1). Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.32. As identidades graduadas [x
(i)
1 , x

(i)
2 ] (i ≥ 0), x(d) (d ≤ −2) e fabc com

a > b > c ≥ −1, a 6= b + c, b 6= a + c formam uma base minimal para as identidades

Z-graduadas de W1 sobre um corpo de característica 0.

Corolário 2.33. As identidades Z-graduadas da álgebra de Lie W1 sobre o corpo de

característica 0 não admitem qualquer base �nita.

Demonstração. Suponha que o conjunto das identidades Z-graduadas de W1 admita uma

base �nita B. Podemos supor sem perda de generalidade que B é composto por polinô-

mios mônicos. Temos que todas as identidades x(d) com d ≤ −2 são consequências de

identidades em B. Isso implica que x(d) ∈ B para todo d ≤ −2. Mas isso é um absurdo,

pois o conjunto de polinômios {x(d) | d ≤ −2} é um conjunto in�nito e independente

de identidades graduadas em L(X). Portanto, as identidades Z-graduadas de W1 não

admitem qualquer base �nita.



Capítulo 3

Cocaracteres Z-graduados de W1

No capítulo 1 apresentamos uma Sn-ação sobre os polinômios multilineares em

n variáveis e de�nimos o n-cocaracter de uma álgebra. Neste capítulo veremos que de

forma análoga, �xado s um inteiro positivo, há uma Sn1 × · · · × Sns-ação no espaço dos

polinômios multilineares G-graduados com n1-variáveis de G-grau g1, n2-variáveis de G-

grau g2 e assim por diante. Tal ação dará origem a de�nição de cocaracter G-graduado

de uma álgebra. O objetivo principal é apresentar como resultado original a descrição dos

cocaracteres Z-graduados de W1.

Considere L(X) a álgebra de Lie relativamente livre G-graduada e L uma álgebra

de Lie G-graduada.

Supondo Supp(L) = {g1, g2, . . . , gs}, sejam n ≥ 0 e n1, . . . , ns ≥ 0 tais que

n = n1 + · · ·+ ns. Denotamos por Pn1,...,ns o espaço dos polinômios multilineares de grau

n nas variáveis

x
(g1)
1 , . . . , x(g1)n1

, x
(g2)
n1+1, . . . , x

(g2)
n1+n2

, . . . , x
(gs−1)
n1+···+ns−1

, x
(gs)
n1+···+ns−1+1, . . . , x

(gs)
n .

O espaço Pn1,...,ns é naturalmente equipado com uma estrutura de Sn1 × · · · ×Sns-módulo

à esquerda munido da seguinte ação

(τ1, . . . , τs)f(x
(g1)
1 , . . . , x(g1)n1

, x
(g2)
n1+1, . . . , x

(g2)
n1+n2

, . . . , x
(gs−1)
n1+...+ns−1

, . . . , x(gs)n )

= f(x
(g1)
τ1(1)

, . . . , x
(g1)
τ1(n1)

, x
(g2)
τ2(n1+1), . . . , x

(g2)
τ2(n1+n2)

, . . . , x
(gs−1)
τs−1(n1+···+ns−1)

, . . . , x
(gs)
τs(n)

),

em que f(x(g1)1 , . . . , x
(g1)
n1 , x

(g2)
n1+1, . . . , x

(g2)
n1+n2

, . . . , x
(gs)
n ) ∈ Pn1,...,ns , τ1 ∈ Sn1{1, . . . , n1}, τ2 ∈

Sn2{n1+1, . . . , n1+n2}, . . . , τs ∈ Sns{n1+· · ·+ns−1+1, . . . , n}, em que Sni{m1, . . . ,mni}
é o grupo de permutações do conjunto {m1, . . . ,mni} com ni elementos. Para simpli�car

a notação iremos denotar Sni{m1, . . . ,mni} apenas por Sni , para todo i ∈ {1, . . . , s}.
Como TG-ideais são invariantes pela permutação de variáveis de uma mesma

componente homogênea temos que Pn1,...,ns ∩ TG(L) é um Sn1 × · · · × Sns-submódulo de
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Pn1,...,ns , para toda álgebra de Lie G- graduada L. Assim,

Pn1,...,ns(L) =
Pn1,...,ns

Pn1,...,ns ∩ TG(L)

também tem uma estrutura induzida de Sn1 × · · · × Sns-módulo à esquerda.

O Sn1 ×· · ·×Sns-caracter de Pn1,...,ns(L) é chamado de (n1, . . . , ns)-cocaracter de

L, denotado por χn1,...,ns(L). Decompondo o (n1, . . . , ns)-cocaracter em soma de caracteres

irredutíveis, obtemos

χn1,...,ns(L) =
∑

〈σ〉`(n1,...,ns)

m〈σ〉χσ1 ⊗ · · · ⊗ χσs , (3.1)

em que 〈σ〉 = (σ1, . . . , σs) é uma multipartição de n, isto é, σ1 ` n1, . . . , σs ` ns, m〈σ〉 ≥ 0

é um inteiro não negativo e χσi é o caracter correspondente a σi.

Temos uma versão análoga ao Teorema 1.96 que auxilia no cálculo do (n1, . . . , ns)-

cocaracter, como segue.

Teorema 3.1. Seja L uma PI-álgebra G-graduada com o (n1, . . . , ns)-cocaracter dado

por (3.1). Para uma multipartição (σ1, . . . , σs) de n = n1+ · · ·+ns, a multiplicidade m〈σ〉
é igual a zero se, e somente se, para toda s-upla de tabela T1, . . . , Ts de formas σ1, . . . , σs,

respectivamente, e para todo polinômio f = f(x
(g1)
1 , . . . , x

(g1)
n1 , x

(g2)
n1+1, . . . , x

(gs)
n ) ∈ Pn1,...,ns,

a álgebra de Lie L satisfaz a identidade eT〈σ〉f ≡ 0, em que eT〈σ〉 = eT1 · · · eTs.

Ainda que supp(L) seja in�nito, �xado um inteiro s ≥ 1 e elementos g1, . . . , gs ∈
supp(L) tais que gi 6= gj para i 6= j é possível de�nir de forma análoga o espaço dos

polinômios multilineares nas variáveis

x
(g1)
1 , . . . , x(g1)n1

, x
(g2)
n1+1, . . . , x

(g2)
n1+n2

, . . . , x
(gs−1)
n1+···+ns−1

, x
(gs)
n1+···+ns−1+1, . . . , x

(gs)
n

denotado por P (g1,...gs)
n1,...,ns . Como antes, temos que o espaço P (g1,...gs)

n1,...,ns tem uma estrutura de

Sn1 × · · · × Sns-módulo onde Sn1 × · · · × Sns age à esquerda em P
(g1,...gs)
n1,...,ns permutando as

variáveis homogêneas de G-grau g1, . . ., gs separadamente, isto é, Sni permuta as variáveis

homogêneas de G-grau gi para todo i ∈ {1, . . . , s}. O espaço

P (g1,...gs)
n1,...,ns

(L) =
P

(g1,...gs)
n1,...,ns

P
(g1,...gs)
n1,...,ns ∩ TG(L)

herda uma estrutura de Sn1×· · ·×Sns-módulo e denotamos por χ(g1,...,gs)
n1,...,ns (L) seu caracter,

o qual podemos escrever como

χ(g1,...,gs)
n1,...,ns

(L) =
∑

〈σ〉`(n1,...,ns)

m〈σ〉χ
(g1)
σ1
⊗ · · · ⊗ χ(gs)

σs , (3.2)
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onde 〈σ〉 = (σ1, . . . , σs) é uma multipartição de n, m〈σ〉 é um inteiro não negativo e χ(gi)
σi

é o caracter correspondente a σi. Chamamos χ(g1,...,gs)
n1,...,ns (L) o (n

(g1)
1 , . . . , n

(gs)
s )-cocaracter de

L. Quando necessário vamos escrever n(gi)
i em vez de ni para evidenciar as componentes

homogêneas.

Dizemos que os elementos da forma χ(g1,...,gs)
n1,...,ns (L) para todo s ≥ 1 e g1, g2, . . . , gs ∈

Supp(L), gi 6= gj, n1, n2, . . . , ns inteiros positivos são os cocaracteres G-graduados de L.

Como nosso objetivo é calcular os cocaracteres Z-graduados de W1, vamos prosseguir

considerando L = W1 e G = Z.
Sejam Xi = {x(i)1 , x

(i)
2 , . . .}, i ∈ Z uma família in�nita enumerável de conjuntos

in�nitos enumeráveis disjuntos e X =
⋃
i∈Z

Xi. Considere L(X) a álgebra relativamente

livre de Lie Z-graduada. Recordemos que a Z-graduação em W1 é dada por

W1 =
⊕
i∈Z

Li,

onde Li é gerado por ti+1 d
dt
= ei se i ≥ −1 e Li = 0 caso contrário. Assim, o supp(W1) =

{g ∈ Z | g ≥ −1} que é um conjunto in�nito.

Para g1, . . ., gs ∈ Z (gi ≥ −1 para todo i) com g1 > g2 > · · · > gs e um inteiro

positivo n = n1 + · · · + ns, ni ≥ 0 �xos, sejam P
(g1,...gs)
n1,...,ns (W1) o espaço dos polinômios

multilineares em
L(X)

TZ(W1)
, ou seja,

P (g1,...gs)
n1,...,ns

(W1) =
P

(g1,...gs)
n1,...,ns

P
(g1,...gs)
n1,...,ns ∩ TZ(W1)

e seu caracter

χ(g1,...,gs)
n1,...,ns

(W1) =
∑

〈σ〉`(n1,...,ns)

m〈σ〉χ
(g1)
σ1
⊗ · · · ⊗ χ(gs)

σs ,

o qual é chamado de (n
(g1)
1 , . . . , n

(gs)
s )-cocaracter de W1.

Vejamos em um caso particular, como funciona a ação do grupo Sn1×Sn2×· · ·×Sns
sobre P (g1,...,gs)

n1,...,ns .

Exemplo 3.2. Considere o comutador multilinear m = [x
(2)
1 , x

(1)
2 , x

(1)
3 , x

(0)
5 , x

(0)
6 , x

(1)
4 ]. Te-

mos que m ∈ P (2,1,0)
1,3,2 , pois m contém uma variável de Z-grau 2, 3 variáveis de Z-grau 1 e

duas variáveis de Z-grau 0. Para (τ1, τ2, τ3) ∈ S1 × S3 × S2, tal que τ1 = (1),τ2 = (34) e

τ3 = (56) temos que a ação de (τ1, τ2, τ3) em m,

((1), (34), (56))m = [x
(2)
1 , x

(1)
2 , x

(1)
4 , x

(0)
6 , x

(0)
5 , x

(1)
3 ].
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Exemplo 3.3. Seja m = [x
(1)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
4 , x

(0)
3 ] ∈ P (1,3)

1,3 e as tabelas

T1 = 1 e T2 =
2 3
4

Temos que eT1 = (1) e eT2 = (2) + (23)− (24)− (243). Assim,

eT2m = ([x
(1)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
4 , x

(0)
3 ]− [x

(1)
1 , x

(0)
4 , x

(0)
2 , x

(0)
3 ])

+([x
(1)
1 , x

(0)
3 , x

(0)
4 , x

(0)
2 ]− [x

(1)
1 , x

(0)
4 , x

(0)
3 , x

(0)
2 ]).

E agindo eT1 em eT2m obtemos

eT1eT2m = ([x
(1)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
4 , x

(0)
3 ]− [x

(1)
1 , x

(0)
4 , x

(0)
2 , x

(0)
3 ])

+([x
(1)
1 , x

(0)
3 , x

(0)
4 , x

(0)
2 ]− [x

(1)
1 , x

(0)
4 , x

(0)
3 , x

(0)
2 ]).

O polinômio eT1eT2m descrito acima é uma identidade polinomial graduada para

W1, já que fazendo a avaliação nos elementos da base de W1 obtemos:

[e1, e0, e0, e0]− [e1, e0, e0, e0] + [e1, e0, e0, e0]− [e1, e0, e0, e0] = 0.

Note que cada par de comutadores alternados em alguma variável de mesmo Z-grau
sempre se anulará ao ser avaliado pelos elementos de W1, pois a dimensão de cada uma

das componentes da Z-graduação de W1 é 1.

Vejamos a seguinte proposição que generaliza o argumento do exemplo anterior

e que facilitará no cálculo dos cocaracteres graduados de W1.

Proposição 3.4. Seja 〈σ〉 = (σ1, . . . , σs) uma multipartição de n = n1 + · · ·+ ns em que

σ1 ` n1,..., σs ` ns. Se o diagrama correspondente a qualquer uma dessas partições tem

mais de uma linha então m〈σ〉 = 0.

Demonstração. Suponha que o comprimento da primeira coluna do diagrama correspon-

dente a σi para algum i é maior que 1. Considere f = eT1 · · · eTsg o gerador do módulo

irredutível correspondente a 〈σ〉.
Temos que RTi ∩CTi = 1 para todo i e todo elemento de Sni pode ser unicamente

escrito como um produto r · c em que r ∈ RTi e c ∈ CTi . Assim, ao aplicarmos eTi em

g nenhum de seus monômios se anulará. Logo, f é uma combinação linear de termos

que contém pelo menos duas variáveis antissimétricas pertencentes a cada um dos X ′is,

Xi = {x(i)1 , x
(i)
2 , . . .}, i ∈ Z.

Para provar a proposição é su�ciente mostrar que em W1 qualquer polinômio que

é antissimétrico em pelo menos duas variáveis de cada componente Xi é identicamente

nula. Mas, como a dimensão de cada uma das componentes da Z-graduação de W1 é 1,

temos o resultado.
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Recordemos que no Capítulo 2 provamos que I = TZ(W1). Assim, u ≡ v signi�ca

que u ≡ v (mod TZ(W1)).

Exemplo 3.5. Seja m1 = [x
(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ]. Considere as seguintes tabelas

T1 = 1 ,

T2 = 2 3 4 ,

T3 = 5 .

Temos que

eT1eT2eT3m1 = [x
(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] + [x

(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
3 , x

(0)
2 , x

(0)
4 ]

+[x
(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
4 , x

(0)
3 , x

(0)
2 ] + [x

(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
2 , x

(0)
4 , x

(0)
3 ]

+[x
(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
3 , x

(0)
4 , x

(0)
2 ] + [x

(2)
1 , x

(−1)
5 , x

(0)
4 , x

(0)
2 , x

(0)
3 ].

Notemos que cada comutador que compõe o polinômio acima, a menos de reordenação dos

índices das variáveis de mesmo Z-grau, são todos iguais a m1. Como [e2, e−1, e0, e0, e0] =

3e1, temos que cada um desses comutadores não são identidades Z-graduadas para W1.

Assim, a avaliação em eT1eT2eT3m1 é igual 6 · 3e1 = 18e1. Logo, eT1eT2eT3m1 não é

identidade Z-graduada de W1.

Como eT1eT2eT3m /∈ TZ(W1) temos que eT1eT2eT3m é um gerador do módulo irre-

dutível associado a 〈σ〉, quando consideramos as tabelas T1, T2, T3.

Proposição 3.6. Sejam m ∈ P
(g1,...,gs)
n1,...,ns um comutador multilinear, 〈σ〉 = (σ1, . . . , σn)

multipartição de n = n1 + · · · + ns e T1, . . . , Ts tabelas correspondentes a σ1, . . . , σs res-

pectivamente. Se σ1 = (n1), . . . , σn = (ns) e m /∈ TZ(W1) então eT〈σ〉m /∈ TZ(W1), onde

eT〈σ〉 = eT1 · · · eTs.

Demonstração. Sejam m ∈ P
(g1,...,gs)
n1,...,ns tal que m /∈ TZ(W1) e σ1 = (n1), . . . , σn = (ns).

Temos que as respectivas tabelas de σ1, . . . , σn são tabelas que possuem apenas uma linha.

Dessa forma, o elemento eT〈σ〉 depende apenas do estabilizador de linhas e eT〈σ〉m =
k∑
i=1

mi

onde cada mi, a menos de reordenação de índices de variáveis de mesmo Z-grau, é igual
ao comutador m, pois a ação em P

(g1,...,gs)
n1,...,ns permuta apenas as variáveis de mesmo Z-grau.

Assim, a avaliação dos elementos da base de W1 em cada um desses comutadores é igual a

um mesmo valor α com α 6= 0 já que m /∈ TZ(W1). Logo, eT〈σ〉m =
k∑
i=1

mi ≡ km ≡ kαm′,

onde m′ é um comutador da forma canônica e kα 6= 0. Portanto, eT〈σ〉m /∈ TZ(W1).

Observação 3.7. Seja f = f(x
(g1)
1 , . . . , x

(g1)
n1 , x

(g2)
n1+1, . . . , x

(gs)
n ) ∈ P

(g1,...gs)
n1,...,ns um polinômio

multilinear. Recordemos que pela Proposição 1.55, independente da posição de uma variá-

vel xi em um comutador multilinear h(x1, . . . , xn), podemos escrever h como combinação
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de comutadores multilineares com primeira variável igual a xi. Assim, f pode ser escrito

como combinação linear de comutadores multilineares com primeira variável igual a x(g1)n1 .

A seguir, descrevemos os cocaracteres Z-graduados de W1, o principal resultado

desse capítulo. Ressaltamos que este é um resultado original, não encontrado na literatura.

Lembremos que x(a)i > x
(b)
j signi�ca que ou a > b ou a = b e i > j.

Teorema 3.8. Seja

χn1,...,ns(W1) =
∑

〈σ〉`(n1,...,ns)

m〈σ〉χ
(g1)
σ1
⊗ · · · ⊗ χ(gs)

σs

o (n
(g1)
1 , . . . , n

(gs)
s )-cocaracter de W1. Então m〈σ〉 ≤ 1 para cada σ1 ` n1, . . . , σs ` ns.

Além disso, m〈σ〉 = 1 se, e somente se, σi = (ni) para todo i ∈ {1, . . . , s} e ocorrem as

seguintes condições:

1. 0 ≤ n
(gi)
i < n para todo i ∈ {1, . . . , s};

2.
s∑
i=1

gin
(gi)
i ≥ −1;

3. n(0)
j 6= n− n(gi)

i para todo i ∈ {1, . . . , s} tal que n(gi)
i > 1;

4. Se n(gi)
i 6= 0 apenas quando gi ∈ {−1, 0, 1} então |n(1)

j − n
(−1)
k | ≤ 1.

Demonstração. Fixemos g1, . . ., gs ∈ Z, g1 > g2 > · · · > gs e um inteiro positivo n =

n
(g1)
1 + · · · + n

(gs)
s . Seja 〈σ〉 = (σ1, . . . , σs) multipartição de n. Pela Proposição 3.4 se o

diagrama correspondente a qualquer uma dessas partições tem mais de uma linha então

m〈σ〉 = 0. Suponha σ1 = (n1), . . . , σs = (ns).

Primeiro vamos mostrar que m〈σ〉 ≤ 1. Para isso, considere dois pares quais-

quer de s-uplas de tabelas T1, . . . , Ts e T̃1, . . . , T̃s correspondentes a mesma multiparti-

ção 〈σ〉 = (σ1, . . . , σs). Sejam f = f(x
(g1)
1 , . . . , x

(g1)
n1 , x

(g2)
n1+1, . . . , x

(g2)
n1+n2

, . . . , x
(gs)
n ) e g =

g(x
(g1)
1 , . . . , x

(g1)
n1 , x

(g2)
n1+1, . . . , x

(g2)
n1+n2

, . . . , x
(gs)
n ) os geradores do módulo irredutível associado

a 〈σ〉 quando consideramos a s-upla de tabelas T1, . . . , Ts e T̃1, . . . , T̃s, respectivamente.

Para provarmos que m〈σ〉 ≤ 1, vamos mostrar que f e g são linearmente dependentes

módulo TZ(W1).

De fato, temos que f e g são polinômios com o mesmo conjunto de variáveis que

não são identidades graduadas de W1, pois são geradores de módulos irredutíveis. Além

disso, x(g1)l > x
(gi)
k para todo i > 1 e pela Observação 3.7 podemos supor que a primeira

variável de cada comutador que compõe f e g é x(g1)n1 . Desse modo, pela Proposição 2.20,

temos que f ≡ µ1m
′ e g ≡ µ2m

′, onde µ1, µ2 ∈ K, µ1, µ2 6= 0 e m′ é um comutador

da forma canônica. Assim, concluímos que f e g são linearmente dependentes módulo

TZ(W1). Logo, m〈σ〉 ≤ 1.
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Vamos mostrar que se não ocorre alguma das condições descritas então m〈σ〉 =

0. Considere f ∈ P
(g1,...,gs)
n1,...,ns . Se n(gi)

i = n para algum i então todas as variáveis de f

possuem mesmo Z-grau e portanto f é uma consequência da identidade [x
(gi)
k , x

(gi)
l ] ≡ 0.

Se
s∑
i=1

gin
(gi)
i ≤ −2, ou seja, o Z-grau total do polinômio é ≤ −2, então f é consequência

de x(d)i ≡ 0. Se n(0)
j = n−n(gi)

i para algum i tal que n(gi)
i > 1, isto é, se em f só aparecem

variáveis de Z-grau 0 e pelo menos duas variáveis de Z-grau gi, então f é uma consequência

de [x
(gi)
k , x

(gi)
l ]. Agora, suponha n(gi)

i 6= 0 apenas para gi ∈ {−1, 0, 1} e |n(1)
j , n

(−1)
k | ≥ 2

temos que se n(1)
j < n

(−1)
k então f tem Z-grau ≤ −2 e é consequência de x(d) ≡ 0. Por

outro lado, se n(1)
j > n

(−1)
k então f é consequência de [x

(gi)
k , x

(gi)
l ]. Portanto, em qualquer

umas dessas situações f ≡ 0 e m〈σ〉 = 0, pelo Teorema 3.1.

Agora vamos encontrar um polinômio f não nulo gerador do módulo irredutível

associado a cada multipartição (σ1, . . . , σs) que satisfaz as condições enunciadas para

mostrar que m〈σ〉 = 1. Fixemos T1, . . . , Ts tabelas correspondentes as partições σ1, . . . , σs.

Considere o conjunto de variáveis {x(a1)1 , x
(a2)
2 , . . . , x

(an)
n } tal que x(a1)1 > x

(al)
l para todo

l > 1 e ai ∈ {g1, . . . , gs}. Suponha que as condições 1), 2), 3) e 4) são satisfeitas, temos os

seguintes casos.

1. n
(ai)
i > 0 para ai ≥ 1 e n(ai)

i = 0 caso contrário.

Como ai ≥ 1 para todo 1 ≤ i ≤ n então como há pelo menos duas variáveis com

Z-graus distintos existe aj > 1 tal que n(aj)
j ≥ 1. Considere

m = [x
(a1)
1 , x

(a2)
2 , . . . , x(an)n ],

onde a1 > 1, x(a2)2 < x
(a3)
3 < · · · < x

(an)
n e existe l , 2 ≤ l ≤ n tal que 0 < al < a1,

ou seja, um comutador multilinear na forma canônica do tipo 1 (como descrito na

Tabela 2.1, página 40). Assim, podemos tomar como gerador o polinômio eT〈σ〉m.

2. Existe n(ai)
i > 0 para algum ai ∈ {0,−1}. Aqui temos os seguintes subcasos:

2.1. n
(0)
i = n− 1

Temos que n(ai)
i = 1 para algum ai = a 6= 0. Se a ≥ 1, podemos tomar

m = [x
(a)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n ],

onde para a = 1 temos que m é um comutador da forma canônica do tipo 4 e

para a > 1 temos que m é um comutador da forma canônica do tipo 3. Assim,

consideramos eT〈σ〉m como o gerador.

Agora, se a = −1, então escrevemos

m = [x
(0)
1 , x

(−1)
2 , . . . , x(0)n ],
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onde m é um comutador da forma canônica do tipo 5. Assim, tomamos eT〈σ〉m

como o gerador.

2.2. 1 ≤ n
(0)
i ≤ (n− 1)− n(aj)

j para algum i e 1 < n
(aj)
j < n− 1, n(−1)

k = 0, caso k

exista.

Nesse caso temos quem tem pelo menos 3 variáveis de Z-graus distintos. Como

n
(−1)
k = 0 para todo k temos que al > 1 para algum l. Assim, podemos escrever

m = [x
(a1)
1 , . . . , x(ar)r , x

(0)
r+1, . . . , x

(0)
n ],

onde a1 > 1, x(a2)2 < · · · < x
(ar)
r < x

(a1)
1 e r + 1 < · · · < n. Notemos que existe

al′ 6= a1 com 2 ≤ l′ ≤ r, ou seja, m é um comutador da forma canônica do tipo

1. Assim, tomamos como gerador eT〈σ〉m.

2.3. n
(0)
i ≤ n − 1 − n(aj)

j para algum i e 1 < n
(aj)
j < n − 1, n(−1)

k ≥ 1. Assim, se

n
(aj)
j ≥ 1 apenas para aj ∈ {−1, 0, 1} e

• n(1)
i − n

(−1)
j = 0, nesse caso, podemos escrever

m = [x
(1)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)r , x

(−1)
r+1 , x

(1)
r+2, x

(−1)
r+3 , . . . , x

(−1)
n−2 , x

(1)
n−1, x

(−1)
n ],

onde (n − r) é ímpar, ou seja, m é um comutador da forma canônica do

tipo 4. Assim, podemos tomar como gerador eT〈σ〉m.

• |n(1)
i − n

(−1)
j | = 1. Se n(1)

i > n
(−1)
j então podemos escrever

m = [x
(1)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)r , x

(−1)
r+1 , x

(1)
r+2, x

(−1)
r+3 , . . . , x

(1)
n−2, x

(−1)
n−1 , x

(1)
n ],

onde (n−r) é par e m é um comutador na forma canônica do tipo 4. Logo,

podemos tomar como gerador o eT〈σ〉m. Por outro lado, se n(1)
i < n

(−1)
j

então

m = [x
(1)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)r , x

(−1)
r+1 , x

(1)
r+2, x

(−1)
r+3 , . . . , x

(1)
n−2, x

(−1)
n−1 , x

(−1)
n ],

onde (n− r) é par, m um comutador da forma canônica do tipo 4. Assim,

tomamos como gerador o eT〈σ〉m.

Agora se n(ai)
i ≥ 1 para algum i tal que ai > 1. Considere n(−1)

j = k , k ≥ 1.

Seja {a1, . . . , ar}, com 1 ≤ r ≤ n − 1 e al ≥ 0 para todo l, 1 ≤ l ≤ r. Se

a1 + · · ·+ ar > k − 2 temos as seguintes opções:

• se existe l′, 2 ≤ l′ ≤ r tal que 1 ≤ al′ < a1 então podemos considerar

m = [x
(a1)
1 , · · · , x(ar)r , x

(−1)
r+1 , . . . , x

(−1)
n ],

onde x(a2)2 < x
(a3)
3 < · · · < x

(ar)
r < x

(a1)
1 . Temos que m é um comutador da
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forma canônica do tipo 1. Assim, podemos tomar eT〈σ〉m como o gerador.

• se ai = 0 para todo 2 ≤ i ≤ r, então tomamos

m = [x
(a1)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)r , x

(−1)
r+1 , . . . , x

(−1)
n ],

onde m é um comutador da forma canônica do tipo 3. Logo, podemos

considerar eT〈σ〉m como gerador.

• se n(a1)
i > 1 e al ∈ {0, a1} para todo l, 2 ≤ l ≤ r. Então podemos tomar

m = [x
(a1)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
t , x

(−1)
r+1 , x

(a1)
t+1 , . . . , x

(a1)
r , x

(−1)
r+2 , . . . , x

(−1)
n ],

onde m é um comutador da forma canônica do tipo 2. Assim, tomamos

eT〈σ〉m como o gerador.

Note que se a1+ · · ·+ ar ≤ k− 2 e k ≥ 4 então m tem grau a1+ · · ·+ ar+ k ≤
k − 2 + k = −2, não satisfazendo a condição 2) do teorema.

Pela Proposição 3.6, temos que cada eT〈σ〉m não é uma identidade Z-graduada para W1,

pois em cada caso m é um comutador multilinear da forma canônica. Logo, para qualquer

situação em que as condições da proposição são satisfeitas conseguimos um comutador m

da forma canônica tal que eT〈σ〉m é o gerador do módulo irredutível associado a 〈σ〉 =
(σ1, . . . , σs), como requerido.
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