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Resumo

Seja K um corpo de caracteristica 0 e W, a algebra de Lie das derivacoes da &l-
gebra de polindmios na variavel ¢ com coeficientes em K. Neste trabalho, descrevemos as
identidades polinomiais Z-graduadas de Wi, exibindo uma base infinita para essas iden-
tidades. Além disso, mostramos que essa base é minimal e concluimos que as identidades
Z-graduadas de W; nao admitem qualquer base finita. Por fim, obtemos como resultado

original, a descricao dos cocaracteres Z-graduados de Wj.

Palavras-chave: Pl-algebras; identidades polinomiais graduadas; algebra de Lie; coca-

racteres graduados.



Abstract

Let K be a field of characteristic 0 and let I/} be the Lie algebra of the derivations
of the polynomial algebra in the variable ¢ with coefficients in K. In this work we describe
the Z-graded identities of W) exhibiting a infinite basis for these identities. Moreover, we
show that this basis is minimal and we conclude that the Z-graded identities of W; do not
admit any finite basis. Finally, we obtain as a original result the description of Z-graded

cocharacters of W;.

Keywords: Pl-algebras; graded polynomial identities; Lie algebra; graded cocharacters.
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Introducao

A teoria das algebras com identidades polinomiais, mais conhecida como PI-
teoria, ¢ uma importante area da teoria de anéis. Na classe das algebras associativas,
onde essa teoria estd mais desenvolvida, uma identidade polinomial de uma algebra é um
polinébmio em variaveis nao comutativas que se anula ao ser avaliado nos elementos dessa
algebra. Uma algebra que satisfaz pelo menos uma identidade polinomial nao trivial
é chamada PI-algebra. As &lgebras comutativas sao exemplos de Pl-algebras, ji que
satisfazem a identidade f(z,y) = zy — yz.

Um interesse maior pela Pl-teoria comecou em 1948, quando percebeu-se a pos-
sibilidade de estudar propriedades de uma &lgebra sabendo-se que ela satisfaz alguma
identidade polinomial. Assim, descrever as identidades polinomiais satisfeitas por uma
determinada algebra tornou-se um dos principais problemas da Pl-teoria. Essa descri-
cao é feita apresentando um conjunto gerador, chamado de base, para o conjunto das
identidades satisfeitas por tal algebra.

Denotamos por K (X) a algebra dos polinémios ndo comutativos em um conjunto
de variaveis X = {x1, x9, ...} sobre um corpo K, ou seja, a algebra livre associativa gerada
por X sobre K. As identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra A formam um
ideal de K (X) invariante por endomorfismos, chamado T-ideal de A. Por outro lado,
cada T-ideal de K(X) é dessa forma, ou seja, é T-ideal de alguma algebra A. Portanto,
descrever as identidades das algebras significa descrever os T-ideais da algebra livre, ou
seja, apresentar uma base para os T-ideais.

Em 1950 Specht conjecturou que sobre um corpo de caracteristica zero todo T-
ideal da &lgebra livre associativa é finitamente gerado como T-ideal. Essa conjectura é
conhecida como “Problema de Specht”. Uma prova completa desse problema foi dada por
Kemer em 1987 (veja [9]). Porém, encontrar uma base para um T-ideal, sobre um corpo
de caracteristica zero ou nao, em geral, ¢ um trabalho muito dificil, e em muitos casos é
um problema ainda em aberto.

Na busca de novas técnicas para o estudo das identidades polinomiais “ordina-
rias” de uma algebra, Kemer também introduz em seus trabalhos o uso das identidades
graduadas. E desde entao essa técnica tornou-se um objeto de interesse independente.
Podemos encontrar uma extensa lista de referéncias sobre resultados recentes em alge-

bras graduadas e suas identidades graduadas em [2|. Dentro desse contexto, determinar

1



uma base do conjunto das identidades polinomiais graduadas de uma algebra graduada,
também nao é uma tarefa facil.

No contexto das algebras nao associativas, as dificuldades s6 aumentam. Temos
uma literatura reduzida acerca da Pl-teoria nesse contexto e poucos resultados nessa di-
recao. Em particular, no caso das algebras de Lie temos como exemplo duas algebras em
que as bases para identidades graduadas (graduagao nao trivial) sao conhecidas: a sly(K)
(algebra das matrizes quadradas com entradas em K de trago nulo) sempre que K é um
corpo infinito e de caracteristica diferente de 2, provado por Koshlukov em [10]. E recen-
temente para algebra de Lie das derivagoes da algebra de polinomios comutativos K|[t],
denotada por W, com K um corpo de caracteristica 0, provada por Freitas, Koshlukov e
Krassilnikov publicado em [4], artigo base para o desenvolvimento do nosso trabalho. Co-
nhecemos também uma base para as identidades graduadas (graduacao trivial) de sly(K),
ou seja, para as identidades polinomiais “ordinarias”, provado em 1973 por Razmyslov em
[19] para K de caracteristica 0 e em 1989 para K infinito e de caracteristica diferente de
2, provado por Vasilovskii em [18].

Sabemos que a algebra de Lie W, satisfaz identidades polinomiais nao triviais,
como por exemplo, a identidade standard de Lie de grau 4, mas nao conhecemos uma
base para o conjunto de todas as suas identidades, nem mesmo se o conjunto das iden-
tidades polinomiais de W, admite qualquer base finita. No entanto, temos informacoes
importantes sobre as identidades Z-graduadas dessa algebra apresentadas neste trabalho,
o qual é divido em 3 capitulos, como segue.

O primeiro capitulo, contém os pré-requisitos necessarios para a leitura dos se-
guintes. Apresentamos os conceitos e resultados basicos da Pl-teoria, acompanhados de
exemplos. Descrevemos com mais detalhes a &lgebra de Lie W;, um dos objetos funda-
mentais do nosso trabalho. Introduzimos os conceitos das algebras com identidades poli-
nomiais graduadas, acompanhados de resultados que serao usados no decorrer do texto.
Muitos desses conceitos e resultados sao descritos ja no ambiente das algebras de Lie, por
ser o ambiente de nosso interesse. Além disso, na Se¢ao 1.7, fazemos uma abordagem
sobre a teoria de representacoes do grupo simétrico que fornece ferramentas importantes
aplicadas para descrever os cocaracteres de uma algebra.

No segundo capitulo descrevemos uma base para as identidades Z-graduadas de
Wi. Além disso, concluimos que essa base é minimal, ou seja, essa base ndo contém
propriamente qualquer outra base das identidades Z-graduadas de W; e obtemos que
o conjunto das identidades graduadas de W; nao admite qualquer base finita. Esses
resultados estao provados em [4].

No terceiro e ultimo capitulo, estendemos a teoria de representacao do grupo
simétrico dada no Capitulo 1 para o caso das algebras graduadas e definimos cocaracter
nesse contexto. Com base nessa ferramenta e usando técnicas trabalhadas no capitulo 2,

apresentamos como resultado original, a descricao dos cocaracteres Z-graduados de Wj.



Capitulo 1

Conceltos 1niciails

Neste capitulo apresentaremos os conceitos bésicos sobre a Pl-teoria, necessarios
para o entendimento dos proximos capitulos, como os conceitos de algebras graduadas e
identidades polinomiais graduadas. Definimos a algebra denominada W;, um dos objetos
fundamentais do nosso trabalho. Além disso, apresentamos uma teoria bastante rica
aplicada para resolver determinados problemas em PI-4lgebras, a teoria de representacoes
do grupo simétrico S,,. Mas, usaremos essa teoria apenas no Capitulo 3, para descrever
os cocaracteres graduados de Wj.

Em todo o trabalho K representard um corpo de caracteristica 0.

1.1 Algebras

Definicao 1.1. Um K-espaco vetorial A é dito K-dlgebra se é munido de uma operacao
bindria x : Ax A — A, denominada produto, tal que para quaisquer a,b,c € A ea € K,

temos:

(i) ax(b+c)=a*xb+ax*c;

(17) (a+b)xc=axc+bxc;

(7i1) (aa) *b=ax* (ab) = a(ax*b).

Para simplificar a notacao escreveremos apenas ab ou a - b em lugar de a x b e

vamos usar a expressao algebra em vez de K-algebra.
Definigao 1.2. Uma dlgebra A é dita:
e associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
e comutativa, se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

e com unidade, se existe 1 € A tal que 1la = al = a, para todo a € A.
3



Definicao 1.3. Uma dlgebra A ¢ dita nilpotente de indice k > 1 se A1 £0 e AF =0,
ou seja, ajas---ap = 0 para quaisquer ay,...,a, € A, mas existem by,...,b._1 € A tais

que by ---br_1 # 0.

Antes de apresentarmos alguns exemplos de algebras, vejamos as definicoes de

subalgebras, ideais, homomorfismo entre algebras e algebra quociente.

Definigao 1.4. Seja A uma dlgebra. Um subespaco vetorial B de A € dito subdlgebra de
A se € fechado com respeito ao produto, isto €, a,b € B implica ab € B. Uma subdlgebra
J de A € ideal de A se xa € J e ax € J para todo x € J e a € A.

Definicao 1.5. Sejam A e B dlgebras. Uma transformacao linear ¢ : A — B € um

homomorfismo de dlgebras, se para todo a,b € A

¢(ab) = ¢(a)p(b)

e ¢(14) = 1p, se as dlgebras sao com unidade.

Se ¢ é bijetivo, dizemos que ¢ é um isomorfismo. Neste caso, dizemos que A
e B sao isomorfos e denotamos por A = B. Um homomorfismo ¢ : A — A é dito um

endomorfismo.

A
Definicao 1.6. Seja A uma dlgebra e J um ideal de A. O espaco vetorial 7 munido do
produto

(a+ J)(b+ J)=ab+ J, para todo a,b € A,
¢ uma dlgebra, chamada de dlgebra quociente de A por J.
Vejamos agora alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1.7. O espaco vetorial M, (K) das matrizes n X n com entradas em K, mu-
nido do produto usual de matrizes, é uma dlgebra associativa com unidade. As matrizes
unitdrias E;;, para 1 < 1,7 <n, onde E;; é a matriz cuja a entrada (i, j) da i-ésima linha
e j-ésima coluna € igual a 1 e as demais entradas sdo iguais a zero, formam uma base

para a dlgebra M, (K).

Exemplo 1.8. O conjunto UT,(K) consistindo de todas as matrizes triangulares supe-
riores n X n € uma subdlgebra de M, (K). O conjunto de todas as matrizes triangulares
superiores n X n com diagonal nula € dita dlgebra das matrizes triangulares estritamente

superiores e também é uma subdlgebra de M, (K).

Exemplo 1.9. Seja K[t] o espaco vetorial dos polinémios na varidvel t com coeficientes
em K. Munido do produto usual de polinomios, K|t] € uma dlgebra associativa, comutativa
e com unidade. Podemos definir K|ty,--- ,t,] a dlgebra dos polinémios em vdrias varidveis

commn > 1.



Exemplo 1.10. Seja V' um espago vetorial de dimensdo infinita com base {e1,eq, - }.
Definimos a dlgebra de Grassmann ou dlgebra exterior de V', denotada por E(V'), como

sendo a dlgebra associativa com base
{1, €€, €5 |11 <ig <--- <ip, k> 1},
cujo produto satisfaz, para quaisquer i,j > 0,
eie; = —eje;.

Observamos que sobre um corpo de caracteristica 2, é necessario definir também
que e? = 0 para todo i > 0 no Exemplo 1.10.
Os principais objetos do nosso trabalho estao na classe das algebras de Lie, e é

no estudo dessa classe que estamos interessados. Vejamos entao a definicao de algebra de
Lie.

Definicao 1.11. Uma dlgebra L é dita dlgebra de Lie se para quaisquer a,b,c € L,

satisfaz:
(i) aa =0 (anticomutatividade);
(i7) (ab)e+ (bc)a + (ca)b =0 (identidade de Jacobi).

Observamos que a propriedade (i) implica que ab = —ba para todo a,b € L.
Reciprocamente, se ab = —ba para todo a,b € L entao aa = 0, quando a caracteristica de
K é diferente de 2.

No caso de algebras de Lie vamos usar a notagao [a,b] para escrever o produto
de dois elementos a,b € L. Esse produto é chamado usualmente de comutador de a e b.
Para todo n > 3 e para qualquer zq,...,z, € L, definiremos indutivamente o comutador

normado & esquerda, como segue:

[xlax% s 7:[;77,] = [[mlax% s 7$n71]7xn]-

Uma algebra de Lie L é dita abeliana se [a,b] = 0, para todo a,b € L. Toda

algebra de Lie unidimensional é abeliana.

Exemplo 1.12. O espaco vetorial R com o produto vetorial usual x é uma dlgebra de
Lie.

Exemplo 1.13. Seja A uma dlgebra associativa. Denotamos por A7) o espaco vetorial

A com o produto [a,b] = ab — ba. Temos que A ¢ uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.14. A dlgebra UT, (K), munida do produto |a,b] = ab—ba, é uma subdlgebra

de Lie de M,(K)®). Munido desse mesmo produto, o conjunto das matrizes n x n com



entradas em K de traco nulo, denotada por s, (K) também é uma subdlgebra de M, (K)).
Notemos que, diferente da dlgebra UT,(K), a dlgebra sl,(K) ndo é uma subdlgebra de

M, (K) com o produto associativo.

Exemplo 1.15. Seja V' um espago vetorial. O conjunto L(V') de todos os operadores
lineares de V-em V' com o produto [f,g] = fog—go f é uma dlgebra de Lie.

A seguir vamos definir uma subélgebra de L£(V'), denominada &lgebra de deri-
vacoes. Esta dlgebra é um importante exemplo de algebra de Lie, em particular para o

nosso trabalho.

1.1.1 Algebra de derivacoes

Primeiro, vamos definir derivacao.

Definicao 1.16. Seja A uma dlgebra qualquer. Uma transformacao linear 6 : A — A
tal que, para todo a,b € A vale:

d(ab) = 0(a)b+ ad(b) (Lei de Leibniz)

¢ dita uma derivacao de A.

Defini¢ao 1.17. Seja A uma dlgebra qualquer. Denotemos por Der(A) o conjunto de
todas as derivacoes de A. Nao é dificil ver que para todo 6, € Der(A), o comutador
[0, ] = 0p — pd € uma derwagao. E disso concluir que Der(A) é uma subdlgebra de Lie
de L(A). Chamamos Der(A) de dlgebra de derivagées da dlgebra A.

Em particular, para A = K|[t], obtemos as algebra de derivagoes da algebra de
polindmios em uma varidvel. A seguir vamos fazer uma descricao mais detalhada desta

algebra.

Proposicao 1.18. Considere a dlgebra de polindmios comutativos K[t]. As derivagies
dessa dlgebra determinam uma dlgebra de Lie de dimensao infinita denotada por Wy =
Der(K|t]) onde
4 =l
dt " dt’

d _ .
com — denotando a deriwvada usual formam uma base para Wi. Vamos definir e = 0,
para todo d < —2. A multiplicacio em W1 € definida como no Ezemplo 1.15, ou seja,

lei,e;] =e;oe; —ejoe; e pode ser dada por

leis e5] = (§ —1)eiry, (1.1)

para quaisquer 1,7 > —1.



Demonstrac¢ao. Seja D : K[t|] — K][t] uma derivagdo. Vamos obter uma formulagao

para D em funcao de a Como D é linear, é suficiente calcularmos D em mondmios para

encontrarmos a derivada em qualquer polinomio de K[t]. Notemos que

(1) D(c) =0, para todo ¢ € K.

De fato, pela Lei de Leibniz temos que

D(1) = D(1-1)
= D(1)-1+1-D(1)
= D(1)+ D(1).
Assim,
0=D()—D(1)=D(1)+ D(1) — D(1) = D(1).
Como D é linear temos que
D(c)=D(c-1)=c¢-D(1)=0.
d

(2) D) = D(t) 3 ().
De fato, pela Lei de Leibniz,

D(t*) = D

d 3
(&)

De fato, pela Lei de Leibniz e substituindo a igualdade anterior, obtemos que

(3) D(t*) = D(1)

D(t*) = D(t*-t)
= D)t +t*D(t)
= 2D()t + t2D(t)
= 2t>D(t) +t*D(t)

= D(t)3t?

= D),



(1) D) = H()D(1).

De fato, procedendo por inducao, concluimos que

D(t") = D(t"'t)
= D" Ht+t"'D(t)
= (n— D" 2D(t)t +t"1D(t)
= (n—Dt"'D(t)+t"'D(t)
= D(t)nt"!
d

= (")D(t).

Notemos que a derivada de cada monomio #* estd em funcdo de um polinémio
D(t) de K|[t] e de sua derivada usual.
Seja f(t) = ag + art + - - - + a,t" um polindémio qualquer em K[t]. Temos que

D(f) = aoD(1) + a1 D(t) + ayD(t*) + - - - + a, D(t")

a%(t)z)(t) + a0 LD + -+ anL e D (1)

dt dt
:<MMM%@+@%W%F“+%%W“D
= D)%)

n
Como D(t) é um polinémio de K[t], podemos escrever D(t) = > b;it'. Assim, temos
i=0

d d
que D é escrito como combinacao linear de {e_; = %,eo = t%’ N tn“a, S
ou seja, {e_1,€0,...,€n,---} gera Wi. Resta mostrar que esse conjunto é linearmente

independente.
Seja Y ase;(f) = 0 para todo f € K[t]. Em particular, para f(t) =t temos:

Z aiei(t) = Z ait”l%(t) = Z Ojiti+1 =0.

Isso implica que «; = 0 para todo i. Logo, {e_1,€q,...,€,, -} & linearmente indepen-
dente. Portanto, {e_1,€q,...,€,, -} é uma base de Wj.

Vamos mostrar, agora, que a multiplicacao em W, pode ser dada por

les, e] = (7 — 1)eirj, 1,5 > —1.



De fato,

o) = (#95) o (19 50) = (#75) o (7 50)

d, . d (d
— tz+1dt(t]+1)dt(f>+tz+1ty+1dt <£(f)>

od d (d
_ (tﬁrla(twl)dt(f)+t]+1tz+1dt (E(f))>
ildjld _jliili
= " E(tJr)E(f) tr" dt(t+)dt(f)

= D)~ D)

= (G DETTS) - G DE ()
= (G-

i
= (G- ()

= (j - i)eiﬂ'(f)-
]

A élgebra W, é conhecida como Algebra de Witt, em homenagem ao matematico
Ernst Witt. Encontramos também, na literatura diversas objetos que levam o nome desse
matematico que nao estao diretamente ligados com algebra de Witt, como anel de Witt
das formas quadréticas e algebra de vetores Witt. Em algumas referéncias, a algebra de
Lie das derivagoes do anel C[t,¢#7!] também ¢é chamada de algebra de Witt. Essa algebra
desempenha um papel importante nas aplicacoes sobre campos vetoriais em Geometria
Diferencial.

Em geral, definimos W,, a algebra de Lie das derivacoes da algebra polinomial

L 0 .
Kltq,...,t,], n > 1 que é gerada por todas derivacoes da forma f(ty, ... ,tn)g, 1<i<n,

em que 5t ¢ a derivada parcial do polinémio h(ty, ..., t,) em relagao a ¢;, com o produto
) dg o of ¢
[fé_ti’gét] fﬁﬁ_gét oty

As algebras W,, formam uma série de algebras de Lie simples de dimensao infinita, também

chamadas algebras do tipo Cartan.
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1.2 Algebras graduadas

Apresentaremos a seguir como graduar uma algebra e depois daremos alguns

exemplos.

Definicao 1.19. Seja G um grupo abeliano. Uma dlgebra A é G-graduada se existe
uma familia de subespagos {A, : g € G} de A, tal que:

A=A,
geG
com AgA, C Agyp, para todo g, h € G.

O subespagco Ay € chamado componente homogénea de G-grau g. Um elemento

a€ |J A, é chamado elemento homogéneo. Se a € A,, dizemos que a é homogéneo de
geG
G-grau g.

Em muitos casos, por simplicidade, escreveremos apenas algebra graduada em
vez de G-graduada.

Observamos que podemos definir G-graduagao com qualquer grupo G. Porém,
no caso das algebras de Lie, o grupo GG necessariamente é abeliano devido a anticomu-
tatividade do produto. De fato, se G ¢ um grupo qualquer, L uma &algebra de Lie nao
abeliana e se a € Ly, b € Ly entao ab = —ba € Ly, N Lyy. Logo, Ly, = Lpg e gh = hg.
Adotamos GG abeliano, apenas por conveniéncia, ja que nosso trabalho estd concentrado

em algebras de Lie.

Definicao 1.20. Um subespaco B de uma dlgebra G-graduada A é G-graduada se € soma

direta das interse¢oes BN A, ou seja, B= @ By, onde B, = BN A,.
geG

Exemplo 1.21. Seja A uma dlgebra. A decomposi¢cao

A=A,

geG

onde Ay = {0} se g #0 e Ay = A € uma G-graduagio em A. Esta graduagdo € chamada

de graduacao trivial.

Exemplo 1.22. A dlgebra de Grassmann E = E(V'), definida no Exemplo 1.10, possui
uma Zo-graduacao natural
E=Ey® Ey,

em que Ey e By sao gerados respectivamente pelos sequintes conjuntos {1, e; €, - - €0 | 11 <

i2<"'<i2k,]€21} 6{61‘161‘2"'61‘2k+1|i1<i2<"'<i2k+1,k21}.
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Exemplo 1.23. Seja n um inteiro positivo, n > 2. Consideremos a dlgebra M = M, (K).

Temos que

M,(K) = P M,

’VEZH,
onde M, = (E;; | j —i = v mod n) é uma Z,-graduacdo de M. Note que se M, =
(Eij | j—1=7v modn) e My, = (Ep | | — k = v mod n) entiao M., M,, C M, 1.,, pois

0 se 74k
EyjEy = i
1 se j=k.

Vejamos o caso particular, em que n =2, ou seja, em que M = My(K). Temos que
M = My & My,

onde MO = <Eij | ]—Z = O mod 2> = <E12,E21> 6M1 = <EZJ | j—Z =1 mod 2) = <E11,E22>
é uma ZLo-graduacio de My(K).

Exemplo 1.24. A dlgebra W1 possui uma Z-graduacao

W1 - @Lz
i€z
em que Ly = 0 se i < =2 e L; = (e;) = (t""'d/dt) se i > —1. Note que, como [e;, e;] =
(j —i)eiy; temos que [L;, L;] C Ly,

Definigao 1.25. Seja A uma dlgebra G-graduada. O suporte da G-graduacdo de A € o

conjunto

Supp(A) = {g € G| A4, # 0}.

Temos, por exemplo que o suporte da Z-graduacao de W, dado no Exemplo 1.24
¢ igual ao conjunto {g € Z | g > —1}.

Antes de definirmos uma identidade polinomial para uma algebra A, precisamos
definir em qual ambiente serao considerados tais polindmios, ou seja, precisamos estudar

a estrutura da algebra livre, fixada uma classe de dlgebras na qual A pertence.

1.3 Algebras livres

Definicao 1.26. Seja € uma classe de dlgebras e F € € uma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra F é chamada dlgebra livre na classe € gerada por um conjunto X,
se para qualquer dlgebra A € € e cada aplicacao h : X — A existe unico homomorfismo

¢ : F — A estendendo h. Essa propriedade ¢ chamada propriedade universal.



12

A seguir vamos apresentar a algebra nao associativa livre, ou seja, a dlgebra livre
na classe de todas as dlgebras.

Seja X = {x1, 22, -} um conjunto enumeravel, o qual chamamos conjunto de
variaveis. A esse conjunto adicionamos dois simbolos "(" e ")", obtendo o conjunto
X* = X UA{(,)}. Definimos indutivamente o conjunto V[X] das sequéncias finitas de
X* que chamaremos de palavras nao associativas (ou monomios nao associativos) de
elementos de X. Temos que um mondémio nao associativo de grau 1 ¢ um elemento de X.
Dado um ndmero natural n > 1, um mondémio nao associativo de grau n é uma expressao
da forma (u)(v), em que u é um mondémio nao associativo de grau m e v um monémio

nao associativo de grau n — m. Denotaremos o grau de um monoémio v por deg(v).
Proposicao 1.27. Seja v uma palavra nao associativa de elementos de X. Entao:
(1) O nimero de simbolos "("que aparece em v é igual ao nimero de simbolos ")";

(2) Em qualquer subsequéncia inicial de v o nimero de simbolos "("que aparece ndao é

menor que o nidmero simbolos ")".
Demonstragao. Veja [20], p. 2, Proposigao 1. O

Definimos no conjunto V[X] uma operagao binaria, denotada por -, satisfazendo
para todo 1,25 € X e u,v € V[X]| — X:

® 11Ty = T1T2;

Proposicao 1.28. Toda palavra nao associativa v com deg(v)> 2 tem uma Unica repre-

sentacao como produto de duas palavras nao associativas de grau menor.
Demonstragao. Veja [20], p. 2, Proposigao 2. ]

Denotamos por K{X} o espago vetorial com base no conjunto V[X], com o

produto dado pela extensao natural do produto - em V[X], como segue:
(D cww) - (Y Byog) = Y by vy),
i J 4]

onde o, B; € K e u;,v; € V[X]|. Com esse produto K{X} é a algebra nao associativa
livre gerada pelo conjunto X. Temos que de fato, K{X} satisfaz a propriedade universal,

como afirma o teorema a seguir.
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Teorema 1.29. Seja A uma dlgebra e ¢ uma aplicacao de X em A. FExiste um tinico

homomorfismo da dlgebra K{X} na dlgebra A que estende ¢.
Demonstragao. Veja [20], p. 3, Teorema 1. ]

Os elementos de K{ X} sdo chamados polindémios nao associativos. Um polindémio
nao associativo da forma av, a € K, v € V[X]| é chamado monémio nao associativo. O
grau de um polinomio é dado pelo maior grau dos mon6mios que o constitui.

Seja G um grupo enumeravel. Escrevendo X como sendo uma uniao disjunta de

conjuntos infinitos X = {xgg) | i > 1} com g € G, ou seja,

X — U X(g)’

geG

temos que a algebra livre K{X} possui uma G-graduacdo natural. Se x € X entdo
definimos o grau de x (com respeito a graduagao) como sendo g. E o grau do monémio
a(u)(v) com a € K e u,v € V[X] como sendo a soma dos graus de u e v. Pela Proposigao
1.28, isso define o grau de um monoémio qualquer. Assim, denotando por K{X}, o

subespago de K{X} gerado pelos monémios de grau g, temos que

K{X} =D K{x},

geG

¢ uma G-graduagao para K{X}. Com essa graduagdo K{X} é chamada algebra nao

associativa livre G-graduada.

1.4 Identidades polinomiais e algebras relativamente li-

vres

Defini¢ao 1.30. Sejam f = f(z1,...,2,) € K{X} e A uma dlgebra nao associativa.

Dizemos que f € uma tdentidade polinomial para A se
flai,...,a,) =0 para todo ay, ..., a, € A.

Usamos a notacao f =0 para dizer que f € uma identidade polinomial para A.

Definicao 1.31. Uma dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial ndo nula é chamada
de Pl-dlgebra.

Exemplo 1.32. No ambiente das dlgebras nao associativas, toda dlgebra associativa € uma
Pl-dlgebra pois satisfaz a identidade polinomial (x1x9)xs — x1(x9x3) = 0. E toda dlgebra
de Lie também ¢ uma Pl-dlgebra, jd que satisfaz as identidades rixy = 0 e (z122)T3 +

(.CCQZEg)l’l + (Igl’l)]}g =0.
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Defini¢ao 1.33. Um ideal J de K{X} € dito T-ideal se é invariante por endomorfismos
de K{X}.

Dada uma algebra A, definimos
T(A)={f e K{X} | f=0em A},

o conjunto das identidades polinomiais de A. Podemos ver que T'(A) é um ideal de
K{X}. Além disso, considerando f = f(xy,...,z,) € T(A) e g1,...,g, polinomios
arbitrarios em K{X} temos que f(g1,...,9,) € T(A). Como todo endomorfismo ¢ de
K{X} é determinado por x — g, x € X, g € K{X} temos que o(f(z1,...,2,)) =
flo(xy,...,z0)) = f(g1,---,9,) = 0, pois gi(ay,...,a,) € A para todo aq,...,a, € A e
assim p(f) € T(A). Logo, p(T'(A)) C T(A), ou seja, T'(A) é invariante por endomorfismos
de K{X}. Isso faz de T(A) um T-ideal de K{X}.

Da mesma forma, temos que o conjunto das identidades satisfeitas por todas as

algebras de uma classe de algebras U, denotado por T(), também é um T-ideal de

K{X}, pois T(0) = AQQIT(A).

Defini¢ao 1.34. Dado um conjunto S C K{X}. A intersecao de todos os T-ideais de
K{X} que contém S é o T-ideal gerado por S, denotado por (S)T. Se S C T(A) ¢ tal

que T(A) = (S)T, dizemos que S é uma base das identidades polinomiais de A.

Defini¢ao 1.35. Seja S um subconjunto de K{X}. A classe U das dlgebras que satis-
fazem todas as identidades de S € chamada de variedade das dlgebras definidas pelas
identidades de S. Uma variedade 20 € dita subvariedade de 0, se 03 C 0.

A variedade que consiste apenas da algebra nula é chamada variedade trivial.
Exemplo 1.36. Temos que:

e O conjunto S1 = {f(x1, 29, x3) = (z122)x35 — x1(T273)} define a variedade das dlge-

bras associativas.

e O conjunto Sy = Sy U {g(z1,72) = z129 — 21} define a variedade das dlgebras

assoctativas e comutativas.

e O conjunto Sz = {f(x1) = x121,9(x1,%2,23) = (v172)T3 + (T2ws)x1 + (T3771)T2}

define a variedade das dlgebras de Lie.

Definicao 1.37. Sejam U uma variedade nao trivial e F' € 0 uma dlgebra com conjunto
de geradores X. A dlgebra F é chamada dlgebra relativamente livre na variedade U

gerada pelo conjunto X, se F' é uma dlgebra livre na classe V. Vamos escrever F =

Fx ().
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Observamos que se S C K{X} define a variedade ¥, entdo dizemos que S é uma
base das identidades polinomiais de 0. Os elementos de T'(0) sdo chamados consequéncias
das identidades polinomiais da base S.

Sejam A uma &lgebra e I é um subconjunto de K{X}, vamos denotar por /(A)
o ideal da algebra A gerado por todos os elementos da forma f(aq,...,a,), em que f € [

e day,...,a, € A.

Teorema 1.38. Seja U uma variedade nao trivial de dlgebras determinada pelo conjunto

I ¢ K{X}. Entao, para todo conjunto Y, a restricio a 'Y do homomorfismo candnico

K{Y} o K{Y} , .
o: K{Y} — ————= € injetiva e a dlgebra ————~ ¢ livre na variedade U com
I(K{Y}) [(K{Y})
conjunto de geradores o(Y'), ou seja,
KLY}
Fon) (V) = 7727
DT I

Além disso, quaisquer duas dlgebras em U com conjunto de geradores de mesma cardina-

lidade sao wsomorfos.

Demonstragao. Veja [20], p. 4, Teorema 2. ]
Corolario 1.39. Se a variedade U ¢é determinada pelo conjunto I, entao T(0) = [(K{X}).
Demonstragao. Veja |20], p. 6, Corolario 1. O]

Segue do corolario anterior que existe uma correspondéncia biunivoca entre os
T-ideais de K{X} e variedades de algebras nao associativas. Nesta correspondéncia uma
variedade U corresponde ao T-ideal T'(U) e um T-ideal I corresponde a variedade de
algebras nao associativas satisfazendo todas as identidades polinomiais em I.

Se U é uma variedade e A é uma algebra tal que T'(A) = T(U), entdo dizemos
que U é a variedade gerada por A.

Considere X = {x1,x2,- -}, vamos denotar por K(X) a algebra relativamente
livre gerada por X da variedade das algebras associativas e por £(X) a algebra rela-
tivamente livre gerada por X da variedade das algebras de Lie. Assim, considerando

Y ={wy1,y2, -}, pelos resultados anteriores, obtemos que

K{Y'}

K<X> = ((192)ys — y1(y2y3) | yj € Y)T

K{Y}
(1y1, (V1y2)ys + (Yoys)yr + (ysyr)ye | y; € V)T

Assim, para estudarmos as identidades polinomiais em algebras associativas ou em

£(X) =

algebras de Lie vamos trabalhar em K(X) ou £(X), respectivamente, em vez de K{X}.

Neste caso, podemos reescrever as definigdes dadas nesta se¢ao restringindo K{ X} a K(X)



16

ou a £(X). Mas vamos trabalhar principalmente em £(X), jA que estamos interessados
em identidades polinomiais especificamente em &algebras de Lie.

Os elementos de £(X) sdo chamados polinémios de Lie em X, qualquer comu-
tador de elementos de X é chamado mondémio de Lie ou comutador de Lie.

Vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais, consideradas nos ambientes
K(X) ou £(X) .

Exemplo 1.40. Temos que

1. A dlgebra de Grassmann E, que é em particular associativa, satisfaz a identidade,

[[z1, x2], 23] = (x129 — T2x1) 23 — T3(T 129 — T271) € K(X);
2. A dlgebra My(K) satisfaz a identidade, chamada identidade standard de grau 4,

> ()Tao)To) T Tow € K(X);

O'ESn

3. A dlgebra de Lie Wy satisfaz a identidade, dita identidade standard de Lie de grau b,

Z (_I)U{x()? To(1), To(2); Lo(3)s .TU(4)] S £(X)

o€ESy

1.5 Identidades polinomiais G-graduadas

Comecamos esta secao ressaltando que uma forma conveniente de estudar as iden-
tidades polinomiais para algebras graduadas é estudar as identidades graduadas. Nesta
se¢ao, vamos nos restringir ao ambiente de interesse do nosso trabalho, as 4dlgebras de Lie,
mas as definicoes dadas aqui valem em geral.

Seja G um grupo abeliano vamos escrever a G-graduacao em £(X) como segue

£(X) = P (x);
i€G
em que £(X); é o subespaco de £(X) gerado pelos comutadores de Lie de grau i. Se
m,n € £(X) sdo de G-grau i e j respectivamente, entdo [m,n] é de grau j +i. Em

particular, se G = Z temos uma Z-graduacao para £(X).

Definicao 1.41. Seja L uma dlgebra de Lie G-graduada. Dizemos que um polinémio
f = f(xggl)w..,z%g")) € £(X) é uma identidade polinomial G-graduada de L se f se
anula em toda avaliacao de elementos em L que respeita a G-graduagao, ou seja, para

todo elemento homogéneo a; € Ly, com i € {1,...,n}, tem-se que f(as,...,a,) =0.
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Denotamos o G-grau de cada varidavel do polindémio entre parénteses para nao
~ N 2 .
haver confusao com o grau usual de um polinomio. Por exemplo, z? # m(l ), pois o

primeiro representa o produto de x; por 7 e o segundo indica que x; estd em £(X)s.

Exemplo 1.42. Considere £(X) Z-graduada. A identidade
f= 1 a)) = 2] € 8(X),i > -1

¢ uma identidade polinomial Z-graduada da dlgebra de Lie W, Z-graduada, pois pela
graduacao de Wy temos que L; = (e;), para i > —1 e [re;, se;] = rsle;, e;] = 0 para todo
r,s € K.

Observamos que as afirmacoes e definicoes dadas na secao anterior continuam
valendo, de forma analoga, no caso das identidades graduadas. A diferenca é que a
graduacao deve ser obrigatoriamente respeitada e fazemos pequenas mudancas na notacao,

como veremos. Dada uma algebra de Lie G-graduada L, vamos denotar
Te(L)={fel(X)|f=0em L}

como o conjunto de todas as identidades G-graduadas satisfeitas por L. Assim como dito
na segao anterior temos que Tg(L) é um ideal de £(X) invariante por endomorfismos
G-graduados de £(X) . Neste caso, dizemos que T (L) é um T-ideal graduado de L. E
uma algebra de Lie G-graduada que satisfaz uma identidade polinomial G-graduada nao
nula é dita PI-adlgebra G-graduada.

Também temos uma definicao analoga para base de identidades graduadas.

Defini¢ao 1.43. Dado um conjunto S C £(X). A intersecdo de todos os Tg-ideais de
£(X) que contém S é o Tg-ideal gerado por S, denotado por (S)T¢. Se S C Tg(L) € tal
que Te(L) = (S)T¢, dizemos que S é uma base das identidades polinomiais G-graduadas

de L.

1.6 Identidades multilineares

Quando um corpo K é infinito, o estudo das identidades de uma determinada
algebra pode ser reduzida ao estudo de identidades multihomogéneas. Mais ainda, como
estamos considerando o corpo K de caracteristica zero, podemos reduzir nosso estudo
apenas as identidades multilineares. Nesta secao, mostramos porque podemos fazer tal
reducao.

Uma identidade polinomial ¢ = 0 é uma consequéncia do conjunto S de identi-

dades polinomiais, se g pertence ao T-ideal gerado por S.
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Definicao 1.44. Dois conjuntos de identidades polinomiais sao equivalentes se geram o

mesmo T-ideal.

Seja K, = K{z1,...,x,} a algebra dos polinémios nao associativos nas variaveis
x1,...,T,. Essa algebra pode ser naturalmente decomposta como

K= KVgKDg...

n

onde para cada K¥ ¢ a componente homogénea gerada por todos mondémios de grau k,
se k > 0 e as demais componentes sao nulas. Como K,(f)Kr(Lj) - Kr(fﬂ), para todo ¢,7 > 0,
dizemos que K, é graduada pelo grau ou possui uma estrutura de algebra Z-graduada.

Essa decomposicao pode ser refinada, escrevendo para cada k > 1

KT(lk) — @ KT(lil,...,in)

i1+ Fin=k

em que Kt g subespaco gerado por todos monodmios de grau iy em 1, i em To,...,
1, em x,. Neste caso dizemos que K, ¢ multigraduado.
A k . A
Um mono6mio g pertencente a K& para algum k£ > 0 é chamado homogéneo de

grau k. E se g pertence algum K,(fl""’i"), serd chamado multihomogéneo de multigrau

(i1, in)-

Defini¢ao 1.45. Um polinomio f = f(xy,...,x,) € K{X} é chamado multihomogéneo
se é multihomogéneo em K{xy,...,x,}. Se o multigrau de f € (1,...,1) entao dizemos

que f € multilinear, ou seja, € linear em cada uma de suas varidveis.

Exemplo 1.46. Seja f(x1, 9, 73) = T1To+ 230975 — x9x1 + 11097125+ 23 € K(X). Temos
qUE T1Ty — ToZy, TIToT3 + T1T9T1 T3 € T3 G0 as componentes multihomogéneas de f com
respectivos multigraus (1,1,0),(2,1,2) € (0,1,0). Em particular, f nao é multihomogéneo.
Exemplo 1.47. O polindmio associativo fi(x1,x2,x3) = rixoxs + rixoniz, € K(X) €
multihomogéneo de multigrau (3,1,2). E o polinémio de Lie fo(xq, 29, x3) = [T1, X9, 23] €
L(X) é multilinear.

Note que se f é linear em uma varidvel, digamos x, entao

f(z Y, Ty -+ oy Tp) = Z%’f(yi,iﬂz, ey )

para todo «; € K e y; € K{X}. Descrevemos uma caracteristica importante dos polino-

mios multilineares na seguinte observagao.

Observagao 1.48. Seja A uma dlgebra e B uma base de A. Se um polindomio multilinear

se anula ao ser avaliado pelos elementos de B entao f € uma identidade polinomial para
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A. De fato, considere a; =Y aq,v;, ..., a4, = Y ap,v; elementos de A, onde 0s v.s sdo 0s

elementos de B, como f € linear em cada uma de suas varidveis, obtemos:

f(al, ...,an) = ZO&UI . 'Oém'nf(Uil, Ce 7Uin) =0

Assim, para verificar que uma identidade multilinear f é uma identidade para

uma algebra A é suficiente mostrar que f se anula para os elementos de uma base de A.

Teorema 1.49. Seja K um corpo infinito. Se f € K{X} é uma identidade polinomial
para o dlgebra A, entdo cada componente multihomogénea de f € ainda uma identidade

polinomial para A.
Demonstra¢ao. Anéaloga ao caso associativo encontrado em [5], p. 6, Teorema 1.3.2. [

O estudo de identidades polinomiais usa alguns recursos padroes. Um deles é o

processo de multilinearizacao, parte essencial do seguinte teorema.

Teorema 1.50. Se a dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau k, entdo

satisfaz uma identidade multilinear de grau > k.
Demonstra¢ao. Anéaloga ao caso associativo encontrada em [5], p. 7, Teorema 1.3.7. [
Vejamos no seguinte exemplo como o processo de multilinearizagao ocorre.

Exemplo 1.51. Vamos encontrar a identidade multilinear que € equivalente a tdentidade
f(xy) =23 € K(X).
Passo 1.Vamos aplicar o processo de multilinearizacao na varidvel x,. Substi-

tuimos x1 por yi + ya2, ou seja,

fi+w) = (n+wp)’
= Y} el YT + s + Yauh + YRy + Yy + s
= Y} ey + YTy F s Yyt + Yo+ ety + 45
= f(y) + vy + Yive + 1195 + Yoyl + vay + Yavnys + f(ya).

Assim, f(y1+y2) — f(y1) — f(y2) = yiyeyn +Yiye + Y15 + Y203 + Y31 + yay1ye. Isso implica
que

9= 9Y1,92) = Y1yay + Yivs + 1195 + Yaui + Y3y + Yavi¥s
¢ uma consequéncia de f.

Passo 2. Agora vamos fazer a multilinearizacao em g. Em g temos duas va-

ridveis de grau diferente de zero, y, e yo. Vamos aplicar o processo, primeiro em ;.
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Substituimos y, por ys + ya4, ou Seja,

9(ys +ya,v2) = (ys+ya)y(ys +ya) + (vs + ya) v + (y3 + ya)ys
Ya(ys + ya)? + v2(ys + ya) + v2(ys + ya)yo
YsYaYs + Yaya + Yoys + Yays + Yaysyo

+

YalYolYs + yi?/? + yzyi + ?ngzx + Yoysyo

-

Y2YaYs + Y2YsYs + YsY2Ya + Ysyalyz + YaYsyz + YaY2ys3
9(Y2,Y3) + 9(y2, Ya)
+  Yoyays + Y2Ys3Ys + Y3Y2Ys + Y3YaY2 + YaYsY2 + YaY2Y3-

Obtemos que

9(ys + Yy, y2) — 9(Y2, y3) — 9(Y2, Ya) = Yoyays + YoysYs + YsyoYa + YsYaYa + Yaysys + Yaloys.

Isso implica que

h = h(y2, Y3, Ya) = YoYays + Y2YsYs + YsY2ya + YsyaYa + YaYsya + Yayays

€ uma consequéncia de f. Como h é multilinear, encerramos o processo no passo 2.

Portanto, encontramos uma consequéncia multilinear de f.

Tomando y, = y3 = y4 = x; obtemos h(zx;) = 6x3. Assim, podemos sair de h e

chegar em f, comprovando que f é equivalente a h.

Teorema 1.52. Se a caracteristica de K € igual zero, o T-ideal de uma dlgebra € gerado

por suas identidades multilineares.
Demonstra¢ao. Anéaloga ao caso associativo encontrado em [5], p. 8, Teorema 1.3.8. [

De forma anéloga, se K ¢é de caracteristica zero, entao cada Tz-ideal é gerado por
suas identidades multilineares. Sao esses resultados que justificam o fato de podermos
reduzir o estudo das identidades polinomiais graduadas para o estudo das identidades
multilineares graduadas.

A préxima proposigao afirma que podemos escrever qualquer mondmio multilinear
de Lie como uma combinagao linear de monomios de Lie multilineares, fixando a primeira
variavel. Esse resultado serd importante para o préximo capitulo.

Antes, precisamos da seguinte observacgao, ressaltando que a mesma sera usada

diversas vezes no préoximo capitulo.

Observacao 1.53. Paran > 3

[$17 co 3 Tn—2,Tn-1, I'n] - [xla co o3 Tn=2, | Tn-1, ‘rn]] + [I‘l, ceey T2, Tp, Tp—1]-
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De fato, para n = 3 temos, pela Identidade de Jacobi, que
[xla Zo, .',Ug] + [IQ’ xs, xl] + [1‘3, Zy, $2] - 0

Isso implica, pela anticomutatividade que

(21, 29, 23] — |21, [T2, 23]] — [21, 23, 22] = 0.
Assim,
[xlv X2, ._'Eg] = [xla [x27$3]] + [1‘17 €3, :EQ]'
Como
[xlu X2y ..y, Tn—2,Tn-1, xn] - [[xh 'IQ]) vy =2, Tn-1, xn]v

o resultado seque por inducao.

Usando a observacao e procedendo por indugao, podemos concluir que qualquer

comutador [z, xe, [x3,...,%,]] pode ser escrito como combinagdo linear de comutadores
do tipo

[:Clu T2, T5(3)y- - - 7xa(n)]
com o permutacao de {3,...,n}. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.54. Considere o comutador m = [x1, xa, [x3, x4, x5]]. Notemos que
(1, T2, (T3, 4, T5]] = [21, 22, [[23, T4], T5]].
Vendo [x3, 4] como uma varidvel, pela Observacao 1.53, temos que
(21, 2, [w3, w4, 25] = [0, T2, [[23, 4], w5]] + 21, T2, @5, [23, 4]

ou seja,

[x17x27 [[$3,$4],[L‘5]] - [Jfl,x27 [‘r3vx4]7$5] - [I17x27‘r57 [I3,$4]]-

Usando novamente a Observacao 1.53, obtemos

[951,%2, [[953,954],955]] = [331,952,363,%4,555} - [$1,$271’4,9€3,$5] - [551,3327%5,333,1?4]

+[x17 X2, Ty, T4, I’g}.

Proposicao 1.55. Seja [ = f(x1,...,x,) um comutador de Lie. Se f € multilinear,

entao f € combinacao linear dos comutadores normados a esquerda

[-7:1) Lo(2)y - - - 7$o(n)]7

onde o é uma permutacao de {2,3,...,n}.
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Demonstracao. Seja f = [z;,...,2;,] € L(X), onde ; € {1,2,...,n}. Vamos mostrar
que independente da posicao da variavel z1, podemos escrever f como uma combinacao
de comutadores multilineares com primeira variavel igual a z;. Se iy = 1 entao temo
o resultado. Vamos supor 7; > 2. Se n = 2, entdo pela anticomutatividade, temos o
resultado. Agora, para n > 3, faremos por inducao em n.

Vejamos o caso em que n = 3. Se iy = 1, pela anticomutatividade, temos

f = _[thil?xis}

com z; € {2,3}. Logo, temos o resultado. Agora, caso i3 = 1, temos pela identidade de
Jacobi que

[$i1»$iza$1] = —[931'2,9317%1] - [$1,$i1,$i2]-

Assim, novamente pela anticomutatividade, temos
[x’bj ) xi27 xl] - [$17 Iiza xil] - [Il) xiu xiQ:I?

com z; € {2,3}. Assim, obtemos o requerido.
Agora, se n = 4 entdo [ = [x;,, T, Tiy, Tiy], onde 7 € {1,2,3,4}. Se ig,i3 = 1
entao, pelo caso n = 3 ja temos o resultado. Suponha que iy, = 1. Pela Observagao 1.53

e usando a anticomutatividade temos que

f = [:Eila xiga [xi37 I’l]] + [mh ) xigwrla xig]
= [x1>$i37 [‘/Eiul‘iz]] [:Biwzizvzlvxis]

= @1, iy, Tiy, Tiy| — X1, Tig, Tig, Tiy | + [Tiy s Tiy, 1, Ty
Pelo caso n = 3 , temos que
[Ziy, Tigs 1), Tis] = |21, Tig, Tiy s Tig| — [0, Ty, Tig, Ty
Assim,
f =z, Tig, iy, Tiy| — [T1, Tig, T, Ty | + [T1, Tiy, Tiy, Tig] — [T1, Tiy s Ty, Tig)-

Suponhamos a proposicao valida para todo f de comprimento < n—1. Basta analisarmos

o caso em que 2,, = 1. Pela observacao 1.53 e a anticomutatividade, temos

f = [zila xigv w’i;;v ce. axin_zv [xin_la le _I_ [:Eila o 7Iin_27 xy, x’in_l]

= [331, Lip_15 [x’év s ’xin—z]] + [xiu sy Loy T1, xin—l]'

Como vimos no Exemplo 1.54, podemos reescrever o comutador [z1, Z;, ., [Tig, - - - Ti, )]
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na forma requerida. E, por hipotese de indugdo, temos que [z;,,...,x;, _,,x1] € escrito
como combinagao linear de [r1,%0(;,), - -, %@, o)], cOM o permutacdo de {i,... 4,2}
Logo, temos o resultado. Dessa forma, concluimos a prova da proposicao. O

1.7 Representacoes do grupo simétrico

Nesta segao vamos apresentar a teoria de representagoes sobre o grupo simétrico
S, das permutacoes de n elementos e sua relacao com as identidades polinomiais de uma

algebra. Usamos essa teoria apenas no Capitulo 3.

1.7.1 Representacoes de grupos finitos

Definicao 1.56. Sejam G um grupo e V. um K-espago vetorial. Uma representagao

linear de G em V € um homomorfismo de grupos

¢ G — GL(V)
g — ©(g) =g,

onde GL(V') € o grupo dos operadores lineares invertiveis de V.

Definimos o grau de uma representacao ¢ como sendo a dimensao de V. Se a

representacao ¢ ¢é injetiva, dizemos que ¢ ¢ uma representacao fiel.

Exemplo 1.57. Sejamn € N, n > 2, e V um espaco vetorial sobre K de dimensao n. Fi-
zada uma base {vi,vq, ..., v,} de V', consideremos, para cada o € S,,, uma transformagao
linear T, : V — V definida por T,(v;) = Vo(s)- Temos que

v S, —  GL(V)
o — plo)="T,

€ uma representacao linear.

No caso em que V' tem dimensao finita n, podemos identificar o grupo GL(V)
com o grupo GL,(K) das matrizes n x n invertiveis com entradas em K, uma vez que esses
grupos sao isomorfos. E nesse caso, podemos escrever uma representacao linear como um
homomorfismo ¢ : G — GL,(K). E esse caso que nos interessa, por isso vamos estudar

as representacoes em espacos vetoriais de dimensao finita.

Definicao 1.58. Sejam G um grupo, V um espaco vetorial e ¢ : G — GL(V) um
representacdo linear de G em V. Se W é um subespaco de V' tal que o, (W) C W para
todo g € G, entao dizemos que W ¢é um subespaco de V p-tnvariante. Dizemos que
v : G — GL(V) ¢ trredutivel se os unicos subespaco de V' p-invariantes sao {0} e o

proprio V. A restricao de ¢ a W é chamada subrepresentacado.
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Defini¢ao 1.59. Duas representacées ¢ : G — GL(V) e ¢ : GL(V') sao ditas equiva-
lentes se existe uma transformacao linear bijetora T : V. — V' entre os espagos vetoriais
Ve V' tal que Ty = 9,1 para todo g € G.

Definicao 1.60. Sejam ¢’ : G — GL(V') e " : G — GL(V") duas representagoes de

G. Temos que

(a) a representacao linear p = @' & " : G — GL(V' @ V") definida por
g (v, 0") = (@, (), oy (")), g € G, (V',0") e V@ V"

¢ chamada de soma direta de ¢' e ¢". Similarmente definimos a soma direta de um

numero qualquer de representacoes.

(b) a representagdao linear p = ¢’ @ " : G — GL(V' @ V") definida por
gV ®@0") = i (V) @ @) (v"), g€ G, v @ eV @ V"

¢ chamado produto tensorial de ¢’ e .

Definicao 1.61. Sejam G um grupo e V. um espaco vetorial. A representacdo ¢ € dita
completamente redutivel (ou semissimples) se V=W, D---®W,, onde as restrigoes

de ¢ aos W/s sao todas irredutiveis.

Considere KG a algebra de grupo. Existe uma estreita relacao entre os KG-
modulos e as representagoes lineares de um grupo G, afim de mostrar essa relacao, vejamos

algumas defini¢oes a respeito dos modulos sobre uma algebra.

Definigao 1.62. Seja A uma dlgebra. Um K-espago vetorial M € dito A-mddulo (a

esquerda) quando munido de um produto

-t AxM — M
(a,m) — a-m

tal que, para quaisquer a,ai,as € A, m,my,ms € M e o € K, satisfaz:
(i) (a1 +az)-m = (a;-m)+ (az-m);
(i1) a-(my+mg) = (a-my)+ (a-mg);
(731) (aa)-m=a-(am)=ala-m);
(iv) ay - (ag-m) = (araz) - m;

(v) 14-m=m.
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Por simplicidade, escreveremos apenas am para representar o produto a - m,

definido acima.

Exemplo 1.63. Se A ¢ uma dlgebra entao A é naturalmente um A-mddulo sobre si

mesma, cujo o produto € o da dlgebra A.

Definigao 1.64. Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Dizemos que um subespago
vetorial N € um submddulo de M se an € N para quaisquer a € A en € N. Um
submdodulo N de M é minimal se nao existe submodulo Ny de M tal que 0 # Ny C N e

M ¢é um A-mddulo irredutivel (ou stmples) se seus unicos submddulos sao {0} e M.

Definicao 1.65. Sejam A uma dlgebra, My e My A-mddulos. Dizemos que uma trans-
formagao linear ¢ : My — My € um homomorfismo de A-mddulos se ¢(am) = ap(m)

para quaisquer a € A e m € M. Se ¢ € bijetiva, dizemos que My e My sao isomorfos.

Definigao 1.66. Um A-mddulo é dito semissimples se existe {N;}ic; uma familia de

M =N,

iel

A-mddulos irredutiveis tais que

Vejamos agora a relacao entre os K G-modulos e as representagoes lineares de um
grupo G. Considere G um grupo e V um K-espaco vetorial. Seja ¢ : G — GL(V') uma
representacao linear de G em V. Considerando o produto - : KG xV — V, definido por

(Z Agg) v = Z)‘g@g(v>>

geG gelG

temos que esse produto faz de V um KG-moédulo. Por outro lado, considere V um K G-
modulo, defina
v G — GL(V)
g +— Pg

tal que ¢, é uma transformacao linear de V em V, onde ¢4(v) = ¢g-v, v € V. Com essa
definicao, ¢ é uma representacao linear de G em V.

Assim, dados ¢ : G — GL(V) e ¥ : G — GL(V) representagoes lineares
de G, podemos dizer que ¢ e 1 sao equivalentes, se os respectivos KG-modulos Ve W
sao isomorfos. Além disso, ¢ é irredutivel se o respectivo K G-moédulo V' é irredutivel e
completamente redutivel se o respectivo KG-modulo V' é semissimples.

Por abuso de notacao, escrevemos em alguns casos, G-mddulo em vez de KG-
modulo.

Uma ferramenta bésica para o estudo de representacoes lineares de um grupo

finito é o seguinte teorema.
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Teorema 1.67 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo finito e K um corpo cuja ca-

racteristica nao divide a ordem de G. Entao a dlgebra de grupo KG é semissimples.
Demonstragao. Veja [11], p. 209. O

Note que, sobre um corpo de caracteristica zero, toda algebra de grupo KG é
semissimples.
Sendo K um corpo algebricamente fechado, nas mesmas hipéteses do teorema de

Maschke, temos como consequéncia do Teorema de Wedderburn-Artin (veja [5], p.29) que
KG= M, (K)® &M, (K). (1.2)

Temos que dado um grupo finito G e K um corpo de caracteristica 0, toda
representacao de GG é semissimples e o niimero de representacoes nao equivalentes de GG é
igual ao nimero de componentes irredutiveis na decomposicao de KG dada em (1.2).

Podemos escrever (1.2) como segue
KG=nmJi & - &ngJs,

onde n;J; = J; @ -+ @ J; (n;-vezes), n; é chamado multiplicidade de J; em KG e J; =

U
> Key; € um ideal minimal a esquerda de M, (K). Temos que n; = dim J;.
=1
Recordemos que um elemento e € KG é um idempotente se e = e. Como KG é

semissimples, todo ideal a esquerda de KG é gerado por um idempotente. Dizemos que

um idempotente é minimal se gera um ideal a esquerda minimal.

Proposicao 1.68. Se M ¢ um KG-mddulo simples entao M = J;, em que J; € um ideal
minimal de M, (K), para algum i € {1,...,k}. Consequentemente, existe um idempo-
tente minimal e € KG tal que M = KGe.

Demonstragao. Veja [6], Lema 4.3.2, p. 98 e p. 29, Teorema 1.4.2. ]

Proposicao 1.69. Seja K um corpo algebricamente fechado para um grupo finito G.
Entao o niimero de representagoes irredutiveis de G, a menos de equivaléncia, € 1gual ao

numero de classes de conjugacoes de GG.
Demonstragao. Veja [11], p. 216. ]

Definicao 1.70. Sejam K um corpo, G = G1 X G, 1 e ¥y representacoes de Gy e Go
respectivamente. Suponha que V1 e ¥y induzem um KGi-mddulo M e um KGo-mddulo
N, respectivamente. Considere o produto tensorial T = M Qg N como um KG-mddulo a

esquerda definido por
(a,b)(g1 ® g2) = (ag1) ® (bg2),
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a€ M,gy € Gi,be N egy € Gy. Seque queT dd origem a uma representacao p = P1#1s,
chamado produto de Kronecker (ou produto tensorial exterior) de 1y e 1by. O grau de p é

wgual ao produto dos graus de 1y e 1)s.

Essa definicao, é generalizada para o caso em que G é um produto direto finito
de grupos, ou seja, para G = G X - - - X (G, obtemos uma representacao p = Yy # - - - #,,

em que v; é uma representagao de G; (i = 1,...,n).
Teorema 1.71. Sejam K um corpo algebricamente fechado e G = Gy X -+ X G,,.

(1) Se by, ..., U, sao representacgoes irredutiveis de Gy, ..., Gy, respectivamente, entao

p = U - F#Y, € uma representacao irredutivel de G;

(i7) Cada representacdo irredutivel de Gy X --- x G,, € isomorfa a uma representacdo
p = H#iby, onde ; é a representacio irredutivel de G; (i =1,2,...,n).

Demonstracao. Veja, p. 27, Teorema 10. O

1.7.2 Caracteres e S,-representacoes

Definigao 1.72. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e ¢ : G — GL(V)
uma representacdo linear. A funcao x, : G — K definida por

Xel(9) =trpg, g € G

¢ chamada caracter de p. Dizemos que a dimensao de 'V € o grau do caracacter x,.

Se V' é um KG-modulo simples, entao x,, ¢ chamado caracter irredutivel.
Muitas vezes, escrevemos G-caracter para dizer que o caracter é referente a uma

representacao linear sobre o grupo G.

Proposicao 1.73. Sejam ¢ e 1 duas representacoes de dimensao finita de G. Entao

Xoay = Xo T Xy € Xewy = Xo * Xy
Demonstracao. Veja [15], p. 611 e [11], p. 228. ]
Teorema 1.74. Seja G um grupo finito.
(i) Todo caracter de G é uma soma de caracteres irredutiveis.
(i7) O nimero de caracteres irredutiveis de G € finito.

Demonstracao. Veja |15], p. 612, Proposicao 8.124. O]
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Sendo x1, ..., Xm 0s caracteres irredutiveis de um grupo finito G, segue do teorema

anterior que dado xy um caracter de GG, existem ng, ..., n,, inteiros nao negativos tais que
X =niX + -+ X,

em que pelo menos um dos ngs deve ser estritamente positivo.
O teorema a seguir fornece um critério para verificar se dois K G-modulos sao

isomorfos.

Teorema 1.75. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado. Toda
representacao de dimensao finita de G € determinado, a menos de isomorfismo, por seu

caracter.
Demonstragao. Veja [15], p. 614, Teorema 8.127. ]

Agora vamos introduzir as representacoes lineares do grupo S,,. Para isso, preci-

samos introduzir a Teoria de Young.

Definigao 1.76. Seja n > 1 um inteiro. Uma partigcao A\ de n é uma k-upla de inteiros

k
A= (A1, ..., \) tais que Ay > - > X\, >0 e > \; =n. Denotamos por A\ F n.
i=1

Proposicao 1.77. Seja K um corpo de caracteristica 0 e n > 1. FEntdao eriste uma
correspondéncia biunivoca entre os S,-mddulos irredutiveis e as particoes de n. Além

disso, se {xx | A\F n} é o conjunto de todos caracteres irredutiveis de S, e dy € o grau de

KS, =P L =P My, (K),

AFn AFn

X\, entao

onde Iy = ey K S, eex= >, xa(0)o é a menos de um escalar, a unidade de I.
gESy

Demonstracao. Veja |7], p. 109, Teorema 3.24. ]

Definicao 1.78. Seja A = (Ay,..., \x) b n. Definimos o diagrama de Young D, da

particao X\ como sendo o conjunto
Dy={(,j) €eZxZ|1<i<k 1<j<N\N}

Em outras palavras, o diagrama de Young D), consiste de n quadrados distribuidos
em k linhas, de modo que a primeira coordenada i (linha indexada) aumenta de cima para
baixo e a segunda coordenada j (coluna indexada) aumenta da esquerda para a direita e

o nimero de quadrados na i-ésima linha é exatamente \;.

Exemplo 1.79. Seja A = (4,3,2) - 9. O diagrama de Young da particio A € dado por

Dy = {(17 1)7 (17 2)7 (173)7 (174)7 (27 1)7 (272)7 (273)7 (37 1)7 (37 2)}
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oy

D, =

Defini¢ao 1.80. Seja a particio A = n. A particao N = (N},...,\)) tal que Nj,... A\,

sao 0os comprimentos das colunas de Dy € dita particao conjugada de ).

Assim, para obtermos o diagrama de )\ basta trocarmos as linhas de D, pelas

colunas de D).

Exemplo 1.81. Considere a particao A+ 9 dado no FExemplo 1.79, temos que a particao
conjugada de X é N = (3,3,2,1), cujo diagrama de Young é dado por

DA/ -

Definicao 1.82. Seja A - n. Uma tabela de Young T, do diagrama D), consiste em
preencher os quadrados do diagrama com os numeros de 1,...,n. Dizemos que Ty € uma
tabela de forma A. Uma tabela de Young T\ € dita standard, se os inteiros aumentam

em cada linha da esquerda para direita, e em cada coluna de cima para baizo.

Sendo A\ uma particao de n, existem exatamente n! tabelas de Young distintas do

diagrama D), .

Exemplo 1.83. Considere a particio A = (4,3,2) = 9. Temos, por exemplo, as sequintes

tabelas de Young

1[3]4]5]
Th =278
619
11413]5]
To=9|7/8] .
6]2

Note que a primeira tabela € standard, mas a sequnda nao.

Considerando o € S, temos que oT), a tabela obtida através de permutacoes

das entradas de T, também é uma tabela de Young do diagrama D).

Exemplo 1.84. Considere a tabela de Young T dada no exemplo anterior e a permuta¢ao

o= (157) €Sy temos

5/3[4]7]

0'T1 =

[\)
—
(0.¢]




30

Existe uma relacao entre as tabelas standard e os graus dos 5),-caracteres irredu-

tiveis. Essa relacao é descrita no seguinte teorema.

Teorema 1.85. Dada uma particao X = n, o nimero de tabelas standard de forma )\ é

wual a dy, o grau do caracter irredutivel correspondente a \.
Demonstragao. Veja [7], p. 107, Corolario 3.1.13. O

A seguir apresentaremos uma féormula que calcula o nimero de tabelas standard
de alguma forma A, ou seja, calcula o grau d, do caracter y,, denominada férmula do

Gancho. Antes, vejamos a defini¢ao de gancho.

Definicao 1.86. Sejam A\ = (Ai,...,\¢) F n e (i,j) € Dy. Definimos o gancho (i, j)
de Dy como sendo o conjunto dos quadrados da linha i que estao a direita do quadrado
(i,7) (incluindo o prdprio quadrado (i,7)) e dos quadrados da coluna j que estio abaizo

do quadrado (i,j). O comprimento do gancho, é dado por:
onde N = (N}, ..., \)) € a particao conjugada de \.

Exemplo 1.87. Considere a particao A = (4,3,3,2) - 12. Representamos o gancho (1,2)

do diagrama Dy na figura abaizo.

X[X]

P EEE

Note que o comprimento do gancho hi5 = 6, exatamente o niimero de quadrados

sinalizados com o X.

Proposicao 1.88 (Formula do Gancho). Sejam A\ = n e dy é o grau do S,-caracter

wrredutivel correspondentes a . Entao

n)

d)\ = . ;
[Ths
27]

onde o produto percorre todos os quadrados do diagrama D).
Demonstragao. Veja [7], p . 56, Teorema 2.3.21. ]

Afim de descrever os ideais minimais a esquerda de K.S,,, vejamos as definigoes

de estabilizador linha e estabilizador coluna.



31

Definicao 1.89. Considere uma tabela de Young T. O estabilizador de linhas Ry, de
Ty € o subgrupo de S, consistindo de todas as permutacoes que estabilizam as entradas das
linhas de T. E o estabilizador de colunas Cr, de T\ € o subgrupo de S,, consistindo

de todas as permutacgoes que estabilizam as colunas de T),.

Definicao 1.90. Dada uma tabela T), defina o sequinte elemento de K S,

er, = Z Z (sgnT)oT

O'ERT/\ TECTA
onde (sgnt) € o sinal da permutagio T.

Para toda tabela T de forma A = n, o elemento ep, é miultiplo escalar de um

idempotente minimal de KS,, e ¢ chamado idempotente essencial.

Exemplo 1.91. Considere a particio A = (2,1) = 3 e a tabela de Young

1]3]
51

T\ =

Temos que Ry, = {(1),(13)}, Cr, = {(1),(12)} e
er, = (1)(1) = (1)(12) + (13)(1) — (13)(12) = (1) + (12) — (13) — (123).

Por meio do seguinte teorema descrevemos, a menos de isomorfismos, os ideais

minimais a esquerda de K S,,, ou seja, os S,-modulos irredutiveis.

Teorema 1.92. Para toda tabela Ty de forma A = n, KSyer, € o ideal minimal & esquerda
com caracter xx. Além disso, se j é uma particao de n, entao KSyer, € isomorfo a

K Syer, se, e somente se, X = .
Demonstragao. Veja [7], p. 106, Teorema 3.1.10. ]
Para cada A\ F n, denotamos por M) o S,-mddulo irredutivel associado a .

Proposicao 1.93. SeTy,..., T,

manimal de K.S, associado a X\, tem a sequinte decomposi¢ao

\ sao todas tabelas standard de forma X, entao Iy, o ideal

dy
I, =P KSuer,.
=1

Demonstragao. Veja [7], p. 109, Teorema 3.1.24. O
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1.7.3 S,-representacoes sobre os polindmios multilineares

Nesta secao vamos apresentar uma acao do grupo S, no espago dos polindémios
multilineares em n variaveis. Além disso, apresentaremos ferramentas que auxiliam no
calculo dos cocaracteres de uma algebra.

Comecamos com um resultado sobre S,,-mddulos irredutiveis.

Lema 1.94. Seja M um S,,-mddulo irredutivel com caracter x(M) = xx, A= n. Entio M
pode ser gerado como um S,-modulo por um elemento da forma er, f para algum f € M

e alguma tabela de Young Ty de forma X\. Além disso, para qualquer tabela de Young Ty
de forma X\ existe f' € M tal que M = KSneT;f’.

Demonstragao. Veja [5], p. 52, Lema 2.4.1. ]

Por definicao de Rp,, para todo 0 € Ry, temos que oer, f = er, f, ou seja, e, f
é estavel sobre Rp-acao. Dessa forma, o nimero de elementos Ry, -estaveis de um S,,-
moédulo irredutivel esta diretamente relacionado ao nimero de S,,-submédulos de M com
caracter x .

Vamos considerar agora uma PI-algebra A e T'(A) seu T-ideal de identidades.
Lembremos que, pelo Teorema 1.52, em caracteristica zero, T'(A) é determinado pelas
identidades multilineares. Vamos denotar por P,, o espaco vetorial dos polinémios mul-
tilineares em z1, ..., x, na algebra livre £(X).

A S,-agdo & esquerda sobre um polinomio f(xy,...,z,) € P,, é dado por

O-f(xh cee axn) = f(l‘a(l)a s 7xa(n))7

para todo o € 5,,.
Vamos estudar o espago P, NT'(A). Como T-ideais sao invariantes sobre permu-

tagoes de variaveis, obtemos que P, N T(A) é um S,-submo6dulo de P,. Portanto,

P’I’L
P = 5T

tem uma estrutura de S,-mo6dulo induzida pela acao definida anteriormente.

Definigao 1.95. Para todo n > 1, o S,-caracter de P,(A) é chamado n-cocaracter de
A denotado por x,(A).

Decompondo o n-cocaracter em caracteres irredutiveis , obtemos que

Xn(A) = ZmAXm (1.3)

AFn

onde x, é o S,-caracter associado a particao A - n e m, > 0 é a multiplicidade corres-

pondente.
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Uma ferramenta util para calcular o n-cocaracter de uma algebra é descrito no

seguinte teorema.

Teorema 1.96. Seja A uma Pl-dlgebra com n-cocaracter x,(A) dado em (1.3). Para
uma particao p = n, a multiplicidade m,, € igual a zero se, e somente se, para qualquer
tabela de Young T, de forma p e qualquer polinomio f = f(x1,...,x,) € P,, a dlgebra A

satisfaz a identidade e, f = 0.

Demonstracao. Veja [5], p. 55, Teorema 2.4.5. ]



Capitulo 2

Uma base para as identidades
Z-graduadas de Wy

Neste capitulo mostramos uma base para as identidades Z-graduadas da algebra
de Lie W;. Além disso, provamos que as identidades Z-graduadas de W7 nao admitem
qualquer base finita. Esses resultados foram provados em [4], artigo base do nosso traba-

lTho. Aqui, estamos considerando £(X) e W, Z-graduadas.

2.1 Teorema principal

Recordamos que como estamos trabalhando com algebras sobre um corpo de
caracteristica zero temos que cada Ty-ideal é gerado por seus elementos multilineares.
Assim, vamos trabalhar apenas com os polindmios multilineares.

Considere as seguintes identidades Z-graduadas em £(X):

20,20 =0, i> -1 (2.1)
a b c a c b) __
2@ =0,d< -2, (2.3)

em que a = (¢c—a)(b—c—a), B=(b—a)(c—b—a).

Vamos denotar por I o Tz-ideal gerado por essas identidades graduadas. O resul-
tado principal do nosso trabalho ¢ mostrar que tais identidades formam uma base para
identidades Z-graduadas de Wi, ou seja, que I = Ty (WW;). Para isso precisaremos explorar
uma série de resultados chaves e auxiliares para chegarmos ao teorema principal com o

suporte necessario para demonstra-lo. E o que faremos na sequéncia.

34
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Lembremos que o produto em Wy, apresentado em (1.1) é dado por:
lei, e5] = (7 — )eirs,

para quaisquer 7,7 < —1 e que eg = 0 para todo d < —2, por defini¢ao.
Seja ay,...,a, > —1tal que a1 +---+a, > —1 para todo k, 2 < k < n. Podemos

deduzir de [e,,, €4,] = (a2 — a1)€q, 14, que
L4 [6a17 6&27 6(13} - (CLQ - a1)<a3 —a; — a2)€a1+a2+a37
4 [eala €ass €az 6@4] = (Cl2 - a1)(a3 —a; — CLQ)(CL4 —az — a2 — a1)6a1+a2+a3+a4-

E seguindo por indugao, deduzimos que

[€a1s €ass - -+ s €a,| = (a2 —ar)(az — a1 — ag) -+ (an — a1 — ag — -+ — Ay )€ay - tan-

Note que se q; < —2 para algum [ entao a equagao acima é falsa em geral, por exemplo,
[e_9,e1,e9] = 0 # 3e;. Provamos no seguinte lema que [e,,, ..., €,,] ¢ um miltiplo de
€ay+-+a, Para todo ai,...,a, > —1, ainda que tenhamos a; + --- + ar < —2 para algum

k. Tsso facilitara a realizagdo de algumas contas com os elementos da base de Wj.

Lema 2.1. Sejam aq, ..., a, inteiros. Para todo a,...,a, > —1 (n > 2) vale a sequinte
wqualdade:

[€ays -+ s €an] = Wn€ayttay, (2.4)
em que o, = (a3 —ay)(az —ay —az) -+ (@, —a; — -+ — ap_1).

Demonstra¢ao. Vamos provar por indu¢do em n. Se n = 2 entdo, por (1.1), o lema é

véalido. Suponha n > 2. Pela hipotese de inducao, para todo k£ < n temos

[6a1 1 €ags - -+ 766%] = OkCaytagt-+ay
onde ap = (ag—aq)(az—as—aq) -+ (ap—ay—ag—- - -—ag_1). Assim, se a;+---+a,_1 > —1
entao, por (1.1),
[6(117 SR ean] = Oén,1[€a1+__.+an_l, ean]
= ap1(an —ar —ay — -+ — ap_1)€a; 4 1a,

= an€a1+"'+an’

Agora suponha que a; + - + a,-1 < —2. Tome k£ minimo com 2 < k < n tal que

a; + -+ ap < —2. Isso implica que ay + --- + ax_1 > —1. Logo,

a1_|_..._|_ak71:_1
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e ap = —1 ja que a; > —1, para todo i. Por outro lado,

[€ars vy Cap1s€k] = Ok—1[Cartay s Cay

= Oék—1[€—1, 6—1]

= 0.
Isso implica que [eq,,...,€,,] = 0. Mas, ay —a; — -+ —ax_; = —1 4+ 1 = 0, implicando
em «,, = 0. Portanto, [e4,,...,€4,] =0 = an€q 1.tq,. Assim, completamos a prova. [

No lema a seguir, provamos que as identidades graduadas dadas no inicio deste
capitulo sao identidades graduadas para W;. Dessa forma, concluimos que I esta contido

no conjunto das identidades graduadas de Wy, o que prova parte do resultado principal.
Lema 2.2. As identidades (2.1), (2.2) e (2.3), ou seja,
o 2V 2V =0,i>-1;

a b c a c b
b a[:vg )7'1'%)7:6:(3)} _5['1'5 ),mg),l’g)] = O;

o 2 =0, d< -2,

em que o = (¢ —a)(b—c—a), = (b—a)(c—0b—a) sao identidades Z-graduadas da
dlgebra de Lie W1 sobre K.

Demonstracao. Como esses polindmios sao multilineares, ou seja, sao lineares em cada
uma de suas varidveis é suficiente mostrar que cada uma se anula na avaliacao dos ele-
mentos da base de Wj.

J& mostramos, no Exemplo 1.42 que (2.1) sao identidades graduadas de W;. Te-
mos pela graduacio de Wy que para todo d < —2, Ly = {0}. Assim, (2.3) s&o trivialmente,
identidades graduadas para W;. Resta mostrar que (2.2) sdo identidades graduadas para
Wi.

Se ¢ < —2 (analogamente se b < —2 ou ¢ < —2) entdo z\” = 0 e [z\", 2, 2] =

[m'ga),mgc),xéb)] = 0. Assim, (2.2) sdo identidade graduadas para W;. Suponhamos que
a,b,c > —1. Neste caso, para mostrar que as identidades (2.2) sdo satisfeitas em W7,
basta provar que

Ck[eaa €p, ec] - ﬁ[eaa €, eb] =0.

Pela relacdo (2.4) descrita no Lema 2.1 temos
[em €b, ec] = (b - CL) (C —a— b)ea—l—b-l—c = Bea—&-b—i-ca

[€q, €crep] = (c—a)(b—a— C)eqipre = Alaipic-
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Substituindo essas equagoes em aleg, €y, €. — Bleaq, €c, €] obtemos

afeaipre — Paayppe = 0.

Logo, (2.2) sao identidades graduadas para ;. O

Diante desse lema, para provarmos nosso resultado principal resta garantir que
T7(W7) esta contido em I. A partir daqui, todos os resultados que antecedem o teorema
principal, tem como objetivo garantir a prova dessa continéncia. O préximo lema serd

usado diretamente na prova desse fato.

Lema 2.3. Seja m = [x(al) .,%(an)

i | € £(X) um comutador multilinear. Se m €
T7(Wh), entdo m € 1.

n

Demonstracao. Se existe [ com 1 <[ < n tal que q; < —2, entdao m pertence ao Ty-ideal
gerado por {z(@ | d < —2}. Isso implica que m € I. Suponha agora que a; > —1 para
todo [, 1 <1 <n. Como m € Ty(W;) temos [e,,, ..., €q4,] = 0. Por (2.4), temos:

Qn€ay+-ta, = 0.

Isso implica que v, = 0 ou €4, 4...14, = 0. Assim, se «,, = (as — a1)(az —a; —az) - - - (a, —

a; — -+ —ay,—1) = 0 entdo (¢ —a; —--- —a;_1) = 0 para algum [, 2 < [ < n. Logo,

(a1) ag-1) , (ar)
il PRI 7:L‘,L'171 ,l’il

gerado por {[z\”,2{"] | i > —1}. Portanto, [z\"", ... x(al)] € I em e I. Agora, se

71 Yy

a = a; + ag + -+ + a;—1. Isso implica que [z | pertence ao Tyz-ideal
€ay+-ta, = 0 entao a;+---+a, < —2. Isso implica que m pertence ao Tz- ideal graduado

gerado por {2(? | d < —2} e m € I. Em todo caso m € I, provando o lema. O

Agora vamos definir 5 tipos de comutadores multilineares de comprimento maior
que 2 que nao pertencem a [ e para cada tipo definimos um comutador da forma canoénica.
Os comutadores da forma canénica vao nos permitir provar resultados gerais acerca dos
comutadores multilineares que nao pertencem a I. Dessa forma, esses comutadores sao
fundamentais na prova do resultado principal. Lembrando que I é o T7-ideal gerado pelas

identidades graduadas (2.1), (2.2) e (2.3).

Ea) > a:g-b) sea>boua=0>bei>7j Sabemos que, pela Proposicao

(b1)

g1
combinagao linear de comutadores normados a esquerda com a primeira variavel fixada.

Escrevemos z

1.55, cada comutador multilinear m = [x . ,xg-i”)] € £(X) pode ser escrito como uma

Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que cada elemento multilinear de
(a1) (an) a1) (ar)
. > T

i oo T 1 U

'] onde !

£(X) é uma combinacao linear de comutadores [z para

todo [ > 1. Assim, podemos trabalhar apenas com os comutadores multilineares que

satisfazem essa ordem.

Seja m = 2V, ..., 2!")] (n > 3) um comutador multilinear tal que m ¢ I e

(01) o o) 1 :

T ., para todo [ > 1, temos que m € de um dos tipos a seguir.
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Tipo 1. Dizemos que m é um comutador do tipo 1 se a; > 1 e existe [, 2 < [ < n, tal

que 0 < a; < ay. Por exemplo,

= o, 27,20,

Tipo 2. Dizemos que m é um comutador do tipo 2 se a; > 1, a; € {—1,0,a,} para todo

[ > 1 e existe I’ tal que ay = a,. Por exemplo,

ma = [I§2)7 x§_1)7 Ig2), xé(l(])}'

Tipo 3. Dizemos que m é um comutador do tipo 3 se a; > 1 e a; € {—1,0} para todo
[ > 1. Por exemplo,
2) (- 1) (-1
]
Tipo 4. Dizemos que m é um comutador do tipo 4 se a; = 1. Notemos que neste caso,
a; € {1,0,—1} para todo [ > 1. Por exemplo,

my = [xél), xg_l), w(ll), xfl_l)].

Tipo 5. Dizemos que m ¢ um comutador do tipo 5 se a; = 0. Notemos que neste caso,

a; € {0,—1} para todo [ > 1. Por exemplo,

s = [, 2570, 2,20

Logo, cada comutador multilinear de comprimento n > 3 em £(X) tal que m ¢ I é escrito
como combinagao linear de comutadores desses tipos. Para cada um dos tipos descritos,

definimos a seguir seus respectivos comutadores da forma canonica.

Tipo 1 (forma candnica). Um comutador m do tipo 1 ¢ da forma canénica se

m =[x\, 22 gl D )

1 2Tz 0t LR A ? Vip

onde as > 0, 2 < r < n, 2\ < 931(-?3) < - < xira)

12

< ngl), Gy < o0 < dp e
0 < a; < a; para algum 1, 2 < [ < r. Neste caso, pode acontecer r = n, ou seja, m

pode nao conter varidveis com Z-grau —1.

Tipo 2 (forma candnica).Um comutador m do tipo 2 é da forma canoénica se

@ O 0 (D@ 2@ gD ey

m_[xil’ T2 0"t (2R R PR T Rl AR LA Ik PR Rl S )

onde a = ay, r > 1, r4+2 < s <n, iy < o0 < gy Gy < g < e <y,

Iy < -+ < 1s < i7. Notemos que pode acontecer r = 1 e neste caso m nao conteria
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varidveis com Z-grau 0. Notemos também que é necessario a variavel x; , com

Z-grau —1, pois caso contrario, m pertenceria a [.
Tipo 3 (forma canodnica). Um comutador m do tipo 3 é da forma canonica se

(a1) .(0) 20 L1 I(—l)]
e &y Ty e T

onde 1 < r <n,ip < - <ipeipy <--- <1, Notemos que neste caso, pode
acontecer r = 1, ou seja, m nao conter variaveis com Z-grau 0. Pode ocorrer também

r =n, ou seja, m nao conter variaveis de Z-grau —1.

(1) plaz) xg”)] do tipo 4 e de compri-

Tipo 4 (forma canénica). Um comutador m = [z;’, z;

mento 3 é da forma candnica se

(CLQ,CLg) = (—17 1) e 13 < 11;
(0,0) ou (—1, —1), 19 < 13.

Um comutador m do tipo 4 e de comprimento n > 4 é da forma candnica se

M L0 O (D) 1 (D) W (o2 glan-t) p(any

M= 5,0 Ly sy gy Ty T T T T

onde 1 <r<mn,ig<--<i,,

(((1,—1,—1) ou (1,-1,1) ser <n—3e(n—r)eépar
(—1,1,-1) ser <n—3e(n—r)éimpar;
(an—37 ap—2, an—l) - (0, —1, —1) ou (0, —1, 1) ser =n-— 2,
(0,0,-1) ser=n—1;
L (0,0,0) ser =n.
e temos o seguinte:
o se (ap_2,a, 1,a,) = (1,—=1,—=1) entdo 41 < Gpyg - < fpg < ip_1 < Iy €

lpgg < lpyg < o0 <lp_g <175

® S¢ (an_g,an_l,an) = (]_,—]_,1) entao Z‘r—i-l < ir+3 < v < g < lpy €

ir+2 < i7'+4 <o < in—? < Z.n < Zl;

® se (an_g,an_l,an) = (1,1,—1) entao Z.r—&—l < ir+3 < < g < 1y € ir+2 <

ir+4 << Z.nfl < Zl;
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o se (ap_2,0n_1,0,) = (0, —1,—1) entao i,y < ip;

e se (ap_2,a,_1,a,) = (0,—1,1) entdo i, < i;.
Tipo 5 (forma candnica). Um comutador m do tipo 5 ¢ da forma canonica se

() (=1 .0 (0)]

i Tiy T

ondei3<i4<~~~<i1.

Resumimos na seguinte tabela os tipos de comutadores e seus respectivos comu-

tadores na forma canodnica.

‘ Tipos H Forma candnica
Tipo 1
a;>1leexistel,2<1<n,
tal que 0 < q; < ay m= [1('11 532), . Efr), I;Z(-;ll), . ,:1;5;1)]
Tipo 2
a; > 1, a, € {—1,0,a,} para todo [ > 1
. a 1 a a -1 -1
e existe ' tal que ay = a4 = [z} >, T;, ,.,.,Izr Er“)? STH. . 71’53)7101(.5“), o ,:rgﬂ )]
Tipo 3
a; >1ea € {-1,0} para todo [ > 1 m= [1('“ I,',Eg), . ,,’L‘gr) IEH_ll) ..,:1:,5;1)]
Tipo 4
a; =1 [1’511),955;”),90573)] (n=3),
(a27a3) (0,-1),(-1,1),(0,0) ou (—1,-1)
1 .0 0y _(-1) (1) (an—2) (an-1)  (an)
=2, @iy s T T T s Ty S M ] (> 4)
(an,z,an,l,an):(l —1,-1),(1,=1,1),(=1,1,—1),(0, -1, -1),
(0,—1,1),(0,0,—1) ou (0,0,0)
Tipo 5
a = = ooy )y
Tabela 2.1: Tipos de comutadores e suas respectivas formas canonicas
Lema 2.4. (i) Cada comutador multilinear m = [xz(-fl), . ,xEZ")] (n>3) tal quem ¢ I e
(al) > x( o) para todo | > 1 € de um certo tipo 1, 1 <1 < 5;
(zz) Para cada tipo de comutador m, existe ezatamente um comutador multilinear
my da forma candnica no mesmo conjunto de varidveis {ngl),. “”)}
Demonstragao. (i) De fato, temos que a; > 0, pois caso contrario a; = —1 e ¢; = —1 para

todo [, 2 < [ < n. Isso implicaria em m € I, uma contradicao. Logo, m ¢é exatamente de
um dos tipos definidos.

(i) Se m é do tipo 1 ou tipo 3 entdo permutamos as variaveis de forma adequada
e obtemos um comutador da forma canonica.

Se m ¢é do tipo 2 entao deve existir [ > 1 tal que a; = —1, pois caso contrério
a; € {0,a,} para todo l e m € I.
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Se m é do tipo 5 entdo a; = 0 isso implica que a; = —1 (pois caso contrario
as =0 e m € I). Dessa forma a; = 0 para todo [, 3 <[ < n, pois caso contrario m € I.

Por fim, se m ¢ um comutador do tipo 4 entao a; = 1. Note que se, para algum [ o
(a1) (ar)

x; V'] & de Z-grau 1 entdo a;41 # 1 (pois, caso contrariom € I).

comutador m’ = [z;", ..., x;

Nessa situagao temos a; 1 < 0. Similarmente se m’ tem Z-grau —1 entao a;; > 0. Logo,
(@)

m é de Z- grau 1, 0 ou —1 de modo que a diferenga entre o ntimero de entradas z; "’ em
m de Z-grau 1 e o nimero de entradas de Z-grau —1 é no maximo 1.
Portanto, para cada tipo de comutador m existe um comutador da forma candnica

no mesmo conjunto de variaveis. O]

Vejamos alguns exemplos em que encontraremos o comutador da forma canonica

nas mesmas variaveis de um determinado comutador multilinear nao pertencente a I.
Exemplo 2.5. Considere os sequintes comutadores pertencentes a £(X)

my = [0 @y a2l ma = [0 2y a7 e,

ms3 = [1’(54), xz(l_l)v xé—l)’ Ig))a ng)]v my = [xi(il)v I(_l)’ xgl)v IA(L_I)’ xE(SO)]v

dos tipos 1,2,5 e 4, respectivamente. Temos que:

o m) = [3352),36&1),3:511),xéo),ngl)] ¢ um comutador da forma candnica do tipo 1 nas

mesmas varidveis de my.

o m, = [xff’),xéo),xg_l),x§3),x§_l)} é um comutador da forma canonica do tipo 2 nas

mesmas varidveis de mo.

o mj = [x?),xgo),x;o),mé_l),xi_l)} ¢ um comutador da forma candnica do tipo 3 nas

mesmas varidveis de ms.

o m) = [xél),xéo),x(_l),xgl),xfl_l)} ¢ um comutador da forma candnica do tipo 4 nas

mesmas varidveis de my.

Observamos que em m;, para escrevermos o comutador na forma candnica bastou
organizar as variaveis em ordem decrescente de Z-graus e depois em ordem crescente de
indices para as varidveis de mesmo Z-grau. Mas nao podemos proceder da mesma forma
sempre, pois eventualmente podemos encontrar um comutador nas mesmas variaveis de
m pertencente a I. Por isso, devemos estar atentos as condicoes dadas em cada tipo
especifico.

Vamos apresentar alguns lemas que oferecem técnicas para trabalharmos com
os comutadores multilineares por meio da congruéncia moédulo o conjunto I. Muitas
das técnicas refere-se a como permutar (modulo I) variaveis de Z-graus especificos em

determinados comutadores multilineares. Essas técnicas vao permitir relacionar, também
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através da congruéncia moédulo I, comutadores multilineares nao pertencentes a I com
os comutadores da forma canénica. Por enquanto, vamos nos limitar ao estudo dessas
técnicas.

No que segue, u = v significa que u = v (mod I), isto é, u —v € I.

A seguinte observacao é usada com frequéncia na prova de alguns lemas.

Observagdo 2.6. Seja m = [z, ..., 2] (n > 3) um comutador multilinear. Se
m = [:cﬁf“), e xfﬁ:fl), L ale)] = [xgal), . ,xg,(j:fl), gl glan)])

2 <r<n entio m= [xg‘”), xi_a(‘;()”), o ga(ig”), ga(jﬁ)l)), o i_a(‘;()"))

cao o de {2,....,n}.

|, para toda permuta-

De fato, sabemos que toda permutagao de {2, ...,n} pode ser escrita como produto
de transposicoes que por sua vez podem ser escritos como um produto de transposicoes
do tipo (i (i + 1)), 3 < i < n. Isso justifica a validade da Observacao 2.6. Vejamos um

exemplo.

(a1) ,.(a2) , (as) (a4)]

Exemplo 2.7. Seja m = [z ", x5 7 2y x, V] e 0 = (24), entdo

m = [xgal)’ ZL‘ng), xi(ia3)7 xia4)] = [x§a1)7 J‘é@)v xi{u)’ xéa3)]
= (ol 20, 26
S )
Veja que a transposicao (24) que permuta a sequnda e a quarta varidvel em m € igual ao

produto de transposicoes que permutam duas varidveis Sucessivas.

O lema subsequente permite permutarmos (modulo I) as tltimas variaveis de um

comutador multilinear, desde que essas variaveis tenham o mesmo Z-grau.

Lema 2.8. Temos que

[(al) (a2) gaa)] (as) (a2)7x§a1)

= [2{), z{ (a3) (al)]:[ (a2) .(a1) (ws)] (2.5)

(az2)
] 6[1’2 y Ly Ty Ty Xy ", T3

sempre que a; = az ou Ay = a1 + as.

E, para cada n > 3,

(™) xffg), . ,xg“() | = [\, 2 2@ (2.6)
para toda permutagio o de {2,3,...,n}.
Demonstra¢ao. Vamos mostrar que vale (2.5). De fato, pela identidade de Jacobi,

2 2§ 2] 4 (2§ 2, ) 4 (2§, 2 2] = 0.
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Usando a anticomutatividade, temos:

[mgal)v x(2a2)7 Iéa?))} - [xgaa),xéw)’xgm)] - [mgal)v x:(SaS)v Ié@)} = 0.

Isso implica que

[y, ) = [ ] = [ g 2

Assim, se a; = az entdo [2\, 2{™) 2] = (24 2™ 2] pertence ao Ty-ideal ge-

rado pelas identidades graduadas (2.1). Isso implica que [z, 2{ 2{*)] € I. Logo,

() 240 203 (240 24 2] e I Se ay = ay + a3 entdo [24V, 2] tem Z-grau as.

Isso implica que [xﬁ“l), xéa?’), xéw)} pertence ao T7z-ideal gerado pelas identidades graduadas
(2.1). Logo, [xgal),$§a2),x§a3)] - [xgag),xg”),xgal)] € 1, ou seja,

(a1) |, (a2) (as)}_

[Il L)l (a3) | (a2) (al)}_

— [x3 ,1'2 Jxl

De forma analoga, pela identidade de Jacobi e anticomutatividade, temos

24, 0] [55), 249) 209] = a0 20, )

J4 vimos que [x§“l),x§“3),x§“2)] € I sempre que a; = az ou ay; = aj; + az. Logo,
[x§a2)7 xéa?))? aj:([al):l = [x§a2)7 xga1)7 $(3a3):|'
Agora mostremos que vale (2.6). Para isso, vamos mostrar que para cada ¢ > 3

com a;—; = a;, tem-se

[xgal), . ,xga_igz), xg(fl‘l), xz(»a"')] = [:1;5“1), o ,mgc_”f), xgai), xz(c_”l‘l)]. (2.7)
De fato, para i = 3 temos por (2.5) que [x§“1),x§“2),x§“3)] = [x§a1)7a:§a3),$§a2)], ja que

az = ay. Suponhamos, por hipotese de inducao que vale (2.7) para todo comutador de

tamanho 7 — 1. Assim, se a;,_1 = a; entao

(a1) ,.(a2)  (a3) (ai-2) (ai-1) (ai)]_[ (a1) |, .(a2) (a3) (ai-2) (ai) (ai,l)]:

(e g ey Y xy wy xy xy  y
(a1) _(a2)y _(a3) (ai—2) _(ai-1) _(a:) (a1) (a2)y _(a3) (ai—2) _(ai) _(ai-1)
[, 2y ]axs IR B A M = {le™, 2y ]7333 IR 2N B 2 €l

Logo, provamos (2.7). Assim, pela Observacao 2.6, temos

[:cgal),xga?z),...,xgg@)] = [0y, 2y, 1Y)

para cada permutagao o de {2,3,...,n}, pois o pode ser escrito como um produto de

transposigoes ((i — 1) i), 3 <14 < n. Portanto, provamos o lema. O
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O lema seguinte mostra que podemos permutar (médulo I) primeira e tltima

varidvel de mesmo Z-grau de um comutador multilinear, em que as variaveis interme-

diarias possuem Z-graus iguais. E ainda, podemos permutar (modulo I) essas variaveis

intermediarias da forma que quisermos.
Lema 2.9. Temos

b a b
o ) = o ) )

Em geral, para cada n > 4

(24 2y, ) = a1

para toda permutacdo o de {2,3,...,n}.
Demonstragao. Por (2.1) temos que
b a a
21", 2", (25", 24 = 0 e [2f”, 25", 21", 25V = 0.

Pela Observagao 1.53,

a a a b a b b a
(2 2P 2P 2] = [, 2,0 20, a)] = [ 2P 2 ) e 1

a a a b a b
R R ) I P e B ) I P R O P e O | R

Isso implica que

2@ 2B 5O @) = @ L0 @ ) 6 @ 0 @ 6 6

Ty Ty T3 Ty Ty Ty Ty T3 Ty Ty Ty , T3

Por outro lado, usando (2.5) temos que [#\*, 2 ("] = [z 2 (¥

b b a a
2,2y, 2l ) = o) ) e, 2.

Logo,

@i, 2y 2 o) = ey e

V]

b b

= [0 ol 2y
(

1

= el a2y

Agora, para n > 4, temos por (2.6), que

b b o a b b
@2, 2 = [ el 2l ]

xy sy wy ] Assim,

(2.8)

].
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para toda permutagao o de {2,3,...,n — 1}. Isso implica que

b b a)] — a b b a
[xg ),l’é), s 7x£117x( )] = [Ig )7‘7:((7()2)’ T ’xg()n—l)’x%)]

para toda permutacio o de {2,...,n—1}, em particular para o igual a identidade. Assim,

para provarmos (2.9), basta mostrar que:

a b a _ a b a
[Ig )73:&)7"'7'1.511173351)} :[ () 'Tg)w"?xglszg )]

Vamos mostrar isso por indugao em n. Por (2.8) temos que o resultado é valido para

n = 4. Se n > 4, entao, por hipétese de inducao,

R N N I LSNP S S
b b b 1 1 (a) (b b b
[.’Eg )7x$1)17x§)7"‘7m1(1227x1(1)} — [In)7xn)l xé)7"‘7'x£l,)27x§ )]7
ja que 21,20 2®, 2 e 249 2P 2P 2 2l sdo comutadores de tama-
nho n — 1. Assim,
b b a b _ a b b a
[xg ),xé), . ,$5112,[E$L),$5111] = [a:;),xg), .. ,x;)2,x§ ),:1751)1] (2.10)
a b b Q) 1 (a) (b b b a
[ilj'g )7x51)17x5(3)7 s ,(ESLZQ,LC,(AL),(E%)] = [xﬁl),xil)l,xé), ce ,1'7(1)2,513'& ),l'g )] (2'11)
Além disso, pela Observacao 1.53, temos:
a) (b b o) (b a) (b)) (b b b a
[Jfg )7I§)7'T§))7"'7x’ELZQ7CE£L)7x’ELZ].] [l‘g )7x§)7x§%)7"'75651127%7(1)17377(1)]
a) (b)) (b b a
+ I:xg )7'rg)7xé)7"‘7x?(’1127|: ’£L)7 ’S'Lzl]]?
Q) (b)) (b b a) (b Q) (b)) (b b b a
[ (@) Ig),dfé),...,"tf@lQ,ZEg),l‘éll] - [ 51)7"135)71'1(3)7""1‘2127‘%‘11117‘@& )]
b b a
S T S R P o AL |
E por hipétese de inducao,
b b Q) (b a b b a) (b
[$g ),QS;),$§), cee ,1‘7(112, [xn)>$nllﬂ [ 7(1)71'51)17582)’ s 7$;32> [Ilfg )71‘%)“'
Assim, podemos reescrever (2.10) da seguinte forma:
[ajg )7335 )>$i(’>b)> ey fzb)%x;b)lvx;a)] + [ajsza)vx;b)hxi(’,b)» ce ’xfzb)% [xga)7 g)“

a b b b a a b b b
= 2@, 2y, 20 ey 2P e 4 [ 2P ) D D] (2.12)
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Similarmente, temos pela Observacao 1.53 que:

a b b b a b b b b b a
[‘Tg )7x1(1)17x2(3)7 cee ,x,(lz%x,(l),xg )] - [Zﬁg )7x51)17x§»)7' . 71‘12227‘1‘5)7‘%;)]
a b b b a b
+ l:‘/L’g)7',”61(’1,)17‘/1/1:(3)7""1;?(132’[x'gl)7:ré):|:|7
a b b b a b a b b b b a
[xn)7$nllaxi(’;)7 ce ,1’7(112,375 ),l’;)] = [‘1’7(1)7332117‘1'&)7 e ,1’7(112,-%'%)7555 )]
a b b b a b
+ [1'7(1)7*%;—171'2(’,)7-"7‘%7(1227[:Ug )7'1.%)]]

Usando (2.6) temos

b b b D) _(a)] — r.(@) _(b) (b b b a
[() ®) .0 (0) ()x()} [() ®) 0 ) 0 x()],

L1 5 Tpl1y Xy Tpgy Ly Ty 7| = [T 7Ly, X3, yUp—2, Tp_15 Ty
a b b b b _ a b b b a
[‘T'gz)vxq(mllvmi(i)w .. ang)%xg)?xg )} = [l’( ) xé)v ¢ )a cee 7"'131(1127‘/1;51117:5':([ )]
Novamente, por hipdtese de inducao,
b b b a) (O _ [(a b b b
[.Tg )7‘7:1(1)17‘7;2(’))77I£1227[x7(1)7‘r§)”:[ @ xg)axi(})77x7(1)2 [.CL’S )7I£z)1]]
Assim, podemos reescrever (2.11), como
b b b a b b a) (b
[.Tg ),.%g),l‘é), L 713222,33,(121,.%7(1 )] + [.T( 2 xg)7xi(3)7 R 73’17(1227 [Ig )7‘%1(121]]

= [z, (a) xéb), xéb), 20 O $§a)] + [z (a) () xgb), . ,x(bl% [xga), {II(2b)H. (2.13)

» Mn—2rYn—1 Ly s Tp_1, n

Como estamos trabalhando sobre um corpo de caracteristica zero temos que as congruén-
cias A+ C =B+ De A+ D= B+ C implicam em A = B. Assim, por (2.12) e (2.13)

concluimos que

a b b b a)l a b b b b a
[asg),xé),xg),...,m() ) ()]:[xg),xg),xé),--~, 2)2,1’2)1,3751)],

como requerido. O

O proximo lema, permite permutarmos (modulo ) a primeira variavel e a tltima
varidvel de um comutador multilinear, desde que as duas variaveis tenham Z-grau —1 e

as variaveis intermediarias tenham Z-grau maiores ou iguais a 0.
Lema 2.10. Sejamn>0ea; > 0,i=1,2,...,n. Entdo,

I O R I ] Y e N e S O GV

PEED PRI
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Assim, é suficiente provar o lema para n > 1. Primeiro, vamos assumir que

Neste caso,
le_1,€ayy- -y €q,,6-1] =0.
Isso implica que [y1, 2% 2l 2(D] € I. Assim,
[0, 2 g 0] = 0 = [y S0 e g0,
Vamos supor que m = [2(71), Ao e y~1] ¢ I. Provaremos isto por inducio em
n.

Para n = 1, por (2.5), obtemos que [z(~1), zf“l),y(_l)] = [y(_l),zfal),x(_l)}, como

desejado.

Para n = 2, temos dois casos a analisar. Se a; = ay, entao, por (2.8) temos:

[0, 20 Ay = 0 A, 2 ),

Agora, para a; # as note que as # aj — 1, pois caso contrario, [x(~V, 2" {*)] ¢ I,

implicando em [x(_l),z%al),zém,y(_l)] € I, o que é uma contradicao ja que supomos

m ¢ I. Por (2.2), temos
aly™, 2, 2] = Bla™, ™, 2] e aln™,y Y, ) = Bla™, 4™y

onde o = —(ag—ay)(1+as+a1) = —(aa—a1)(a1 +as+1) e f = —(1+ay)(as+1—a;) =
—(a1 +1)(ag —a; + 1).

Note que se « = 0 entao as —a; = 0 ou a1 + as +1 = 0. No primeiro caso
terfamos as = a1 , uma contradicao, pois supomos a; # as. O outro caso é impossivel ja
que aj,as > 0. Logo, a # 0. Agora, se f§ =0 entaoa; +1 =0o0uas —a; +1=0. Nao
pode ocorrer a; + 1 = 0 pois, por hipotese, a; > 0 para todo 7. Também nao pode ocorrer
as —a; + 1 =0, pois isso implicaria em a; = 0e ay; = —1oua; =1 e ay = 0. E assim
terfamos as = a; — 1, uma contradi¢ao. Logo, § # 0.

Observe que, pelo provado para n =1,

00, 49 5D, yloD] = (ol (5, 09 D)

= [y, [, 209, 1) = [l 50y (1 ),
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Assim,
2D, z%al), ZéaQ), YV = [Zgal)’ 2D z§“2)7 y]
= Bar [ £l 2D,y
= _BOZ_I[ZYH)? 2502)’y(—1),x(—1)]
= _Ba_l(aﬁ ! [Z§a1)7 y(_1)7 Z§a2)’ x(_l)])
= [y ) D)

Logo, temos o resultado para n = 2.
Agora, vejamos o caso geral. Suponha, o lema valido para comutadores de com-

primento menor que n + 2. Considere,

Seja

M = m—[y"Y, z%al), 2l Y]

= 2D A gl D]y Gl ) (D)

Para mostrar o lema ¢ suficiente provar que M = 0. Note que, pela Observagao 1.53

temos
m = [x(_l), zg‘“), . ,zi(fil‘l), [zia"), zi(iil“)], zl-(igﬂ), . zﬁf”), y(_l)] (2.14)
+ [1}(_1), Zgal), . 722{?‘1—1)’ Zz'(jjf_l); Zz'(ai)v zi(ii;g)’ ceey zr(zan)a y(_l)]
Também, pela Observacao 1.53, podemos escrever:
[P I S R I R A (2.15)
Hy(—l)’ Z§a1)7 s 7’21(31.171)’ [Zzgai)v Z'L(ilfrl)]L Zi(ii;z)? s 7Z7(1an)7 x(_l)]

+[[y(_1)7 Z§a1)7 s >Zz§iif1)a Zz'(iifrl)> Zz‘(ai)]a Zi(—(il-i2+2)a cee 727(1an)> x(_l)]'

Assim, substituindo (2.14) e (2.15) em M, temos

M = [z e e e, zi(ffl)], zi(ig“), ozt (0]
+ [20Y, z§“1), . zi(fifl), zi(ffl), zi(ai), zi(i’f), ozt (0]
= VA M 2 A, 2, )
— [y(_l), zﬁ“l), . ,zi(fifl), zﬁ?l), Zfai), zi(i’;Q), e zn‘“‘), x(_l)].
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Por hipotese de indugao, temos

[z(D), z%al), . ,zi(fil‘l), [zfai), szfl)], 1(12'2*2), . ,z,(f"), y Y]
—[yD, A zl-(fil‘l), [Zf'“), zi(ffl)], zi(ii;?), 2 D] = 0.
Logo,
M= [(E(fl), Z%al), o 7Z,Z(T;l—l)’ Zz'(—(il-if_l)? Zi(ai)’ 21(11'2-5-2)7 o 27(Lan), y(fl)]
—[y=Y, z%al), ol zi(fil‘l), zi(ffl), zi(ai), zl-(i’;z), cee zT(La"), (V).

Assim, conseguimos permutar em M duas varidveis sucessivas. Assim, pela Observacao
2.6, para cada o € S,, temos M = M,, onde
(ao(y)) (@) (ao 1)) (as(,))
—1 n -1 -1 n -1
My = [z 20 2™y = Y 200 2 2],
Assim, se M, = 0 para alguma permutacao o € S,, entao M = 0.
Agora estamos em posicao de completar a prova do lema. Se a; = - -+ = a,, entao,
por (2.9) temos:
[x(_1)7 Z§a1)7 A Z(an)7 y(_l)} = [y(_l) Z§a1)7 7Z(an) x(_l)]7
y 2 = , U A
como requerido.
Suponha, agora, que pelo menos dois dos Z-graus a; sao distintos, podemos as-

sumir sem perda de generalidade que a; é o maior entre os ay,as,...,a, , em particular

aj; > ay. Temos por (2.2) que:

a[x(fl)’ Z§a1)7 Z§a2)] 5[3:(71), ZéaQ)’ Zgal)]a

onde, « = (ag + 1)(a; —as + 1) e 8= (ag + 1)(az —ay; + 1).
Se /= 0entao az —a; +1 =0, pois a; +1 # 0, ja que a; > 0. Assim, as =a; —1
e por (2.1),

2D, 2 ) = g6 [yY, 2 ) = 0,

Logo, M = 0 como requerido.

Suponhamos que [ # 0 entao
20, 25, 2] = ple0, ™ 2 e [y, 2 A = ply Y, A, ), (2:16)

onde p = a1



20

Se p =1 entao a = (. Assim,
(CLQ + 1)(&1 — Q9 + 1) = ((11 + 1)(@2 —ai + 1),
ou seja,

(ag+1D(ay —ag +1) = (ag +1)(ag —ay +1) = af —a3+a; —as
= (al—ag)(a1+a2+1):0.

Porém, se a; — as = 0 entao a; = as, um contradicao, pois a; > as. E como ai,as > 0,

nao pode ocorrer a; + as + 1 = 0. Logo, p # 1. Temos que

Mgy = [x(_l), zg”), z%al), z§a3), ., zlem) y(_l)] — [y(_l), Ho2) (a1)  (as) CY l‘(_l)].

Escreva

M' = [z, [zial), zg‘”)], zéa?’), oy zten) ] [y [Z(al), zéaQ)], zéag) .

Por (2.16) temos que

M(12) = [x(—l)7 Z§a2)7 ng)’ o 7Z:T(Lcm)7 y(—l)] B [y(—1)7 ng), Z%al)7 o ZT(Lan)7 ZE(_I)]
= p([m(_l), z%al), 25“2), . zq(f”), y(_l)] — [y(_l), z§a1), zéaQ), . ,sz"), x(_l)]) = pM.

Assim, pM = M(2y. Por outro lado, pela Observacao 1.53, temos

[l‘(_l)y Z§a1)7 Z§a2)7 cee 727(1(1")7 y(_l)] = ['17(_1)7 [ZYM)? Z§a2)]7 R zflan)’ y(_l)]
+ [x(_l)v zéaa)’ Z§a1)7 Z§a3)7 R 27(lan)7 y(_l)]
e
0™, A, A T = Y, [ 2 ), 2]
+ A A A )

Isso implica que:

M = [$(_1), [Z§a1)’ zéaz)L o 27(;1”)’ y(—l)} _ [y(—1)7 [ZE(II)’ Zém)], Z§a3)7 . ,Zﬁba"), x(—l)]
+ [37(71), Z§a2)a Zgal): Zéag)’ R Zéan), @/(71)] - [y(il)a z§a2)a Zgal)a Z§a3)7 R Zr(zan)v x(il)}

M’ + My3).
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Disso, segue que M9y = M — M'. Assim,
pM = My =M — M’
Isso implica que M — pM = M'. Logo,
(1—p)M =M.

Por hipétese de inducao, M’ = 0. Como p # 1 temos M = 0, como requerido. O]

Nos lemas anteriores estavamos trabalhando com comutadores multilineares quais-
quer. Agora vamos tratar de resultados que fornecem relacdes especificas para comuta-
dores multilineares que nao pertencem a I.

Observamos que se em um comutador multilinear conseguirmos permutar (mo-
dulo I) duas variaveis de Z-grau —1 consecutivas, conseguimos permutar (modulo I)
quaisquer variaveis de Z-grau —1, pela mesma justificativa da Observacgao 2.6. Considere,
por exemplo,

(a1) _(a2) _(=1)  (as) _(=1) xé%)

r_ (1) , (as)
m_[xl ) ,IL‘3 » Ly 7$5 177 ,(E8 ]7

I

(-1 ~1 . .
tal que a4, ag > 0. Para permutarmos as variaveis 20V e o ), assumindo que é sempre

possivel a troca de duas variaveis de Z-grau —1 consecutivas, fazemos

24, @y 25l ol 2, o )
= [ 2y a7 o 2 ) Y a)
= [argal), Z‘g@), x(—l)’ xgla4)7 (7—1)7 Ié%), :(3—1)7 xé%)]
= B0 200,00, 0, 2, ),

e obtemos o desejado.

O corolario a seguir, afirma que isso é sempre possivel em um comutador multi-

linear nao pertencente a I.

Corolario 2.11. Sejamn >3 em = [2\V, ..., 2{™)] € £(X) um comutador multilinear

tal que m ¢ I . Suponha as = a, = —1 onde 1 < s <r < n. Entdo,

— - E -1 (aT‘+1) (an

m = [:E ’ 1 Ls—1 ,ZEg 1 lst1 s »Hr— 7557(" )7377"—&-1 7oy Ly )]
(a1) (as-1) .(-1) ,.(as+1) (ar—1) _.(-1) ,.(ar41) (an)

— [fL' ’ 7xs—1 7xr 7x5+1 ) : 7xr—1 7xs 7:[;1”—&-1 P 7xn ]

Demonstracao. Note que, pelo observado anteriormente, é suficiente provar o coroléario
assumindo que a; > 0 para todo ¢ tal que s < i < r, isto é, provar que podemos permutar
modulo I quaisquer duas varidveis de Z-grau —1 consecutivas. Seja

—1) , (b1) (be) (—1)]

li
m =[xy, ... 7 ,x( Uy Yy

Y
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onde k=s—1>0,t=r—s—12>0paracadai, 1 <i<t Suponham' ¢ I. Sek =0

entao, pelo Lema 2.10 ( nesse caso t > 0, pois caso contrario m’ € I), temos

(b1) (b

[0 0y D) = [y () (=11,

73/1 7"'7yt
Sek>1em' ¢ I entdo a; + -+ ap > 0. Denote por d = [a;§‘”>, o ,x,(f"')], assim,
_ b by _
[, 20 g™y Y],

Pelo Lema 2.10,

- b be)  (—1)7 — - b b(e) (-
mI:—I:CE( 1)7d7y§_ 1)7"'7yt( )7y( 1)]:_[y( 1)7d7y](_ 1)7"'7yt()7x( 1)]

_ b b _
= [d, 0,y Ly ).
Assim, podemos permutar (médulo I) duas entradas de Z-grau —1 consecutivas em m’

como requerido. O

O lema seguinte, nos permite, sob algumas condicoes e a menos de uma constante,
permutar as duas ultimas variaveis de um comutador multilinear nao pertencente a I,

sendo a penultima variavel de Z-grau —1 e a dltima de Z-grau maior ou igual a 0.
Lema 2.12. Sejamn >3 e

m = [xgal) glan=2) (=1 x(a")},

i1 0 i ) Vip_1) Vi
onde m ¢ I e a, > 0. Suponha que a, # a; + -+ + a,_o. Entdo

(a1) plan—2) o.(an) :p(_l)],

i1 0 Vo )i ) Vin_1
onde € K.

Demonstragao. Temos, pela identidade (2.2), que

ofle?, . afm P el = Bllely el 2 ),
onde « = —(a,—a;— - —ap 2)(l+a,+a1+--+a,2)e f=—1+a+--+a,2)(a,+
l—a;— - —an2).

Efl), . ,3:1(.::2), ajglill)} ¢ 1. Assim, a1+ -+an_o—
1>—1,isto é,a;+---+a,_o > 0. Como a, > 0, temos que 1+ (a1 +---+a,_2)+a, > 1.
Logo, 1 +a;+ -4+ a,_o+a, # 0 e a # 0, pois por hipotese a,, # a; + -+ + a,_o.

Analogamente, temos (1 +a; + -+ a,—2) #0e (a, +1—a; — -+ —a,_2) # 0, ja que

Note que, como m ¢ I temos [z
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—ap — - —ap—o+ 1 <1, ou seja, B # 0. Portanto,

(a1) x(anfz) x(a") $(—1)]7

i1 LA A P > Vg, > Vip—1

m=a 'Blx

como queriamos. ]

O lema que segue, sob certas condigbes, afirma que podemos permutar (médulo
I), a menos de uma constante, a antepentltima variavel e tltima variavel, sendo a an-
tepentltima e a peniltima variavel de Z-graus —1 e a ultima de Z-grau maior ou igual
a 0. Neste caso, escrevemos (modulo I) um comutador multilinear com as duas tltimas

varidveis de Z-graus —1.
Lema 2.13. Sejamn >4 e

(a1) (an—3) ,.(-1)  (=1) (an)
P N S S i I

m =[x
onde m ¢ I e a, > 0. Suponha que a, = a; + -+ an_3 — 1. Entdo

plan=s) (@) (=) (1)

il 1t in—3 ) in ) in—l’ 'L'n—QjI7
onde i € K.

Demonstragao. Como a,, = ay + -+ a,_3 — 1, temos, por (2.1) que

(a1) (an-3) ,.(-1) _(an) _(=1)1 —
[wi, 7w, ] =0

Pela Observacao 1.53 obtemos

2V, b el el el = Yl el el )

+ [l e )
Isso implica que
(a1) (an—3) (-1) _(-1) _(an)] — 1,.(a1) (an—3) (=1) 1 .(=1) _.(an)

[ sy oy g = oy Yy ] (2417)
Por (2.2), temos

alel, i el D (el 2l = Bl e (el Y )l ),
onde, « = —(a, —1—ay — - —ap3)(ap+a1+--+a,3)ef=—14+a + -+
an_3)(a, —a; — -+ —a,_3). Note que

an—1—ay—-—a,3=(@,—ay——a,3+1)—2=a,—a, —2=-2
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aj+ -+ aps+a,= (a1 +-+ap3—1)+ta,+1l=a,+a,+1=2a,+1>1.

Disso, segue que o # 0 e que

a Ay -1 -1 an _
[xgll), . ,xgn_:f), xz(»n_Q), [xgn_l), xfn )]] =
e O N B (2.18)
Como a, =a; + -+ a,_3 — 1, temos
[ngl), . ,xﬁj’_l;?’), :131(;_13, IZ(:"), xE:Q)] =0.
Novamente, pela Observacao 1.53, temos
i) ) ) U ) = 2 e ) 2] )
S ORI e e
a Ap— —1 an —1
- —[xl(ll), . »$EH,33)> [xgnff, xgn )], xl(nﬂ)]
-+ [ngl), . ,xEZﬁ;S), xf;ll), xEZ”), :I;E:ﬂ
Isso implica que
i ) ) = ) ) e ) (2.19)

Assim, usando (2.17), (2.18) e (2.19), obtemos

— Oz—l/g[l_(al) x(anfs)’[x(—l) I(an)] x(—l)]

i1 rre in—3 in—1""in ? Min—2

= o B, Ll o) oD GV

?Min—3 ? M P P17 Vin_2

Portanto,

(a1) x(a"‘?’),x(a") 2D :E(_l)],

in ) Vin—17 Vip—2

onde pn = —a~ !5 € K, como requerido. O

Agora, vamos utilizar as técnicas descritas nos resultados anteriores para relaci-
onar modulo I, os comutadores que nao pertencem a I e os comutadores multilineares
da forma canodnica . Mais especificamente, queremos mostrar que para cada comutador
multilinear m = [Q:Efl), . ,xl(»:")] ¢ I com xz(-:l) > q:gl“l) para todo [ > 1, existem y € K e

um comutador da forma candnica m’ tais que m = um’. Esse é o recurso essencial para
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a prova do resultado principal.

Exemplo 2.14. Considere m = [x@,xé Y xéo)] um comutador multlilinear. Notemos

que m € um comutador do tipo 3. Assim, pelo Lema 2.3, existe um comutador da forma

. o 2 NI
canonica nas mesmas varidveis de m. Neste caso, [xg ), xé ), a:é )] ¢ o comutador da forma

canodnica desejado. Por (2.2),

2 —1 0)7 0 —1

Assim,

2)  (=1) _(0)] _ or.(2) (0) (-1
m:[xg),xg ),:Bg)]ZZ[xg),xg),xé )].

Esse exemplo é generalizado para qualquer comutador de comprimento 3, como

segue.

Considere m = [z (a1) x(@),x(“?’ ] (a1) (ar)

i1 @9

> z; " para todo [ > 1. Como

m ¢ I implica que ay < aj, pois s(e ?2 ? ?1 ezntao m e I. Assnn, m ou [xz(?l)’ 95533)755532)] 3
b1 b bs

da forma canonica. De fato se [mjl S X Ty )] é o comutador da forma canonica tal que

{2l gP2) gy {x 2 g “3)} entao x(bl) > x(bl) (I =2,3). Assim, x( 2 x(‘“).

J1 ’ ]2 ’ ]3 22

Note também que, por (2.2).

tal que z;

(a3 —ay)(as —ay — ag)[wl(-fl), xl(-;”), xl(;“)} = (ay —a1)(az —ay — ag)[:p(al), 223 (”)].

Suponha que (a3 — a1)(az — a; — az) # 0 entdo m é da forma canoénica ou m = pm/

(a2 = ar)(a; = a1 = az) € K e o comutador m’ = [2\"", 2{* 2{")] ¢ da forma
(ag — al)(ag —a; — &3)

3 AR 5 B ]
canonica, como ocorreu no Exemplo 2.14.

onde p =

Agora suponha que (a3 — aq)(az —a; —az) = 0. Se ag —a; = 0 entdo a3 = a;

isso implica que m = [xg?l),ng),ngl)} onde ay; < a;. Como m ¢ I temos as # 0.

Segue que m é um comutador da forma canénica (do tipo 1, 2 ou 4). Por outro lado,

se as —a; —ag = 0 entao a3 = as — a; < 0, pois as < ay. Isso implica que a3 = —1 e

ay = ay + as = a; — 1. Consequentemente, m = [x(-al) A

)
i T i, ] € como m ¢ I, temos

a;+a; —1=2a;—12>0. Disso, a; > 1 e m éum comutador da forma canoénica (do tipo
1 ou 4).

Veremos que isso pode ser generalizado para comutadores de tamanho qualquer,
que é o que almejamos. Afim de obtermos tal generalizacdo, vejamos os seguintes lemas,

que nos dao resultados parciais dessa generalizacao.

(a1)

Lema 2.15. Seja m = [z, ,...,xz(-:")] (n > 3) um comutador multilinear do tipo 5.

Entao m =m/, onde m’ é um comutador multilinear da forma canodnica.

Demonstra¢ao. Como m é um comutador do tipo 5, recorrendo a Tabela 2.1 da pagina

40, temos que m = [:v§1),a:§2 Y 53)7--'7%('2)

| onde iy > 4; para todo [, 3 < | < n .

. oL (0) (=1) (0 0 <
Seja m’ o comutador da forma canonica nas varidveis xgl), 1:2(2 ) 20 ,xgn) entdo m’' =
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©0) (=1  (0) (0)

[z, @y, s xy) s, xy ] onde {gs, ..y Jn} = {3, .. 00} € g3 < oo+ < jip. Por (2.6) temos
para alguma permutagio o de {ig,...,i,} que:
0 (1) (0 0 0 (1)1 (0 0
m = | 1(1)7 52 ), xl(s), . ,xz(n)] = [[xl(l), xl(-Q )]7$((7()z'3)> . ,a:g&n)]
0 (-1) (0 0
— [x§1)7x§2 ),$§3), o ,xEn)] =m'
escrevendo o(iz) = js,...,0(iy) = jn. Desta forma, m = m/, onde m’ é da forma canoénica,
como queriamos. ]

Com o lema anterior obtemos de forma rapida a relagdo (modulo I) de qualquer
comutador do tipo 5 com os comutadores da forma canonica. Sendo assim, resta mostrar
o mesmo para comutadores do tipo 1,2,3 e 4, os quais nao sao tao simples de provar. Os

lemas que seguem provam exclusivamente afirmagoes sobre esses tipos.

Lema 2.16. Seja m = [ngl), . ,xz(»:’jl),xg:”)] (n > 3) um comutador multilinear dos
tipos 1,2,3 ou 4. Se m; = [:cg?l),xEZZ), . ,xZ(:f;l)] é um comutador da forma candnica e
a, = —1 entao m =m/, onde m’' é um comutador multilinear da forma candnica.

Demonstracao. Provaremos que m é da forma canonica ou m = m’ onde m’ é o comutador
da forma canonica obtido de m por uma permutagao de varidveis de Z-grau —1. Para
isso consideraremos cada tipo de comutador descrito no lema, separadamente. Temos que

m = [ml,x&l)}.

in

Seja m comutador do tipo 1, entao

m = Hx(al), x(,”), . ,x(ar) (-1) :1:(_1)],35(_1)]

1 12 ip 9 Mlpg1 07 Vin in

onde 2 <r <n-—1,ay >0, 2% < gl < <x§fr)

12 i3

< :):Efl), Gpyq < o0 < dp_1. Se
r=n—1lour<n-—1ei, 1 <1, entao m é da forma canoénica. Por outro lado, se

r<n-—1ei, 1 > i, entdo, por (2.6), temos m = m’ onde

m = [ng), %(32)7 . wl(-fr), atg:l), . ,xg;l)],
{raty ooy dnt = {1y yin} € Jra1 < -+ < jn. Logo, m’ é da forma canonica e m = m/,
como requerido.
Agora, suponha m comutador do tipo 2, entao
— [[,.(@) (0) 0 (=1 _(a) (@) .(=1) (=17 (=1
m = [[x;, 2, ..., 2 YTy Ty Ty Ty P g

ondea=a;>1,0< - <@, 12>2r>n—3 01 <---<is<i, r+2>s>n—1,
bl < lop < lgio <+ <ip1.9¢8s=n—1et 3 <tpbous<n-—1edi, 1 >1i,entao

m é da forma canonica. Por outro lado, se s=n—1ei,,1 >, ous<n—1ei, 1 >1,
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entao, pelo Corolario 2.11, m = m’ onde

/

= 2@ 2O, g0 D @ (@ (-1 (-1,

b Ty e T T T T T T
{jr+1a]s+l>]8+2a s >]n} = {ir+1,25+1,7,5+2, s >in71>in} € Jr41 < Js+1 < Js2 < 0 < Jn-
Logo, m’ & da forma canonica e m = m/, como requerido.

Se m é do tipo 3 entao

(@) 2O 20 U ,x§;}3], :E(_l)],

(2Rl PR in

onde 1 <r<n—10k< - <ip,l1 < - <ipq1.9r=n—lour<n—1lei, 1 <i,
entdo m é da forma canonica. Por outro lado, se r <n —1 e i, > i, entdo, por (2.6),

m = m’ onde

1 _ [,.(a1) (0) 0 (=1 (-1 _(=1)
m' =[xV g a a,
Jra1 < +++ < Jn. Logo, m’ é forma canonica e m = m/, como requerido.

(=1)

Finalmente, se m ¢ um comutador do tipo 4 entdao m = [my,z; |, onde m; é da

forma canonica do tipo 4, ou seja,

G ) g1 ) Vi 42? Vi3 ) Vipgad T ) Vi3 ) Vin—2 ) Vin_1

1) (0)
W0

— © =D 0 (=D M $00=8) g (@n=2) fan-0)

x
Temos, pela defini¢do de comutador da forma canonica do tipo 4 que (a,_3,an_2,a,-1) é
igual a: (1,-1,-1), (-1,1,-1),(1,-1,1), (0,—1,-1), (0,—1,1), (0,0,—1) ou (0,0,0).

Se (ap_3,an_9,a,_1) = (1,—1,—1) entdao m; tem Z-grau —1 isso implica que m =
(-1

[mlv Ly,
(0,—1,—1) entdo r = n — 3 e my tem Z-grau —1 isso implica que m € I. Logo,
(Gn-3, Qp-2,an-1) # (0,—1,—1).

Agora, se (a,_3,an_2,a,-1) = (0,0,0) entdo r = n — 1, ou seja, a; = 0 para todo
2<1l<n-1. Como a, = —1, temos que m é um comutador da forma canoénica. Se
(Gp—3,ap_9,an,_1) = (—1,1,-1) e i,_1 < i, entdo

(1) 0 T I e e L e ]

m= v, ,2; ...,

Tp 0 Vg1 ) Vg2 Vg3 Vlpga? ") Vin 30 Vin_2) Vin_17 Vip

onde i,y1 < lpyg < vt <lpg <lp 1, lpro < o0 < lpag < o0 < lp_g <iy. Assim, m é um
comutador da forma candnica. Similarmente se (a,_3, G, 2,a,-1) = (0,0,—1) € i,,_1 < iy,
entao

T ]

? Min—37 Vin—27 Vin—17 "in

Logo, m é da forma canénica.

Se (a,n_g, Ap—9, an_l) = (1, —1, ].) e ip_o < 1, entao

) © LD 1) (D ) e R ey

[, Ty T T T T T s T T Ty T

| € I. Assim, (a,_3,an_2,a,-1) # (1,—1, —1). Similarmente, se (a,_3, ay_2, ay_1) =



28

onde 11 < lpag < -0 < lpg < fpogy oo < lppg < o0 < lpoz < lp_1 < i1. Assim, m
¢ da forma canonica. Analogamente, se (a,_3,a, 2,a,-1) = (0,—1,1) e i,_» < 7, entdo
r=n-—3e

I e e ]

[0 %, B Ty T T,

onde i, 1 < i1. Logo, m é da forma candnica.
Por fim, se (a,_3,an—9,a,-1) € igual a (—1,1,—1) ou (0,0, —1) e 4,3 > i, ou se
(Gp—3,ap_2,a,_1) igual a (1,—1,1) ou (0,—1,1) e 4,2 > i, entdo, pelo Corolario 2.11,

temos m = m’ onde

1,1, (0) o) (-1 (1) (-1 (1) (an-3) , (an—2) _(-1) _(an-1)
m' =[x, 2, T STy T T Ty Ly T T T a ]
ou
r_ (1), (0) 0 (-1 (1) (-1 (1) (an-3) (-1) _(-1)  (an—2)
m' =[x 2, T Ty T Ty Ty e T T ]

e {Jn-1,7n} = {in_1,1n}, no primeiro caso e {j,_2,Jn} = {in_2, i, } no altimo. Assim, m’

é da forma canodnica e temos o resultado. O

(@) glo2) o glan=n) plend) g T > 3) wm comutador mul-

i1 Y ig 0t in—1 ?%ip
(@) S an,an1 >0 emy = [x(al) 2) .,ac(a"‘l)] é um

in i Y ig 0 in—1

Lema 2.17. Seja m = [z

(an—1)
in—1

tilinear tal que x >

comutador da forma candénica do tipo 1 ou 3 entao

m = pulel 2l el 2 ),

onde p € K.

Demonstracao. Seja m; um comutador da forma canoénica do tipo 1 ou 3. Note que como
an_1 > 0, pela definicao de comutador da forma canénica do tipo 1 e 3, m; nao possui

variaveis de Z-grau —1, ou seja, a; > 0 para todo [. Temos por (2.2) que

N ) I e £ R ) P o
onde o = (ap,—ay—- - —ap2)(ap_1—a1—+—ap_o—ay) e B = (ap_1—a1— - —ay_2)(a,—
a;—-+—ap_9—an_1). Note que a # 0. De fato, a,—1 < a; <a;+---+a,_2ecomom & I,

temos que a,_1 # a1 + -+ + a,_s. Segue que a, 1 < a; + -+ a,_2. Como a, > 0 temos

Up1—A1 = —COp2—0p < Ap_1—Q1— +—ap_o < 0. Assim, (a,_1—a;—--—a,_2—a,) # 0.

(anfl) (an
in—1 in

Temos também que a,, < a,_1 (pois x > )). Como a,,_1 < aj; + -+ + a,_o temos

que a, < a,_1 <ay+ -+ ap_9. Assim, a, —a; — -+ —a,_2 #0. Logo, a #0 e

(a1) (an—2) (an-1) I(an)] - (a1) plan-2) 4(an) x(anq)]’

m=z; ", .. ,x " T Y = e T
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onde p = é € K, como queriamos. O
a

Lema 2.18. Seja m = [xz(-;”), . ,x+z’7(f_”1*1)7xz(,:n)] ¢ I (n>3) um comutador multilinear.

Se ap,a,_1 >0 em; = [xg?l),xg”), . ,mgzzl)] é um comutador da forma candnica do

tipo 4 entao m = um’, onde u € K em’ é um comutador multilinear da forma candnica.
2

Demonstracao. Consideremos m; um comutador da forma candnica do tipo 4. Como
an—1 > 0 temos que a,—1 = 0 ou a,_y = 1. Sendo assim, (a,_3,a,-2,a,-1) = (1,—1,1),
(0,—1,1) ou (0,0,0). Note que 0 < a, < a; e a, € {0,1}. Como [ml,x(l)] cle

m = [ml,xgzn)] ¢ I, temos a, = 0. Se a,_1 = 0 entdo, pela definigao de comutador da
forma canoénica do tipo 4, ay = - =a,—2 € My = [xgll), x§§), o ,:L’ESL]. Assim,
m = [my, xgs)] = [:L‘Ell), xﬁf), . ,a:ES)_l, mgg)].
Logo, por (2.6), m = m/, onde
ININ() 0 0
m, = [x£1)7 x‘gé)? A 7x_§'n)_1’ xgn)]7
{Joy -y gnt = {io,...,in} € jo < j3 < -+ < j,. Portanto, m’ é um comutador da forma
canodnica e temos o resultado. Se a,,_; = 1 entao
ININ() ! -1 1) a
my = [Iz(d)? x§2), . ,xﬁ,o), xgrﬂ), :L’Z(Ti,z, xgr+3), :L’Z(TLL, . ,xgnfg, xl(nll],

onde 1 <r<n—3,0y < -+ < lpy bpr1 <lpyg < - <lpg, lpyo < lprg < - <lpq1<iy.

Para cada [ vale

[xgl), N B L o B el (1)]
11 12 i Tpg1 ? Vipg2? Vippg ) Virgg (IR Rag TR ]
_ () 0 0 (-1) (@ -1 1 ~1) (1
= [x§1>, :cgg), e ,:cz(.r), 1’§T+1)7 xf,r;, LEET+£, :UZ(TLL, . ,:CZ(IL, [:cz(»lil)xgl )]]
Assim, usando esse fato e (2.6), temos:
1) (0 -1 1) -1 a 0
mo= [, 2, 2 el 2D 2l el el 2Dl
(0 -1 -1 -1 @ 0
) ) e )l el e ) ) al))
1) (0 ! -1 -1 0
['T’E1)7 1(2)7 tee 7x5’0)’ [I',ET+1), x;j_z]’ [ZEET+3), x’ET3_4]7 et [Ign_2)7 x’gn)_lL 'r’fn)]
1) (0 0) (0 -1 -1 -1
[xz('1)7 52)’ te 7'I’L(r)7 xgn)’ [x’gr+1)7 xf}iz]’ [$§T+5')7 'TET_)H;]? R ['Tgn_2)7 xgn)_l]]
_ 1 (0 0 (0 (1) (1 1) 1)
= [xl(.l), 3552), . ,xgr), xl(n), :EZ(-HI), xETiQ,xl(-HS), xz(-rJ)A, e ,xl(-n_Q), xl(-")_l].
Por (2.6), temos que:
) 0 0) _(0)y _ (.(1) (0 0) (0
[xz(l), :)352), ,xET), :vl(n)] = [xz(l), xg-Q), o ,xg-r), :U;rll],
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onde {ja, ..., Jry1} = {lo, .. ir,in} € Jo < -+ < jri1. Segue que m = m’ onde

1 00 © 0 ) 1 (=1 (1) =1 (1)
m- = [xil 1 Ly sy T, 7xjr+17 xir+1 ) Iir-‘-z’ xim-:s ) xir+47 EEEE RS $in—1]
é da forma canonica. O
Lema 2.19. Sejam = [:cz(.f), xz(»g), o ,5652)73, :cg;lg, xl(:zl,x%b)] um comutador multilinear tal

quea>b. Seb=1oub=a—1 entdo m = um’, onde p € K e m' é um comutador da

forma candnica.

Demonstragao. Primeiro, considere b = 1. Por (2.1), temos

(a) ,.(0) © (e  _(=1)

P N I S R :v,(ll)] =0,
a) (0 0 1 1) (a
[xl(l),azl(-g), . En)s,:pgn), En 3, ﬁn)l] =0.
Usando a Observacao 1.53, obtemos
(a) (0 (0) (-1) ,(a) 17 — (a) (0 (0) (a) (=17 ..(1)
233 @iy e Ty T _yo T 0 T | = —w w5, T [ T ) w ]
_ (a) , (0) (0) (-1, (a) (1)
- [xil ’Iig ) ,:L‘Z-n_3, [x’in_27 xin_l]a CCin ]
e
[ (@) 0 20 @) [z (=1 .(a) ] = _[I(a) 20 20 1) (@ x(—l)]
11 2 ig 0ttt i3 Zn’ in—27 Vip—11l — 11 77712 7T T 37 T in P T in—1? Tin—21"
Além disso, por (2.2):
w2 e e L el = k)l el (),

(a-1-a)(1+14—a) —(2-2a) —2(1-a)
onde k = I—a)(—l+ta—1-a) —(1-a2 —2(0—a) = 1. Portanto,

a 0 0 —1 a 1 _ a 0 0 1 (a) (1)
m=la o)), el e e = ) ) el e )
a) (0 0 1 1) (a
I:xl(1)’ 52)7"”'1‘15”)5’%2(71)7[ ’En 2)7 En) 1]]
= @0, ® a0 @
- 11 7 0ttt Z —37 " P ip—1) 2n2
Como [ng),xgg), o ,SL’ES) S,xfz),xfn) 1,:1:5;12)] é um comutador da forma canonica (do tipo

1), temos o resultado.
Agora, suponha b = a — 1. Por (2.1),
@ 4O GO 1 0 @ ey

3 @iy s T Ti_5 Ty > T
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Pela Observacao 1.53 temos:

a 0 0 -1 b a a 0 0 -1 a b
[Igl), xz(g)a SR 71‘@(”)_37 xz(n_z)v [Egn), l’gn)_l] - [‘Tz(‘l)7 ZE;), s 7xz(‘n)_37 xz(‘n_g)v l’gn)_l, xz(‘n)]
a 0 0 -1 b a
+[‘T’L(1)7 x§2)7 R 71”5,1)_3’ :L"L(n_37 [‘T;’En)7 ‘T’En)_l]]
Assim,
a 0 0 -1 a b a 0 0 -1 b a
i ) g ) el = ) ) ) ) )
— (@ 0 © =1 @ 0
el R P e N A g |
Por (2.2) temos que
a 0 0 -1 a b _ a 0 0 a b -1
i ) ) e = i ) ) ) )
onde (lembrando que b =a — 1)
,_é_ (-1-a)2a—1+1-a)  —(a+1la  a+1
P = (2a—1—-a)(-1—-2a+1—-a) —(a—1)3a 3(a—1)
e (a+1)a+#0e(a—1)3a#0 pois, a > 1. Temos também, por (2.1) que
iy ) e € 1
Assim, novamente pela Observacao 1.53, temos
a 0 0 a b1 a 0 0 b a
[ z(‘1)7 I§2)7 ce sz(‘n),ga [Iz(n),lvxgn)]] = _[ z(‘l)v 1(2)7 s 71‘1(‘,1),37 z(‘n)v xz(n),l]
Logo,
a 0 0 —1 a b _ a 0 0 -1 a b
m= Lol e ) al) = el el )]
a 0 0 a b -1
= e al) el e el el )
a 0 0 b a -1
= —ILL,[ZEEI), xgg)’ s >‘Tz(n)_37 .Ign), J,’Z(n)_l ) xgn_gL
onde i/ € K. Note que [ng),:cgg), o ,xESiS,xEZ),xgzzl,xg;}g] é¢ um comutador da forma
canonica (do tipo 1). Logo, temos o resultado. O

Finalmente, com o auxilio desses lemas conseguimos, de maneira geral, relacionar
qualquer comutador multilinear nao pertencente a I a algum comutador multilinear da

forma canénica. E o que concluimos na seguinte proposi¢ao.

(@) )

il g e ey in

Proposicao 2.20. Seja m = [z | (n > 3) um comutador multilinear tal que

mé&le ngl) > gl

& para todo 1 > 1. Entao m = pm/, onde p € K em' é um comutador

multilinear da forma canodnica.
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Demonstra¢ao. Sabemos que cada comutador multilinear m, tal que m ¢ I é de um dos
5 tipos apresentados. Assim, vamos provar a proposicao em cada um desses tipos. Se m
é um comutador do tipo 5 entao, pelo Lema 2.15, temos o resultado.

Assim, consideremos m do tipo 1, 2, 3 ou 4. Afim de provar a Proposicao 2.20
em cada um desses tipos, fazemos por indugcao em n. Ja provamos que a proposicao é
valida para n = 3. Suponha a proposicao valida para todo comutador de comprimento

menor que n. Seja
(a1)  .(a2) $(an—1)]‘

2 [ 7;n—1

Por hipétese de indugao, podemos assumir sem perda de generalidade que o comutador

my é da forma canonica. Notemos que a, > —1, pois m ¢ [. Assim, temos os seguintes

casos.
(1) Se a, = —1 entdo, pelo Lema 2.16, temos o resultado.
(2) Suponha a, >0 e a,_; = —1. Vamos dividir esse caso em duas partes:

(a) Se a, # a1 + -+ + a,_o entdo, pelo Lema 2.12, m = pym” onde py € K e

m’ = [xl(fl), o E:’_‘f),xE:"), En__ll)]
Seja m/ = [xl(fl), . ,xEZf;Q),xEZ”)], por hipotese de inducao, my = pom) onde py €
K e m}] é um comutador da forma canonica. Logo, m” = pus [m’l,xl(;_lz] Pelo Lema

-1 . s
2.16, temos [m’l,xgn_l)] = m/, onde m’ é um comutador da forma canonica. Segue

que m = pqpem’ com ppe € K e m’ comutador da forma candénica como querfamos.

(b) Agora, suponha que a, = a; + -+ + Gp_o.

Como a, >0ea, =a,+ -+ a,_o temos que
ag + +++ Ap_2 < 0. (220)

Mostraremos esse caso, considerando m; como cada comutador da forma canodnica,

separadamente.
Primeiro, observamos que se a,_» = —1 entao temos o resultado. De fato, sendo
Gp_9 = —1 temos que a,, = a; + -+ + a,_3 — 1. Isso implica, pelo Lema 2.13, que

m=pm’, onde € K e

g glened) glaw) G(CD (D)

i1 0 Vip—3 Y Vin ) Vin_1) Vin—2

(a1) (an—3) (an) (=1)
1 yrrte xinfli 7Iin 7xin71

Por hipotese de indugao, [z | ¢ um comutador da forma
A . . 17 ,
candnica. Assim, pelo Lema 2.16, m = m’ onde m’ é um comutador da forma

canodnica, como requerido.
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Notemos também que se m; tem comprimento igual 4 entao

m = [x(al),x(@),x(_l) x(a4)].

i1 12 i3 )iy
Por (2.20), as < 0, ou seja, a = 0 ou ag = —1. Se ocorrer a; = 0 entdo a4 = ay,
isso implica que m é um comutador da forma canénica (do tipo 2). Caso, ay = —1,

j& temos o resultado, pelo observado anteriormente. Assim, consideremos m; com

comprimento maior que 4.

Se my ¢ um comutador da forma canonica do tipo 1 entao a; > 0 para algum [,
2 <1 <n—2. Isso implica, por (2.20), que ay < 0 para algum ', ou seja, ap = —1
para algum I', 2 < I’ < n—2. Assim, pela defini¢ao de comutador da forma canénica

do tipo 1 temos a,_o = —1 e esta provado o resultado.

Seja m; um comutador da forma canénica do tipo 2. Nesse tipo, temos a; > 1

para algum [, 2 < [ < n — 2. Assim, existem [',[”, 2 < I’ < I”" < n — 2 tal que

ay = ap = —1, pois as + -+ + a,_o < 0. Logo, pela definicao de comutador na
forma canonica do tipo 2, temos a,_s = —1 e esta provado o resultado.

Seja m; comutador na forma canoénica do tipo 3. Nesse tipo, temos que as, ..., a,_1 <
0. Por (2.20), temos que ag = -+ = a,2 = 0 ou ag + -+ + a,_o2 < 0. Se
as =---=a,_o =0 entao a, = ay. Isso implica que

(a1) .(0) (0) (-1) , (a1)
m = [@-?1 , T, ,...,xin_Q,xin_l,xizl ],
onde ip < -+ < dp_q1 € 11 > i,. Assim, m é um comutador da forma canonica

(do tipo 2). Agora, se as + -+ + a,_2 < 0 entdo existe [, 2 < I < n — 2 tal que
a; = —1. Isso implica, pela definicao de comutador da forma canoénica do tipo 3,

que a,_ o = —1. Logo, temos o desejado.

Agora, se m; é um comutador na forma canénica do tipo 4 entdo a; = 1 e como
an—1 = —1 temos (a,_3,a,_2,a, 1) éigual a (1,—-1,-1), (—1,1,—-1), (0,—1,—1) ou
(0,0,—1). Temos que a,, =1+ as+---+a, s equeas+ -+ a, o <0. Assim, se
as + -+ ap_o < 0 entdo a, = 0. Isso implica que (a,_3,ap_2,a,-1) = (0,—1,—1).
Logo, a,_s = —1 e esta provado o resultado. Agora, se as + -+ + a,_o = 0 entdo
ag =+ =a,2=0o0uaq <0 (ouseja, aq = —1) para algum [, 2 <[ <n —2. No

primeiro caso, como a, = 1, temos:

O ORI Re)

m =z’ x x

i1 2o 0T Vi 9 Vin_17 Vip
onde 19 < +++ < i,_9 €1 > 1,. Logo, m é um comutador da forma canonica e temos
o resultado. Se ocorre o outro caso (a; = —1 para algum [, 2 < < n — 2), como

a, =14 as+ -+ a,_o =1 entdo, pela definicao de comutador da forma canonica
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do tipo 4, (ap_3,@pn_9,a,—1) = (—1,1,—1). Assim,

) © LD 1) (D ) O]

my = [xil P ig 0y e I Py ) Vipg 2 Ve 3 ) Vipgq? T T Vi3 Vin_2) Vip_11?

onde 1 <r <n—4, 0y < - <y lpy1 < lpyg < o0 < lp1y lpyo < lpyyg < -+ <
in—o < 11. Portanto,

O 0 L1 L)1) (1) 2CD g0 LD

11 )2 ) » iy U1 ) Tl 2? T3 Tl gg)? P Un—37 T in—2? Tin_17 "in

(an)

onde 7; > i, pois x( ) > x; . Seiy_g < i, entdao m ¢ da forma canonica e temos o

resultado. Suponha que ¢, o > i,. Como, para cada [

(1) ,.(0) 0 (=1 1 (1 (1) L @1 (=) —
RPN I YT T s Ty Ty L T T T |=0,
temos, pela Observacao 1.53, que
1 .0 0 (=1 (1) (-1 (1) CO RN G VRN €))
[x’il 7 Lig sy Ty mirﬂ ’xi'r+2’ xi'r'+3 ) $i7'+4’ Ty o Ty Ty ]
_ (1 (o 0 1 -1 1 1 -1 (1
= [z, 2, el e Y ) e D YD), (2.21)
Usando (2.21) e (2.6) obtemos que:
(1) .0 20 LD @ D () (-1 (1) =1 .1
m = [z, 2, ..., x VTG T s Ty T Ty T T T ]
_ 1 (0 0) (- 1 -1) (1 1 1 -1 1
= [ai) 2l xg), T N W DPPPPRE w0 WO e
1) (0 0 1 -1 1 1 -1 1
[I,El), '52)’ T 57)7 xfr+1)7 x'gr«)F27 x§r+3)7 x§r147 Tt [ 'fn 27 I'En) 2] |:Z‘Z(nfl)7 xgn)]]
1) (0 0 1 1 -1 1 1 1 -1 1
[:I;'El)7 '52)7 Tt 'Er)7 xl("r-&-l)’ xﬁriQ’ x§r+3)7 xg'r-)Hl’ Tt [ 'En 1)’ l"En):I’ [l’gn—z’ 'Z"En)—Q]:I
_ [x(l) (0) 20 D @) D)) 20D L0 =D D) ]
- 11 22 rr e lr P 1 Y 42 T3 g " T T 17 Tn ) T in—37 Tip—21°
E, por hipotese de inducao, temos:
1 (0 0) (-1 1 -1 1 -1 1 —1); _
I L B o o DSOS B0 g =1
onde p € K e m} é um comutador da forma canoénica do tipo 4. Sejam’ = [m/], %(22]
entao
1 (0 0 (=1 1 (=1 (1) (-1 (1) -1 @
m [ i1 7x12 rr 7xi'r ’xir—O—l ’ xj’r+2’ xir+3 ’ ij+4, T 7xin—37 $jn—2’ xin—l’xjn ]7
onde {jr+27jr+4> cee 7jn72} = {ir+2a ir+4> cee aZn} € ]n = Z'n727 jr+2 < jr+4 < - <

Jn2 < jn < i1. Logo, m’ € um comutador da forma canénica e

m = s 2V ) =
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(3) Suponha a,_1,a, > 0. Vamos mostrar este caso, considerando m; como cada um
dos tipos de comutadores da forma candnica, separadamente, como fizemos no caso
anterior.

(an)] _

Se my ¢ um comutador da forma canonica do tipo 1 ou 3 entdo m = [my,x

[ng“), xgi” ], onde ay > 0, x(a2) < x(a3) << x(“" D < x( Ve x(“”) (‘“) Se
SIZ‘Z(: - < a:( ) entdo m é da forma canénica. Se :c o= 1) > :L'fn ") entao, pelo Lema
2.17,

m = ,ul[ng”), xg;”), o ,a:l(:’_lj), xEZ"), xEZ’jl)],
onde pu; € K. Seja mj = [xg”), . ,xl(-:fj),xl(:")}. Por hipétese de inducao, temos
mY = pigmy, onde py € K e

mh = o, el

¢ um comutador da forma canonica do tipo 1 ou do tipo 3 com

{2 = el el
e xyf) < < xg.i’:l) < xg“). Assim,
0,0, o) 200 = i 0] =
onde m' = [ml,x(anll)]. Como xﬁj’”) < x(a’:ll) temos que x( 2o < a:( " 1) <
xz(:" D < x( . Assim, m’ é um comutador da forma canoénica. Portanto, m = ,um’,

onde p = s € K e m’ € um comutador da forma canoénica, como requerido.

Se my é um comutador da forma canonica do tipo 4 entao, pelo Lema 2.18, temos

o resultado.

Por fim, seja m; um comutador da forma canonica do tipo 2. Como a,,_; > 0 temos
Ap—1 = A1 €
(a) ,.(0) ©) (=1 () 2@ a:(a")]

i 0 L T i gy s i Ty s

ondea=a; >1,1<r<n—3 1< - <l lpyo < -+ <ip1 <1y, 0<a, <a.
Note que n —r > 3 ja que r < n — 3. Suponha a,, = a. Se i,,_1 < i, entao m é um
comutador da forma canonica (do tipo 2). Por outro lado, se i, 1 > i,, entao por

(2.6), m = m' onde

@ O 0 D@ MO

i Tp41 jr+27 Y in—10 Y in

{Jra2y -y dn} = {fra2y - yin} € Jroo < -+ < jp. Assim, m’ é da forma canonica e
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m = m/, como querfamos. Se a,, = 0 entdo, por (2.2), temos

0 0 —1 a a a 0

am = oz[[xl(l),x;),...,xg),x§T+l),x§Tiz,...,xl(n)_Q]mgn)_l,xgn)]
a 0 1 a a 0 a

E/B[[ (1)7 12)7"'7 ET)7'IET+1)717§T3_2’"'7xrgn)_2]’x1(n)7x§n)_1]7

ondea =(—a+1—(n—r—3)a)la—a+1—(n—r—3)a)=(—(n—r—2)a+
(=(n—r—=3)a+1l)ef=(a—a+1—(n—r—3)a)(—a—a+1—(n—r—23)a) =
(—(n—=r—=3)a+1)(—=(n—7r—1)a+1). Temos que —(n —r — 3)a + 1 # 0, pois

a>le—-(n—-r—-2a+1=—-((n—-r—2a—-1) <0, —-(n—r—1a+1=
—((n—r—=1a+1) <0, poisn—r>3. Assim, a # 0 e 8 # 0. Logo, m = uym”,
a 0 0 -1 a a 0 a) .

onde m” = [xgl),xlg), . ,ZEET), ZL‘ET_H),ZL‘Z(T_?_Q, - ,:L‘En)_z,l‘gn), wgn_l] e = g Seja

ml = [:cgf)7 xES), . ,xES), xg;ll), 91;522, e ,91:522, Q;ES)].
Por hipdtese de inducao, m{ = psm/, onde

r_ q,.(a) (0 (0) .(0) (=1 .(a) (a)

my = [z, Ty, VT Ty T A

{jg,...,jr+1} = {ig,...,ir,in}, jg < -0 < jr-‘,—l e Uy € K. Como In—o < lp_1

(a)

temos m' = [m}, ;" | é da forma canénica e m = um’, onde p = pips € K, como

requerido.

Agora considere 0 < a,, < a. Escreva b = a,,. Assim,

a 0 0 —1 a a b
m = [7551)’ :L’Z(-Q), . ,xf;T), x§r+l), xETiQ, . ,wgnil,xgn)],

ondea=a1>1,1§r§n—3,i2<---<ir,ir+2<--~<in_1<i1,0<b:an<a.
Por (2.2), temos:

(@ ,(0) © (D @ (@ 1 200 20
2

am = a[[x“ Ty s T Ty T @ L
— (0) ) (-1  (a) (a) (b) ,.(a)
= 5[[ Ty , Tiy see ey Ty T T R P P P

onde

a = (b—a+1—(n—r—3)a)la—b—a+1—(n—r—3)a)
= b—(n—r—2)a+1)(-(n—r—-3a—b+1),

g = (a—a+1—(n—-r—-3)a)la—b—a+1—(n—7r—23)a)
= (-(n—=r—=3)a+1)(—(n—r—3a—->b+1).
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Se o # 0 entao

a 0 0 -1 a a b a
m= Ml[xl(l), %(‘2)7 . ,xﬁ),xéﬂ% xZ(TJ)rQ, . 7%(‘71)_27 mgn), xgn)_l],

onde p1; = fa~t. Por hipotese de inducdo,

@ 0 (0 (D) (0 @ 0

R SN Ty T e Ty T
a 0 0 b a a -1
= pofaf 20wl 2wl ),
onde uy € K. Assim,
a 0 0 b a a —1 a
m= ,ul,ug[xgl), xEQ), . ,xl(r), xl(n), xl(ﬂ)rg, . 7$7§n)—27 :EETH), xgn)_l]
Novamente por (2.2), temos
a 0 0 b a a -1 a
7[[1"51)7 x§2)7 tt ,ZL',ET), En)7 x’grja? tt 71”571)_2]’ 'TET+1)7 xgn)_l]
_ a 0 0 b a a a -1
- 5[[$§1)7 xz(Q)a s >$z(r)a z(n)7 xz(r_)mv s 7:51(“)_2]7 :L‘Z('n)_l’x’gr.'»l)]’

onde
v = (a—(n—r—2)a—b)(—1—a—(n—r—2)a—0b) = ((n—r—3)a+b)((n—r—1)a+b+1),

d = (—1—(n—r—2)a—b)(a+1—a—(n—r—3)a—b) = ((n—r—2)a+b+1)((n—r—3)a+b—1).

Temos que ((n—r—2)a+b+1), (n—r—3)a+b), (n—r—1)a+b+1) > 0, poisn—r > 3
e((n—r—3)a+b—1)#0,poisa=(b—(n—r—2)a+1)(—(n—r—3)a—b+1) #0.
Isso implica que 6 # 0 e v # 0. Assim,

@ O 0 6 (@ (@ (1 (@

[z, @iy - TG, T, R R N P L MR i)
a 0 0 b a a a -1

= [,63[1'1(1), x;), . ,:EET), ml(-n), wgw)ﬂ, e ,ml(-n)_Q, wgn)_l, :L‘EH_I)]

onde usz = g. Segue que

a 0 0 b a a -1 a

m = ,ul,ug[xgl), xZ(Q), . ,xgr), xl(n), xgﬂ)ﬂ, . ,:El(n)_2, xgrﬂ), xgn)_l]

a 0 0 b a a a —1
= ,ulugug[:vl(-l), xEQ), . ,[L'Z(-T), a:z(n), xETiQ, e ,$§n)_2, xgn)_l,:nl(-rﬂ)].

Logo, temos o resultado.

Sea=0entdob—(n—r—2)a+1=00u (n—r—3)a+b—1=0. Lembremos que
r<mn—3,a>1e0<b< a Assim, podemos verificar que se ocorre o primeiro

caso, entao b = a—1 e r = n — 3 e que se ocorre o segundo caso, entao b = 1 e
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r=mn—3. Assim,

m= (2@ 20 O @ -1 e

11 22 0Ty Vi 30 Vin_2) Vip_170 N

onde b =1ou b= a—1. Logo, pelo Lema 2.19, obtemos o resultado. Isso completa

a prova da proposicao.

Enfim, estamos em condic¢oes de provar o resultado principal, como segue.

Teorema 2.21. Seja K um corpo de caracteristica 0. As identidades Z-graduadas (2.1),(2.2)
e (2.3), isto é,

a b c a c b
oz[xg ),xg ),xé)] — B[xg ),xg),xg )] =0;

29 =0,d< -2,

em que a = (c—a)(b—c—a), B = (b—a)(c—b—a) formam uma base para as identidades
Z-graduadas da dlgebra de Lie Wy sobre K.

Demonstra¢ao. Precisamos mostrar que Tz(Wy) C I e I C Ty(W;). Pelo Lema 2.2, ja
temos que I C Tz (W;). Resta mostrar que 17(W;) C I. Seja f € Tz(W;) uma identidade
multilinear graduada de grau n para ;. Suponha por absurdo que f ¢ I. Temos que
f é uma combinacao linear de comutadores multilineares e que pelo menos um desses
comutadores nao pertencem a I. Assim, pela Proposicao 2.20, temos que

f= ,u'[ngl), . ,xz(:")]

(a1) (an)

onde ' € K e [z, ",...,x; "] ¢ um comutador da forma canonica. Assim,

Como f € Ty(Wy) e I C Ty(W1) temos:

e = —(f = a2 = f) e Te().

? i’VL ) 7;TL

Se ¢/ =0 entdo f € I, um absurdo, pois supomos f ¢ I. Se p/ # 0 entao

al an _1 / al Qn
@) = (= 2 = ) e T ().

» Vi in

ai) . (an)

Assim, pelo Lema 2.3, [xgl ,..,x; ] € I o que éum absurdo, pois os comutadores na

in

forma canonica nao pertencem a I. Ja que supor f ¢ I gera uma contradi¢ao, temos que



69

f € 1. Logo, Tz(W;) C I. Portanto, T7(W;) = I e as identidades (2.1), (2.2) e (2.3)

formam uma base para as identidades Z-graduadas de Wj. O]

2.2 Independéncia das identidades graduadas de W,

Dizemos que uma base B de T7(W;) é uma base minimal para 7%(W;) se B ndo
contém propriamente alguma base de 77 (WW7). Em outras palavras, B é uma base minimal
para Ty (W) se é composta por identidades independentes, ou seja, identidades que nao
sdo consequéncias de quaisquer identidades Z-graduadas em £(X). Nesta se¢ao vamos
mostrar que podemos reduzir o conjunto / em um conjunto de identidades independentes,
tornando-o uma base minimal para Tz(W;). Por fim, vamos concluir que 7%(W;) nao
admite qualquer base finita.

Para todo ¢ > —1 denote por f; = [mgi),a:g)] € £(X) o polinomio graduado
definido em (2.1). Note que f_; = [2\",2{™"] ¢ uma consequéncia da identidade 2(~2),
pois f_; tem Z-grau —2.

Lembremos que uma identidade graduada f é consequéncia de um conjunto de
identidades graduadas S se f pertence ao Tg-ideal gerado por S. Estamos interessados
em mostrar que certas identidades graduadas nao sao consequéncias de determinados
conjuntos de identidades graduadas.

Seja S um conjunto de identidades graduadas. Para mostrar que uma identidade
graduada f nao é uma consequéncia das identidades graduadas em S é suficiente mostrar
que existe uma algebra H graduada tal que H satisfaz todas as identidades em S e nao
satisfaz f. De fato, se f fosse consequéncia de algumas identidades graduadas de S isso
implicaria imediatamente em f ser identidade graduada para H. Usaremos isso, para
mostrar o proximo lema.

Consideremos H, como a algebra de Lie das matrizes 3 x 3 triangulares superior
com diagonal nula sobre K. Para cada ¢ > 0 vamos definir subespagos vetoriais Hj
(k € Z) em H como segue: se i = 0 entdo Hy = H e H, = 0 para k # 0; se ¢ > 0 entao
H; é o espaco gerado por Ejs e Fos, Hy; gerado por Ei3 e Hy = 0 para todo k # 1, 2:.
Aqui, E,s é a matriz que tem 1 na posi¢ao (r,s) e 0 nas demais posi¢oes. Temos que

H = & Hy é uma éalgebra de Lie Z-graduada, pois para ¢ = 0 temos que H possui a
Z—gragiigéo trivial. No caso em que i > 0, como (F1s+ Fa3) - F13 = Ei3- (E1a+ Fa3) = 0,
(Erg + Eo3) - (Ehe + Eag) = Ehs, Evs - By = 0 temos que H;Hy, = HyH; C Hy = {0},
H;H; C Hy;, HyHy C Hy = {0}. Desse modo, para cada i temos que @ Hy é uma
Z-graduacao para H. v

Lema 2.22. Para cada © > 0, a identidade graduada f; nao é uma consequéncia das
identidades (2.2), (2.3) e todas f; onde j >0, j # 1.
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Demonstracao. Sejam i > 0 e H a algebra de Lie das matrizes 3 x 3 triangulares superior
com diagonal nula sobre K, com a graduacao definida anteriormente. Ja que [E1o, Ea3] =
E\oFy3 — Ey3E15 = F3, a identidade graduada f; = [xl ,mé )] nao é satisfeita em H para
todo ¢ > 0. Por outro lado, temos que H satisfaz todas identidades graduadas (2.3),
pois H, = 0 para k # ¢,2i. E H satisfaz todas as identidades f; onde j > 0 e j # 4,
pois pelas Z-graduacoes definidas H; = 0 para todo j # . Por fim, temos também
que H satisfaz todas identidades graduadas (2.2), pois [Eia + Eas, F13, E1g + Eag] =
[Ehs, g+ Fas, B3] = [Eia+ Eas, Eis, B3] = [Ehrg, Eio+ Eog, Ero+ ) = [Ehs, Eis, g =
[Erg + Eog, Erg + Eas, Evg + Eos] = [Evg + Eog, Erg + Ea3, Evg) = [Ehs, Eis, Eio + Eas] = 0.

Logo, temos o resultado. O

Corolario 2.23. O conjunto de polinomios {f; | i > 0} é um conjunto independente de
identidades graduadas em £(X).

Demonstracao. Consequéncia imediata do Lema 2.22. O

Com isso, queremos ver quais das identidades graduadas da base de Tz(W;),
provada no capitulo anterior, nao podem ser dispensadas, com o intuito de reduzir ao
méaximo a base encontrada, ou seja, encontrar uma base minimal para Ty (W7).

A seguir vamos mostrar, agora que cada identidades graduada @ ndo é uma
consequéncia das identidades graduadas (2.1), (2.2) e das identidades graduadas 2(® onde

¢ # d. Para isso, procedemos como no lema anterior.

Lema 2.24. Para cada d < —2, a identidade graduada 'Y ndo é uma consequéncia de
todas as identidades graduadas (2.1), (2.2) e todas identidades () onde c # d.

Demonstracao. Sejam d € Z e U a algebra de Lie de dimensao 1 sobre K. A algebra
U= @U, é Z-graduada trivialmente, ou seja, U; = U se i = d e zero caso contrario.
Toda ZEaelzgebra de Lie unidimensional é abeliana. Assim, U satisfaz as identidades graduadas
{1217, 25,0 > —1}. Em (2.2), se a # d, b # d ou ¢ # d entdo sdo identidades graduadas
de U, e se a = b= c=d entao oz[x(la), 2P 29 = B[\, 29, 2] = 0, pois U ¢ abeliano.
Temos também que U satisfaz 29, ja que U, = 0. Porém, U nio satisfaz a identidade
graduada =¥, pois (Y # 0 para todo elemento ndo nulo de U. Portanto, temos o

resultado. O

Corolario 2.25. O conjunto de polinémios {9 | d < =2} é um conjunto independente
de identidades graduadas em £(X).

Demonstracao. Consequéncia imediata do Lema 2.11. O

Agora, denotemos por fue = a2\, 20 2] — Blz!Y, z(?, 2" as identidades

graduadas definidas em (2.2). Recordemos que o = (¢—a)(b—c—a) e f = (b—a)(c—b—a).

Primeiro, observamos que, sempre que ¢ = a temos o = 0, mas o segundo comutador de
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fave desaparece, devido a identidade graduada (2.1) e analogamente para b = a. Assim,
podemos supor b # a e ¢ # a. Além disso, se b = a + ¢ entdo a = 0, mas o segundo
comutador em f,;. desaparece também devido a (2.1). Assim, podemos supor b # a + ¢
e analogamente ¢ # a + b. Observe que se ¢ = b entao,
fam(@y”, @y @) = —(b—a)alry”, 7, 2] = (b — a) (=a)la”, 257, 2}
= —(b—aa(z\”, 2y, ay") - 11", 28, )
= —(b—a)ala\”, 13", 2]

pois, pela Observacdo 1.53, temos [2\”, 2’ ),xéb)] = 2\, xéb),xg N+ [\, [xéb),x:,, ]]. As-

sim, fabb(xg ),xgb),x;(f)) = —(b— a)a[xg ), [xg),xgb)]] pertence ao Ty-ideal gerado pelas
identidades (2.1). Assim, podemos supor também que b # ¢. Similarmente, se a = b+ ¢

obtemos:

Forane(@"™ e @) = 2belel"™, 0, @) = 2belal", ), 2l

b+c b c b+c c
= e[z 2P 2] — [0, 2, 2 P))

= 2" 2 2]

pois, pela Observacao 1.53, [, 2 2(9]— 249 200 0] = (249 120 209]]. Assim,

f(b+c)bc(xgb+c) 2P 24?) pertence ao Ty- ideal gerado por (2.1). Portanto, podemos supor

a#b+c.
Essas condi¢oes nos permitem retirar algumas das identidades de (2.2) e reduzir

a base descrita no Teorema 2.21. Esse fato, implica o seguinte lema.

Lema 2.26. Os polinomios (2.1),(2.3) e o polinémio (2.2) com a,b, c distintos e a # b+c,
b#a+c, c# a+b, formam uma base para as identidades Z-graduadas de Wy.

A fim de diminuir ainda mais a base descrita no lema anterior, vamos impor mais

restricdes nas identidades graduadas (2.2). E o que faremos na sequéncia.

Lema 2.27. Para todo a,b,c > —1,

b b a c b
facb(xl 7373)ax§)) = fbac(xé)axg )7xg)) = _fabc(xg )7xg)7xg)>

Demonstragio. Note que fou(2\?, x:(f), 2Py = [l xéc), 2P = [l 2 Ty ) onde v =

(b—a)(c—=b—a)=ped=(c—a)lb—c—a)=a. Consequentemente,

c a b c
facb($g ),ffz(),)yifg)) = _fabc($g )7$§)7$£(’>))'
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De fato,

c b c b b
fa(@ 2 2Py = (b= a)(c—b— )2l 25, 2P] — (¢ — a) (b — ¢ — a)[2\, 2, 2]

= —((c=a)(b—c—a)[z\”, 2P, ) = (c = b—a)[2\, 2}, 2]

(b
= _fabc(xl y Lo ),[L'é ))

Além disso, pela Identidade de Jacobi,

c c b a
— 29,2, 2] = [2f), 2, 2] + (21, 2, ).

Assim,

c b c b c
Frac(@, 2t a7y = plad 2l 2] — v, 2l ()

a b c c a c
= —pufa\”, 2, 20 + o[zl 2 2P+ [l 2l 2]

= (v— i, ad, ]+ vzl 2\, 2,

onde p = (c—=b)(a—c—0b),v =(a—b)(c—a—>). Temos que v = —(b—a)(c—b—a) = -0

e que:

(v—p) = —(b—a)(c=b—a)+ (c=b)(a—c—0)
= ((c=b—a)b—alc—=b—a)+cla—c—0b)—bla—c—D>))
= (bc —b* —ab— ac+ ab+ a* + ac — ¢ — be — ba + be + b?)
= —(a®—c* —ab+be)
= —(—(c—a)(c+a)+b(c—a))
= —((c—a)(b—c—a)

= —Q.

Assim,
a b a
Frae(@l”, 2, 2§)) = —alal”, 2, 2] — Blal?, 2, 2l
= _fa c(il?ga),l’?g)’ﬂ?;(),c))-
Portanto, fad’(xg )7x2(3 7x2 ) fbaC(I2 y L ),I3 ) _fabc(xga)7xgb)7xi(30)>' ]

Corolario 2.28. Para todo a,b,c > —1,

a b c
fbca(xz ,273),335 )) = fCab(IQS » Lq )7xé)> fabc(xg )7xé)7xg))7

a (b
fcba(x?) ,$2),ZL‘§ )) = _fabc<xl 7I2)7‘T§>)>'



73

Demonstracao. Usando o Lema 2.27, concluimos que:

)())

Frea(@y) 2 2\ = (a=b)(c—a—b)[ad, 2} 2\

= —(c—b(a—c—b)[zP 2 2\

b a b
= vl o) - u[xé),x§),x()]

b c b c

= _fbac(xl 7372)73:1(’,))

(b
= fabc<x1 y Lo ),l’g )>'

Pela Identidade de Jacobi temos — [z, 2, 2] = [z”, 2\, 291+ [\, 2%, 2]. Assim,

fcab(xé)vxga)7xg)) = N ['rl(’»)vxga 7x2 ]—51[1‘3 7x2 7x1 ]

= N [mg)vxga 7I2 ]+61[I2 71;5@)71,3

]
c b c b
= Wl[ltg),l‘g),xé)] 01 [xl 7I2 ) g)]_’_é [‘rl 7I§>)’xg)]

c b b

b
+ 02\ 2§, 2]

onde 3 = (b—c)(a—b—c)ed = (a—c)(b—a—rc). Como escrevemos no Lema
2.27, faop(@\, 25, 20 =4[22, 2P] — 5[\, 2 2{7) onde v = (b—a)(c—b—a) e
d=(c—a)(b—c—a). Notemos que 6; = —((c—a)(b—c—a)) = —J e que

01—m) = (@a=c)lb—a—c)=(b—c)la—b—c)
= ab—a* —ac—bc+ac+c® —ab+b* + be+ ac — be —
= —a*+b* +ac—be
= (b—a)(b+a)—c(b—a)
= (b—a)bta—c)
= —(b—a)(c—b—a)
= —.

Isso implica, usando o Lema 2.27, que

a c b
fcab(ﬂfé),l’g),iﬂg)) = 7[x§)7$é)7x2 ]+6[$1 7xg)7x§))]
a c b c

= —Ofei” 2, 2] = ol 2, 2l)

b
= _facb<x1 y L3 )7‘7:5 )>

= fabc(-rg)vxé)’ (C))

Novamente, pelo Lema 2.27 temos

c a a b a b c
fbca(l‘g)7$g)7$g )) fca (.ZU3 7375 )7 ()) :fa C<x§ )7$§)7$§))
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Além disso,
b a c b a a b
fara(@ 2 2\ = (@ —c)(b—a— )z, ad) 2] — (b= c)(a—b—)zy?, 2 2]
= —(b—o)(a—b—)[z5, 2 23]
— (a—¢)(b—a—)ay 2y 2"
= L@ 2P 2\

b
= _fabc(xg )7$é)7x§,))

Assim, o Lema 2.26 pode ser reescrito como segue.

Lema 2.29. Os polindomios (2.1), (2.3) e (2.2) coma >b>c> —1 ea#b+c, b# a+c,

formam uma base para as identidades Z-graduadas de W7.

Diante das restricoes feitas para as identidades graduadas f,;., vamos mostrar
que nao podemos impor mais restricoes nessas identidades, ou seja, todas as identidades
restantes do tipo fup. 20 indispensaveis para a base de 7% (7). Provamos isso na proxima,

Proposicao.

Proposicao 2.30. Seja a,b,c € Z, a > b >c > —1,a #b+c, b # a+c. FEntio a
identidade graduada fu. nao é uma consequéncia de todas as identidades (2.1),(2.3) e
todas as outras identidades fyyo onde a’ >0 > > —1, (d,V,c) # (a,b,c).

Demonstracio. Vamos definir uma algebra de Lie Z-graduada L(®*¢) tal que:
(i) L@ satisfaz todas identidades (2.1), (2.3) e todas identidades fyyo onde a’ >V >
d>=1,(d,V, ) # (a,b,c);
(ii) L(*9) ndo satisfaz a identidade f,.
Sabemos que a existéncia de uma algebra L(*%° satisfazendo tais condicdes prova

a proposicio. Consideremos L(®:)

a algebra de Lie das matrizes triangulares superiores
com diagonal nula 4 x 4 sobre K. Sejam h, = F9, hy = FEs3, h. = FE34. Temos que
L(®b¢) & uma algebra nilpotente de indice 3 e de dimensao 6, com K-base consistindo de
hasthipshe, iy = [ha, o] = [Era, Bog] = Eug, by = [hy, he] = [Eas, B3] = Eoa, hy gy, =
[has b, he] = Erg. Note que Rl = [Eg, E34] = 0.

Para cada i € Z, seja H; espaco vetorial gerado pelos elementos h;,h,, h! se
algum desses elementos existe e 0 caso contrario. Assim, L@%9) = @ H; é uma algebra
Z-graduada. Note que H; =0se i ¢ {a,b,c,a+b,b+c,a+ b+ c}; ezrilzparticular, H;=0
se i < —1, pois @ > b > ¢ > —1. Dessa forma, algebra L(**° gatisfaz as identidades
graduadas z(? = 0 para d < —2, que sdo as identidades (2.3).

Agora, vamos checar que a algebra de Lie graduada L(®* satisfaz as identidades

(2.1), que sdo as identidades [z\”, 2] (i > —1). Se i € {a,b,c,a+bb+c,a+b—+c} e
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dimensao de H; = 1, ou seja, se H; é gerado por apenas um desses elementos entao H; é

(a,b,c) (3) (z)] '

abeliano e L satisfaz [27”, x5

Suponha que i = a. Como b # a, ¢ # a e b+ ¢ # a, temos que hy, he, by, ¢ H;.
Segue que H; esta contido no espaco K-linear gerado por h, = Eiz, h, , = Ei3, h), ;. .=
Ey. Como [ha, by ] = [Erg, Ers] = 0, [ha, hgypye] = [Erz, Eua] = 0 e [ho iy, gy, =
[E13, F14] = 0 temos que o comutador de quaisquer dois desses elementos é igual a 0 e a
identidade [:cgi), xg)] é satisfeita em L(49),

Suponha que ¢ = b. Similarmente, temos h,, h, ¢ H;. Assim, H; esta contido no

espaco K-linear gerado por hy = Eas,h, ,, by, = Ease b, . = Ei4. Como o comutador
) .0

de quaisquer dois desses elementos ¢ igual a 0 temos que a identidade [:zzgl , x| & satisfeita
em (@b

Analogamente, se i = ¢ entao h,, hy, h,,, ¢ H;. Assim H; esta contido no es-
paco K-linear gerado por he, hy,. e h,,. . Logo, as identidades ({7, 2{"] tambeém sdo

satisfeitas em L(@0:)

Finalmente, suponha que i € {a +b,b +c,a+ b+ c} e i # a,b,c. Assim, H;

estd contida na subalgebra gerada por hl,, = Ei3, hy,. = Esy e hy,, . = Eyy. Como
iz, Eay] = 0, [Fi3, B = 0 e [Eay, Byl = 0 temos que as identidades [#1”, #$7] sio
15T

satisfeitas em L(®0:)

Logo, a algebra L(®"¢) satisfaz as identidades graduadas [xgi), mg)]

Sejam o', V', € Z,d >V > > —1e (d,V,d) # (a,b,c). Afirmamos que as
identidades graduadas [2\"”, 2%, 2] e [z, 2{7, 2] sdo satisfeitas em L(@b0).

De fato, se @’ ¢ {a,b,c,a+b,b+c,a+b+c} entdao Hy = 0. Assim, [H,, Hy, Ho] =
[H,, Hy, Hy] = 0, isto ¢, as identidades graduadas [z\"”, 2%, 2] e [z, 2{, 2%)] sdo

identidades graduadas em L(®b¢)

Agora, suponha que o', b, € {a,b,¢c,a+b,b+c,a+ b+ c}. Como (a,V,c) #
(a,b,c), pelo menos um dos elementos a’, ', ¢ nao pertencem ao conjunto {a,b,c}. Su-
ponha que o’ ¢ {a,b,c}. Logo, a’ € {a+b,b+c,a+ b+ c} e Hy esta contido no espago
K-linear V' gerado por h,,, by, e k..., isto é estd contido no espaco gerado pelas
matrizes Ei3, Eog, F14. Segue que [Hy, Hy, Ho] C [V, Hy, Hy].

Notemos que, para qualquer Hy, temos [V, Hy| = 0, [V, Hy| = FE14 ou [V, Hy| =
—FEyy. Como Eyy- Ey, = Ey, - By = 0 para todo Ey € {E\2, Fag, s34, Ev3, Foy, E14}, temos
[V, Hy, Hu] = 0.

Podemos verificar de maneira similar que se b’ ou ¢ nao pertence ao conjunto
{a,b,c} entdo [Hy, Hy, Hy] = [Hy, Hy, Hy] = 0, isto &, [z, 287, 20 e [2{*), 24, 2]
sao identidades graduadas em L(@%9),

Assim, se a/,V/,¢ € Z, a >V > > —1e (a,b,c) # (a,b,c) entdo L@
satisfaz a identidade graduada
200 5 O] _ grpe) o) 0

fa’b’c’ :Oé[ y Lo T3
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como requerido. Além disso, como [hg, he, hy) = [E12, Es4, Fo3] = 0, temos que

fovehas b he) = (e = a)(b = ¢ = @)las h, he] = (b= a) (e = b = @) [ B I
— (c — a)(b —c— a)[ha, I, hC]

= (c—a)(b—c—a)hg .

Note que (¢ —a)(b—c—a) # 0, pois ¢ < a e b # a+ c. Assim, fu. ndo é uma identidade
graduada em L(®0°),

Portanto, L(®*9 satisfaz todas identidades (2.1), (2.3) e fuye onde @’ >V > ¢ >
—1, (d',V, ) # (a,b, c), mas nao satisfaz a identidade f,p.. Assim, a prova da proposi¢ao

esta completa. O

Corolario 2.31. O conjunto de polindmios {faue |a >b>c> —1,a #b+c¢,b# a+c}

é um conjunto independente de identidades graduadas em £(X).
Demonstracao. Consequéncia imediata da Proposicao 2.30. O]

Reunindo todos os resultados anteriores obtemos que o conjunto de poliné6mios
[:L'gi),a:g)] (1 >0), 59 (d< -2)e fgecoma>b>c>—1,a#b+c, b#a+céum

conjunto minimo de geradores para o 7% (7). Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.32. As identidades graduadas [:Bgi),a:g)] (i > 0), 29 (d < —2) e fape com
a>b>c>-1,a#b+c b+# a+ c formam uma base minimal para as identidades

Z-graduadas de Wy sobre um corpo de caracteristica 0.

Corolario 2.33. As identidades Z-graduadas da dlgebra de Lie Wy sobre o corpo de

caracteristica 0 ndao admitem qualquer base finita.

Demonstracao. Suponha que o conjunto das identidades Z-graduadas de WW; admita uma
base finita B. Podemos supor sem perda de generalidade que B é composto por polino-
mios monicos. Temos que todas as identidades 29 com d < —2 sdo consequéncias de
identidades em B. Isso implica que (¥ € B para todo d < —2. Mas isso é um absurdo,
pois o conjunto de polinémios {z(¥ | d < —2} é um conjunto infinito e independente
de identidades graduadas em £(X). Portanto, as identidades Z-graduadas de W; nao

admitem qualquer base finita. O



Capitulo 3
Cocaracteres Z-graduados de W;

No capitulo 1 apresentamos uma .S,-acao sobre os polinémios multilineares em
n variaveis e definimos o n-cocaracter de uma algebra. Neste capitulo veremos que de
forma analoga, fixado s um inteiro positivo, ha uma S,, x --- X S,,-a¢ao no espaco dos
polindmios multilineares G-graduados com n,-variaveis de G-grau g, no-variaveis de G-
grau go e assim por diante. Tal acao dara origem a definicao de cocaracter G-graduado
de uma 4algebra. O objetivo principal é apresentar como resultado original a descri¢ao dos
cocaracteres Z-graduados de 7.

Considere £(X) a algebra de Lie relativamente livre G-graduada e L uma algebra
de Lie G-graduada.

Supondo Supp(L) = {g1,92,---,9s}, sejam n > 0 e ny,...,ns > 0 tais que
n =ny +---+ns. Denotamos por F,, ., o espaco dos polinomios multilineares de grau

n nas variaveis

:L,gm)’ e $(92) x(g2) (g9s—1) (9s)

I(QS)
y¥Yny Y Fni+1r o Fng4ngy oy Mg+ 4 ng—1) Yny++ng_1+10 0y n

O espago P,, . ,. ¢ naturalmente equipado com uma estrutura de S,, x - -- x S,,_-modulo

a esquerda munido da seguinte acao

(T1, - - ,Ts)f(l‘ggl), . ,x,(fll), q:T(lng)rl, . ,xﬁffln?, o ,xﬁlgf;flrnsfl, o ,a:flgs))

_ (91) (91) (92) (92) (9s—1) (9s)

o f(le(l)’ L) Traa41) 0 Tra(nang) Ts—1(n1+-+ns—1)? " " ° ’xrs(n))’
em que f(x(gl) 2490 .(92) 292) x(gs)) cP € S, {1

q 1 sccny vy fpidlr s ngtngy N n1,...,n577—1 ni 7---anl}7 7—26
Snp{ni+1,. . n1+nt, oo, T € Sp{ni A ns1+1, ..o n), em que Sy {ma, .. mp, )
é o grupo de permutagoes do conjunto {my, ..., m, } com n; elementos. Para simplificar
a notacdo iremos denotar S,,,{my,...,m,,} apenas por S, , para todo i € {1,...,s}.

Como Tg-ideais sao invariantes pela permutacao de varidveis de uma mesma

componente homogénea temos que P, .. NT%(L) é um S,, X -+ X S, -submodulo de

7
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P,,....n., para toda algebra de Lie G- graduada L. Assim,

Pnl,...m,s
Py ..n. NTC(L)

Pn1 ..... ns(L) -

também tem uma estrutura induzida de S, x --- x S, -mo6dulo & esquerda.

O Sy, x -+ xS, -caracter de P,, ,.(L)échamado de (ni,...,ns)-cocaracter de

L, denotado por x,,...n.(L). Decompondo o (ny,...,ns)-cocaracter em soma de caracteres
irredutiveis, obtemos

Xn1,...,ns(L) = Z Moy Xoy & & Xos» (31)

(o)F(n1,...,ns)

em que (o) = (01,...,0s) ¢ uma multiparticdo de n, isto é, oy = ny, ..., 0, F ng, mey >0
é um inteiro nao negativo e x,. € o caracter correspondente a o;.
Temos uma versao analoga ao Teorema 1.96 que auxilia no calculo do (nq, ..., ng)-

cocaracter, como segue.

Teorema 3.1. Seja L uma PI-dlgebra G-graduada com o (ny,...,ns)-cocaracter dado
por (3.1). Para wma multiparticao (o1, ...,05) den =ny+---+ng, a multiplicidade m
¢ igual a zero se, e somente se, para toda s-upla de tabela T, ..., Ty de formas oq,..., 04,
respectivamente, e para todo polinémio f = f(xggl), . ,xéﬂl),xﬁgﬁl, . ,x%gs)) € Puynas

a dlgebra de Lie L satisfaz a identidade eT<a>f =0, em que e, =eq - -er,.

Ainda que supp(L) seja infinito, fixado um inteiro s > 1 e elementos g1, ..., gs €
supp(L) tais que g; # g; para i # j é possivel definir de forma analoga o espaco dos
polinémios multilineares nas variaveis

(91) (g1) ,.(92) (92) (g9s—1) (9s) (gs)
Ty T T Ty T T e 1> Lyt Ty

denotado por P9 Como antes, temos que o espaco P,E‘ff,’j,'ﬁ‘j) tem uma estrutura de

Spy X+ -+ x Sp,-moédulo onde S, x --- xS, age a esquerda em Pﬁflﬁ) permutando as

variaveis homogéneas de G-grau gy, . . ., gs separadamente, isto é, S,, permuta as variaveis
homogéneas de G-grau g; para todo i € {1,...,s}. O espago

(glrugs)
(917.--95)(L) o Pl

ni,...,Ns -

P N Ta(L)

herda uma estrutura de S,, x - - - X S, -médulo e denotamos por Y% (L) seu caracter,

o qual podemos escrever como

()= Y mex@ e exi, (3.2)
(o)F(n1,...,ns)
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onde (0) = (01,...,05) ¢ uma multiparticao de n, m(; ¢ um inteiro ndo negativo e X((,gj)
é o caracter correspondente a o;. Chamamos 7037 (L) o (n\™, ... n{%))-cocaracter de

(9i)

L. Quando necessario vamos escrever n,”"’ em vez de n; para evidenciar as componentes

homogéneas.
Dizemos que os elementos da forma X%qf,f',j;;fj)(l)) paratodos >1egi,g2,...,9s €
Supp(L), g; # g;, n1,na, ..., ns inteiros positivos sdo os cocaracteres G-graduados de L.

Como nosso objetivo é calcular os cocaracteres Z-graduados de Wj, vamos prosseguir
considerando L = W; e G = Z.
Sejam X; = {x&i), xg), ...}, 1 € Z uma familia infinita enumeravel de conjuntos
infinitos enumeraveis disjuntos e X = [J X;. Considere £(X) a algebra relativamente
i€Z
livre de Lie Z-graduada. Recordemos que a Z-graduacao em W; é dada por

W) = @Li,

1€EL

onde L; é gerado por t'"'4 = ¢, se i > —1 e L; = 0 caso contrario. Assim, o supp(W;) =

{g €Z|g > —1} que é um conjunto infinito.

Para g1, ..., gs € Z (g; > —1 para todo 7) com g; > gy > -+ > g, e um inteiro
positivo n = ny + -+ - + ng, n; > 0 fixos, sejam Pé“ff,’,'}ﬁj)(Wl) o espaco dos polindmios
Itilineares e £(X) ou seja
multilineares em , ou seja,
To(W)
(glv---gs)
PT(Lgl,...gs)(Wl) _ Pnl,--.,ns
e P 0 T (W)
e seu caracter
XS (W) = Y mgx ) @@ xy,
(o)F(n1,...,ns)
o qual ¢ chamado de (n{™, ... n{%))-cocaracter de W;.

Vejamos em um caso particular, como funciona a acao do grupo Sy, XSy, X« - - XSy,
sobre Rgflng)
Exemplo 3.2. Considere o comutador multilinear m = [1’52),%‘&1), xgl), xgo), xéo),xfll)}. Te-
mos que m € Pf?g}go), pois m contém uma varidvel de Z-grau 2, 3 varidveis de Z-grau 1 e
duas varidveis de Z-grau 0. Para (11,79, 73) € S1 X S3 X Sa, tal que 7y = (1),75 = (34) e

73 = (56) temos que a agdo de (11,72, 73) em m,

(1), (34), (56))m = [z, 23" 2V, 28, 2V i),
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Exemplo 3.3. Seja m = [xgl),xgo), xflo), xgo)] € Pl(’l?;g) e as tabelas

le GTQZ Z 3‘

Temos que er, = (1) e ep, = (2) + (23) — (24) — (243). Assim,

1 0 0 0 1 0 0 0
e, = ([I‘g ),Ig )7'];4(1 )axZ(S )] - [Ig )7‘ré(l )7$g )7x2(3 )])

1 0 0 0 1 0 0 0
(M2 20 20 — [V, 2, 2, 20T,

E agindo e, em ep,m obtemos

1) (0) (0) (0 1) _(0) _(0) (0
er e, = ([x(l )71'% )7$4(1 )ng )] - [l’g )7 4(1 )7x§ ),Ié )D
1) _(0) (0) (0 1) _(0) _(0) (0
O polindmio eg, ey, m descrito acima é uma identidade polinomial graduada para

W1, ja que fazendo a avaliacao nos elementos da base de WW; obtemos:
[e1, €o, €0, €0] — [e1, €0, €0, €0 + [e1, €o, €q, o] — [e1, €0, €0, €] = 0.

Note que cada par de comutadores alternados em alguma varidvel de mesmo Z-grau
sempre se anulara ao ser avaliado pelos elementos de Wy, pois a dimensao de cada uma
das componentes da Z-graduagao de W; é 1.

Vejamos a seguinte proposicao que generaliza o argumento do exemplo anterior

e que facilitara no calculo dos cocaracteres graduados de Wj.

Proposicao 3.4. Seja (o) = (01,...,0s) uma multiparticio de n = ny +---+ns em que
o1 F nq,..., 05 F ng. Se o diagrama correspondente a qualquer uma dessas particoes tem

mais de uma linha entio my = 0.

Demonstracao. Suponha que o comprimento da primeira coluna do diagrama correspon-
dente a o; para algum ¢ é maior que 1. Considere f = ep, ---ep,g o gerador do médulo
irredutivel correspondente a (o).

Temos que Ry, NCrp, = 1 para todo 7 e todo elemento de .S,,, pode ser unicamente
escrito como um produto r - ¢ em que r € Ry, e ¢ € Cr,. Assim, ao aplicarmos e, em
g nenhum de seus mondémios se anulard. Logo, f é uma combinacao linear de termos
que contém pelo menos duas varidveis antissimétricas pertencentes a cada um dos X/s,
X, = {20, ) iez

Para provar a proposicao é suficiente mostrar que em W; qualquer polinémio que
é antissimétrico em pelo menos duas variaveis de cada componente X; é identicamente
nula. Mas, como a dimensao de cada uma das componentes da Z-graduacao de Wy é 1,

temos o resultado. O
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Recordemos que no Capitulo 2 provamos que I = T7(W;). Assim, u = v significa
que u = v (mod Tz(Wy)).

[(2) (=1 .0  (0)  (0)

Exemplo 3.5. Seja my = [z, x5 ', x5, x5, 24 ). Considere as sequintes tabelas

Tl :7

=[2]3[4}
T3 - .

Temos que

2, 4,0 20 210) 4 o, ), 0 20 200

1 0 1 0
o, 20,20, 9, 20) + (o, 2, 0,20, 0]

1 0 0 2 -1 0
P 210,20, a0 1 07,0, a0, 0 200

€T €T e =

Notemos que cada comutador que compoe o polindmio acima, a menos de reordenacao dos
indices das varidveis de mesmo Z-grau, sao todos iguais a my. Como [ea, e_1, e, €g, €0] =
3e1, temos que cada um desses comutadores nao sao identidades Z-graduadas para Wi.
Assim, a avaliagao em ereper,my € igual 6 - 3e; = 18ey. Logo, epeper,mi nao €

wdentidade Z-graduada de Wj.

Como eqer,er,m ¢ Ty (Wh) temos que er er,er,m é um gerador do modulo irre-

dutivel associado a (o), quando consideramos as tabelas T7, Ty, T5.

Proposicao 3.6. Sejam m € P}g‘fﬁ’,‘,’ﬁgj) um comutador multilinear, (0) = (01,...,0,)
multiparticao den =nqy + - +ng e 14, ..., T, tabelas correspondentes a o1, ...,0, 1S~
pectivamente. Se o1 = (ny),...,0, = (ns) e m ¢ Ty(W)) entdo er,,m ¢ Ty (Wy), onde
€Ty, = €T, """ er,.

Demonstragio. Sejam m € PY79) tal que m ¢ To(Wi) e o1 = (ny),...,00 = (ny).

Temos que as respectivas tabelas de o4, ..., 0, sao tabelas que possuem apenas uma linha.
k

Dessa forma, o elemento er, depende apenas do estabilizador de linhas e ez, m = > m;
i=1
onde cada m;, a menos de reordenagao de indices de varidveis de mesmo Z-grau, é igual

ao comutador m, pois a acao em Pr(b?lng) permuta apenas as varidveis de mesmo Z-grau.

Assim, a avaliacdo dos elementos da base de W} em cada um desses comutadores é igual a
k

um mesmo valor o com a # 0 ja que m ¢ Tz(W1). Logo, er,,m = > m; = km = kam’,
i=1

onde m’ ¢ um comutador da forma canonica e ka # 0. Portanto, er, m ¢ Tz(Wy). [

Observacao 3.7. Seja f = f(xggl),. x%l),xigfll,...,x%gs)) e P9 um polinomio

multilinear. Recordemos que pela Proposicao 1.55, independente da posicao de uma varid-

vel x; em um comutador multilinear h(xy, ..., x,), podemos escrever h como combinagao
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de comutadores multilineares com primeira varidvel igual o x;. Assim, f pode ser escrito

como combinacao linear de comutadores multilineares com primeira varidvel igual a x,(@gll).

A seguir, descrevemos os cocaracteres Z-graduados de Wi, o principal resultado

desse capitulo. Ressaltamos que este é um resultado original, nao encontrado na literatura.
(a) (b)

Lembremos que z;” > z;” significa que oua >boua=>bei>j.
Teorema 3.8. Seja
Xm,...,ns(Wl) — Z Mo) l(jgll) R ® X((;g;)
(o) (n1,...,ns)
0 (nggl), . ,nggs))-cocamcter de Wi. Entao myyy < 1 para cada o1 & nq, ..., 05 b n,.
Além disso, m,, = 1 se, e somente se, 0; = (n;) para todo i € {1,...,s} e ocorrem as

sequintes condicoes:

1. 0< 09 <n para todo i € {1,..., s};

7

2. ngggi) > —1;
i=1

(9i)

3. ngo) #n— nggi) para todo i € {1,...,s} tal que n,

> 1
4. Se nggi) # 0 apenas quando g; € {—1,0,1} entao |n§-1) - n,(;l)| < 1.

Demonstracao. Fixemos g1, ..., gs € Z, g1 > g2 > -+ > (s € um inteiro positivo n =

n 44 nl) Seja () = (04,...,0,) multiparticio de n. Pela Proposicdo 3.4 se o

diagrama correspondente a qualquer uma dessas particoes tem mais de uma linha entao
My = 0. Suponha o1 = (n41),...,0, = (n).
Primeiro vamos mostrar que m; < 1. Para isso, considere dois pares quais-

quer de s-uplas de tabelas T,...,Ts e T, ..., T, correspondentes a mesma multiparti-

¢ao (o) = (01,...,05). Sejam [ = f(mggl),...,x%gf),xglgfll,... 792) ...,x%gs)) e g =

)y Un14+ng?
g(:zcggl), a9 xff’fll, . ,xﬁiﬂm, . ,xﬁf’s)) os geradores do modulo irredutivel associado

a (o) quando consideramos a s-upla de tabelas 71, ..., T, e Ty, ..., Ts, respectivamente.
Para provarmos que m) < 1, vamos mostrar que f e g sao linearmente dependentes
modulo T7(Wh).

De fato, temos que f e g sao polindmios com o mesmo conjunto de varidveis que
nao sao identidades graduadas de W7, pois sao geradores de modulos irredutiveis. Além

(g1) (9i)

disso, ;""" > x,”"" para todo 7 > 1 e pela Observagao 3.7 podemos supor que a primeira

varidvel de cada comutador que compoe f e g é x%qll). Desse modo, pela Proposicao 2.20,
temos que f = uym’ e g = pom/, onde py, s € K, py, e # 0 e m’ é um comutador
da forma canonica. Assim, concluimos que f e g sao linearmente dependentes modulo

T7(W1). Logo, my < 1.



83

Vamos mostrar que se nao ocorre alguma das condigoes descritas entao my) =

0. Considere f € PY79)  Se nl%) = n para algum i entdo todas as variaveis de f

i

possuem mesmo Z-grau e portanto f é uma consequéncia da identidade [x,(fgi), xl(gi)] = 0.
S

Se ngﬁ.f”) < —2, ou seja, o Z-grau total do polinomio é < —2, entao f é consequéncia
i=1

de .I'z(»d) =0. Se ngp) —n —nl9)

i

(i)

para algum ¢ tal que n,”"’ > 1, isto é, se em f s6 aparecem

variaveis de Z-grau 0 e pelo menos duas variaveis de Z-grau g;, entao f é uma consequéncia

de [x,(f"’),xl(g")]. Agora, suponha nggi) # 0 apenas para g; € {—1,0,1} e |n(1),n§€_1)] > 2

J
;1) < n™ entdo f tem Z-grau < —2 e é consequéncia de z¥ = 0. Por
) (-1)

outro lado, se n;’ > n, * entdo f é consequéncia de [x,(cgi),xl(gi)]. Portanto, em qualquer
umas dessas situacoes f =0 e m,y = 0, pelo Teorema 3.1.

temos que se n

Agora vamos encontrar um polindémio f nao nulo gerador do médulo irredutivel

associado a cada multiparticio (oy,...,0,) que satisfaz as condi¢des enunciadas para
mostrar que m,, = 1. Fixemos T, ..., T} tabelas correspondentes as partigoes oy, ..., 0.
Considere o conjunto de variaveis {z\", z{" .. 2"} tal que 2\ > 2{*) para todo

l>1ea; €{g1,...,9s}. Suponha que as condigbes 1),2),3) e 4) sdo satisfeitas, temos os

seguintes casos.

1. 0\ > 0 para a; > 1 e n{* = 0 caso contrario.
Como a; > 1 para todo 1 < i < n entao como ha pelo menos duas variaveis com
Z-graus distintos existe a; > 1 tal que n?” ) > 1. Considere

m = [:BYH), xé‘”), N

(a2) (a3)

onde a; > 1, 23" < xy (an)

<< apeexistel ;2 <[ <ntal que 0 < aq < ay,
ou seja, um comutador multilinear na forma canonica do tipo 1 (como descrito na

Tabela 2.1, pagina 40). Assim, podemos tomar como gerador o polinémio €T, M.

2. Existe nl(-’”) > 0 para algum a; € {0,—1}. Aqui temos os seguintes subcasos:

2.1. ngo) =n-—1

Temos que 1™

i

= 1 para algum a; = a # 0. Se a > 1, podemos tomar

—_ [.(@) _(0) 0

m =[xy, ),

onde para a = 1 temos que m é um comutador da forma canoénica do tipo 4 e
para a > 1 temos que m é um comutador da forma canonica do tipo 3. Assim,
consideramos er, ,m como o gerador.

Agora, se a = —1, entao escrevemos

m = [:L‘go), x(_l), 20,
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onde m é um comutador da forma canoénica do tipo 5. Assim, tomamos er,,,m

como o gerador.

2.2. 1< n§°> <(n—-1)— ng-aj) para algum i e 1 < n§aj) <n-—1, n,(c_l) =0, caso k
exista.

Nesse caso temos que m tem pelo menos 3 variaveis de Z-graus distintos. Como

nt =0 para todo k temos que a; > 1 para algum [. Assim, podemos escrever

m = [xgal)a SR 71'1(nar)>x1(ﬂ(—)217 R ,-T;O)]a

(a2) (ar)

onde a; > 1, 2, < -+ < 2 (@)

<xy ' er+1<---<n. Notemos que existe

ay # ay com 2 < [" < r, ou seja, m é um comutador da forma canoénica do tipo

1. Assim, tomamos como gerador er, ,m.
(a5)
J

2.3. nl(-o) <n-1- ngaj) para algum i e 1 <n:” <n —1, n;_l) > 1. Assim, se
nl® > 1 apenas para a; € {—1,0,1} e

J
M _ - _ g d
®n, nj = U, nesse caso, podemos escrever

m = [xgl), xé“), 20 xﬁjrll), xglJZQ, xﬁ?, o ,xfj_lg, xfll_)l, x(_l)],

) r o

onde (n — r) é impar, ou seja, m é um comutador da forma canoénica do

tipo 4. Assim, podemos tomar como gerador er,,, M.

i ’”z('l) — ng»_l)\ =1. Se nz(»l) > ng-_l) entao podemos escrever
m = [xgl), :pg)), . ,xﬁo), xf,;ll), x&)% xf,:r?, e ,xg_)Q, mfl__ll), xg)],

onde (n—r) é par e m é um comutador na forma canoénica do tipo 4. Logo,

podemos tomar como gerador o er,_,m. Por outro lado, se ngl) < ng-fl)

(o)
entao

Y S N L T P SO P B

onde (n —r) é par, m um comutador da forma canonica do tipo 4. Assim,

tomamos como gerador o e, m.
(

i

@) > 1 para algum i tal que a; > 1. Considere ng»*l) =k ,k>1.
Seja {a1,...,a,},com1 <r <n-—1eaq > 0paratodol, 1 <l <r. Se

ay +---+a, >k — 2 temos as seguintes opgoes:

Agora se n

e se existe I, 2 <[’ <rtal que 1 < ap < a; entdo podemos considerar

m = [xﬁ‘“), oozl xf;ll), L aD,

(a2) (a3)

onde z3? < x4 (ar)

<"'<a’;’”l (al)

<z . Temos que m ¢ um comutador da
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forma canonica do tipo 1. Assim, podemos tomar er,

oy M como o gerador.

e se a; = 0 para todo 2 < i < r, entao tomamos

x§“1), xéo), . ,x(o), 20 ,x(_l)},

m:[ r r+1>

onde m é um comutador da forma canonica do tipo 3. Logo, podemos

considerar ez, ,m como gerador.

(o)
(a1)

e sen; "’ >1eaq €{0,a;} para todo [, 2 <[ < r. Entdo podemos tomar

_ [.(a1) _(0) 0) (-1 (a1) a1) (=1 -1
m = 2\ 2y, e e 2l Y,
onde m ¢ um comutador da forma candnica do tipo 2. Assim, tomamos

er,,,m como o gerador.

Note quese a; +---+a, < k—2e k>4 entao m tem graua; +---+a, +k <

k — 2+ k = —2, nao satisfazendo a condi¢ao 2) do teorema.

Pela Proposigao 3.6, temos que cada er,,m nao ¢ uma identidade Z-graduada para W1,

)
pois em cada caso m é um comutador multilinear da forma canonica. Logo, para qualquer

situacao em que as condigoes da proposicao sao satisfeitas conseguimos um comutador m

da forma canonica tal que ep_,m é o gerador do modulo irredutivel associado a (o) =

)
(01,...,04), como requerido. O
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