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Introducao

Dada uma hipersuperficie minima, compacta (sem bordo) M, numa variedade

Riemanniana Hnﬂ, a formula da segunda variacao da area determina um operador
eliptico auto-adjunto L chamado operador de Jacobi de M. Se M tem um campo N
de vetores normais unitarios definidos globalmente, dizemos que M é relativamente
orientdvel. Quando M é orientdvel, esta propriedade é equivalente & orientabilidade
de M.

E f4cil observar que algumas variedades M nao admitem hipersuperficies minimas
compactas, estaveis e relativamente orientaveis. Isto acontece, por exemplo, se a
curvatura de Ricci de M é positiva.

Enunciaremos, a seguir, resultados que classificam algumas imersoes isométricas.
Simons [Si] provou que superficies minimas de indice um na esfera sao totalmente
geodésicas. Lopez e Ros [L-R], usando resultados de Fischer-Colbrie [FC], mostraram
que existem apenas duas superficies minimas com indice um em IR*: o catendide e
a superficie de Enneper. Previamente, do Carmo e Peng [dC-P] e Fischer-Colbrie e
Schoen [FC-S], mostraram que a tnica superficie minima, completa, estavel (indice
zero em IR3), é o plano. Ritoré [Ri] fez um estudo sobre superficies minimas de indice
um nas formas espaciais planas tridimensionais. Mais geralmente, para espacos am-
bientes tridimensionais, alguns resultados sao conhecidos. Para maiores informacoes,
consultar [Ri-Rol] e as referéncias 14 existentes.

No presente trabalho, consideramos as hipersuperficies minimas, compactas, rela-
tivamente orientaveis, com indice um, no espaco projetivo real P**!. Nosso resultado
principal é o seguinte teorema obtido por do Carmo, Ritoré e Ros [dC-Ri-Ro].

Seja f : M — P™' minima, compacta e relativamente orientdvel. Entao M
tem indice um se, e somente se, M é uma esfera totalmente geodésica ou uma hiper-
superficie de Clifford.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. No Capitulo 1, intitulado Pre-
liminares, apresentaremos conceitos como imersoes isométricas, segunda forma fun-
damental, curvatura média da imersao, curvatura de Ricci e espaco projetivo real.
Alguns destes assuntos serao tratados com mais detalhes.
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No Capitulo 2, definiremos e estudaremos as hipersuperficies de Clifford, uma
vez que as mesmas serao usadas no teorema central da dissertacao.

No Capitulo 3, provaremos o teorema principal deste trabalho. Para isto, enun-
ciaremos e provaremos alguns resultados intermedidrios envolvendo hipersuperficies
minimas compactas.

Esta dissertacao é baseada no artigo de Manfredo Perdigao do Carmo, Manuel
Ritoré e Antonio Ros [dC-Ri-Ro], intitulado Compact minimal hypersurfaces with
index one in the real projective space, e publicado no ano 2000.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo, alguns conceitos e resultados bdsicos que serao
utilizados ao longo deste trabalho. A apresentacao sera feita de forma superficial.
Para um estudo mais aprofundado destes tdépicos, aconselhamos a leitura de [dC],
[D] e [Ch].

Usaremos o termo diferencidvel para designar aplicacoes ou campos de classe C*.
Considerando M uma variedade Riemanniana n-dimensional, o conjunto dos campos
diferencidveis em M serd denotado por x(M).

A curvatura R de M é a correspondéncia que associa a cada par X,Ye x(M) a
aplicagao

R(X,Y) : x(M) — x(M)

dada por
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X7Y]Z, 7 € X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Algumas combinacgoes da curvatura R aparecem com tanta freqiiéncia na lite-
ratura matematica que merecem nomes especiais. A curvatura de Ricci é um exemplo
que veremos abaixo.

Seja x um vetor unitario em 7, M e tomemos uma base ortonormal {z1, 2, ..., 2,1 }
do hiperplano de T, M ortogonal a z. A expressao

Ric,(x) = Z (R(z,2i)z,2), i=1,..,n—1,

i

¢ chamada curvatura de Ricci na direcao x.
. —n+k . . c, . . ~
Considere M" e M variedades diferenciaveis de dimensoes n e n + k respec-
. . . ~ . ., —n+k
tivamente. Dizemos que uma aplicacao diferenciavel & : M" — M ¢ uma
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imersao se, e somente se, a diferencial

d®, : T,M — Top M

é injetiva para todo p € M. O nimero k é chamado codimensao da imersao ®. Se
k =1, entao ® é chamada de hipersuperficie.

. ~ —n+k . . . ,
Uma imersao ® : M™* — M entre duas variedades Riemannianas é chamada
uma imersao isométrica se, e somente se

(X, Y>p = (d®, X, dq)pY>q>(p) )

para todo ponto p € M e vetores X,Y e T, M.
O produto interno em 7, M o decompoe na soma direta ortogonal

TPM = TpM > (TpM)La

onde (T,M)* é o espago normal cuja dimensio é a codimensio k. Esta decomposigao
varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, ao longo de M, o fibrado tangente
TM decompde-se em um fibrado tangente TM e um fibrado normal (T'M)*. Em
outras palavras, temos a soma de Whitney

T™M =TM @ (TM)™*.

Assim, se v € TM, podemos escrever v = v7 + vt, com v’ e TM e v* e (TM)*.
Denominamos v’ a componente tangente de v e v a sua componente normal.

Identifiquemos por V e V as conexoes Riemannianas de M e M respectivamente.
Sendo X e Y campos locais de vetores em M e X,Y as respectivas extensoes locais
a M, entao

VxY = (VxY)"
A aplicacao bilinear simétrica o : TM x TM — (T'M)*, dada por
o(X,Y) =VxY — VyY,

¢ chamada de sequnda forma fundamental da imersao ¢.
Dado n e T,M*, consideremos a aplicagdo bilinear simétrica

H, :T,M xT,M — IR
definida por

Hy(X,Y) = (0(X,Y),n), (1.1)
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onde pe M e X,Y e T,M.
A forma bilinear simétrica H, definida em (1.1), esta associado o operador auto-

adjunto
Ay T,M — T,M
definido por
(0(X,Y),n) = (A, X,Y),

chamado de operador de Weingarten na direcao 1. Pode-se mostrar que
A, X = —(VxN)" (1.2)

Se ¢ é uma hipersuperficie e N é um campo normal unitario definido ao longo
de M, denotaremos Ay simplesmente por A. Sendo A um operador auto-adjunto,
existe uma base ortonormal de autovetores { Ey, Es, ..., E,, } de T,M com autovalores
reais —ky, ..., —k,, chamados curvaturas principais de ®, em relacao a qual a matriz

de A é dada por

—ki O 0
A= o . o0
0 0 —k,
Definimos a curvatura média da imersao ¢ em p como
1 ky+---+k,
Hp) =—tr(d) = ———.
(1) =~ tr(4) )

Dizemos que a hipersuperficie ® é minima se, e somente se, H(p) = 0 para todo
pe M.
Lembremos que para duas funcoes diferenciaveis f,g: M — IR ¢ C*,

A(fg) =gAf+ fAg+2(Vf,Vyg), (1.3)

onde V é o gradiente da funcao.

Para uma funcao diferenciavel ¢ = (¢1, ..., o) : M — IR™, o Laplaciano de M
é a fungao vetorial Ap = (A, ...dn).

Estudaremos agora, alguns topicos relacionados a problemas variacionais. E
possivel mostrar que a férmula da segunda variacao da hipersuperficie é dada por

Qu,u) = — /M wAu + (Rie(N) + |o)u2]dv, (1.4)

onde Ric(N) é a curvatura de Ricci de M na direcao de N e |o| é a norma da
segunda forma fundamental da imersao.
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O operador linear L : C®(M) — C*®(M) definido por
Lu = Au + (Ric(N) + |o|*)u (1.5)

é chamado operador de Jacobi de M. Este operador é, auto-adjunto e esta associado
a forma bilinear simétrica definida em C* (M) por

Q(u,v) = —/MvLudV.

O indice de uma variedade M é definido como o nimero de autovalores negativos
do operador de Jacobi, contando multiplicidade. Se M tem indice zero, entao a
variedade é dita estdvel.

Dizemos que um ntimero real A\ é um autovalor de um operador diferencial 7" em
M se existe uma fungao nao-nula p e C°(M), tal que T+ Ap = 0. A fungdo p é
entao chamada uma autofuncdo de T.

Enunciaremos, a seguir, o Teorema da Divergéncia e as formulas de Green para
uma variedade diferenciavel M.

Aqui, como em todo o trabalho, variedade compacta serd sempre considerada
como compacta sem bordo.

Teorema 1 (Teorema da Divergéncia.). Se X ¢ um campo de vetores diferen-
cidveis sobre M compacta, entao

/M (divX)dV = 0.

Em particular, se f : M — IR entao

/MAf = /Mdiv(gradf)dV: 0, (1.6)

Formulas de Green. Sejam h e f funcgoes diferenciaveis numa variedade compacta
M. Entao

/ {hAf + (gradh, gradf)}dV = 0,
M

e além disso,

/ (hAF — FARYAV = 0. (1.7)
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Consideremos agora uma funcao p : M — IR. A partir de (1.6) e por (1.3),
verificamos que

0:/ A/ﬂdV:/ 20+ 2 (Y, V)dV,
M M

e assim,

/M|Vu|2dV:—/MMAMdV. (1.8)

Logo por (1.4) e por (1.8), podemos concluir que a forma quadritica associada ao
operador de Jacobi de M, pode, também ser expressa por

Qi) == [ npaV = [ {Va? = (lo + RN ) v,

para qualquer funcao diferenciavel p em M.

O espaco projetivo real é uma variedade importante neste trabalho, uma vez que
no teorema central, classificaremos, sob certas condicoes, variedades imersas neste
espaco. Representaremos o espago projetivo real por P" e o definiremos como o
conjunto das retas de IR"*! que passam pela origem 0 = (0, ...,0) ¢ IR"™!, isto é, P"
é o conjunto das “direcoes’de IR™*!. Este conjunto pode ser pensado também como
o espaco quociente da esfera unitaria

S ={pe R"";|p| =1}

pela relacao de equivaléncia que identifica p € S™ com o seu antipoda —p. Com
efeito, cada reta que passa pela origem, determina na esfera dois pontos antipodas e
identificar pontos de uma reta corresponde a identificar os pontos antipodas obtidos
pela intersecao da reta com a esfera.

Definimos a métrica em P"*! de modo que a projecdo 7 : S"*! — P! geja uma
isometria local. Assim, uma subvariedade M" de S™! serd, também, localmente
isométrica & sua projegio w(M™) C Pl



Capitulo 2

Hipersupertficies de Clifford

Neste capitulo definiremos hipersuperficies de Clifford, encontraremos uma con-
dicao para que esta hipersuperficie seja minima, obteremos o seu operador de Jacobi
e calcularemos os autovalores do Laplaciano da mesma. Concluiremos, a partir dai,
que as hipersuperficies de Clifford possuem indice um.

Consideremos dois inteiros positivos n; e no com nq +n, = n e dois nimeros reais
positivos Ry e Ry tais que

R+ R; =1. (2.1)

O produto
S™(Ry) x S™(Ry) C S"*!

das esferas
SnZ(RZ) = {piGRniJrl . |pl| = RZ} 5 1= 1, 2
é uma hipersuperficie homogénea e compacta da esfera S"*! chamada uma hipersu-
perficie de Clifford.
Mostraremos agora que ao considerarmos um ponto p = (py, p2) em

M = S™(Ry) x S™(Ry),

entao um vetor unitario normal a M neste ponto, é dado por

Ry Ry
N=(-2p,p, ).

De fato, N é unitdrio, pois considerando p; = (1, ..., Tp,+1) € P2 = (Y1, e, Ynpt1),

temos que
vo (B, Ry R R
— R1 1y -0y Rl ni+1l ngh Ty RQynﬂ»l )

8
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e entao

INI =

Para mostrarmos que N é normal a M, é necessario provarmos, primeiro, que
N e (T,M)* C T,S™" e depois provarmos que o produto interno entre N e um vetor
tangente qualquer de T,,M é igual a zero.

Calculemos inicialmente o produto interno entre p e N.

2 El 2 2 121 2 RQ 2 Rl 2
N) = ——= D1, 5 =—— —pt=__Z2R RZ2—=0
{p, N) <(p1,pz),< R1p17R2p2>> P+ &5 R T+ B

Portanto N e (T,M)*. Agora, dado v = (v1,v2) € T,M, seja

a:(—ee)— M

definida por

a(t) = (ou(t), az(t))
uma parametriza¢ao de uma curva em M, com «(0) = p = (p1,p2) e &/(0) = v, sendo
que a;(t) € SP(Ry), as(t) € ST(Ry) e v = (v1,v2). Observamos diretamente que

(1 (£), 0 (1)) = Ry

(an(t), an(t)) = R,
derivando o primeiro destes produtos internos, temos
(i (t), 0} (2)) =0

para todo t € (—¢,¢). Em particular, para t=0, segue que

(01(0),01(0)) =0,
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ou seja (p1,v1) = 0. De modo andlogo mostra-se que (ps, v3) = 0. Conseqiientemente

R2 R1 R2 Rl
NJU = T Vb y \U1, U = 75 V1) + o U :07
( ) << R1p1 R2p2> (1 2)> R, (p1,v1) R (P2, v2)
para todo v € T, M. Portanto N é normal a M como queriamos mostrar. Obteremos,
a seguir, as curvaturas principais da hipersuperficie de Clifford.
Observando que

temos

Para v = (/,(0),0), temos Av = £2(a/(0),0) = g—fv, portanto g—f é uma curvatura

Ry
principal. De modo andlogo, para v = (0, 4(0)), vemos que ’R}zl também é uma

curvatura principal. Assim, o operador A pode ser representado matricialmente

como

R:
R—f 0 0 0 0
0 0 0
0o 0 & 0
R
[A] = S
Ry
0 0
-R
0 0 0 Iy
Observando a matriz, vemos que tr[A] = nlg—f — 712%- Logo, M é minima se, e
somente se,

A partir de agora, suporemos sempre que M é minima.

Sabemos que o quadrado da norma da segunda forma fundamental o é igual ao
quadrado da norma da matriz [A]. Usando este fato e a igualdade (2.2), temos
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R, R _ Ry R

2

lo|* = ni—= + na— —= =ng+n; =n.
2 2

Ry R3

Como a curvatura de Ricci de S™™' e |o|? sao iguais a n, segue por (1.5) que
o operador de Jacobi da hipersuperficie de Clifford é simplesmente

L=A+2n. (2.3)

Decorre de ([B-G-M], pp. 159-160), que as autofung¢oes do Laplaciano em S™(R)
sao restrigoes a S™(R) de polinémios homogéneos de grau k, para cada autovalor

k(n+k—1)
R?
Seja f: S™(Ry) x S™(Ry) — IR definida por

f(p1,p2) = fl(p1)-f2(p2);

onde, para cada i € {1,2}, f; é uma autofun¢ao do Laplaciano A; em S™ associado
ao autovalor \g,. Entao,

Af = f[ilfo+ LAfL+(V1,V o) = ilfo+ oA f1,

A =

onde usamos o fato que f; sé depende de p; e que V f; pertence a T,,,5™ (R;), portanto,
o produto interno na equacao acima ¢ nulo. Logo

Af ==, + Aky) fifo,

ou seja, f é uma autofuncao do Laplaciano na hipersuperficie de Clifford
M=5" (Rl) x S"? (RQ)

associada ao autovalor

kl(kl +ny — 1) kz(kg + Ng — 1)

(2.4)
Ri I3

Sabemos que M é o produto de duas esferas e que cada uma delas é invariante pela
aplicagao antipoda. Logo M é invariante pela aplicacao antipoda e isto induz uma
hipersuperficie minima 7(M) em P"*!' que também serd chamada hipersuperficie
de Clifford.

O operador de Jacobi depende da curvatura de Ricci e da norma da segunda
forma fundamental e estas dependem da métrica. A métrica em M e em 7(M) é
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a mesma pois a projecao 7 : S"T! — P! ¢ uma isometria local e, portanto, o
operador de Jacobi em 7(M) é também dado por (2.3).
As autofuncgoes do Laplaciano em

(M) = 7(S™(Ry) x S™(Ry)) c P"*!
sao as autofuncoes f do Laplaciano em
S™(Ry) x S™(Ry)
que comutam com a projecao 7 (ver [B-G-M], p. 145), ou seja, que satisfazem

f(_ph —p2) = f(p1,p2)- (2-5)

Cada f; é a restrigao a S™(R;) de um polinomio f;, definido em R™*!' ho-
mogeneo de grau k;, logo, f é a restricao a

S™(R;) x S™(Ry)

do polinomio f: flfg, definido em IR", que satisfaz

flep) = f(epi,cpa)
fl(cm).fz(czoz)
= F1fi(p1) . falps)
= R f(p1pa), (2.6)

ou seja, fv é¢ um polinomio homogéneo de grau k; + ky e assim, para que ocorra
(2.5), é necessério e suficiente que k; + ky seja par.

Com essas condigoes, consideremos k; + ko > 2 (para ki + ks = 0, 0 autovalor é,
evidentemente, nulo.) Ao multiplicarmos (2.4) por (2.1) e usarmos (2.2), obteremos

I{Jl(kl +ny — 1) k2(k2 + ng — 1) I{Jl(kl +ny — 1)

R% + R% (R% + R%) = R% (R% + R%)
ko(ky +n9 — 1 k2 — k k2 _ k
Z(ZR%Z )(R%+R3): IR% 1+k1n+ 2R%2+k2n2k1n—|—k2n
= (k1 + ko)n > 2n. (2.7)

Em particular, o primeiro autovalor nao nulo do Laplaciano em m (M) corres-
ponde a k; = ky =1 que, por (2.4), é igual a 2n.
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Por (2.3), para cada autovalor v do Laplaciano em 7(M), temos o autovalor
A=vy—2n (2.8)

do operador de Jacobi L em 7(M). Portanto, temos por (2.7) e (2.8) que A = —2n
é o tnico autovalor negativo do operador de Jacobi L em = (M) e, portanto, para
toda hipersuperficie de Clifford minima M em S™*!, a hipersuperficie quociente
(M) em P! possui indice um.



Capitulo 3

Resultado principal

Neste capitulo, provaremos o resultado principal desta dissertacao que é o Teo-
rema 2. Para isso, necessitaremos provar alguns resultados intermedidrios que serao
utilizados na demonstracao do mesmo.

Lema 1. Seja f : M — S™' wma hipersuperficie minima compacta e orientdvel
da esfera e seja N um campo de vetores unitdrios normais definidos em M. Entao
f e N wverificam

Af+nf=0 e AN +|o’N =0 (3.1)

Prova. Considere f, : M — IR definida por f, = (f,v) e N, : M — IR
definida por N, = (N,v), onde v € IR"*? é um vetor fixo. Por [B-dC-E], temos

Af, + nHN, +enf, =0 e AN, + |o|*N, 4+ enH f, = 0,

onde ¢ é a curvatura do espa¢o ambiente (no nosso caso, esta curvatura é igual a
um) e H é a curvatura média da imersao (no nosso caso, H = 0, pois M é imersao
minima), logo

Af, +nf, =0 e AN, + |o]*N, =0, (3.2)

portanto, para cada funcao coordenada f; = (f,e;) de [ = (fi,..., fuio) € cada
funcao coordenada N; = (N,e;) de N = (Ny,..., Nyi2), temos por (3.2) que

Afl == —nfz € ANZ == _|U|2Ni

e assim obteremos (3.1), como queriamos.

14
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Dados a,b € IR"*2, considere a funcao vetorial
Gap: M — R"H?
definida por

Pap = (fr0) f +(N,a) N+ (f,b) N. (3-3)

Mostraremos algumas propriedades dessas fungoes, que serao usadas como fungoes-
teste, na demonstracao do Teorema 2, para vetores a e b escolhidos convenientemente.

Lema 2. O operador de Jacobi quando aplicado a funcdo ¢,y € dado por

~Léus = (n = [o[)({f,a) f — (N, a) N) + X,

onde X : M — IR™2 é um campo de vetores tangentes a M.

Prova. Mostraremos o resultado, combinando (1.3) com as equagoes (3.1) e
usando o fato de que, no nosso caso, todos os termos que correspondem ao produto
interno de gradientes sdo tangentes a M. Por (1.5), temos que

L¢a,b — A¢a,b + (|O'|2 + n)¢a,b-

Calcularemos, inicialmente, a parcela correspondente a A¢,p, utilizando (1.3) e
o Lema 1.
Na expressao a seguir, X, Xy e X3 representam parcelas envolvendo gradientes
e X = X1 + X2 —+ X3
Aqsa,,b = A((f,a>f)+A(<N,a>N) +A(<fab>N)
= fA{(f,a)+{f,a) Af + X1+ NA(N,a) + (N,a) AN
+Xo + NA(f,b) + (f,b) AN + X3
= —nf(f.a) = nf(f,a) + Xi = N|o|*(N,a) — (N,a) |o|’N
+X2 —nN <f7 b> - <f7 b> |U|2N +X3
= —2nf(f,a) = 2N|o[*(N,a) — (f,b) N(n+ |o|*) + X
—2nf (f,a) = 2N|o|*(N,a) + ({f,a) f + (N,a) N = ¢o)(n + |o|*) + X.
A partir dai, concluimos que

—Lpay = —Ddap — (Jo]> +1)dap
= +2nf (f,a) + 2N|o|>(N,a) — (n + |o|*) (¢ap — (f,a) f — (N,a) N + ¢op) + X
= +2nf(f,a) +2No[*(N,a) —n(f,a) f —nN(N,a) — |o|*(f,a)
—|o|*N (N,a) + X
= 4nf(f,a) + N|o|>(N,a) —nN (N,a) — |o> (f,a) f + X
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= (n—|o*)((f,a) f—(N,a) N)+X.

Lema 3. Dados a,b e IR"*2, temos

/M(|0'|2 —n) (N, a) (f,b)dV = 0.

Prova. Para mostrar o resultado pretendido, utilizaremos o Lema 1 e a férmula
(1.7), obtendo

[ ol =m a0y = [ [loP (Vo) (£.5) = 0 (7.0) (N, lav

_ /M[_ (F,5) A (N, @) + (N, a) A (f, B)]dV = 0.

O

Veremos agora o resultado principal deste trabalho, que classifica as hipersu-

perficies minimas, compactas, relativamente orientaveis, de indice um no espago
projetivo real.

Teorema 2. Seja f : M — P™"!' minima, compacta e relativamente orientdvel.
Entao M tem indice um se, e somente se, M ¢ uma esfera totalmente geodésica ou
uma hipersuperficie de Clifford.

Prova. Seja fv: M — P™*! uma hipersuperficie minima, compacta, relativa-
mente orientdvel, de indice um. Mostraremos, em primeiro lugar, que M ¢ conexa.
De fato, suponha, por contradi¢ao, que M nao seja conexa.

Considere entao uma cisao nao trivial M = M; U M5 e as funcoes

(I)l, P, : M — IR
definidas por

1 , se p e M
0 , se p e M,

®,(p) = 1, para todo p € M.

Como @, é localmente constante, entao A®, é igual a zero. A expressao (|o|*+n)
é, evidentemente, positiva e, portanto, L®; é positiva em M; e nula em M. Logo

Q(®,,8,) = —/NfblLfbldV: _/Nq>$(|o—|2+n) qv
M M

- —/ (o2 +n) dV <o0.
M, —~—

>0
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Usando procedimento andlogo, podemos concluir que Q(®s, ®5) < 0. Como P,
e @, sao linearmente independentes, isto contraria a hipdtese de fv ter indice um.
Podemos entao concluir que M ¢ conexa.

Suponha agora que f possui um levantamento f na esfera S"*!, conforme a figura

3.1, onde 7 é a projecao usual.

Sn—i—l

3 ———p

f
Figura 3.1:

Concluimos assim, que M é uma hipersuperficie com indice um da esfera. Segue
de [Si] que, neste caso, M é uma esfera totalmente geodésica.

Podemos entao assumir que nao existe o levantamento acima. .

Afirmamos que, neste caso, existe um recobrimento duplo conexo M de M e uma
imersdo isométrica minima f : M — S™*! localmente congruente a f e tal que, se
denotarmos por s : M — M a involugao isométrica induzida pelo recobrimento,
entao fos = —f.

Com efeito, sejam

M ={p,p)/peM,peS"t x(p)=f(P)},

f: M — S™! definida por f(p,p) =p e h: M — M definida por h(p,p) =p. A
involu¢ao induzida por h é a aplicagdo s : M — M definida por s(p,p) = (p, —p)
e satisfazendo S? = —1I e hos = h. Para cada (p,p) € M,

m(f(p,p)) = 7(p) = f(p) = f(h(D,p), V(Dp)

o que mostra que mof = foh, ou seja, o diagrama da figura 3.2 é comutativo.
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M %Sn—l—l

3 ———p

f
Figura 3.2:

Para qualquer (p, p), temos

f(s(p,p) = f(p, —p) = —p = —f(D, D),

ou seja,

fos=—f (3.4)

Para concluir a prova da Afirmacao, falta mostrar que M é conexa. A prova aqui
apresentada é essencialmente a mesma da Proposicao 5 de [Li], p. 197. Suponhamos
por contradicao, que M é desconexa e seja C' uma componente conexa de M. Sendo
uma aplicagao de recobrimento duplo, h é uma aplicagao aberta e fechada (ver [Li], p.
121), logo, h(C) é um subconjunto aberto e fechado de M. Como M é conexa, entio
h(C) = M. Desse modo, h aplica cada componente conexa de M sobrejetivamente
em M. Como a imagem inversa de cada ponto de M possui apenas dois pontos
de M, entao M possui exatamente duas componentes conexas. Assim, M também
possui apenas duas componentes conexas e h € injetiva em cada uma delas. Logo, a
restricao de h a cada componente conexa de M é um difeomorfismo. Considerando o
difeomorfismo inverso de h restrito a uma das componentes (M; por exemplo), temos
que fo(h |M1)_1 ¢ um levantamento de f Esta contradi¢ao prova a afirmacao.

O fato de M ser relativamente orientdvel nos garante a orientabilidade de M e
que o campo de vetores normais N : M — S"*! também verifica

Nos = —N. (3.5)
A partir de (3.4) e (3.5), é imediato verificar que

D, 05 = Dy .
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O operador de Jacobi depende do Laplaciano, da curvatura de Ricci da variedade
ambiente e da segunda forma fundamental da imersao. Para f e f, a curvatura de
Ricci, a segunda forma fundamental e a expressao do Laplaciano coincidem, uma vez
que 7 é uma isometria local e além disso, f e f sao localmente congruentes.

Naturalmente, toda funcao g : M — IR determina uma funcao

= poh : M — IR.

No entanto, dada uma funcao p : M — IR, uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que exista uma funcao g : M — IR tal que p = poh (ver figura 3.3) é que

oS = [L.

Figura 3.3:

Conseqiientemente, cada autofuncao de L agindo em C*°(M) da origem a uma

autofuncao de L atuando em C'*°(M), mas a reciproca nao ocorre. Concluimos assim,
que o indice de M é maior ou igual a um. Considerando

V:{ue C®(M);pos = p e /u¢dV:0}
M

entao o operador L agindo em V| tem indice um. .

Seja ¢ : M — IR tal que Q(¢,¢) < 0. O fato que L tem indice um em M é
equivalente a dizer que, restrito a V, L tem indice zero, ou seja, Q(u, ) > 0 para
toda fungao nao nula pu e V.

Afirmamos que uma fungao p como acima, satisfazendo Q(u, 1) = 0 é uma fungao
de Jacobi, isto é, satisfaz Ly = 0. Com efeito, dada v € V, considerando a funcao
i+ tv, com t € R, temos Q(p + tv,u+ tv) > 0 e sendo @) uma forma bilinear
simétrica, concluimos que

Qs 1) +2Q(p, v)t + Q(v,v)t* > 0.
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Logo Q(u, 1) = 0 implica que 2Q (i, v)t > 0 para todo p, v e portanto Q(u,v) = 0.
Logo Q(u,v) = 0 para toda v € V, o que implica em Ly = 0 e prova afirmagao.

Em nossos proximos argumentos usaremos as fungoes teste ®,;, que, para uma
escolha conveniente dos parametros a,b € IR"2, serao ortogonais a . Por (3.4) e
por (3.5), é imediato observarmos que

¢a,b05 — ¢a,b- (36)

Usando (1.5) e o Lema 2, temos

Q(¢a,b; ¢a,b) = — /M <¢a,b; L¢a,b> dV
- /M ((f.a) £+ (N.ay N + (f,0) N)[(n — [oP)((fa) £ — (N, a) N) + X)dV

= [ 1.0 S~ [oF) - (V.0 (N N~ o)

+(n —|o|*) (£,b) (N, a) (N, N)]dV/

- /M (n— o)({f, a)* — (N, a))dV
- /M (o2 — n) (N, a) (f.5) dV.

B /M(" —lo)((f,a)" = (N,a)*)dV. (3.7)

Observe que a expressao encontrada para Q(¢gp, ¢qp) nao depende de b.
Considere agora a aplicacdo linear ' : IR"*2 — IR™*? definida para todo belR"2,

por

FO) = [ o trnNav.
M
Afirmacdo: F é um isomorfismo linear.

Para provar essa afirmacao, assuma por contradicao que existe b # 0 tal que

F(b) = 0.
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Fazendo ¢ = ¢y, temos que ¢ = (f,b) N. Logo F(b) = 0 significa que ¢ e ¢ sao
ortogonais. Por (3.7) concluimos que Q(¢, ¢) = 0, portanto L¢ = 0. Por outro lado,
usando o Lema 2, vemos que

Lo =X, (3.8)

onde X é um campo de vetores tangentes ao longo de M. Lembrando que X corres-
ponde & soma das parcelas que contém produtos internos de gradientes, concluimos
que

X =2[(Viray, Vi) + (Vv Vo) + (Vi V)]

e como, no nosso caso, a = 0, temos que X = 2<v<f’b>,VN>. Decorre dai, que
X = —Ab, onde A é o endomorfismo de Weingarten associado & segunda forma
fundamental de M e b' é a parte tangente de b ao longo de M. Por (3.8), temos que
Abt = 0 sobre M.

Mostraremos agora que Ab' = 0 implica em (N,b) constante. Como f é uma
hipersuperficie, temos

X (N,N) =2 <€XN,N> ~0

e daf concluimos que Vx N pertence a TM. Entdo, usando (1.2), temos

X (N, b) = <%XN, b> v <N,@> - <%XN, b> - <(%XN)T, b>

=0

s T T T
— <(VXN) b >: —(AX ) = —<X,Ab > —0,
=0
onde na pentltima igualdade, usamos o fato de A ser auto-adjunta. Do visto acima,
concluimos que (N,b) é constante. Agora, como (N,b)os = — (N, s), vemos que
(N,b) = 0.
Considerando u = (f,b) e fazendo a identificacao usual

Vxf=dfo X =X,
concluimos que

X(u) = X (f,b) = <%Xf,b>+<f,@> = <6Xf,b> — (X,b), VX e TM.

=0

Calculemos agora a Hessiana de u. Para X,Y e T'M,

Hessy(X,Y) = X(Y(u)) = VxY(u) = X(Y (f, b)) — VxY(u)
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=X [(Vyfib) + <f, @> — VY ()

=0

= X((Vy /b)) = VxY(u) = X(({Y,0)) = VxY (f,b)

- <€XY, b> + <Y,i§g> — VxV (f,b) = <?XY, b> —(VxY,b)

=0

_ <%XY —VyY, b> - <(%XY)T + <%XY, f> N+ <€XY, f> f—VxY, b>

=VxY

= (Vv ) o+ (v ) g = [ X 0~ (VFr) fu= - 0

~——
Logo, Hess, = —{(,)u. Se u # 0, entdao a demonstracao do Teorema de Obata

([B-G-M], p. 179), assegura que M ¢é isométrica a esfera unitdria. Nesse caso,
a equagao (1.2) implica que M é totalmente geodésica em S™*!'. Portanto, ou M
é uma hipersuperficie linear no espa¢o projetivo (o que nao pode acontecer pois
essas hipersuperficies ndo sao relativamente orientdveis), ou é uma esfera totalmente
geodésica cobrindo duplamente uma hipersuperficie linear (o que novamente nao é
possivel porque esta imersao é um levantamento para a esfera (n + 1)-dimensional).
Se u = 0, entao concluimos, agora de modo trivial, que M ¢é totalmente geodésica, o
que é impossivel como visto acima. Esta contradicao prova a afirmacao.

Tome uma base ortonormal ai, ..., a9 em IR"™2. Para todo i = 1,...,n + 2
podemos encontrar, usando a afirmacao acima, um vetor b; ¢ IR"2 tal que a funcao
Gi = Pa,p; € ortogonal a . Portanto Q(¢;, ¢;) > 0 e por (3.7) temos que

n+2

0= [ (n=loP)((f.00" = (Vo) )av

- /M (n— o) — NPV = 0.

Isto implica que Lo; =0 parat=1,...,n+ 2 e assim, pelo Lema 2 concluimos que
(n — |o)?) (f,a;) = 0 para todo i, o que é possivel apenas se n — o> = 0 em M.
Por [C-dC-K], temos que M é localmente congruente a hipersuperficie de Clifford
minima. Portanto, ou M é congruente a hipersuperficie de Clifford

S (Rl) X Sn2(R2) C Sn+1
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satisfazendo a (2.2) ou a uma cobertura finita nao trivial dela. Descartamos o segun-
do caso (0 qual evidentemente é possivel apenas se ny ou ny forem iguais a um) porque
seu indice é maior que um. Poderemos verificar isso calculando explicitamente os

autovalores do Laplaciano, como em (2.4). Isto prova o Teorema.
O
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